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Inseparable Korpererweiterungen

HANSPETER KRAFT, Mathematisches Institut Basel

§ 1. Einleitung

Ist K eine endlich erzeugte Korpererweiterung eines Korpers k der Charakteristik
p>0, so gibt es verschiedene Grossen, die die ,,Inseparabilitit von K/k messen®, so
etwa den Inseparabilitdtsexponent, die Inseparabilitdtsordnung von Weil, den p-Grad
oder auch die Inseparabilitdt, dh. die Differenz p-Grad minus Transzendenzgrad
(vgl. § 2.). Man weiss nun, dass sich diese Grossen ganz verschieden verhalten, und
es stellt sich die Frage, wie sie eigentlich zusammenhdngen und ob sie sich nicht
einfacher beschreiben lassen.

Es soll nun in dieser Arbeit gezeigt werden, dass sich durch Einfiihren von neuen
Grossen, den Inseparabilititskonstanten der Ordnung i, obige einfach ausdriicken
lassen. (§ 3.). Gleichzeitig erhélt man eine Charakterisierung der optimalen separablen
Zwischenkorper von K[k, dh. derjenigen Zwischenkorper K, von K/k, die iiber k
separabel erzeugt sind und bei denen der Grad von K/K| gleich der Inseparabilitits-
ordnung von K/k ist. Die neu eingefiihrten Inseparabilitdtskonstanten unterliegen
dabei nur einer einfachen Monotoniebedingung (Satz II § 2. und Satz IVa/b
§4.).

Als wichtige Folgerung ergibt sich noch die Aussage, dass sich jede endlich er-
zeugte Korpererweiterung K/k sehr einfach aufbauen lésst, ndmlich durch eine separa-
bel erzeugte Erweiterung K, von k und anschliessenden rein inseparablen, einfachen
Erweiterungen K;=K,_;(x;) (i=1,...,n; K,=K) mit dem irreduziblen Polynom
fi(X)=X" —a,, wobei a; sogar in kK?; liegt (dh. f;(X)ekK? , [X]; Folgerung zu
Satz III § 3.). Diese Korperkette hat einen engen Zusammenhang mit dem Differen-
tialmodul M(K/k) von K/k.

Zum Schluss mochte ich nicht versiumen, Herrn Prof. W. Habicht und Herrn
Prof. R. Berger fiir die Anregungen und die wertvollen Hinweise zu dieser Arbeit
recht herzlich zu danken.

§ 2. Die Inseparabilititskonstanten

In der folgenden Definition sind die wichtigsten Grossen, die die Inseparabilitdt
einer endlich erzeugten Korpererweiterung K von k ,,messen®, zusammengestellt.
Dabei spielen die Begriffe der p-Unabhingigkeit, der p-Basis und des p-Grades eine
wesentliche Rolle. Fiir die Definitionen und die einfachen Eigenschaften vergleiche
man etwa [1]. Es seien hier nur die folgenden beiden Eigenschaften angefiihrt:
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a) Die p-Basen von K/k sind genau die minimalen Erzeugendensysteme von K
iiber kK?.

b) Ist K/k separabel erzeugt, so sind die Begriffe p-Bams von K/k und separierende
Transzendenzbasis von K/k gleichbedeutend.

Definition: Es sei K/k eine endlich erzeugte Kérpererwelterung. Dann definieren
wir:

1) Inseparabilitdtsexponent von K/k:

inex (K/k) = Min {r | kK" [k separabel erzeugt}

Es gilt: kK" [k separabel erzeugt ist gleichbedeutend mit i=inex(K/k).
2) Inseparabilitdtsordnung von K/k:

[K:k]; = Min {[K:K,] | Ko/k separabel erzeugt, K/K,, algebraisch}

Die Korper K, mit [K:K,]=[K:k]; heissen optimale separable Zwischenkdérper
von K/k.

Es gilt: [K:k];=p" und wir definieren zusitzlich noch inor(K/k)=n.

3) Inseparabilitdt von K/k:

insep (K/k) = [K: k], — [K:k],

LEMMA 1: Sind L2 K2k Korper mit L|k endlich erzeugt, so folgt insep(L/k)>
=insep(K/k)=0. Dabei gilt insep(L/k)=insep(K/k) genau dann, wenn IF und kK?
linear disjunkt iiber K? sind.

Beweis. a) Sei L/K rein transzendent mit Transzendenzgrad t. Dann folgt
[L:k],=[K:k],+1, also insep(L/k)=insep(K/k).

b) Sei L/K algebraisch. Dann gilt [L: K]=[I?:K”], und aus dem Diagramm

P — kI — L

K? — kK? — K

entnimmt man [kIP:kK?]<[L’:KP]=[L:K] und daher [L:kI’]>[K:kKP?]. Dies
bedeutet aber gerade, dass insep(L/k)=>insep(K/k) ist, wobei das Gleichheitszeichen
genau dann gilt, wenn [kLP:kK?]=[I7:K?”], und dies ist gleichbedeutend mit der
Aussage, dass I? und kK? linear disjunkt iiber K? sind.

¢) Sei nun L/K eine beliebige endlich erzeugte Korpererweiterung, xi,..., X,
eine Transzendenzbasis von L/K und K,=K(x,,..., x,). Dann folgt aus a) und b):
insep(K/k) = insep (K, /k) <insep(L/k), wobei das Gleichheitszeichen genau dann gilt,
wenn IP und kK linear disjunkt iiber K} sind. Da K/K rein transzendent ist, ist diese
Bedingung gleichbedeutend mit der Behauptung.

Aus dem Lemma 1 und den bekannten Eigenschaften von p-Basis und p-Grad
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erhdlt man nachstehende einfache Folgerungen. Es wird dabei der bekannte Satz
verwendet, dass unter der Voraussetzung K/k endlich erzeugt die Aussage K/k separa-
bel erzeugt gleichbedeutend ist mit K? und & linear disjunkt iiber k”.

Folgerungen: 1) [K:k],>[K:k],

2) insep(K/k)=0ist gleichbedeutend mitder Aussage, dass K/k separabel erzeugt ist.

3) Eine Transzendenzbasis {x,..., x,} von K/k ist genau dann separierende Trans-
zendenzbasis von K/k, wenn {x,,..., x,} p-Basis von K/k ist.

4) Ist L/K separabel erzeugt, so gilt insep(L/k)=insep (K/k).
Aus den Definitionen zu Beginn des Paragraphen und dem Lemma 1 ergeben sich
folgende notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Eigenschaft, dass K/k
separabel erzeugt ist:

SATZ 1: Ist K|k endlich erzeugt, so sind folgende Aussagen dquivalent:
1) K/k ist separabel erzeugt,

2) insep(K/k)=0;

3) inor(K/k)=0, dh. [K:k];=1;

4) inex(K/k)=0.

Fiir das weitere wesentlich ist nun die Untersuchung der folgenden Korperkette:
K2kK’P2kK” 2.2 kK" 2---

In Erginzung zu den Definitionen am Anfang diese Paragraphen fiihren wir folgende
Begriffe ein:
Definition: Inseparabilititskonstanten der Ordnung i von K/k:

insep; (K/k) = insep (kK?'/k) = [kK*?': k], — [K: k], ;

insbesondere gilt: insep, (K/k) =insep (K/k).

Folgende Eigenschaften der Inseparabilititskonstanten entnimmt man aus der
Tatsache, dass man aus einem Erzeugendensystem x,..., x, von K iiber kK? das
Erzeugendensystem x%, ..., x2 von kK? iiber kK?* erhilt.

SATZ I1: Die Inseparabilititskonstanten insep;(K/k) bilden fiir i=0, 1, 2,... eine
monoton fallende Folge von ganzen Zahlen >0, die von einer Stelle an aus lauter Nullen

besteht.
Dabei gilt: inex(K/k)=Min {i | insep; (K/k) =0} und

[kK"': k], = insep; (K/k) + [K:k],.
§ 3. Bestimmung der Inseparabilititsordnung

Unter den Transzendenzbasen {x,,..., x,} von K/k sind gewisse dadurch ausge-
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zeichnet, dass ihre p’-ten Potenzen p-unabhingig sind in kK?' iiber k fiir alle i>0.
Fiir i>r=inex(K/k) bilden diese dann eine separierende Transzendenzbasis von kK 4
iiber k, wie man aus der Folgerung 3) von Lemma 1 sofort entnimmt. Wir definieren
daher:

Definition: Eine Transzendenzbasis {x,,..., x,} von K/k heisst ausgezeichnete
Transzendenzbasis von K/k, wenn {x} ..., x’'} separierende Transzendenzbasis von
kK" [k ist fiir r =inex (K/k). Gleichbedeutend damit ist die Aussage, dass {x} ,..., x*'}
p-Basis von kK7 [k ist fiir r =inex(K/k).

Mit den gleichen Uberlegungen wie zu Satz II erhilt man aus dieser Definition sofort
folgendes

LEMMA 2: Jede p-Basis von K[k enthdlt eine ausgezeichnete Transzendenz-basis.

Sei K, ein Zwischenkorper von K/k mit K,/k separabel erzeugt und K/K, rein
inseparabel. Dann gibt es ein yeK,, y separabel algebraisch iiber k(xy,..., x,),
{x4,..., X,} separierende Transzendenzbasis von K,/k, mit Ko =k(xy,..., X;, ¥). Weiter
gilt fiir ein s>r=inex(K/k): kK?" = K,. Daraus folgt nun K,=kK" [x;,..., x,], denn
y ist wegen der Separabilitit schon in kK?'[x,,..., x,] enthalten. Wir erhalten daher
[Ko:kK?']<p™ und daraus

s—1 r—1
[K:Ko] = p° mit c= ) insep;(K/k)= Y, insep;(K/k),
i=0 i=0
denn
s—1 . i1 , s—1
[K:kK”] =[] [kK":kK" ]=p® mit ¢ = Y (insep;(K/k)+1).
i=0 i=0

Es ergibt sich also folgende Ungleichung:

inor (K/k) > 1insep,.(K/k) mit r = inex(K/k). (*)

SATZ I11: a) Es gilt:
inor (K/k) = ) insep; (K/k) mit r = inex(KJ/k).
i=0

b) Die optimalen separabelen Zwischenkorper von K|k sind genau diejenigen sepa-
rabel erzeugten Zwischenkirper K,, fiir die kK& =kK? gilt mit r=inex(K/k). Die
ausgezeichneten Transzendenzbasen von K|k sind daher genau die separierenden Trans-
zendenzbasen der optimalen separabelen Zwischenkdrper von K [k.

Beweis: Sei {z,,..., z,} eine ausgezeichnete Transzendenzbasis von Kk, K, die
separable Hiille von k(zy, ..., z,) in K. Wir wollen folgendes zeigen:

r—1
Jog[K:Ky] = Y insep;(K/k).
i=0
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Mit r=inex(K/k) erhilt man zunéchst
kKE = k(2Y,..., zF, y*) < kK",
sowie
kK" = kK?""(z¥,...,zF) firalle »>0.
Nun gibt es ein s=>0 mit K” =K, also erhilt man
kK? = kK" (2%, ..., z") < kKE
und damit
kK& = kK?' fiir alle i3> r = inex(K/k).
Nach der Konstruktion von K, gilt
[kKE':kKZ''']=p* firalle i>0,

und man erhilt daraus wie in den Uberlegungen zur Formel (%):

r—1

[Ko:kKP]=p" also [K:Ky]=p° mit c= -Z‘b insep; (K/k).

Damit ist die Behauptung a) und eine Richtung der Behauptung b) bewiesen.
Sei nun umgekehrt K, ein optimaler separabler Zwischenkdrper von K/k:

r—1

[K:K)]=[K:k];=p° mit c¢= Z insep; (K/k).
Dann gilt fiir alle i>0 °

[kK$':k], =t =[K:k],,
also nach Voraussetzung

[K:kKE] =p*".

Nun gilt

c+rt= ril (insep; (K/k) + t)
und daher l=0

p°*" =[K:kK"],
also

[K:kKE] = [K:kK"].

Daraus erhilt man wegen kK& kK& :kK” =kKE', also auch kK” ' "=kK& ~ fiir
alle s>0.
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Da K,/k separabel erzeugt ist, gilt fiir eine beliebige separierende Transzendenzbasis
von Ko/k: kK§ =kK{""(z¥,..., zI'), also nach obigem auch kK” =kK” "' ({zI"}).
Nach Definition ist daher {z;, ..., z,} ausgezeichnete Transzendenzbasis von K/k, und
die Behauptung ist damit bewiesen.

Folgerung: Ist K/k endlich erzeugt, so gibt es eine Korperkette
kgKOCKl C"‘CKR=K

mit folgenden Eigenschaften:

1) K, ist optimaler separabler Zwischenkorper von K/k.

2) K, ist einfach iiber K;_,:K;=K;_,(x;) wobei die irreduzible Gleichung von x,
folgende Form hat:

X" —a; mit a;ekK”,.

3) Ist {z,..., z,} eine separierende Transzendenzbasis von K,/k, so bildet
{z4..., 24y X1,..., X,} €ine p-Basis von K/k; insbesondere gilt: n=insep (K/k).

Beweis: Sei {z,..., z;} eine ausgezeichnete Transzendenzbasis von K/k. Diese
lasst sich dann sukzessive durch Elemente x,,..., x,€K zu einer p-Basis von K/k
derart ergénzen, dass fiir geeignete s,

v | A g A4
{z8, .., 28, x0, .., xE

eine p-Basis von kK?" ist. Es gilt dann: s,=insep,(K/k) und insbesondere 5,=0 mit
r=inex(K/k). Nehmen wir fiir K, die separable Hiille von k(zy, ..., z,) in K und defi-
nieren rekursiv K;=K;_,(x;) i=1,..., n, so erfiillt diese Korperkette obige Behaup-
tungen:

Behauptung 1) ist richtig nach Satz III, Behauptung 3) nach Konstruktion;

Behauptung 2): Sei i fest, 0<i<n; dann gibt es ein eindeutig bestimmtes v=v,
mit 5,<i<s,_, und es gilt: x{" ist p-abhingig von {z},..., 27", x{,..., x%} in kK"
iber k. Daraus erhilt man, dass x?"ekK?",, und wir miissen noch zeigen, dass
[K;:K;_,]=p" ist. Aus obigem folgt

[Ki:K;_,]<p", also [K:Ko]<p) v,
i=1
und es gilt
n r r—1
Z Vi = Z (Sy-1—=s8)v= Z s, = inor (K/k).
i=1 v=1 v=0

In allen Ungleichungen steht daher das Gleichheitszeichen und die Behauptung ist
damit bewiesen.
Anmerkung: Die oben konstruierte Korperkette steht in einem direkten Zusam-
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menhang mit der Struktur des Differentialmoduls M (K/k). Es gilt nimlich mit obigen
Bezeichnungen folgendes:

M(Ko/k) = Gt') K, dz;
i=1
M(K;/k) = (K; ® M(K;_1/k)) ® K; dx;

Ki-1
Der Beweis ergibt sich aus einem Satz iiber das Verhalten des Differentialmoduls bei
Ringerweiterung und beruht in unserem Falle auf der speziellen Gestalt des irreduzi-
blen Polynoms von Xx; (vgl. [4] I. Satz 3).

§ 4. Die Monotoniebedingung fiir die Inseparabilitiitskonstanten

In diesem Abschnitt soll bewiesen werden, dass die Inseparabilitdtskonstanten im
wesentlichen nur der Monotoniebedingung von Satz II unterliegen. Wir wollen nim-
lich zeigen, dass es zu jedem Korper k und zu jeder monoton fallenden Folge von nicht
negativen ganzen Zahlen ny=>n;>--->n,=0... die von einer Stelle an aus lauter
Nullen besteht, eine endlich erzeugte Korpererweiterung K von k gibt derart, dass die
Inseparabilititskonstante der Ordnung i von K/k gleich n; ist. Dabei muss man fol-
gende Einschrankung machen: Ist [k:kP]=p", so ist die Zahl n eine obere Schranke
fiir die Inseparabilitdtskonstanten.

Wie man leicht sieht, geniigt es, fiir obige Behauptung folgendes nachzuweisen:
Ist K/k endlich er zeugt, i, >0 eine beliebige natiirliche Zahl, so gibt es eine endlich
algebraische Erweiterung K’ von K mit

insep; (K'/k) = insep; (K/k) fir i>i, und
insep; (K'/k) = insep; (k/K) + 1 fir i<i,.

Wir beweisen zuerst folgendes Lemma:

LEMMA 3: Ist K|k endlich erzeugt, K'= K(x) eine rein inseparable Erweiterung
von K mit

xPoe kK" — K?,
so gilt

. ’ ] 1 fir i<i
insep; (K'/k) — insep; (K/ k)={0 fir i> iz

Beweis: Aus der Voraussetzung folgt xP'ekK? fiir alle i>i, und xPo¢kKP fiir
alle i<i,, also [kK P kK 7 p=max(ip —1i, 0). Aus dem Diagramm

kK,pi-I-l . kK,pi

kai+l . kai
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entnimmt man sofort
[kK'P: kK™ [kK'"" " kKP'" '] = [kK'®': KK?']-[kK”': KK?'" '],
und damit
insep; (K'/k) — insep; (K/k) =
= [kK'": k], — [kK"': k], = max (i, — i, 0) — max(io — i — 1,0) =
= {(1) 2: z ; ::Z also die Behauptung.

Ist nun kK?°— K?+0, so kann man eine p”°-te Wurzel eines Elementes yekK?'° — K?
an K adjungieren und erhélt damit eine gesuchte Erweiterung, wie sie zu Beginn des
Paragraphen beschrieben wurde.

Ist aber kK? — K?=0 fiir ein i>0, so folgt daraus k < K” und damit [k:k?]< oo,
da KP iiber k? endlich erzeugt ist. Wir erhalten daher folgenden Satz:

SATZ 1Va: Ist [k:k?]=o00, so gibt es zu jeder monoton fallenden Zahlenfolge
Hg=2n 2N, =2 2n=MN,,=0 fiiralle v=0

eine endlich erzeugte Korpererweiterung K von k mit
insep;(K/k) =n; fiiralle i>0.

Dabei kann man den Transzendenzgrad t=[K:k], beliebig vorgeben.
Ist nun [k:k?] < o0, so gilt fiir eine beliebige endlich algebraische Erweiterung K’ von
K:[K':K]=[K'":K"], also auch [K":K'?],=[K:K"],. Damit erhilt man

insep (K'/k) + [kK'?: K'?], = insep (K[k) + [kK?:K"], (*)

und diese Formel ist auch richtig fiir rein transzendente Erweiterungen K’ von K
wegen Lemma 1 Folgerung 4). Obige Summe ist also eine nur von k abhéngige Kon-
stante, deren Wert man erhilt, wenn man in (x) K=k setzt:

LEMMA 4: Ist [k:k?]< o, K|k endlich erzeugt, so gilt

insep (K/k) + [kK?: K"], = [k: k"],
oder
[K:KP], = [k:k"], + [K:k],;

insbesondere erhilt man

insep; (K/k) < [k:k?], fiiralle i>0.
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Damit kénnen wir den Satz IVa entsprechenden Satz fiir den Fall [k:k*] < oo be-
weisen:

SATZ 1Vb: Ist [k:kP] < oo, so gibt es zu jeder monoton fallenden Zahlenfolge
[k:kP],Zno=n 2n, 2 2n=n.,,=0 fir v>0
eine endlich erzeugte Korpererweiterung K von k mit

insep;(K/k) =n; fiiralle i>0.

Dabei kann man den Transzendenzgrad t=[K:k], beliebig vorgeben.

Beweis: Wie zu Beginn des Paragraphen geniigt es auch hier, folgendes zu zeigen:
Ist insep(K/k) < [k:kP],, so gibt es zu jeder Zahl i, >0 eine endlich erzeugte Korper-
erweiterung K’ von K mit

. , . )1 fir i<

insep; (K'/k) — insep; (K/k) = {0 fiir i3,

Diese Erweiterung erhilt man aber sofort aus dem Lemma 4, denn insep(K/k)<
< [k:kP], bedeutet gerade, dass [kK?:K"],>0 ist, dass also kKP°— K?#Q fiir alle
io>0, womit wie bei Satz IVa die Behauptung folgt.
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