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Beitriige zum potentialtheoretischen Aspekt des Verheftungssatzes von
A. D. Alexandrow

von HEINZ LEUTWILER, Ziirich

Einleitung

1. Auf einer Riemannschen Fldche R sei ein konform invariantes Linienelement
ds = '@ |dz| (0.1)

(z Ortsuniformisierende) definiert. (Ein konformer Parameterwechsel z=f({) soll
also die Transformation

#(0) = u(f (0)) + loglf " (Ol (0.2)
bewirken, sodass
ds = '@ |dz| = "9 d(|

invariant bleibt.) Dabei wird vorausgesetzt, dass u eine d-subharmonische Funktion
ist, das heisst sich lokal als Differenz subharmonischer Funktionen darstellen ldsst

u(z) = uy(z) — uy(2). (0.3)
Mit dem Differential (0.1) definieren wir auf R die Metrik

e(p, q) = inff e“@|dz| (0.4)
L

L

(P, geR). L durchlaufe dabei die Gesamtheit aller stiickweise analytischen Kurven,
welche p mit g verbinden.

Wir bezeichnen im folgenden den Raum, bestehend aus R und der Metrik (0.4),
mit (R, ds).

2. Ist die d-subharmonische Funktion u dreimal stetig differenzierbar, so stellt
(R, ds) eine zweidimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit dar. Die Grdssen
X=Rezund y=Imz heissen dann isotherme Parameter; die Gausssche Integralkriim-
mung berechnet sich nach der Formel

K(U) = — f f An iz dx dy 0.5)

lz] <1

(z=x+iy, 4=03?/0x+ 8%/y?). Dabei bezeichnet Uc R eine konforme Parameter-
zelle,
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3. A.D. Alexandrow hat die Theorie der zweidimensionalen Riemannschen
Riume verallgemeinert, indem er rein geometrisch die sogenannten zweidimensionalen
Mannigfaltigkeiten beschrinkter Kriimmung (M.b.K.) einfiihrte.l)

Wie J. G. Reschetnjak [18] und A. Huber [9] gezeigt haben, besteht ein enger
Zusammenhang zwischen den M.b.K. und den in Abschnitt 1 eingefiihrten Rdumen
(R, ds). Es gilt ndmlich der Satz (A. Huber [9], Satz A):

Jede zweidimensionale Mannigfaltigkeit beschrinkter Kriimmung ist isometrisch
einem Raum (R, ds) und umgekehrt stellt jeder Raum (R, ds) eine Mannigfaltigkeit
beschrdnkter Kriimmung dar.

Den subharmonischen Funktionen u;(z) sind positive Massenbelegungen u;=
(1/27) Au; (i=1, 2) zugeordnet. (Der Laplaceoperator 4 ist hierbei im Sinne der
Distributionen aufzufassen). Die Differenz

L= — U (0.6)

ist unabhingig davon, welche Darstellung (0.3) und welche Ortsuniformisierende z
man wihlt. Sie ist also eine auf der Riemannschen Fliache R definierte, vollstindig
additive Mengenfunktion.

Die Mengenfunktion u steht in engem Zusammenhang mit der Alexandrowschen
Kriimmung K. Die Formel (0.5) bleibt ndmlich noch in der verallgemeinerten Form

K(e) =—2nu(e) 0.7

fiir jede Borelmenge e richtig (siche z.B. [9]).

4. Fiir die Theorie der Mannigfaltigkeiten beschrinkter Kriimmung ist der soge-
nannte Verheftungssatz von Bedeutung. Dieser Satz sagt aus, dass die Verheftung
zweier von Kurven beschrinkter Schwenkung?!) berandeter M.b.K.-Bereiche U und
U wieder eine M.b.K. erzeugt. Die Verheftung geschieht so, dass man auf den Riandern
oU und 0U die Endpunkte gleich langer (von festen Punkten aus gemessener) Teil-
bogen identifiziert.

Zur Vorbereitung auf eine potentialtheoretische Behandlung dieses Verheftungs-
satzes, geben wir im ersten Paragraphen eine Definition der Schwenkung in (R, ds).?)

Im zweiten Paragraphen betrachten wir die Kurven von beschriankter Schwenkung.
Diese charakterisieren wir unter Heranziehung einer zweiten — zu der im ersten Para-
graphen gegebenen dquivalenten — Definition der Schwenkung (Satz 1).

Als Anwendung ergibt sich im dritten Paragraphen eine Ungleichung (Satz 2),
die zum Teil mit einem Resultat von A. D. Alexandrow [3] iibereinstimmt.

1) Fiir Begriffe und Resultate aus der Theorie der M.b.K. verweisen wir auf [1] und [2]. .
2) Eine andere — fiir unsere Zwecke weniger geeignete — Definition stammt von J. G. Reschetnjak
[19].



Zum potentialtheoretischen Aspekt eines Verheftungssatzes 85

Im vierten Paragraphen geben wir zunéchst die potentialtheoretische Formulierung
des Verheftungssatzes (Sétze 3, 4). Anschliessend zeigen wir, wie man, allerdings mit
einer zusitzlichen Annahme, diesen Satz mit funktionentheoretischen Methoden be-
weisen kann.

Die vorliegende Arbeit stellt eine Fortfiihrung der bereits erwdhnten Arbeit [9]
von A. Huber dar und ist auf dessen Anregung entstanden. Wir méchten an dieser
Stelle Herrn Professor Huber fiir diese Anregung und die vielen wertvollen Hinweise
zu dieser Arbeit bestens danken.

1. Definition der Schwenkung einer Kurve

1.1. Sei U eine Parameterzelle in (R, ds), und sei y < U ein Jordanbogen mit Halb-
tangenten in den Endpunkten, dem in der z-Ebene ein Bogen y,={z(?),0<<1}
entspricht. Wir definieren zunédchst die Schwenkung unter der Annahme, dass y
analytisch ist.

Fiir dreimal stetig differenzierbare Funktionen u ist die geodétische Integralkriim-
mung

t(y)=f(g—z+ k)ldzl. (1.1)

Dabei bezeichnet k die euklidische Kriimmung der ebenen Kurve y, und d/0n die
Ableitung in Richtung der Normalen, genauer in Richtung von arg(—i(dz/dt)).

Die Formel (1.1) enthilt die Ableitung der Funktion # und kann nicht ohne
weiteres auf beliebige subharmonische Funktionen iibertragen werden, da bei diesen
die Normalableitung nirgends zu existieren braucht. Deshalb stiitzen wir uns auf
den von B. Fuglede [8] eingefiihrten Begriff der symmetrischen Normalableitung

(1.2)

(v sei die Normale von y,). Fuglede hat gezeigt, dass du/dn auf jedem analytischen
Bogen fast iiberall existiert und eine im Lebesgueschen Sinn integrierbare Funktion
darstellt. Wir definieren also als mittlere Schwenkung t (verallgemeinerte geodétische
Integralkrﬁmmung) eines analytischen Bogens vy:

t(y) = f (gt;: + k) |dz]| (1.3)

Diese Definition ist sinnvoll, denn das Integral hidngt nicht von der speziellen Wahl
der Ortsuniformisierenden z ab.
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1.2. Wir wollen nun den Begriff der Schwenkung auf beliebige Jordanbogen y mit
Halbtangenten in ihren Endpunkten ausdehnen. Dazu betrachten wir eine Folge von
stiickweise analytischen Jordanbogen y, (n=1, 2,...), welche, links von der orientier-
ten Kurve y liegend, die Endpunkte @ and b von y miteinander verbinden — sonst aber
keine Punkte mit y und unter sich gemeinsam haben — und gegen y konvergieren. Die
Konvergenz ist so zu verstehen, dass das zwischen y, and y liegende Gebiet gegen die
leere Menge strebt. Wir verlangen noch, dass die von 7y, und y in a und b einge-
schlossenen Winkel gegen Null konvergieren, und dass in den Eckpunkten der y,
keine Punktmassen liegen. Dann existiert, wie anschliessend gezeigt wird, der Grenz-
wert

0 = lim § ¥ 26D+ ¥ (5 0D}, (14

Dabei bezeichnen wir mit ¢, (v=1, 2,..., N,) die links von y, liegenden Winkel in

den Eckpunkten p! und mit 7. (v=0,1,..., N,) die analytischen Teilbogen ap,,

pip? ..., pNr~1pNn. pNep der Kurve y,. Wir nennen 7,(y) die linke Schwenkung des

offenen Jordanbogens y.

Analog, d.h. mit Hilfe einer von rechts gegen y konvergierenden Folge, definiert
man die rechte Schwenkung 1,(y).

Fiir Jordankurven definieren wir die linke (rechte) Schwenkung mit Hilfe einer
Folge von geschlossenen Kurven y,, welche mit y und unter sich keine Punkte ge-
meinsam haben und von links (rechts) gegen y konvergieren. In diesem Falle ist eine
Voraussetzung iiber die Existenz von Halbtangenten iiberfliissig.

1.3. Wir haben jetzt zu zeigen, dass der Grenzwert (1.4) existiert und von der Wahl
der Kurven 7y, unabhingig ist. Wir schreiben von nun an kurz y fiir y,. Gemaiss
B. Fuglede ([8], p. 93) gilt:

J % ldz] ‘J ;‘:‘5 dz] = 214t Q) + T O V) + et (@) + Bt (B). (15)

Tm n

Dabei bezeichnen ,,, das von y,, und y, (m>n) berandete Gebiet, ,, und y, die um
ihre Endpunkte reduzierten Bogen y,, und 7, %,,(B.,) den Winkel zwischen 7,, und
7. im Endpunkt a(b) und u das Mass (0.6). Die rechte Seite von (1.5) kann aber,
infolge der Stetigkeit von p und der Voraussetzung betreffend die Winkel in a und b,
fiir geniigend grosse m und n beliebig klein gemacht werden.

Hiermit ist die Existenz des Grenzwertes (1.4) gezeigt, denn fiir den euklidischen
Anteil der Schwenkung folgt die Existenz des Grenzwertes unmittelbar aus der Vor-
aussetzung betreffend die Winkel in den Endpunkten a und b.

Der Beweis fiir die Unabhingigkeit von der Wahl der Kurvenfolge verlduft analog.
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1.4. Wir erwdhnen vier Eigenschaften der Schwenkung.

E 1: Sei y eine Jordankurve oder ein offener Jordanbogen mit Halbtangenten in
den Endpunkten. Dann gilt:

7(7) + 7,.(y) = — 2nu(y).

Nach Definition ist nimlich

5 5
'c,(y)-i-r,(y):liml: j £|dz|— f E‘;uzq. (1.6)

n-—*a0
Pl ()

Durch Aufstellen der (1.5) entsprechenden Beziehung fiir y¢” und y¢” wird er-
sichtlich, dass der Grenzwert (1.6) den Wert —2nu(y) besitzt.

Ebenso zeigt man:

E 2: Die Jordankurve y sei in einem kreishoméomorphen Gebiet von R enthalten
und berande im positiven Sinne ein Gebiet U. Dann gilt ( Formel von Gauss—Bonnet):

u(y) = 2n + 2mu (V).

Bevor wir die Additivitit der Schwenkung nachweisen konnen, miissen wir die
Schwenkung eines Punktes pey definieren. Dieser Begriff kann nur dann sinnvoll
erkldrt werden, wenn die Kurve y in p Halbtangenten besitzt. Bezeichnen wir mit
@Y (¢%) den links (rechts) von y liegenden Winkel der beiden Halbtangenten von y
im Punkte p, so verstehen wir unter der linken (rechten) Schwenkung von pey die
Grosse:

) =n— o — o u(p), baw. }

, >~ P (L7
) =1~ 0P — 97 u(p).

E 3: Der offene Jordanbogen vy besitze in den Endpunkten a und b sowie in einem

innern Punkt pey Halbtangenten. Dann gilt fiir die offenen Teilbogen ap und pb die
Beziehung ( Additivitét der Schwenkung):

% (y) = 1,(ap) + 7 + 7, (pb) }
% (1) = 1,(ap) + % + 7,(pb).

Beweis. Es geniigt, die erste Gleichung von (1.8) zu beweisen, da sich daraus mit
Hilfe von E 1 die zweite ergibt. Nach Definition gilt:

©(y) — u(ap) — n(ﬁ) =n— ¢y

ou ou ou
+ i —|dz| — | — |dz| — | — |dz| |.
nin;[jénl 2l fénl 2l j&nl zl]

n ?'n ?'n

(1.8)
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Dabei konvergieren die y,, 7, von links gegen die Bogen c;;, ;b\ Wendet man auf den
Ausdruck in eckiger Klammer wiederum die mit (1.5) durchgefiihrte Uberlegung an,
so erhilt man die Beziehung (1.8). Wir erwidhnen noch:

E 4: Die oben eingefiihrten linken und rechten Schwenkungen einer Kurve stimmen
mit den von A. D. Alexandrow (rein geometrisch) definierten Begriffen ,linke (rechte)
Schwenkung einer Kurve' iiberein.

J. G. Reschetnjak [19] hat bereits frither den Begriff der Schwenkung — auf andere
Weise — potentialtheoretisch definiert und gezeigt, dass seine Definition mit der
Alexandrowschen #dquivalent ist. Wir werden spiter die Aquivalenz unserer Defini-
tion mit der Reschetnjakschen — und damit der Alexandrowschen — beweisen (sieche
Anmerkung am Schluss von Abschnitt 2.4).

2. Kurven von beschrinkter Schwenkung

2.1. Besitzt der in (R, ds) liegende Jordanbogen v in jedem Punkt Halbtangenten
nach beiden Richtungen, so sind fiir jeden Teilbogen y,={p(6), 0<0<¢<1} die Be-
griffe linke und rechte Schwenkung 7,(y,) und 7,(y,) definiert.

Wir nennen y eine Kurve von beschrinkter Schwenkung, falls die Funktion
t—-1,(y,) auf dem Interwall 0<7<1 von beschrinkter Variation ist. Aus der Eigen-
schaft E 1 in Abschnitt 1.4 folgt, dass dann auch die Funktion ¢—7,(y,) von be-
schriankter Variation ist, und umgekehrt.

2.2. Zur Charakterisierung der Kurven von beschrinkter Schwenkung benétigen
wir eine zweite — zu der im ersten Paragraphen gegebenen dquivalente — Definition
der Schwenkung. Da wir von jeder Kurve voraussetzen, dass sie in einem kreishomoo-
morphen Gebiet von R enthalten ist, konnen wir die folgenden Uberlegungen in der
z-Ebene durchfiihren.

Es sei also I eine Jordankurve, welche ein ebenes Gebiet G so berandet, dass das-
selbe links von I liegt. Sei u(z)=u,(z)—u,(z) die im Differential (0.1) auftretende
d-subharmonische Funktion, welche auf einem G enthaltenden, ebenen Gebiet defi-
niert ist. Mit H,(z) und H,(z) bezeichnen wir die besten harmonischen Majoranten
von u, (z) bzw. u,(z) in Bezug auf das Gebiet.G und setzen H(z)=H, (z)— H,(z). Mit
Hilfe der Greenschen Funktion g(z, {) von G und dem Mass u aus (0.6) kann dann
u(z) wie folgt dargestellt werden3):

u(z)=H(2) - f 2(z, 0) du (). @1

G

3) siehe z.B. T. Radé [17]
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Wir betrachten jetzt einen Teilbogen y von I', in dessen Endpunkten I' Halb-
tangenten nach beiden Richtungen besitzt. Sei {y,} eine von links gegen y konver-
gierende Folge stiickweise analytischer Kurven wie sie in der Definition (1.4) ein-
gefiihrt wurde. Aus (2.1) folgt:

5 oH 5
Jgg |dz| =J5; \dz| _Ja_n Ug(z, 0) du(c)] ldz]. 2.2)

n Tn Tn

Fiir die Behandlung des ganz rechts stehenden Integrals erweist es sich als zweck-
mdssig, eine weitere gegen y konvergierende Kurvenfolge {,} einzufiihren. Wir be-
trachten eine konforme Abbildung z=f({) des Einheitskreises |{| <1 auf G. Diese
fiihrt einen Teilbogen B von |{| =1 in y liber 4). Wir definieren {7,} als Bild einer Folge
von Kreisbogen, welche die Endpunkte von B miteinander verbinden und fiir n— o0
gegen B streben.

LEMMA 1: Sei v(z) eine in einem G enthaltenden Gebiet definierte, 6-subharmo-
nische Funktion. Dann ist

n—w n n— oo

1imf§9 |dz| = lim J-@ |dz] . (2.3)
0 on

Yn Yn

2.3. Beweis von Lemma 1. Nach einem Resultat von C. Caratheodory [6] be-
sitzen die Kurven 7§, in ihren Endpunkten a und b Halbtangenten, welche fiir n— o0
gegen die entsprechenden Halbtangenten von y streben. Zu jedem Index n gibt es
folglich eine Zahl N mit der Eigenschaft, dass fiir alle m> N die Kurven y, und 7,
miteinander ein Jordangebiet €, beranden. Es bezeichne Q) =Q,.n {z, |z—a|>
>rA|z—b|>r}. Seienferner A7) =Q,,, N {z, |z—a|=r} und B{)=Q,,,n {z, |z—b| =r}.

Nach B. Fuglede [8, p. 93] und wegen der Stetigkeit des Masses u ist

. ov

hﬁé f 5, 1421 = 20 () + 7 (7 O ) 24
QM)

wobei y, und §,, die um ihre Endpunkte reduzierten Kurven y, und 7, bezeichnen.
Seien a,,, und B, die Winkel zwischen y, und %, in den Endpunkten a und .

Wir beweisen nun, dass

r-0 r=0
App(D) Bmn

. 0 o
lim f —E |le = Lyl (a) und lim f “B IdZ| = ﬁmnl"' (b) (25)
on on

(r)

Zu vorgegebenem &>0 gibt es einen Radius r,>0 mit der Eigenschaft, dass die

%) f(©) lasst sich stetig auf den Rand fortsetzen.
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totale Variation des Masses u in der punktierten Kreisscheibe K'(a, r,) vom Mittel-
punkt a und Radius r, kleiner als ¢ ist. In dieser Kreisscheibe stellen wir v(z) als
Summe einer harmonischen Funktion /4(z) und eines logarithmischen Potentials dar
(siehe z.B. T. Radé [17]) und erhalten nach B. Fuglede [8, p. 93] fiir r<r, die Be-
ziehung

0 0 oh
[ put=am@s [ | [ orogie-tiaa|a+ | 2 e

r K'(a,re) Amn™ Amn(

mn

wobei a%) den zum Bogen AY) gehorigen Zentriwinkel bezeichnet. Die in eckiger
Klammer stehende Funktion von { ist dem Betrage nach <2n. Lassen wir nun r—0
streben, so konvergieren die beiden auf der rechten Seite stehenden Integrale gegen
Null. Da ferner «")>a,,,, ist damit (2.5) bewiesen.

Aus (2.4) und (2.5) schliessen wir, dass

ov ov
f 5, 1921 = J 5, ldzl = 2mu (@) + 7T (V0 O ) + Guntt (@) + Brunit (D). (2.6)

m n
Da fiir geniigend grosse m und n die rechte Seite von (2.6) beliebig klein wird, folgt
daraus die Giiltigkeit von Lemma 1.

2.4. Die Funktionen, iiber welche in (2.2) langs y, integriert wird, konnen sdmt-
liche iiber G hinaus 8-subharmonisch fortgesetzt werden. Fiir u=u; —u, ist dies nach
Voraussetzung erfiillt. Um die erwdhnte Eigenschaft fiir H=H, — H, zu beweisen,
betrachten wir die Funktionen v;, definiert durch v;(z)=H,(z) fiir ze G, v;(z) =u;(2)
sonst (i=1, 2). Diese sind in ihrem ganzen Definitionsgebiet subharmonisch (siche
z.B. [17], S. 39), und somit ist v=v; — v, eine d-subharmonische Fortsetzung von H.
Schliesslich gilt dasselbe auch fiir den dritten — als Differenz der beiden andern dar-
stellbaren — Integranden. Aus der eben bewiesenen Eigenschaft der Integranden
folgt mit (1.4), dass die drei Integrale in (2.2) fiir n— o0 endlichen Grenzwerten
zustreben.

Nach Lemma 1 kann in jedem der drei Integrale von (2.2) y, durch §, ersetzt
werden, ohne dass sich dadurch fiir n— oo der betreffende Grenzwert dndert. Diese
Tatsache niitzen wir beim dritten Integral aus. Bei diesem hat ndmlich der Ubergang
zur Kurve §, den Vorteil, dass sich dann die Vertauschbarkeit der beiden Integrationen
leicht beweisen ldsst.

Wir ersetzen also beim dritten Integral von (2.2) y, durch 7, and dndern die Reihen-
folge der Integration. Dies ist — wie B. Fuglede ([8], S. 91-93) ausfiihrlich bewiesen
hat — sicher erlaubt, sofern wir die Kurve §, durch einen kompakten, in G liegenden
Teilbogen ersetzen. Wihlen wir demzufolge auf 7, zwei Folgen {z} und {z}} (k=1,
2,...) von Punkten, welche fiir k— oo gegen die Endpunkte g und b von 7, konver-

—_
gieren, so gilt fiir die Teilbogen 7% =zk2* von v,:
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i (—5% [ f g(z,0) du(C)] |dz| = J H % g(z,0) Idz]] dp(0). 2.7

'n G G ¢

Die in G definierten Funktionen

0
190 = | o e@os @8

Fen
konvergieren fiir k— oo gegen die Grenzfunktion (siehe z.B. [12], S. 31)

- 2nw (¢, v, G), {eG—Q,
lim @) ={ n—2r0(, 7, G), (€7,
k= 2n - 2rnw((, v, G), (eQ,

Dabei bezeichnet w({, y, G) das harmonische Mass von y in Bezug auf G und Q,
dasvon 7, und y berandete Gebiet. Die Funktionen (2.8) sind gleichmissig beschrinkt.
Dies folgt unmittelbar aus der Definition der Kurven %, und der konformen Invarianz
der Grossen (2.8). Somit kénnen wir auf der rechten Seite von (2.7) den Grenziiber-
gang k— oo unter dem Integralzeichen durchfiihren, d.h. es gilt

f ;—U £(z0) du(C)] dz | .
== 20 [ 00, 6) du(©) + 290 @) + 73, . G, 7

Fiir n— o0 erhilt man daraus

n- o0 n,
¥n

lim f 2 [ f £z 0) du(o] 21 == 25 [ 06,1 ©) du @), (210

Aus (1.4), (2.2) und (2.10) ergibt sich schliesslich mit der erwdhnten Anwendung
von Lemma 1 folgende (dquivalente) zweite Definition der linken Schwenkung:

n—>a0

T(y) = 2nfw(c, 7, G) du({) + lim {J (%g + k) |dz| + 2 (- <p:)}. (2.11)

Tn

Dabei bezeichnen ¢}, 92, ..., pN" die Winkel in den Eckpunkten der stiickweise ana-
lytischen Kurve y,.

Anmerkung. Ersetzt man im obigen Beweis das Greensche Potential durch das
logarithmische, so gelangt man zu der von J. G. Reschetnjak [19] eingef iihrten Defini-
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tion der Schwenkung?5). Somit ist unsere erste Definition zur Reschetnjakschen — und
damit auch zur Alexandrowschen — dquivalent.

2.5. Sei y eine Jordankurve, welche in einem kreishomdomorphen Gebiet von R
enthalten ist und in jedem Punkt Halbtangenten nach beiden Richtungen besitzt.

Wir betrachten eine konforme Abbildung des von y berandeten Gebietes auf den
Einheitskreis 4={{, |{| <1}. Diese ldsst sich stetig auf den Rand fortsetzen: Jeder
Kreisbogen B,= {e"%, 0<0<t<2n} ist Bild eines Teilbogens 7, von 7.

In 4 wird die Metrik von (R, ds) erzeugt durch ein Differential (0.1) mit einer
o-subharmonischen Funktion #({)=u;({)—u,({). Es bezeichne u das Mass (0.6)
und 4,({) die kleinste harmonische Majorante von ;({) in 4 (i=1, 2). Wir setzen

h(8)=hy (0)—h3 (D).

SATZ 1: Die Jordankurve y sei von beschrinkter Schwenkung und besitze keine
Nullwinkel und keine Punkte p mit u(p)< —1. Dann gilt:
a) Es gibt eine Konstante C, sodass fiir alle r<1:

2n
Oh(re”)
f ’ or
0
b) Die Schwenkung 1, des Bogens y,(0<t<2n) ist, mit Ausnahme hichstens ab-
zdhlbar vieler t-Werte %)

e < C. (2.12)

t

i6
1,(y,) = 2n J w(l, B,, 4) du(C) + lim f (ah g’;e ), 1) do. (2.13)

r—+1

Dabei bezeichnet w({, B,, A) das harmonische Mass von B, in Bezug auf A.
c) Die Kurve y ist in der Metrik (0.4) rektifizierbar und fiir die Linge des Teil-
bogens y,(0<t<2n) gilt

t

I(y) =1lim | " df < 0. (2.14)

r—+1
(4]

Anmerkung. Mit der Bezeichnung h*({) fiir eine zu A({) konjugiert harmonische
Funktion, ldsst sich die Eigenschaft (2.12) auch so formulieren: Die analytische
Funktion

4
F@Q = [ om0 2.1
0

5) Wir verzichten auf eine ausfiihrliche Wiedergabe dieses ganz analog verlaufenden Beweises
%) Wir setzen voraus, dass der Anfangspunkt von y: keine Masse trigt und — als Punkt von 7 -
eine Tangente besitzt.
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bildet A konform auf ein (nicht notwendigerweise schlichtes) Gebiet beschrdinkter Rand-
drehung im Sinne von V. Paatero [14] ab. Aus (2.12) folgt nimlich ({ =r €'):
2n

IRe(ch;:_gg)]do: i

Reweis von Satz 1: Die Jordankurve y ist nach Voraussetzung in einem kreis-
homdéomorphen Gebiet von R enthalten. Dieses bilden wir konform in die z-Ebene
ab; sei G das Bild des Innern von y. Es ist damit auch eine konforme Abbildung
z=f({) des Einheitskreises A auf das Gebiet G festgelegt.

Sei {y’} eine im Sinne der Definition (1.4) gegen y, konvergierende Folge von
stiickweise analytischen Kurven. Diese liefert, in (2.11) eingesetzt, die Schwenkung
7(y,). Ubertragen wir diese Definition in die {-Ebene, so geht zundchst das erste
Integral in (2.11) in das erste Integral in (2.13) iiber, denn w und u sind konform
invariante Grossen. Es ist nun noch zu zeigen, dass die Grenzwerte in (2.11) und (2.13)
einander entsprechen.

Seir,<r,<---<r,<--- eine gegen 1 konvergierende Folge von Radien. Die Bilder
7® der Kurven, welche aus den Kreisbogen {r, €, 0<6<t} und den daran anschlies-
senden Strecken {r, r,<r<1} und {ré", r,<r<1} bestehen, sind stiickweise analy-
tisch in G und besitzen in ihren Endpunkten z,=/(1) und z,=f (e'*) Halbtangenten
(C. Carathéodory [6]).

Fiir alle r mit Ausnahme von hdchstens abzdhlbar unendlich vielen Werten gilt

oh
14+r—dB<2n+C.
or

n-*ao n—ao
n(t) Fn(®)

o0H o0H
lim | = |dz] = lim | —|dz|. (2.16)
on on

Tragen nidmlich die Endpunkte z, und z, keine Masse, so ist diese Beziehung aus dem
Beweis von Lemma 1 (sieche insbesondere (2.6)) ersichtlich.

Einer Arbeit von A. Ostrowski [13, Satz V] entnehmen wir folgendes Resultat
iber das Randverhalten der (oben eingefiihrten) konformen Abbildung z=/({):

arg f'({) = (:—‘: - 1) arg({ — e") + C + &({ — €") (2.17)

(0<7<2n). Dabei bezeichnen «, den Winkel zwischen den beiden Halbtangenten an
7 im Punkte f'(e”) und £({ —e") eine Grosse, welche gegen Null konvergiert, wenn {
im Winkel gegen e strebt.

Dieser Satz besagt, dass die Tangentenrichtung von 7 in den Endpunkten eine
stetige Funktion des Kurvenparameters ist. Daraus schliessen wir, dass

Nn
lim [ kldzl + Y (n— <p,‘;)] = lim | k|dz| (2.18)
B o v=1

n—oo
Pn(®) P
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fiir alle z mit der Eigenschaft, dass in z, die Tangente an y existiert (siche Fussnote 6)).
Letztere ist jedoch hdchstens in abzéhlbar unendlich vielen Punkten nicht erfiillt,
da nach J. G. Reschetnjak ([19], Satz 10) y von beschrinkter (euklidischer) Schwen-
kung ist.

Durch Transformation auf die {-Ebene erhalten wir wegen der konformen In-
varianz des Differentials (0H/0n+ k) |dz| aus (2.11), (2.16) und (2.18) die Beziehung
(2.13).

Wie aus dem Beweis ersichtlich ist, entsprechen die héchstens abzihlbar unendlich
vielen -Werte, fiir die (2.13) nicht mit (2.11) iibereinstimmt, den Sprungstellen der
Funktion - 1,(y,). In diesen Ausnahmewerten liefert (2.13) das aritmetische Mittel der
Grenzwerte T,(,4+0) und T,(y;—o)-

Um (2.12) zu beweisen, betrachten wir eine konjugiert harmonische Funktion
h* () von A({). Die Funktion

t
ah i6
Hlim“ (re) 1) 0
r—-1 ar
0

ist von beschrinkter Variation, denn in (2.13) sind sowohl 7,(y,) als auch das erste
Integral der rechten Seite Funktionen von beschrankter Variation. (Das harmonische
Mass w((, B,, 4) ist als Funktion von ¢ monoton wachsend). Also existieren die
radialen Grenzwerte h*(e*)=lim,_, h*(r ") auf dem ganzen Interwall [0, 2] und
bilden eine Funktion von beschrinkter Variation. Wir behaupten nun, dass #*({)
gleich dem Poissonintegral dieser Randwerte ist,

2n
1—1r2

. 1 i
* iy __ * ¢ i0 do. 2P
h*(r €) ZnJh(e)1+r2—2rcos(t_0) .

0

Zum Beweise geniigt es, die Beschrinktheit der Funktion A* ({)=H*(f ({))+arg f'(0)
zu verifizieren. Aus Satz 10 von J. G. Reschetnjak [19] folgt, dass — in der Terminolo-
gie von A. Ostrowski [13] — y in jedem Punkt sogenannte L-Halbtangenten besitzt.
Deshalb (A. Ostrowski [13], Satz VII) gilt (2.17) sogar bei allseitiger Anndherung aus
dem Innern von 4. Man kann hiermit eine Konstante M so angeben, dass
lim sup ;. . |#*({)| <M ist. Aus dem Maximumprinzip folgt dann die Beschrinktheit
der Funktion 4*({). Durch Differentiation und anschliessende partielle Integration er-
halten wir aus (2.19):

2n

* it 2
9"_('__6__)=if _1-or dn* ().
ot 2n J 14+ r*—2rcos(t—0)
0
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Daraus folgt (siehe z.B. [12], S. 197) die Existenz einer Konstanten C, sodass fiir alle

r< 1 gilt'
[rectan ]

Die Beziehung (2.14) ist ein Korollar des folgenden Resultates von A. Huber [9,
Satz B]:

Der (stets existierende) Grenzwert7)
t

I, =lim | "¢ do
r—1
0

ist gleich der Ldnge von vy, in der Metrik (0.4) nach der Alexandrowschen Definition
[1, S. 69].

Um (2.14) zu beweisen, miissen wir noch zeigen, dass /,, < oo ist. Nach Voraus-
setzung weist y keine Nullwinkel und keine Punkte p mit u(p)< —1 auf. Deshalb
besitzt die Funktion #—1,(y,) gemiss (1.7) und der Eigenschaft E 3 keine Spriinge
2n. Damit folgt aus (2.13) wegen der Stetigkeit von t—w((, B,, 4), dass auch
t—h*(e")=lim,_, h*(r ") keine Spriinge > besitzt.

Wir betrachten die Funktion F({) aus (2.15) und beachten, dass lim,., arg
F'(r é")=h*(e"). Gemiss V. Paatero konnen wir schliessen, dass die Funktion F({)
in |{|<1 stetig [14, S. 67] und die Randkurve {F(e"), 0<t<2n} rektifizierbar [15,
S. 6] ist. Hiermit gilt (siche z.B. [21], S. 41)

2n

lim f IF'(r )] d6 = lim | "¢ d0 =1,, <0, (2.20)
r—1 r—>1

0
womit Satz 1 vollstindig bewiesen ist.

oh* (r &)
ot

dt<C, qed.

3. Eine Ungleichung

LEMMA 2: Die analytische Funktion F({) sei in |{|<1 definiert und es gehore
F'() der Hardyklasse H, an. Nach F. und M. Riesz [21] kann dann F({) stetig auf
ICI<1 erweitert werden, und F(e'®), 0<0<2n, ist absolut stetig. Wir setzen voraus,
dass es Zahlen o« und B, 0<B—a<mn, gibt mit der Eigenschaft, dass die (fast iiberall
existierende) Ableitung (d/d0) F(e'®) im Interwall [0, n] der Bedingung

o < argd% F(f) < p (fi) (3.1

geniigt,

?) Der Wert + oo kann angenommen werden.
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Dann gilt die Ungleichung

T

li F'(ré®)| do <
,l_r,rll IF(r ") cos(f — a)/2

0
wobei o =arg(F(1)—F(—1)).
Gleichheit gilt genau dann, wenn arg(d/d0) F(e'°) fast iiberall gleich o oder B ist.
Beweis. Wir diirfen annehmen, dass F(1)—F(—1) reell, also ¢ =0 oder =, ist.
Trifft dies nicht zu, so betrachte man die Funktion e **F({) an Stelle von F({).
Die Bedingung (3.1) schreiben wir in der symmetrischen Form

—(B—o)2<arg(ddd) w(O) <(B— )2 (fi.)
mit w(6)= F(e'®)-exp (—i(a+ B)/2). Daraus folgt (‘=0/00)
Rew(0) - Rew(6)
cos (arg w(0)) ~cos(B — a)/2

und durch Integration, unter Beriicksichtigung der absoluten Stetigkeit von w(6):

e

Die linke Seite dieser Abschitzung ist aber nach F. Riesz [20] gleich dem Limes von
(3.2), womit diese Ungleichung fiir ¢ =0 oder n bewiesen ist. Gleichheit in (3.2) ist
nur dann moglich, wenn in dieser Herleitung iiberall das Gleichheitszeichen steht.

3.2. Sei y,={p(t), 0<t<n}=(R, ds) ein Jordanbogen von beschrinkter Schwen-
kung, welcher keine Nullwinkel besitzt. Sei ferner y, ein in der Metrik (0.4) rektifi-
zierbarer Jordanbogen, welcher die Endpunkte von 7y, miteinander verbindet und
links von y, liegt. Dabei soll das von der geschlossenen Kurve y, —7, berandete
Gebiet U in einem kreishomdomorphen Bereich enthalten sein. Es bezeichne || die
totale Variation der Massenbelegung (0.6) auf U.

Sei y,={p(6), 0<0<t<r} ein Teilbogen von y,. Die Funktion #—7,(y,) ist be-
schrinkt; seien 7, =infy<,<, 7;(y) Und T3 =SUPg<<x T (7e)-

[cos (B + ®)/2 — o) |F(1) — F(— 1), (3.2)

W (0)] = (f.u.)

n

cos (B + )2

s cos (B — a)/2

(F(=1)—F(1)).

1
T j Re () dO =

SATZ 2: Ist
Ty — T + 20|yl < m, (3.3)
dann erfiillen die Lingen der Bogen y, und y, die Ungleichung

1(72) 3.4
I(y1) < cos (1 — 7, + 27 D)2 3.4
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Bemerkung: 1) Diese Ungleichung ist scharf: Ist nimlich U ein ebenes gleich-
schenkliges Dreieck mit y, als Basis, so gilt in (3.4) das Gleichheitszeichen.

2) Eine verwandte Ungleichung ist auf ganz anderem — geometrischen — Wege
von A. D. Alexandrow und W. W. Strelzow ([3], theorem 5, p. 92) bewiesen worden.
Das Resultat dieser Autoren impliziert das unsrige nicht, ist aber auch nicht im
unsrigen enthalten. Die Alexandrowsche Ungleichung unterscheidet sich von (3.4)
dadurch, dass an der Stelle von 1, —1,,+ 27|u| der Ausdruck 7, +2nu_ steht. Dabei
bezeichnen 7, die positive Variation der Funktion t—1,(y,) auf [0, =] und u_ die
negative Variation des Masses p auf U.

Beweis von Satz 2: Wie im Beweis von Satz 1 - von dem wir die Bezeichnungen
iibernehmen — bilden wir das Gebiet U konform auf den Einheitskreis 4= {(, |[{| <1}
ab. Dabei soll y, in die obere Halbkreislinie iibergehen.

Wir fiihren zunidchst den Beweis unter der zusidtzlichen Voraussetzung, dass der
Anfangspunkt von 7y, keine Masse tragt und als Punkt von y; —y, eine Tangente be-
sitzt. In diesem Falle darf die Schwenkung 7,(y,) fiir alle ¢ aus [0, #] mit Ausnahme von
hochstens abzédhlbar unendlich vielen Werten aus (2.13) berechnet werden. (Die
Kurve y, erfiillt zwar nicht alle in Satz 1 gestellten Anforderungen. Der Beweis von
(2.13) macht jedoch von den fehlenden Voraussetzungen keinen Gebrauch). Setzen
wir in (2.13) fiir das Mass u dessen Jordansche Zerlegung p=p, —pu_ (u+ +p-=|ul)

ein, so erhalten wir fiir die Funktion
t

(1) = lim J (ah (grei") + 1) d6 (3.5)

r—+1

die Abschitzung
T — 2npy S k(1) < Tpp + 27p_ . (3.6)
Sei F({) die durch (2.15) definierte analytische Funktion. Fiir alle te [0, 7] ist offenbar
11_13 argF'(re")=x(t)—t+C, (3.7

wobei C=lim,_,, h*(r). Ausserdem liegt F'({) in der Hardyklasse H;. Letzteres kann
folgendermassen eingesehen werden:

Die Kurve y, ist rektifizierbar. Verbindet man némlich die Endpunkte von y,
durch eine links von 7, liegende stiickweise analytische Kurve 75, so ist die geschlos-
sene Kurve y, —y, von beschrinkter Schwenkung und somit nach (2.14) in der Metrik
(0.4) rektifizierbar. Da nach Voraussetzung auch y, rektifizierbar ist, gilt nach
A. Huber ([9], Satz B):

2n

I(y; = y,)=lim | " d0 <o0. (3.8)
r-1

0
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Da e"® =|F’(0)|, ist damit gezeigt, dass F’({) in H, liegt.
Nach F. und M. Riesz [21] kann die Funktion F({) stetig auf den Rand fortge-
setzt werden, und es gilt:

argiz F(e") (f.i.) (3.9)

: ; n
limargF' (re’)+t+ - = o

r—1 2
Setzen wir a=1,,—2nu, +C+=n/2 und =1y +2nu_+ C+n/2, so folgt aus (3.6),
(3.7) und (3.9), dass

d .
a<arg F()<p

fiir fast alle ¢ aus [0, n]. Nach (3.3) ist f—a=1) —1,, +27|u| <™.

Die Funktion F({) erfiillt simtliche Voraussetzungen von Lemma 2. Es gilt also
(3.2). Der auf der linken Seite dieser Ungleichung stehende Grenzwert ist nach dem
im Beweis von Satz 1 erwdhnten Resultat von A. Huber gleich /(y,). Ferner gilt

|F(1) — F(- DI <1(yy),

womit (3.4) bewiesen ist.

Wir haben noch zu zeigen. dass die im Beweis beniitzte zusidtzliche Annahme,
wonach der Anfangspunkt von y, keine Masse trigt und als Punkt von y, —y, eine
Tangente besitzt, unwesentlich ist: Sei also y, ein Bogen, welcher diese Bedingung
nicht erfiillt. Da y; von beschrinkter Schwenkung ist, existiert, wie aus dem Beweis
von (2.13) ersichtlich ist, zu jedem &>0 ein Teilbogen 7}, dessen Anfangspunkt die
erwidhnte zusitzliche Voraussetzung erfiillt und dessen Linge /(y}) grosser als
I(y,) —e ist. Aus der Ungleichung (3.4), angewandt auf y} und y3 =7y, U (y,\y1), folgt
durch Grenziibergang (¢—0) die Giiltigkeit von (3.4) fiir y; und y,, q.e.d.

4. Der Verheftungssatz

4.1. Im zweiten Teil dieser Arbeit befassen wir uns mit einem potentialtheoreti-
schen Beweis des in der Einleitung erwihnten Verheftungssatzes von A. D. Alexan-
drow. Da das Problem des Verheftens ein lokales ist, beschrinken wir uns auf den
Fall von zwei Jordangebieten, welche lings ihrer Randkurven verheftet werden: Wir
betrachten zwei kreishombomorphe Gebiete D und D in zwei Riumen (R, ds) bzw.

(R, (Zv) und zwei orientierte Jordankurven y= D und §<D. Die Orientierung der
Kurven sei so gewihlt, dass das von y berandete Gebiet links von y und das von j
berandete rechts von 7 liegt.

Wir nehmen im folgenden an, dass die Kurven y und § keine Punkte p bzw. P
mit Schwenkungen [t > bzw. |1"|>n besitzen. Daraus folgt insbesondere, Wi
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aus (1.7) ersichtlich ist, dass y und § keine Nullwinkel und auch keine Punkte p bzw. p
mit u(p)< —1 bzw. f(p)< —1 aufweisen. (Mit u und ji bezeichnen wir wiederum

die den S-subharmonischen Funktionen (0.3) der Riume (R, ds) bzw. (R, d;) zuge-
ordneten Massen (0.6)). Gemiss Behauptung c) von Satz 1 besitzen dann y und 7
endliche Lénge.

Unter der Voraussetzung, dass die Kurven y und § gleiche Linge besitzen, kénnen
wir folgendermassen eine Beziehung @ zwischen den Punkten pey und pe¥ herstellen:
Wir fixieren zwei Punkte p, und po und erklaren die Zuordnung j=®(p) mit Hilfe

der Langen / und I der Bogen popcy bzw. po p<7¥ durch die Beziehung

! (Pop) = z(ﬁoﬁ) (17 = ‘I’(P)), 4.1
sowie durch die Forderung, dass einem positiven Umlauf von y ein ebensolcher von #
entspricht.

Durch die Zuordnung ¢ werden die Rénder der von y und § berandeten Gebiete
U und U topologisch aufeinander bezogen. Indem wir nun einander zugeordnete
Punkte identifizieren, erhalten wir eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit R* (vom
Typus der Kugel), iiber die der Verheftungssatz folgendes aussagt:

Unter der Voraussetzung, dass y und § Kurven von beschrinkter Schwenkung sind,
gilt:

I) R* ist eine (abstrakte) Riemannsche Fldche.

IT) Auf R* existiert ein Differential ds* mit den Eigenschaften (0.1) bis (0.3), welches

auf U bzw. U mit dem Differential ds bzw. ds iibereinstimmt.
Die Behauptung I ldsst sich auch so formulieren:

SATZ 3: Wir setzen voraus, dass die Jordankurven y<(R, ds) und 5<(R, 3:5'),
welche die Gebiete U bzw. U beranden,

a) von beschrinkter Schwenkung sind und

b) gleiche Linge besitzen.

Dann existieren ein Jordangebiet G der z-Ebene®) und zwei Abbildungen z=f (p)
und z=Jf( p), welche U bzw. U so konform auf G bzw. dessen Komplement®) abbilden,

dass fiir ihre stetigen Erweiterungen auf U bzw. U die Gleichung

f(p)=F(2(p)) (4.2)
fiir alle pey erfiillt ist. Dabei bezeichnet ® die mit (4.1) definierte Zuordnung.

8) Aus dem geometrischen Beweis des Verheftungssatzes kann man — geméss einem Resultat von
J. G. Reschetnjak [19, Satz 10] - schliessen, dass G von beschrinkter Randdrehung ist. Es ist uns
jedoch nicht gelungen, dies funktionentheoretisch zu beweisen.

®) In Bezug auf die Riemannsche Kugel.
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Beweis. Damit wir die Resultate von Satz 1 anwenden konnen, bilden wir die
Gebiete U< R und U< R konform auf den Einheitskreis |{| <1 bzw. dessen Ausseres
[{]>1 ab. Bezeichnen wir die dem Differential (0.1) entsprechenden d-subharmoni-
schen Funktionen wieder mit u({) bzw. @({) und die zugehdrigen harmonischen Funk-
tionen mit A({) bzw. h({), so gilt gemiss Satz 1

2n .
oh(r €°)
or
0

(r<1, o>1; C, C Konstanten). Die Gleichheit der Lingen /(y) und I(§) ergibt nach
(2.14) die Bezichung

dg < C 4.3)

oh (o €*)
J¢

2n
dd < C bzw. f I
0

2n 2n
f " dp = f "¢ a0, (4.4)
0 (1)

sofern man mit 4(e®) und h(e’®) die zufolge (2.20) nach F. und M. Riesz [21] fast
iiberall existierenden Grenzwerte lim,, h(r €'°) bzw. lim,;, f(g €'°) bezeichnet.

Der Zuordnung @ aus (4.1) entspricht eine topologische Abbildung der Kreislinie
|{]=1 auf sich selbst, welche wir wiederum mit ¢ bezeichnen wollen. Bildet man die
Gebiete U und U konform so auf || <1 bzw. |{|>1 ab, dass dabei die Punkte p,
und p, aus (4.1) in {=1 iibergehen, so erfiillt P:e"—e'*® die Gleichung

t a(t)

f ") 4o = f e q0. (4.5)

(0] 0

Aus Satz 1 — insbesondere aus dessen Anmerkung — ist ersichtlich, dass die analy-
tischen Funktionen

4 4
C_) f e"(()“'"‘"(() dC und C_)f eﬁ(C)'*'iﬁ*(C) dc
Lo %o

den Einheitskreis 4 bzw. dessen Ausseres konform auf zwei (nicht notwendigerweise
schlichte) Gebiete beschrinkter Randdrehung abbilden. Die Randkurven dieser Ge-
biete sind rektifizierbar, gleich lang, und besitzen keine Eckpunkte, deren Winkel
gleich Null oder grosser gleich 2z sind.

Hiermit ist Satz 3 zuriickgefiihrt auf das folgende Resultat19), welches A. Huber
mit Hilfe eines Verheftungssatzes von A. Pfluger [16] bewiesen hat:

10) Noch nicht publiziert.
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Durch isometrische Verheftung von Kurven beschrinkter Drehung lings Bogen,
welche keine Nullwinkel enthalten, entsteht eine Riemannsche Fldche.

Somit existieren ein Jordangebiet G der z-Ebene und zwei analytische Funktionen
z=F({) und z=F({), welche |{| <1 bzw. |[{|>1 so konform auf G bzw. dessen Kom-
plement abbilden, dass ihre stetigen Erweiterungen auf |{| <1 bzw. |{| > 1 die Gleichung

F(e") = F (") (4.6)

erfiillen. Dabei bezeichnet a(¢) die mit (4.5) definierte Funktion.
Kennt man die Funktionen z=F({) und z=&({), so verfiigt man auch iiber die
Funktionen z=f(p) bzw. z=f ( p), welche gemiss (4.6) den Bedingungen von Satz 3

geniigen, g.e.d.
4.2. Der Beweis von Behauptung II stiitzt sich auf

LEMMA 3: Sei G ein Jordangebiet und sei g(z, t) die Greensche Funktion von G.
Sei p ein Mass auf G mit endlicher totaler Variation.

Dann existiert eine d-subharmonische Funktion, welche ausserhalb der abgeschlos-
senen Hiille G gleich Null ist und in G mit dem Greenschen Potential

2o V(z)=— f ¢ (z, 1) du(f) @.7)
G
iibereinstimmt.
Beweis. Wir betrachten den linearen Raum D (siehe L. Schwartz, [22], p. 24) aller
unendlich oft differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Trager und definieren
durch

pT-p= ff V() p(z)dxdy (peD) 4.8)

z—Ebene

(z=x+1iy) eine Distribution 7. Dabei ist ¥(z) per definitionem in G mit V(z) identisch
und ausserhalb G gleich Null. Mit Hilfe dieser Distribution ldsst sich die Behauptung
des Lemmas auch so formulieren (siche z.B. M. Brelot [5], p. 43-44, théoréme de
représentation de Riesz):

Die Distribution AT (Laplaceoperator im Sinne der Distributionen) ist ein Mass.

In dieser Formulierung wollen wir das Lemma 3 beweisen. Zunéchst zeigen wir,
dass das Integral in (4.8) existiert. Hierfiir geniigt es, festzustellen, dass die Funktion
V(2) in G integrierbar ist.

Sei p=p, —pu, die Jordansche Zerlegung von p. Nach Definition ist V(z)=
=V1(2)—V,(z), wobei

%®=—fg@0mua (i=1,2)

G
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Die Funktion V bleibt also undefiniert auf der Menge A= {z, V;(z)=V,(z)= — o0}.
Diese ist aber von der Kapazitdt Null und somit fiir uns nicht von Belang (vgl.

dazu [4]).
Weil die Funktion ¢—[{s g(z, t) dx dy in G beschriinkt und die totale Variation
von u endlich ist, existieren die Integrale

f [ffg(z, t)dxdy] du;(H) <o (i=1,2)

und nach dem Satz von Fubini folgt daraus, dass auch
” Vi) dxdy <o (i=1,2), (4.9)
G

q.e.d.
Nach Definition der Distribution AT ist

AT = ff VA dx dy=—ff [f g(z, 1) du(t)] A¢(z) dx dy

z-Ebene (4 10)
- [|[[ e 0 20@as ay] auto,
G G
denn nach (4.9) darf die Reihenfolge der Integration vertauscht werden.
Fiir jeden Punkt ¢ aus G und alle Zahlen r, 0<r<1, gilt
0 0
J‘J‘g(z, t)dep(z)dx dy = —2ne(t) + Jgéi: ldz| — J (pé% ldz] . 4.11)
G, T, I,

Dabei bezeichnen I', die Niveaulinie {z, g(z, t)= —logr}, G, das von I', berandete
Gebiet und 0/0n die Ableitung in Richtung der dusseren Normalen. Ferner ist

0 0
g - |dz| = — logr 4 |dz| =—logr || dp dx dy. (4.12)
on on

Fiir den Grenzwert des zweiten Integrals auf der rechten Seite von (4.11) erhalten
wir unter Anwendung einer bekannten Eigenschaft der Greenschen Funktion (siche
z.B. [12], S. 31) ’

0
lim f ¢5§ |dz| = —J(p(z) do(t, e, G). (4.13)
n

r—1
I, r

Dabei bezeichnet w(t, e,, G) das harmonische Mass der Borelmenge e, im Punkte ¢
in Bezug auf das Gebiet G.
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Definieren wir nun das Mass

v(e) = J w(t, e, G)du(t) (e Borelmenge aufI'),
G

so erhalten wir aus (4.10) bis (4.13) die Beziehung

419 =21 [ o au® - [ 0(z) dr(ey).

G

Also ist die Distribution AT ein Mass, ged.

4.3. Die Behauptung II des Verheftungssatzes beweisen wir unter der zusdtzlichen
Annahme, dass das (unter den Voraussetzungen von Satz 3 existierende) Jordangebiet
G von beschrinkter Randdrehung sei (vgl. hierzu Fussnote 8)). Zudem setzen wir vor-
aus, dass die Spriinge 4(z;) (z;€0G), welche die Tangentenrichtung beim Durchlaufen
von I'=0G erfdhrt, der Bedingung!?)

—(m+)<24(z)<n+ 1Y) (4.14)

geniigen. Dabei bezeichnen p; und p; die Punkte, welche bei den in Satz 3 eingefiihrten

Abbildungen in z;eI iibergehen und 7\ bzw. 1§) die Schwenkungen der Punkte p,

pi
bzw. p; (siehe (1.7)).

SATZ 4: Die Voraussetzungen von Satz 3 seien erfiillt und das dort eingefiihrte
Gebiet G sei von beschrinkter Randdrehung. Zudem gelte (4.14). Wir bezeichnen mit

v(z) und ¥(z) die im Differentialausdruck ds bzw. ds auftretenden, in G bzw. CG defi-
nierten, S-subharmonischen Funktionen. Dann kann die (auf I'=0G zundichst nicht
definierte) Funktion

=130 iee b

auf die ganze z-Ebene 5-subharmonisch fortgesetzt werden.
Beweis: Wir gehen aus von den Rieszschen Zerlegungen

o(z) = H(z) — f 2(z, ) du (D), (4.16)

5= AG) - [ ¢z d (). @.17)
CcG .

11) Diese ist in allen Punkten, bis auf hichstens endlich viele erfiillt.
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Dabei bezeichnen wir mit g(z, ¢) und g(z, t) die Greenschen Funktionen von G bzw.
CG, mit p und ji die Massenverteilungen (0.6) von v bzw. & und mit H(z) und H(z) die
harmonischen Majorantendifferenzen von v bzw. #. Diese sind folgendermassen defi-
niert: Sei v(z)=v,(z)—v,(z) eine Darstellung von v als Differenz subharmonischer
Funktionen, und es sei H;(z) die kleinste harmonische Majorante von v;(z) (i=1, 2).
Dann ist H(z)=H, (z)— H, (z).

Aus Lemma 3 schliessen wir, dass es geniigt, folgendes zu zeigen: Es gibt eine in
der ganzen z-Ebene §-subharmonische Funktion, welche auf G U CG iibereinstimmt
mit

H(z) zeG
H(z)=10 z€dG (4.18)
H(z) zeCdq.

Zum Beweis der Existenz dieser Funktion betrachten wir die Distribution

p->T o= ff H(z) o(z)dx dy (4.19)

z-Ebene

und zeigen, dass

o> AT = Jf ﬁA¢dxdy=ffHA<pdxdy+ffﬁA(pd)Cdy (4.20)

z-Ebene G CcG

ein Mass ist (vgl. Beweis von Lemma 3).

Zunichst beweisen wir, dass H(z) in G integrierbar ist und somit durch (4.19)
eine Distribution definiert wird. Zu diesem Zwecke betrachten wir eine konforme
Abbildung {— F({) des Einheitskreises {{, |{| <1} auf das Gebiet G. Es bezeichne I,
(0<r<1) das Bild der Kreislinie {{, |{|=r}.

Nach Satz 1 ist

lim | €@ |dz| = lim "®1dt) <0, 4.21)
"~y =

wobeli
h({) = H(F()) + log|F' ()l , (4.22)

Daraus ergibt sich unter Anwendung der isoperimetrischen Ungleichung von T.
Carleman [7] (siehe auch [10])

1 2

J‘J- 1 gx dy < — (lim j ell® ldzl) <.
47: r—1

G

r
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Wenn wir nun zeigen kénnen, dass auch

lim | e #®}dz| <0, (4.23)
r—1 -
I,

so erhalten wir analog

ff e 2P dx dy <0,

G

und damit die Integrierbarkeit von H(z):
ff |H(z)| dx dy < } ff ("D 4 e gx dy < 0.
G G

Zum Beweise von (4.23) stiitzen wir uns auf ein Resultat von Paatero [14]: Da
die Funktion z=F({) den Einheitskreis |{| <1 konform auf ein Gebiet beschrinkter
Randdrehung abbildet, existiert der Grenzwert

[}

l//(9)=£i_{rllj (1 +:F”%) d9 (0<0 < 2m) (4.24)

0

({=r ") und definiert eine Funktion beschrinkter Variation. Dabei gilt die Dar-

stellung
2z

1
log |F” (1) = ~ f log ———

0

5 (0 4.25
v iadUk (4.25)

Ebenso lisst sich die Funktion h({) als logarithmisches Potential
2

h(0) 2115 J log ——- = ! dK(G) (4.26)

0

darstellen, da namlich nach Voraussetzung auch die in (2.15) definierte Funktion den

Einheitskreis {, |¢]<1} konform auf ein (nicht notwendigerweise schlichtes) Gebiet

beschrinkter Randdrehung abbildet. Die Funktion «(6) ist dabei durch (3.5) definiert.
Aus (4.22), (4.25) und (4.26) erhalten wir die Darstellung

2n

~ HEFQ) +log IF (O] = j 08 (5, d(26(6) ~ x(0)). (427)

0
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Die Funktion 2y(0)—x(0) besitzt wegen (4.14) keine Spriinge >7 und demzufolge
(V. Paatero [14]) bildet

4
£ f exp{— H(F(0) — iH*(F(Q)} F'(0) d

(H* konjugiert harmonische Funktion von H) den Einheitskreis {{, |[{|<1) auf ein
(nicht notwendigerweise schlichtes) endliches Gebiet beschrinkter Randdrehung ab,
dessen Randkurve rektifizierbar ([15], S. 6) ist. Daraus folgt (siche z.B. F. und M.
Riesz [21], S. 41)

lim e HEO (O] |d¢) <0,
r-1

[Kl=r
d.h. die Bedingung (4.23).
Nun beweisen wir, dass die durch (4.20) definierte Distribution ein Mass ist.
Zunidchst bemerken wir, dass

fJH(z) 4¢(z) dx dy = lim {J H é_qo |dz]| — Jgo ‘251 Idzl} , (4.28)
r—1 on on
G

I, I,
wobei 0/0n die Ableitung in Richtung der dusseren Normalen von I', bezeichnet. Wir
behaupten, dass

lim f H(z)—g%) (2) ldz| = fH (2) g% (2) |dz]. (4.29)

r—1
I, T
Dabei sind die im Integranden der rechten Seite auftretenden Funktionen fiir fast
alle 0, e'® = F(z), als Grenzwerte

L@ =lim. p(F(e) wnd HE)=limH(F (o)

definiert. Der erste Limes existiert nach einem Resultat von V. Paatero ([14], S. 57)
fiir alle 0, der zweite geméss (4.21) nach F. und M. Riesz fiir fast alle 6.

Zum Beweis von (4.29) fiihren wir die Kurvenbogen I',,= {F(r '?), 0<0<t} ein.
Die auf [0, 2n] definierte Funktionenschar

t
t— f ") rdf = f 1@ |dz|,
0 Iye

deren Scharparameter r zwischen 0 und 1 variert, ist zufolge (4.21) nach Satz III von
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F. Riesz [20] gleichgradig absolut stetig. Aus (4.23) schliesst man analog, dass das-
selbe fiir die Funktionenschar

t— f e H9dzl (0<r<1)

[yt

zutrifft. Da
( |H(Z)I |d2| <% f (eH(Z) + e-—H(Z)) |dZ|,
;rt Iype

ist auch die Schar

t— f |H(z)| |dz] (0<r<1)
Ty
gleichgradig absolut stetig. Daraus folgt bekanntlich (siehe z.B. [11], theorem 18)
die Beziehung (4.29), denn die Funktion (0¢/dn) (z) ist offenbar beschrinkt.
Jetzt betrachten wir das zweite Integral der rechten Seite von (4.28). Mit Hilfe
einer gegen 1 konvergierenden Folge von Radien r, <r,<.--<r,<--- definieren wir
die Funktionenfolge

oH 0 , .
t—1,(0) = J - |dz| = r"_fé; (h(r, €°) — log|F'(r, €°)]) dO.
o

I'r ¢
n

t

Fir n— oo konvergiert diese gegen die Grenzfunktion

A1) = k(1) — y (1), (4.30)
Dies folgt aus (3.5), (4.24) und der Identitit
o F'(r eio))

F' (re®)
Die Funktionen x(f) und ¥ (#) sind von beschrinkter Variation und somit besitzt
auch A(¢) diese Eigenschaft. Aus dem der Funktion A(¢) zugeordneten Mass auf
I{l=1 entsteht durch Verpflanzung ein auf I' liegendes Mass, welches wir mit A(e)
(e Borelmenge) bezeichnen.

Da die Funktion ¢(z) auf G gleichmissig stetig ist, konvergiert die Funktionen-

folge 1—¢ (F(r, €*)) fiir n—» oo gleichmissig gegen die Grenzfunktion 1—¢ (F( *)).
Somit gilt:

lim f (p(z)%g(z) |dz| = J 0(z) di(e,). (4.31)

r—-1
I, r

) .
—1 ’ i _
F e og|F' (r )| Re(re
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Aus (4.28), (4.29) und (4.31) erhalten wir schliesslich

0
ﬂﬂ(z) Ag(z) dx dy = f H(2) a—-;” (2) |dz| — f 0 (2) di(e,). 4.32)
G r r
Analog kann der Funktion A(z) ein Mass 1 auf I" zugeordnet werden, so, dass
- 0 .
J‘J H(z) d¢(z) dx dy = — fﬁ(z) 5—;8 (2) dz| + J(p(z) di(e,). (4.33)
cG T r
Es geniigt, nun noch zu zeigen, dass
oo ~, . 0Q
H(z) —(2)|dz| = | H(z) — (2) |dz]. (4.34)
on on
r r
Aus (4.20), (4.32), (4.33) und (4.34) folgt dann nédmlich
4To= o) a(i- (), (4.35)
r

womit gezeigt ist, dass A7 in der Tat durch ein (auf I' liegendes) Mass erzeugt wird.

Um (4.34) zu beweisen, betrachten wir die harmonischen Funktionen A({) und
h(0), welche nach Voraussetzung die Bedingungen (4.3) und (4.4) erfiillen. Die mit
(4.5) definierte Funktion z—a(¢) ist monoton zunehmend. Sie ist ferner absolut stetig,
denn die inverse Funktion des rechten, unbestimmten Integrals von (4.5) ist absolut
stetig (siche z.B. [16], S. 410) und ebenso die Komposition desselben mit dem un-
bestimmten Integral der linken Seite von (4.5).

Aus (4.5) folgt durch Differentiation

e = FED) .o/ (1) (L)

Da I ein Gebiet beschrinkter Randdrehung berandet, also gemiss V. Paatero [15]
rektifizierbar ist, kann mit Hilfe eines Resultates von F. und M. Riesz ([21], S. 39)
aus (4.6) geschlossen werden, dass

\F () = 1§ (")’ (1) (fi)

Nach einem Satz von Szegb (siehe [20], S. 91) ist log|F’ (e")| integrierbar und somit
|F’(€")| #0 (f.ii.). Folglich ist

h(e") . Iog IF/ (eit)l — ﬁ (eia(t)) _ logl c&/ (eia(t))l (f.ii,) )
Daraus ergibt sich nach (4.6) und (4.22)
H(z)= H(z) (i) (4.36)

(z=F(e")= §(€*®)), womit (4.34) verifiziert ist.
Hiermit ist Satz 4 vollstindig bewiesen.
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