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Dber ganz-algebraische Abhângigkeit in der Idealtheorie1)

von Gunter Scheja

Einleitung

Es seien S^R kommutative Ringe mit gleichem Einselement und a ein Idéal in S.

EinfeR heiBt bekanntlich ganz uber (ganz-algebraisch uber, oder : ganz-abhângig von)

û, wenn es eine Ganzheitsgleichung

r + aj"'1 +•••+«„ 0, ^ec1 fur l^/<n,
gibt. Die Menge aller liber a ganzen Elemente von R, die ganz-algebraische Huile

(der ganz-algebraische Abschlufi) von a in R, sei mit ^f (a, R) bezeichnet; im Falle

S=R verwenden wir statt Jf(a, R) oft die kurzere Bezeichnung a', ^(a, R) ist ein
Idéal im gewôhnlichen ganzen Abschlufl Jf(S9 R) von S in R; insbesondere ist

Ist R ganz uber S, dann ist J^(a, R) ganz-abgeschlossen in R, d.h. man hat

y 3f(a,R). Es gilt in diesem Falle also Jf(a, R) (Ra)'. Es genûgt aus

diesem Grunde fur viele Zwecke, den ganzen AbschluB von iMdealen in R zu betrach-

ten.
Zu dem gerade beschriebenen Begriff der ganz-algebraischen Abhângigkeit in der

Idealtheorie, der iibrigens schon von Priïfer verwendet wurde, sei auf [4], Ûbungen

zu § 10, und auf die in [7] angegebene Literatur verwiesen.

Im nachfolgenden Abschnitt 1 wird gezeigt, da8 bei gewissen Voraussetzungen

unter allen Ganzheitsgleichungen fur ein festes/e^f(o, R) eine eindeutig bestimmte

minimale Ganzheitsgleichung existiert.
In Abschnitt 2 soll ein Satz von D. Rees uber den Zusammenhang zwischen ganz-

algebraischer Abhângigkeit und Multiplizitâtentheorie in einem wichtigen Spezialfall,

nâmlich fur die Kategorie der lokalen Ringe, die Kôrper enthalten, auf elementare

Weise neu bewiesen werden. Dabei geht es in der Hauptsache um den Nachweis,

daB gewisse Minimalpolynome Ganzheitsgleichungen definieren; hierin zeigt sich die

Verwandtschaft zu den Ûberlegungen aus Abschnitt 1.

Unter Verwendung des erwâhnten Satzes von Rees wurden in [7] einige Aussagen

dariiber gewonnen, wie ganz-algebraische Hûllen von Idealen durch homomorphc

Abbildungen des zugrunde liegenden Ringes in strukturell einfache Testringe bestimmt

werden kônnen. Das Verfahren soll im nachfolgenden Abschnitt 3 von unnôtigeu

Annahmen befreit werden. Erwâhnt sei an dieser Stelle ein Ergebnis, das ein Résulta*

x) Die Anfertigung dieser Arbeit wurde gefôrdert durch den Schweizerischen Nationalfonds,

Vertrag Nr. 5123.2.
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von D. Mumford verallgemeinert: Es sei R ein kompletter lokaler Ring mit einem

algebraisch-abgeschlossenen Koeffizientenkôrper k, T=k{tJ der formale Potenzrei-
henring in einer Unbestimmten t ûber k und a ein zum maximalen Idéal von R

primâres Idéal; dann gibt es endlich viele À>Algebra-Homomorphismen <pl5...,<pn

von R in T dergestalt, daB a' <pï1 (<pl(a) T)n • • • n(p~i (q>n(a) T) ist.

1. Minimale Ganzheitsgleichungen

Im folgenden Satz wird eine Situation beschrieben, in der das ûbliche Minimal-
polynom eine ausgezeichnete Ganzheitsgleichung definiert.

Es seien S^R kommutative Ringe mit gleichem Einselement, S sei nullteilerfrei,
und die nichttrivialen Elemente von S seien darûber hinaus keine Nullteiler von R.

Der totale Ring der Bruche von R enthâlt dann den Kôrper K der Bruche von S.

ht feR, dann kann man also von dem Idéal der in/verschwindenden Polynôme aus
dem Polynomring K[X] in einer Unbestimmten Xûber ÀTsprechen. Dièses Idéal wird
von einem eindeutig bestimmten normierten Polynom Ferzeugt, das man das Minimal-
polynom von / ùber K nennt. Ist / ganz ùber S und ist S ganz-abgeschlossen in AT,

dann hat F Koeffizienten in S; siehe [9], V, § 3. Allgemeiner hat man:

SATZ 1. Es seien S^R kommutative Ringe mit gleichem Einselement, S sei

nullteilerfrei, die nichttrivialen Elemente von S seien keine Nullteiler in R. Es sei a ein

Idéal in S, dessen sâmtliche Potenzen an, n^\, ganz-abgeschlossen im Kôrper K der
Bruche von S sind, undfe 34* (a, R). Dann ergibt das Minimalpolynom F von f Uber K
eine Ganzheitsgleichung F(/) 0 von f Uber a. Jedes andere Polynom aus S[X], das

eine Ganzheitsgleichung vonf Uber a ergibt, ist Vielfaches von F in S[X],
Beweis. Wir nennen ein Polynom Yï=o a^eKlX] kurz regulâr, wenn gilt: m^ 1,

am=l, a^ea"1"* fur 0</<m—l. Die Menge der regulâren Polynôme in K[X] ist

multiplikativ abgeschlossen. Offenbar genûgt es nun zu zeigen, daB die normierten
Primteiler in K[X] von regulâren Polynomen wieder regulâr sind.

Sei also G ein beliebiges regulâres Polynom aus K[X] und Hein normierter Primteiler

von G in K[X], Sei L der Zerfâllungskôrper von H ùber K und {xu..., xm}
eine vollstândige Menge von Nullstellen von H in L (d.h. jede Nullstelle wird /?e-fach

angesetzt, wennpe der Inseparabilitâtsgrad von AT uber K ist). H ist dann das Produkt
der X—Xj, 1 t^j^m. Da die Xj konjugiert sind, verschwindet G in jedem dieser
Elemente : Die Xj sind ganz uber a. Jede elementarsymmetrische Form vom Grade n ^ 1

in den Xj ist ganz ûber a" nach [4], § 10, ex. 2, und gehôrt daher zu an gemâB der

Voraussetzung aw ^f (<f, K). Somit ist H regulâr. Satz 1 ist bewiesen.

Wir diskutieren noch die Voraussetzung von Satz 1. Die Potenzen an sindjedenfalls
dann ganz-abgeschlossen in K, wenn S ganz-abgeschlossen in K ist, wenn der assoziierte
graduierte Ring von S bezuglich a nullteilerfrei ist und wenn der Durchschnitt aller
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Potenzen von a das Nulhdeal ergibt. Beweis. Da S ganz-abgeschlossen in K sein soll,
hat man nur zu zeigen: (û")'=an. Die Durchschnittsbedingung erlaubt es, eme Be-

wertungsfunktion w auf S wie folgt zu definieren: w(0): oo, ist aeam, a#am+1, dann
sei w(a) :=m. Die Nullteilerfreiheit des genannten graduierten Ringes besagt gerade,
daB w auf S multiplikativ ist Betrachten wir nun eme Ganzheitsgleichung

/r + ûi/r"1+-- +ar 0, a(e(a7 fur Ki^r,
wobei s: w(f)<oo ist. Man hat dann aI/r"l6ani+s(r~ï), also freasr+q, wobei

#: min{(« —s)i:l^i^r} gesetzt ist. Wegen w(fr)=sr folgt nun «<*$•, also/ect",
was zu zeigen war

Die gerade genannten Bedingungen an S und û smd insbesondere dann erfullt,
wenn S em regulàrer lokaler Ring (oder ein Polynomnng in endlich vielen Unbe-

stimmten uber einem Korper) ist und a das maximale (bzw. irrelevante maximale)
Idéal von S ist

Ein Anwendungsbereich von Satz 1 sei kurz beschneben. Es sei k ein (trivial oder

nichttnvial) bewerteter Korper der Charaktenstik 0 und R — k^Xu Xny der (for-
male oder konvergente) Potenzreihenrmg in den Unbestimmten Xt uber k, mit dt

sei die partielle Ableitung nach Xt bezeichnet. SeifeR,/keine Einheit. Dann ist/
ganz uber dem Idéal Rdtf+ • + Rdnf( [7], [8], [3]). Zur Untersuchung der Smgularitat

{/=0}, bzw. des Ringes RfRf, ist eme genauere Kenntnis der genannten ganz-alge-
braischen Abhângigkeit notig Gibt es eine ausgezeichnete Ganzheitsgleichung^ Dies

ist beispielsweise der Fall, wenn {/=0} isoliert ist. Dann ist nâmlich S: k^dtf,
dnjy tnvialerweise ein freier Potenzreihenrmg (regulàrer lokaler Ring), uber dem R

ganz ist; ferner ist/nach den in der Emleitung zitierten Eigenschaften der ganz-

algebraischen Huile ganz uber dem maximalen Idéal von S Das Mimmalpolynom
von/uber dem Korper der Bruche von S ergibt nun die gewunschte Ganzheitsgleichung.

2. Der Multiplizitatensatz von Rees

Es seien a und b Idéale eines Ringes R. a und b heiBen àquivalent, wenn a' b' ist

a heiBt Reduktion von b, wenn as b ist und wenn es eine naturliche Zahl n gibt, so

daB abn=bw+1 ist. Ist R noethersch, so sind a und b bei aeb genau dann àquivalent,

wenn o Reduktion von b ist. Bezughch Restklassenbildung lâBt sich sofort folgendes

sagen ([6], Lemma 1.2):

LEMMA 1 (Rees). Es set R ein noetherscher Ring. Idéale a^b in R sind genau

dann àquivalent, wenn fur jedes minimale Pnmideal p von R die Idéale (a + p)/p wflrf

(b+p)/p àquivalent sind.

Wir betrachten jetzt lokale Ringe. Sei R em lokaler Ring. Sein maximales Idéal

sei mit mR bezeichnet. Idéale von R, die eine Potenz von m* enthalten, heiBen offen
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Eine Teilmenge von R aus dimR Elementen, die ein offenes Primârideal erzeugt,
heifit Parametersystem von R. Die von Parametersystemen erzeugten Idéale heiBen

Parameterideaie.

LEMMA 2 (Northcott-Rees). Ist a ein offenes Primârideal in einem lokalen Ring R,
danngibt es eine naturliche Zahln, so dafi a* eine Reduktion besitzt, die Parameteridealist.

Ist RlmR unendlich, dann ist die Behauptung bekanntlich mit n= 1 richtig. Lemma
2 ist thm. 4 aus § 3 von [5] ; die generelle Voraussetzung in [5], daB die betrachteten
lokalen Ringe gleichcharakteristisch seien (d.h. Kôrper enthalten), wird an der zitier-
ten Stelle nicht benutzt.

Ist a offenes Primârideal in einem lokalen Ring, dann ist die Multiplizitât e(a)
wohldefiniert. Sind ct^b équivalente offene Primârideale in einem lokalen Ring, so

gilt e(a) e(b), wie eine simple Rechnung zeigt. Umgekehrt gilt:

SATZ VON REES ([6], Hauptsatz). Sei R ein quasi-ungemischter lokaler Ring.
Sind a^b offene Primârideale in R mit e(a) e(b), dann ist a Reduktion von b.

Eine neue Beweisanordnung und Verallgemeinerungen findet man bei Bôger [2].
Ein lokaler Ring heiBt bekanntlich quasi-ungemischt, wenn die minimalen Primideale
seiner Komplettierung gleiche Dimension haben.

In der Kategorie der gleichcharakteristischen lokalen Ringe ist der Satz von Rees

als einfach anzusehen, wie der nun folgende Beweis zeigt.
Es sei also R ein gleichcharakteristischer quasi-ungemischter lokaler Ring; a£b

seien offene Primârideale in R mit e(a) e(b). Wir beginnen mit dem Nachweis, daB

û Reduktion von b ist, wie in [6]. Der Obergang zur Komplettierung ist problemlos.
Man darf also voraussetzen, daB R komplett ist. Aus dem Additivitâtstheorem der

Multiplizitâtentheorie - dem einzigen Hilfsmittel von einigem Gewicht in unserem
Beweis - folgt: Fur jedes minimale Primideal p von R mit dimp dimR ist e(a+p/p)

e(b+p/p). Da nach Voraussetzung aile minimalen Primideale von R gleiche
Dimension wie R haben, ergibt sich mittels Lemma 1, daB man ohne Beschrânkung der

Allgemeinheit voraussetzen darf, daB R nullteilerfrei ist.
Nach Lemma 2 gibt es eine naturliche Zahl n^\ und ein Parameterideal

q jR/i H \-Rfq in R, das Reduktion von <xn ist. Erweist sich q als Reduktion von
b" (sind also aile Elemente von b" ganz ûber q), so ist erst recht a" Reduktion von b",
woraus sogleich folgt, daB a Reduktion von b ist.

Sei jetzt/ein beliebiges Elément von b". Da aw ganz ûber q ist, hat man e (q) e (a").
Aus trivialen Grûnden ist e(an) e(bn). Aus den einfachen Ungleichungen e(q)^
e(q+jR/)>e(bn), die aus den Inklusionen q£q+i£/£bw folgen, erhâlt man somit

Nach dem Struktursatz iiber gleichcharakteristische komplette lokale Ringe gibt
es einen Koeffizientenkôrper k von R ; ferner ist R endlicher Modul Uber dem regulâren
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lokalen Unternng S: k[fl9 ,fqj. Das Mmimalpolynom Fvon/uber dem Korper
der Bruche von S hat Koefïizienten m S, da S normal ist. Wir werden zeigen, daB F
sogar eme Ganzheitsgleichung F(f)=0 fur/uber ms ergibt Erst recht ist dann/
ganz uber q Rms, womit denn unser Beweis beendet ist.

Der Rmg T:= S[f] ist Restklassennng des Polynomrmgs S[X] nach dem von
F erzeugten Hauptideal. m : [T:S], der Rang von T uber S, stimmt mit dem Grad
von Fiiberein. Als Zwischenrmg von S und R ist Tlokal mT ist Restklassemdeal des

von ms und X aufgespannten maximalen Ideals von S [X], das wir p nennen wollen
Zu zeigen ist offenbar, da8 F zu pm gehort

Nun ist aber, wie eine simple Rechnung zeigt, pm ein zu p gehorendes Pnmandeal
Daher genugt es zu zeigen, daB F m der Lokahsierung S [X]p zur m ten Potenz des

maximalen Ideals gehort. Da T auch Restklassennng von S [X]p nach dem von F
erzeugten Hauptideal ist und da S[X]P regular lokal ist, bedeutet FepmS[X]p nichts
anderes als e(mT)^m

Die Gleichung e(mr) m laBt sich wie folgt erhalten Die Erweiterungsformel der

Multiphzitâtentheone ([9], VIII, § 10, Kor. 1 von thm. 24) ergibt, da R, S und Talle
denselben Restklassenkorper haben :

Aus derVoraussetzungund den einfachen Gleichungen e (xus) 1 und [i? : 5] [i? r] x

x [ T: 5] folgt jetzt e (mr) [ T' S~] m

3. Testkurven fiir ganz-algebraische Abhângigkeit

Seit langerem sind Sâtze des folgenden Typs zur Bestimmung ganz-algebraischer
Hullen bekannt (vgl die in [7] angegebene Literatur) : Ist a ein Idéal îm noetherschen

Integntâtsnng R, dann gibt es endhch viele R umfassende diskrete Bewertungsnnge

Vu ••> Vn vom Rang 1 îm Korper der Bruche von R derart, daB af RnaV1 n • c\<xVn

ist. Die Struktur der Bewertungsnnge bleibt dabei unklar. Innerhalb der engeren

Kategorie bleibt man mit einem âhnhchen Verfahren der Abbildung in einfachere

Testnnge, das nun besprochen werden soll. Es handelt sich um Verallgemeinerungen
von Ûberlegungen aus [7]

SATZ 2. Es sei R ein lokaler Ring, der Restklassennng eines Macaulaynnges ist

Zujedem offenen Pnmandeal a in R gibt es endhch viele Homomorphismen <jPi, ,<Pn

von R auf nullteilerfreie Restklassennnge der Dimension <1, so dafi gih

Zusatz bei der Korrektur Eme Verallgemeinerung auf Idéale behebiger Dimension ist von

E. Boger erhalten worden, Math. Annalen 185, 303-308 (1970).
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Beweis. Es sei b der Durchschnitt der Idéale (p~l((p(a)'), wobei q> die Menge der
Homomorphismen von R auf nullteilerfreie Restklassenringe der Dimension <1
durchlâuft. Dieser Durchschnitt ist endlicher Durchschnitt, da R/a artinsch ist. Offen-
bar ist a^a'^b^mR. Daher genùgt es, die folgende Aussage zu beweisen: Sind a^b
offene Primârideale eines lokalen Ringes R (der Restklassenring eines Macaulayringes
ist), so daB fiir jedes eindimensionale Primideal p in R das Idéal (û + p)/p Reduktion
von (b +p)/p ist, dann ist û Reduktion von b.

Dièse Aussage wird durch Induktion ûber q: dimR bewiesen. Der Fall # 0
ist trivial. Lemma 1 erledigt den Fail q=\. Sei daher nun q^2 und nehmen wir an,
daB die Aussage in der Dimension q— 1 richtig ist. Lemma 1 erlaubt es, R als null-
teilerfrei anzunehmen.

Sei c ein Idéal mit açc^b. Man sieht leicht, da8 a genau dann Reduktion von
b ist, wenn a Reduktion von c und c Reduktion von b ist. Die Paare a, c und c, b
erfûllen offenbar dieselben Voraussetzungen beziiglich eindimensionaler Restklassenringe

von R wie û, b. Da b/a von endlicher Lange ist, genùgt es also, den Fall zu
betrachten, daB b/û eine Lange ^ 1 hat. Fur jede natûrliche Zahl m ist dann auch
bm+l/abm ein Modul der Lange ^ 1 ; ferner ist a genau dann Reduktion von b, wenn
abm Reduktion von bm+1 ist. Wegen Lemma 2 kann man daher auBerdem annehmen,
daB es eine Reduktion q von b gibt, die Parameterideal ist.

Wegen q^2 ist q nicht zyklisch. Da aber b/a zyklisch ist, gibt es ein/eqna, das

zu einem minimalen Erzeugendensystem von q gehôrt. Da q^l ist und da R null-
teilerfrei ist, hat man e{q) e{qjRf)\ siehe [1], §4, (D). Nach Konstruktion ist q
Reduktion von b; dann ist natùrlich auch q/Rf Reduktion von b/Rf Es folgt e(q)
e(b) und e(q/Rf) e(blRf). Daraus ergibt sich e(b) e(b/Rf). Die Idéale a/Rf und
b/Rfgenùgm trivialerweise derselben Voraussetzung beziiglich eindimensionaler
Restklassenringe wie a und b; ferner ist dimRIRf=q — 1. Nach Induktionsvoraussetzung
ist daher a/Rf Reduktion von b/Rf. Erst recht ist e(alRf) e(b/Rf). Ein simpler
Hilfssatz besagt: e(a)<e(alRf). Unter Berùcksichtigung der aus a^b trivial folgen-
den Ungleichung e(à)^e(b) erhâlt man insgesamt e(a) e(b). R ist als nullteilerfreier
Restklassenring eines Macaulayringes, Nagatas Satz (34.5) aus [4] zufolge, quasi-
ungemischt. Nach dem Satz von Rees endlich ist a Reduktion von b. Satz 2 ist bewiesen.

Zu den lokalen Ringen, die sich als Restklassenringe von Macaulayringen dar-
stellen lassen, gehôren insbesondere die kompletten lokalen Ringe und die analytischen
lokalen Algebren. Ein Ring heiBt bekanntlich analytische (lokale) k-Algebra uber
einem (trivial oder nichttrivial) bewerteten Kôrper k, wenn er sich als Restklassenring
eines konvergenten Potenzreihenringes in endlich vielen Unbestimmten ûber k dar-
stellen lâBt.

In [7] ist ausgefûhrt, wie man ein Kriterium wie das von Satz 2 dadurch ubersetzt,

man die eindimensionalen Restklassenringe zu ihren Normalisierungen - das
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sind dann eindimensionale regulâre lokale Ringe bestimmten Typs - erweitert. Von
den Verallgemeinerungen der Sâtze aus [7], die sich dabei mit Satz 2 in ganz nahelie-
gender Weise ergeben, sei der folgende Satz aufgefùhrt.

SATZ 3. Es sei R eine analytische Algebra iiber einem algebraisch abgeschlossenen

bewerteten Kôrper k und T=k^ty der konvergente Potenzreihenring in einer Unbe-

stimmten t iiber k. Zujedem offenen Primârideal et in R gibt es endlich viele k-Algebra-
Homomorphismen <pi9...9 (pn von R in T dergestalt, dafi a' çj~1 (<pi(a) 7")n • • • n<p~l
((pn(à) T) ist.
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