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Hinreichende Bedingungen fur die

Regularitât einer komplexen Funktion1

Von Kurt Meier (Zurich)

In einem beschrânkten Gebiet der z-Ebene (z=x + iy) sei eine komplexe Funktion
/(z) definiert. Wir setzen voraus, dass/(z) in allen Punkten von G endliche partielle
Ableitungen fx and fy besitzt, welche in fast allen Punkten von G die Cauchy-Rie-
mannsche Bedingung fx + ify=0 erfiillen.

Schon unter diesen Voraussetzungen lâsst sich beweisen, dass es Teilgebiete von G

gibt, in welchen/(z) regulâr analytisch ist. Wie aus dem von P. Montel angegebenen

Beispiel/(z) e~1/z4,/(0) 0 hervorgeht, darf aber aus diesen Voraussetzungen nicht
auf die Regularitât von/(z) in G geschlossen werden.

Unter der zusâtzlichen Voraussetzung, dass/(z) in G die Werte 0, 1 und oo nicht
annimmt, steht hingegen die Regularitât von/(z) in G fest. Dies ist die Behauptung,
die wir in der vorliegenden Arbeit beweisen werden.

An die Funktion/(z) stellen wir demnach die folgenden Bedingungen:
I. /(z) nimmt in G die Werte 0, 1 und oo nicht an.

IL In jedem Punkt z von G besitzt/(z) endliche partielle Ableitungen/,. und/r
III. In fast allen Punkten von G ist fx+ify=0.
Damit kônnen wir jetzt den zu beweisenden Satz folgendermassen aussprechen:

Sind die Bedingungen I, II und III erfiillt, so istf{z) in G regulàr analytisch.

Fiir den Fall, dass anstelle von I die Beschrânktheitvon/(z)in(?vorausgesetzt
wird, hat G. P. Tolstov [3] diesen Satz bewiesen.

Den Beweis unseres Satzes fiihren wir folgendermassen durch: Wir zeigen zu-

nâchst, dass aus den Bedingungen I, II und III die Stetigkeit von/(z) in G folgt. Als

Hilfsmittel verwenden wir dabei einen Satz von W. Gross ([1], p. 292): Munden in z0

zwei vom gleichen Punkt ausgehende Jordanwege Wu W2, welche ein einziges Innen-

gebiet D begrenzen, ist ferner/(z) in D und auf seinem Rand mit Ausnahme von z0

meromorph und strebt/(z) bei Annâherung von z0 auf Wt und W2 gegen den gleichen

Grenzwert a, so strebt entweder/(z) fiir z->z0 in D gleichmâssig gegen a oder/(z)
nimmt in D jeden Wert mit hôchstens zwei Ausnahmen unendlich oft an.

Nach dem Satz von Looman-Menchoff ([2], p. 199) ist eine in G stetige Funktion

/(z), welche die Voraussetzungen II und III erfùllt, in G regulâr analytisch. Auf diesen

Satz berufen wir uns am Schluss des Beweises.

*) Die Ausfûhnmg dieser Arbeit wurde ermôglicht durch einen Beitrag aus dem Schweizerischen

Nationalfonds.
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Beweis. Unter A verstehen wir die Menge derjenigen Punkte des Gebietes G, in
welchen/(z) regulâr analytisch ist und unter B das Komplement von A in bezug auf G.

Auf Grund der Voraussetzungen I, II und III haben wir zu beweisen, dass die Punkt-

menge B leer ist.

Wir definieren zu jeder natiirlichen Zahl n folgendermassen eine Punktmenge
Bn:Ç, ist Elément von Bn, falls die Kreisscheibe \z — Ç|<2/« dem Gebiet G angehôrt,
und ausserdem fur \h\ < \\n {h reell) die Bedingungen \f (£ + h)-f (Ç)| < n \h\,\f (C + ih) -
-f(Q\<n\h\ erfullt sind.

Wir beweisen zunâchst, dass die Punktmengen Bn (w=l, 2, 3,...) abgeschlossen
sind.

Es sei Co — £o + ^o eifl Hâufungspunkt von Bn und Çx Çx 4- it\k (1 1, 2, 3,...) eine

gegen Co konvergierende Folge von Punkten der MengeBn. Ist \h\^l/n, so bestehen

dieUngleichungen \f(C, + h)-f(Cx)\<n\h\ und \f(C^ih)-f(Cx)\<n |/*|(A=1,
2,3,...)
Die Gultigkeit dieser Ungleichungen ist nun auch fur A 0 nachzuweisen. Wir fiihren
den Beweis nur fur die Ungleichung |/(Co + ^)~/(Co)l^w W un(i beschrânken uns
zudem auf den Fall 0<h^l/n. Die Zahl h bleibt wâhrend der folgenden Uberlegung
fest. Um dies anzudeuten setzen wir h h0.

Nach der Voraussetzung II unseres Satzes ist f{z) bei festem y eine in x stetige
Funktion. Wird x festgehalten, so ist/(z) stetig als Funktion von y. Dasselbe gilt auch
fur

h0

Ist e eine beliebig kleine positive Zahl, so kônnen wir daher einen Punkt
Co Co — cro(0<(jo<ho) so festlegen, dass

\F(Q - F(Co)\ < e (1)

ist. Ferner gibt es im Intervall (0, hQ) eine Zahl t0 mit der folgenden Eigenschaft: Fur
\t\^to(t reell) ist

TO + iO-f(a)l<« (2)

Mit Ro bezeichnen wir die offene Rechteckflâche mit den Ecken

£o ~ it0, £o - it0 + h0, Co + *'o + h, Ç'o + ir0.

Punkt Ço liegt in Ro und die Punktfolge {CA} (^= 1, 2, 3,...) konvergiert gegen Co.{}
Es sei C* ^*-|-^* ein in Ro Iiegender Punkt dieser Folge und Co £o + *'0?*-*/(>)•
Wegen |^*-fyo|<^o gilt jetzt nach (2)

|<a (3)

Der Punkt C* liegt auf der Strecke mit den Endpunkten Q und Co+*o- Wegen
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Ç*eBn bestehen die Ungleichungen

I/(CS + M -/(C*)l < n ICS + h0 - C*\, |/(Q -/(Ç*)l < n ICo - C*|,

welche die folgende Abschâtzung ermôglichen; |/(CÔ+A0)—

Aus dieser Abschâtzung folgt |F(CJJ)|</i und daraus weiter auf Grand von (3) und
(1) |F(Ç0)K«+2e. Dièse Ungleichung ist aber fur jede beliebig kleine positive Zahla
gultig. Folglichist |F(Co)l<», also |/(Co + *o)-/(Co)l<**o-

Da die Kreisscheibe |z— Col <2/n offensichtlich in G liegt, steht jetzt fest, dass die

Punktmengen Bn («= 1, 2, 3,...) abgeschlossen sind.
Nun folgt aus der Voraussetzung II eine weitere wichtige Aussage iiber die

Mengen Bn: Ihre Vereinigungsmenge ist mit G identisch. Ist nâmlich C ein beliebiger
Punkt von G, so gilt £,eBn fur jede hinreichend grosse natiirliche Zahl n,

Entgegen der Behauptung unseres Satzes nehmen wir nun an, die Punktmenge B
sei nicht leer. Ihrer Définition entsprechend ist B eine in G abgeschlossene
Punktmenge. Wir haben nachgewiesen, dass sie durch die abgeschlossenen Punktmengen Bn

vollstândig iiberdeckt wird. Nach einem Satz von R. Baire ([2], p. 54) gibt es daher
eine natiirliche Zahl n0 und ein Teilgebiet Go von G derart, dass der Durchschnitt
B0=BnG0 eine nichtleere Teilmenge von Bno ist. Demnach sind nun in sâmtlichen
Punkten Ç von Bo fur \h\^l/n0 die folgenden Bedingungen erfiillt:

|/({ + h) - /(Ol < n0 \h\, |/(C + ih) - /(Ci < n0 \h\ (4)

Die Tatsache, dass Bo nicht leer ist, spielt am Schluss des Beweises eine entscheidende

Rolle.
Sind Ci £i +i*li und Ci= £2 +^2 zw^i Punkte von Bo, welche die Voraussetzungen

/'ïo» \i2-1i\<llno erfullen, so gilt

l/(C2)-/(Ci)l<2nolC2-Cil
Bezeichnen wir nâmlich mit C' den Punkt <J2 +irju so ist nach (4)

-/(OK»olC2-a l/(0-/(Ci)i<«oir-Cil und damit

-/(Ci)l < \f{Q -/(Ol + I/(O -/(Ci)l <
^oic2 - ri + «0 ir - Cii < 2«o K

Nun sei zo=xo +iy0 ein beliebiger Punkt von Bo und Qo ein Quadrat \x-xo\
| j—^ol ^#o- Die positive Zahl q0 wâhlen wir so, dass Qo ganz in Go liegt und ausser-

dem die Bedingung qo<llno erfiillt ist. Wie aus der Voraussetzung II hervorgeht, ist

die Funktion
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auf dem Rand des Quadrates Qo stetig. Dabei ist zu beachten, dass in dieser Aussage
die Funktion (j) nur auf dem Rand von Qo betrachtet wird. Es gibt demnach eine
Schranke No derart, dass 4|0(z)|<No fur aile Randpunkte z von Qo gilt. An No
stellen wir noch die zusâtzliche Bedingung N0>$n0.

Wir beweisen nun, dass unter der Bedingung zeQ0 die folgende Ungleichung
giiltigist:

\f(z)-f(zo)\^No\z-zo\ (6)

Durch die Geraden x=x0 und y=y0 wird Qo in vier Quadrate zerlegt. Mit Co

bezeichnen wir das Quadrat xo^x^xo+qo, yo^y^yo-\-qo und mit Fo seinen Rand.
Den Beweis von (6) fùhren wir nur fiir den Fall zeC0.

Liegt z auf Fo, so gilt

\f(z)-f(zo)\^~\z-zo\ (7)

denn fiir die beiden Seiten des Quadrates Co, welche auf dem Rand von Qo liegen,
ist bereits |0(z)KJVo/4, und fiir die beiden andern Seiten folgt (7) aus (4) wegen
N0>8«0.

Ist z ein innerer Punkt von Co, so unterscheiden wir die beiden Fâlle zeB0 und
zeA0. Dabei verstehen wir unter Ao das Komplement von Bo in bezug auf Go.

Im ersten Fall sind fiir die Punkte zo xo+iyo und z x + iy die Bedingungen
zoeBo, zeB0, \x-xo\<qo und \y-yo\<qo erfîillt, wobei qo<llno ist. Aus (5) folgt
unter diesen Bedingungen \f(z)—f(zo)\<2no\z—zo\9 und damit ist wegen N0>Sn0 die

Ungleichung (6) erfûllt.
Der Beweis von (6) fiir den Fall zeA0 bereitet erhebliche Schwierigkeiten.
Es sei z=Z0 ein beliebiger Punkt von A09 welcher im Innern des Quadrates Co

liegt. Diesen Punkt halten wir wâhrend den folgenden Oberlegungen fest.
Zunâchst schliessen wir aus der Voraussetzung II, dass der Differenzquotient

Zo - z0 + ô

als Funktion der reellen Verânderlichen ô betrachtet, an der Stelle ô=0 stetig ist.
Es ist daher môglich, den Punkt z'0=z0 — <50, 0<50^q0 so festzulegen, dass die
Funktion

m z-z'o

die folgende Bedingung erfiillt:

(8)
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Da Z0=X0+iY0 ein Punkt der Menge Ao ist, kônnen wir jetzt eine natiirliche
Zahl p0 so wâhlen, dass die Fimktion /(z) in allen Punkten des Quadrates

\x—Xo\^qolpO9 \y — Y0\^q0/p0 regulâr analytisch ist. An die Zahlp0 stellen wir die

zusâtzliche Bedingung po3o > 4q0.

Unter Ctj verstehen wir das Quadrat

Xo + < x ^ x0 + —, j>o + < y < yo + — •

Po Po Po Po

Die Quadrate Ctj (i,j=l, 2, 3, ...,/?0) bilden ein Netz, welches Co iiberdeckt. Qk

(A:=l, 2, 3,..., k0) seien diejenigen Quadrate dièses Netzes, deren abgeschlossene
Flâche mindestens einen Punkt der Menge Bo enthâlt. Mit Rk bezeichnen wir die

kleinste Rechteckflâche ak^x^bk, ck^y^dk mit der Eigenschaft Rk^BonQk. (Es

ist môglich, dass Rk zu einer Strecke oder einem einzigen Punkt entartet.) Auf jeder
Seite des Rechtecks Rk liegt nun mindestens ein Punkt von Bo. Ferner folgt aus

poào>4qo, dass die Seitenlângen von Rk kleiner als <50/4 sind.

Die Menge derjenige inneren Punkte des Quadrates Co, welche auf keinem der

Rechtecke Rk liegen, bezeichnen wir mit Do. Dièse Punktmenge ist offen. Ihr Rand

Ao lâsst sich in endlichviele Punkte und Strecken zerlegen, und jede dieser Strecken ist

entweder zur reellen oder zur imaginâren Achse parallel. Die Funktion f(z) ist in

allen Punkten von Do regulâr analytisch.
Die Quadrate Ctj haben die Seitenlânge qolpo. Wir haben die Zahl p0 so gross

gewâhlt, dass f(z) in sâmtlichen Punkten der abgeschlossenen Quadratflâche

\x—X0\^q0/p0, \y— Yo\^qolpo regulâr ist. Zo ist infolgedessen ein Punkt von Do.

Wir beweisen nun, dass die Funktion/(z) {zeD0 +A0) auf Do+Ao stetig ist und

machen dabei von der folgenden Tatsache Gebrauch: Es genûgt offensichtlich, die

Stetigkeit von/(z) unter der Bedingung nachzuweisen, dass z auf einer beliebigen

abgeschlossenen Rechteckflâche mit achsenparallelen Seiten variiert, deren Inneres in

Do liegt.
Es sei also D eine Rechteckflâche a<x<b, c<y<d, welche die Bedingung

D^:D0 erfiillt. Mit A bezeichnen wir den Rand von D und mit D die abgeschlossene

Rechteckflâche D+A. Wir haben zu beweisen, dass die Funktion/(z) (zeD) auf D

stetig ist.
Die Funktion/(z) ist in Do, also auch in D regulâr analytisch. Es ist daher noch

die Stetigkeit von/(z) (zeD) in den Punkten £ von A nachzuweisen. Die folgende Be-

griindung beschrânkt sich auf diejenigen Punkte von A, welche auf der abgeschlossenen

Rechteckseite mit den Endpunkten Ç0=a+/c, Ç'0=b+ic liegen.
Sind C £+fc, Ç' <f+*c zwei Punkte dieser Rechteckseite und ist £<?, so

verstehen wir unter (Ç, Ç') die offene Strecke mit den Endpunkten Ç und £'. Die Menge

derjenigen Punkte von (£0, Ç'o), welche zu Ao gehôren, ist offen und zerfâllt daher in

abzâhlbar viele Strecken (£*, Q (k= 1,2, 3,...). Wir wâhlen nun die réelle Zahl d'so,
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dass die Bedingung c<d' <d erfiillt ist und definieren die abgeschlossenen Rechteck-
flâchen Fk (fc=l, 2, 3,...) durch Çk^x^Ç'k, c^y^d'.

Es sei Fk+ eine dieser Rechteckflâchen, welche die Bedingungen Ck*^Co un<i

CI*=Co erfiillt. Unter diesen Bedingungen ist die Funktion/(z) in allen Punkten von
Fk* mit Ausnahme von Çfc* und Ç'k* regulâr analytisch. Um das Verhalten von /(z)
im Punkt Çk« zu untersuchen, fiihren wir die folgende Bezeichnung ein: Ist r>0, so
verstehen wir unter S(r) die Sektorflâche, deren Punkte (>k*+Qei(p durch 0<g^r,
\}^(p^njl charakterisiert sind. Wâhlen wir r* hinreichend klein, so ist S(r*)cFk*.
Damit sind die folgende Bedingungen erfiillt: Die Funktion/(z) ist in allen Punkten
von S(r*) regulâr und nimmt die Werte 0 und 1 nicht an. Fur h-+0 (h reell und
positiv) streben/(Çfc*+/i) und f(Çk* + ih) zufolge der Voraussetzung II gegen/((**)•
Nach dem in der Einleitung erwâhnten Satz von W. Gross strebt also/(z) in S(r*)
fur z->Cfc* gleichmâssig gegen/(Çfc*). Dies bedeutet, dass/(z) (zeFk*) im Randpunkt
Cfc* stetig ist. Wie man ganz entsprechend begrûndet, trifft dies auch fur den Punkt
Ci* zu. Wir sind damit zum folgenden Ergebnis gelangt: Unter der Voraussetzung
C&^Co* Ck^Co *st die Funktion/(z) (zeFk) auf der abgeschlossenen Rechteckflâche
Fk stetig.

Nun sei Ç* ein beliebiger Punkt der Rechteckseite (£0, (o)> also Ç*=5{*+ïc,
^o<^*<^o- Wir beweisen die folgende Behauptung: Fur z-+(*? zeD strebt/(z)
gegen/(C*). Den Beweis fiihren wir nur fur den Fall durch, dass z—x + iy im Winkel-
raum x^Ç*, y^c gegen £* strebt. Fiir den Winkelraum x<^*, y^c verlâuft der
Beweis ganz analog.

Die Behauptung trifft offensichtlich zu, falls C*e^40 ist. Fiir den Fall, dass (* mit
einem der Punkte Çk (k=l9 2, 3,...) zusammenfâllt, folgt sie aus dem Satz von
W. Gross. Ist Ç*eB0 und C*#Cfc (&=1, 2, 3,...), so lâsst sie sich folgendermassen
begrùnden:

Es sei x* eine réelle Zahl, welche die Bedingung Ç*<x*<Ç'O9 z* x*+iceB0
erfullt, D* die Rechteckflâche £*^x<;t*, c<y<</' und A* der Rand von Z>*.

Zufolge der Voraussetzung II ist/(z) und damit auch

als Funktion von zeA* in jedem von £* verschiedenen Punkt von A* stetig. Fur A->0
(A reell und positiv) streben ferner i^*(£* +h) und i^*(C* +/A) gegen endliche Grenz-
werte. Die Funktion \j/*(z) ist folglich fiir zeJ*, z^Ç* beschrânkt. Es gibt also eine
Schranke n* derart, dass fiir zeA*9 z^Ç*

l/W-/(r)l^n*|z-n (9)

gilt. Die Schranke n* wâhlen wir so gross, dass n*>2n0 ist.
Um die Giiltigkeit der Ungleichung (9) auch fiir einen beliebigen inneren Punkt
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Z—X+iY von D* nachzuweisen, unterscheiden wir die beiden Fâlle Z' X+iceB0
und Z'$BQ.

Im ersten Fall gelten nach (4) die Ungleichungen |/(Z)-/(Z')|<«0 \Z-Z'\ und

\f(Z')-f(Ç*)\<no\Z'~t;*\. Wie wir leicht bestâtigen ist ferner \Z-Z'\ + \Z'-Z*\<
<2|Z-C*|. Wir schliessen daraus

Die Gultigkeit der Ungleichung (9) steht damit fur aile Punkte von D* fest, welche
nicht im Innern eines Rechtecks Fk liegen.

Im zweiten Fall ist Z=X+/rinnerer Punkt einer Rechteckflâche Fk, fiir welche

wegen Ço<Ç*<X<x*<Ç'O9 ÇeB0, z*eB0 die Bedingung Ç*#Co, C^Co erfullt ist.

Da C* mit keinem der Punkte Ci, Cz, Cs,-- zusammenfâllt, ist C*§§Fk. Mit/(z) ist
daher auch die Funktion ^*(z) (ze/y auf Fk stetig und im Innern von Fk regulâr
analytisch. Auf dem Rand von Fk ist |^*(z)|</i*. Nach dem Maximumprinzip
schliessen wir daraus |^*(Z)|<n*, also |/(Z)-/(C*)|</i*|Z-C*|.

Die Ungleichung (9) ist damit fiir aile Punkte z von D* erfiillt. Fiir z->Ç*, zeD*
strebt also/(z) gegen/(£*).

Fiir jeden Punkt Ç* £*+/c, der auf der Seite (f0, Co) des Rechtecks D liegt, ist

jetzt die folgende Behauptung bewiesen: Im Winkelraum x^Ç*, y^c strebt/(z)
gegen/(C*) fur z~>C*. Wie bereits erwâhnt lâsst sich der Beweis fiir den Winkelraum

x^Z*>y^c ganz analog durchfiihren. Die Funktion/(z), wobei zeD vorausgesetzt
wird, ist also im Randpunkt {* von D stetig. Dièse Aussage kann offensichtlich auf
dem gleichen Weg fiir jeden Randpunkt Ç* von D bewiesen werden, der nicht mit einer

Ecke von 3 zusammenfâllt. Aber auch fiir die Ecken von D versagt die Beweismethode

nicht. Ist zum Beispiel {* £o> so kann sie unverândert iibernommen werden, falls

die folgende Bedingung erfiillt ist: Es gibt eine positive Zahl ô derart, dass auf der

offenen Strecke mit den Endpunkten £o und £o +i"5kein Punkt von Bo liegt. Ist dies

nicht der Fall, so liefert die gleiche Beweismethode das gewiinschte Résultat, wenn

wir sie auf diejenige Seite des Rechtecks D anwenden, deren Endpunkte in Ço und

Co+id liegen.
Es steht jetzt also fest, dass die Funktion /(z) (zeD) auf der abgeschlossenen

Rechteckflâche D stetig ist. Daraus folgt aber, wie wir bereits bemerkt haben, auch

die Stetigkeit von/(z) (ze2)0) in jedem Punkt von Do. Auf Grund dièses Ergebnisses

kônnen wir den Beweis unseres Satzes folgendermassen weiterfuhren:
Wegen zf0$30 ist mit/(z) (zeD0) auch die Funktion

Z ~ Zo

in Do regulâr analytisch und auf Do stetig. Auf dem Rand Âo von Do gibt es daher

einen Punkt Zq derart, dass
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ist. Der Punkt Zq liegt entweder auf Fo oder auf dem Rand eines Rechtecks Fk.

Liegt Zq auf To, so gilt nach (7)

/()|<|Zi|
Gestiitzt auf zoeBo, \zr0—z0\ ^ \jn0 und 4no<No schliessen wir weiter aus (4)

l/(4W(zo)l^~l4-Zo|.
Unter Anwendung der Ungleichungen \Z'0-z0\^\Z'0--z'0\ und \zrQ-~z0\^\Zf0~z'0\
fiihrt uns nun die Abschâtzung

|/(Zi) - f(z'0)\ < \f(Z'o) - /(zo)| + \f(z'o) - f(zo)\

< ^|Zi - zo| + ^|zi - zo\ < y|Zo - 41

zumErgebnis |^(Zo)|^iVo/2, aus welchem nach (10) zunâchst |^(Z0)|<iV0/2 und
sodann nach (8) |0(Zo)|<Wo folgt.

Fiir den Fall, dass Zq auf dem Rand eines Rechtecks Fk liegt, wâhlen wir zunâchst
den Punkt Z* von Bo so, dass Zq und Z* auf der gleichen abgeschlossenen Rechteck-
seite liegen. Dies ist môglich, weil jede Seite von Fk mindestens einen Punkt von B
enthâlt. Da die Seitenlângen von Fk kleiner als ôo/4 sind, ist 4\Zq-Z*\<ô0.

Mit Co haben wir die abgeschlossene Quadratflâche mit den Ecken z0, zo+qO9

zo+#o+*#o> zo+iqo bezeichnet. Die Lage des Punktes z'o zum Quadrat Co geht aus

zo=z0 - ô0, 0<ôo^qo hervor.
Aus Z*eC0 folgt |zo-zo|^|Z*-Zo| und |Z*-zo|<|Z*-Zo|. Zwischen den

Seitenlângen des Dreiecks zo,Z*,Z'o besteht ferner die Ungleichung |Z*-Zo|<
<|Z^-zi|+|Z^-Z*|, und wegen 4\Z^Z*\<ÔO und ôo<\Zi-z'o\ ist 4|Z^-Z*|<
<|Zo-Zq|. Aus diesen Ungleichungen schliessen wir |Zo~Z*|-h2|Z*-zo| +
+ |2i-zo|<|Zi-Z*| + 3|Z*-zi|<4|Z{,-Z*| +3|Zi-zil<4|Zi-zi|. Wegen
Z*eB0 und ZoG^q, |Zo-Z*|<1/«o und |zo-z0|<l/w0 ist weiter nach (4) \f{Z'o) -
-/(Z^KnoIZi-Z*!, |/(zi)-/(zo)|<no|zi-zo| und nach (5) |/(Z*)-
- /(zo)| < 2n0 |Z* - zo|. Aus der Abschâtzung |/(ZJ) - /(zi)| < |/(Zi) - /(Z*)|
+ |/(Z*) - /(zo)| + \f(z'o) - /(zo)| < n0 \Z'O - Z*\ + 2n0 |Z* - zo| + n01 ^i - *ol
<4no|Zo-Zo| folgt jetzt |^(Zo)|<4«o. Unter Anwendung der Ungleichungen
8«0<iV0, (10) und (8) ziehen wir daraus nacheinander die Schlusse |^(Zq)| < No/2,
\HZ0)\ < N0/2 und \4>(Z0)\ < No, also |/(Z0) - /(zo)| < iV0 |Z0 - zo|.

Die Giiltigkeit von (6) steht jetzt fiir jeden Punkt z der abgeschlossenen Quadratflâche

Co fest. Dabei haben wir mit Co eines der vier Quadrate bezeichnet, in welche
Qo durch die Geraden x~x0 und y~y0 zerlegt wird. Fur die drei andern Quadrate
kann der Beweis von (6) ganz analog gefuhrt werden.
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Wir haben damit bewiesen, dass es zu jedem Punkt z0 von BQ ein Quadrat
\x-xo\<qO9 \y-yo\<9o und eine Schranke No gibt, derart, dass |/(z)-/(zo)|^
No \z — zo\ fur jeden PunktzdièsesQuadrates gilt. Die Funktion/(z) ist somit in sâmt-
lichen Punkten von Bo stetig. Da /(z) definitionsgemâss in jedem Punkt von Ao

regulâr analytisch ist, steht jetzt die Stetigkeit von/(z) im Gebiet Go AouBo fest.

Damit sind aber fûr/(z) aile Voraussetzungen des in der Einleitung erwâhnten Satzes

von Looman-Menchoff erfûllt. Nach diesem Satz muss/(z) in Go regulâr analytisch
sein, im Widerspruch zur Tatsache, dass die Punktmenge Bo nicht leer ist. Entgegen

unserer Annahme folgt aus diesem Widerspruch, dass die Punktmenge B leer ist und
damit die Behauptung unseres Satzes zutrifft.
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