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Das Geschlecht des vollstiindigen dreifirbbaren Graphen

GERHARD RINGEL und J. W. T. YOUNGS

Das Geschlecht y(G) eines Graphen G ist nach Definition das kleinstmdogliche
Geschlecht einer geschlossenen orientierbaren Fldche, in die sich der Graph G ohne
Uberschneidung der Kanten einbetten 14B8t. Dieser Begriff stammt bereits von Fro-
benius. 1930 hat Kuratowski [1] alle Graphen vom Geschlechte 0 charakterisiert.
Das Geschlecht des n-dimensionalen Wiirfelgraphen [2] und des vollstindigen paaren
Graphen [3] wurde explizite bestimmt. Kiirzlich gelang auch die Bestimmung des
Geschlechtes des vollstindigen Graphen mit » Knotenpunkten [4]. Dies fiihrte dann
unmittelbar zur Losung des Karten-Farbungsproblems auf orientierbaren Fldchen
beliebigen Geschlechts > 0.

Die vorliegende Arbeit beschiftigt sich mit dem Geschlecht des Graphen K, , ,,
der wie folgt definiert sei. Die Menge der Knotenpunkte sei in drei Klassen P, Q, R
eingeteilt; die Anzahl der Knotenpunkte in P sei |P|=p; entsprechend sei |Q|=q und
|R|=r. Je zwei Knotenpunkte, die in verschiedenen Klassen liegen, seien durch eine
Kante verbunden; sonst sollen keine Kanten vorkommen. Somit besitzt der Graph
K, , » genau p +q+r Knotenpunkte und pg +pr +qr Kanten.

Wir werden beweisen, daB

oy 2 {025

} fir pzq=2r=z0 und g+r=2 (1)

gilt. Hierbei bedeutet {a} die kleinste ganze Zahl >a.
Es wird vermutet, daf in (1) stets das Gleichheitszeichen gilt. In den folgenden
Spezialfillen wird dies hier bewiesen bzw. ist dies schon frither gezeigt worden.
a) wenn p=g=r=n ist, heit K, , , der symmetrische vollstindige dreifdrbbare
Graph. Fiir sein Geschlecht gilt (1) als Gleichung, nimlich
(n-1)(n-2)

Y (K, nn) = 5 firalle n>1. 2

Der Beweis zu (2) wird in der vorliegenden Arbeit mit Methoden (current graph,
Kirchhoffsches Gesetz vgl. [4]) geliefert, die bereits bei der Bestimmung des Ge-
schlechtes des vollstindigen Graphen K, entscheidend waren.

b) Fiir r=0 wird K, , , zum vollstindigen paaren Graphen K, , und fiir diesen
ist (1) als Gleichung in [3] bereits bewiesen worden.

c) Esist

(K, 2,2) 2 (K, 4)» (3)
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weil K, 4 ein Teilgraph von K, , , ist. Die Einbettung E von K, , in die orientierbare
Fliche F, mit minimalem Geschlecht g=7v (K, ,) enthilt keine Dreiecke, weil K, 4 ein
paarer Graph ist. Es sei P, ein Punkt der einen Klasse P; er ist mit allen vier Knoten-
punkten Qy, Q,, @3, Q4 der anderen Klasse durch je eine Kante verbunden - etwa in
dieser zyklischen Reihenfolge.

Es lassen sich in E, sozusagen als Vierecksdiagonalen, die vier neuen Kanten
0103, 0,05, 0304, 040, einfiigen. Dabei entsteht der Graph K, , ,. Die drei
Klassen sind jetzt P, {Q,0,}, {Q,0.}. Daher gilt in (3) das Gleichheitszeichen. Aus
b) folgt dann

V(Kp,z,z) = Y(Kp,4) = {p 2

—» fi =2.
3 } ur p2

d) Auf dieselbe Art, nur noch leichter, 148t sich zeigen

)’(Kp, 3) 2 V(Kp, 1,1, 1) & )’(Kp, 2, 1) 2 'J’(Kp, 3)
P(Kp,2) 2 7(Kp, 1, 1) 2 7(Kp, 2)-
Somit folgt

p—2 .
V(Kp,1,1,1)=')’(Kp,2,1)={T} fir p=2,

Y(Kp,l,l) = 0.

Weitere Ergebnisse iiber den vierfirbbaren vollstindigen Graphen K, , , , zu erhalten
ist schwierig, weil die Menge der Dreiecke schlecht zu iiberblicken ist. Die Argumen-
tation von § 1 ist jedenfalls nicht anwendbar. Die letzte Gleichung kann man auch
wie folgt direkt nachweisen: Man wihle p Punkte auf der x-Achse, und zwar an den
Stellen x=1, 2,...p; dann den Punkt Q, mit den Koordinaten x=4, y=1 und R,
mit x=4, y= —1. Dann verbindet man Q; und R, untereinander und mit den p

Punkten auf der x-Achse geradlinig. Dies ist eine Einbettung von K, ,; in dic Ebene,
d.h. Y (Kp, 1, 1)=0.

§ 1. Untere Schranke fiir y(K,,,, ,)

Es sei G ein zusammenhingender Graph und g=7(G) sein Geschlecht. Wir setzen
voraus, daB G keine Schlingen und keine Zweiecke enthélt, d.h. in G ist kein Knoten-
punkt mit sich selbst durch eine Kante verbunden und keine zwei Knotenpunkte sind
durch mehr als eine Kante verbunden. Es gibt eine Einbettung des Graphen G in die
geschlossene orientierbare Fliche F, vom Geschlechte g und g ist minimal. Diese hat
nach [5] die Eigenschaft, daB jede Zusammenhangskomponente von F,—G das topo-
logische Bild einer offenen Kreisscheibe ist (2-cell). Es 148t sich daher die Eulersche
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Formel ay—a, +a,=2—2g anwenden. Hierbei ist a,, «; bzw. «, die Anzahl der Eck-
punkte, Kanten bzw. Flichenstiicke der polyedrischen Zerlegung von F,. Es ist

i

ay=fis+fat+fs+

wenn wir mit f; die Anzahl der i-Ecke in der Einbettung bezeichnen. Wenn jedes
i-Eck mit genau i Kanten inzidiert, dann inzidiert jede Kante mit genau zwei Ele-
mentarfldchenstiicken und es gilt

20 = 3f3 +4f4 + 5fs + . 4)

Diese Formel gilt aber auch, wenn es vorkommt, daB ein i-Eck zu sich selbst benach-
bart ist etwa ldngs einer Kante; dann hat man die Kante nur doppelt zu zdhlen.
Aus diesen Gleichungen ergibt sich die bekannte Formel:

6'}’(G)=a1—3a0+6+f4+2f5+3f6+"'. (5)

Eine Kante im Graphen K, , , nennen wir eine PQ-Kante, wenn sie einen Knoten-
punkt aus der Menge P mit einem aus der Menge Q verbindet. K, , , besitzt also nur
PQ-Kanten PR-Kanten, QR-Kanten und sonst keine. Wenn P, ein Knotenpunkt
aus P ist, so ist unter einer P,Q-Kante eine solche zu verstehen, die P, mit einem
Knotenpunkt von Q verbindet.

Nun sei eine Einbettung des Graphen K, , , in die geschlossene orientierbare
Fliche F, mit g=y(K, ,,) gegeben. F, wird durch K, , , in Elementarfléichenstiicke
zerlegt, also Dreiecke, Vierecke usw. (Eln geschlossener aus drei Kanten bestehender
Weg in K, , , ist nicht notwendig der Rand eines Dreiecks, d.h. wir verstehen hier
unter Dreieck nur ,,flichenhafte Dreiecke‘‘; auch bei den Vierecken usw.).

Unter einem Q,-Dreieck verstehen wir ein Dreieck, welches mit dem Knoten-
punkt Q, inzidiert. Ein Q-Dreieck ist ein Dreieck mit mindestens einem Eckpunkt in
Q. Es ist aber klar, daB jedes Dreieck ein Q-Dreieck ist; denn jeder geschlossene aus
drei Kanten bestehende Weg in K, , , enthiilt je einen Knotenpunkt aus P, aus Q und
aus R. Die Anzahl der Q,R-Kanten ist r. Jedes Q,-Dreieck enthilt eine Q,R-Kante.
Daher ist die Anzahl der Q,-Dreiecke hochstens 2r. Somit ist die Anzahl der Q-Drei-
ecke hochstens gleich 2gr. Da aber jedes Dreieck ein Q-Dreieck ist, ist in der vor-
liegenden Einbettung f3 < 2qr.

Wir wenden (4) auf die nun vorhegende Einbettung von G=K, ,, an. Hier ist

oy =pq +pr+qr, daher folgt aus (4):

20y S 6qr + 4f, + 5fs + 6f6 +
2pq + 2pr — 4qr < 4f s + 5fs + 6f¢ +-+- : (6)
2pq + 2pr — 4qr S 4f, + 8fs + 12f +
pq + pr—2qr S2(fa + 2f s + 3fs +--- )
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Wir multiplizieren (5) auf beiden Seiten mit 2 und setzen a; =pq+pr+gr und oy=
=p+q+rein: 12y(K, ., )=2(pqg+pr+qr)—6(p+q+r)+12+2(fa+2fs+3fs+).
Mit Hilfe von (6) ergibt sich

12y(K,, 4,r) Z3pq +3pr —6(p+q +r) + 12

(r-2)(g+r-2)
i .

Y(Kp,g,r) 2

Damit ist (1) bewiesen, und zwar ohne die Voraussetzung p=g=r, so dall man in der
Ungleichung (1) die drei Zahlen p, g, r beliebig permutieren kann. Da wir aber erwar-
ten, daB in (1) sogar das Gleichheitszeichen gilt, ist es zweckméBig, p=max(p, g, r)
vorauszusetzen.

Einen zweiten Beweis zu (1) erhalten wir, wenn wir das Ergebnis der Arbeit [3]
unmittelbar anwenden: Lassen wir in K, , . alle QR-Kanten weg, so bleibt als ein

Teilgraph der Graph K, ., librig. Daher ist y(K, , ,)27(K,,,+,) und y(K, ,+,) ist
gleich der rechten Seite der Ungleichung (1), wie in der Arbeit [3] gezeigt wurde.

§ 2. Das Geschlecht von K,, ,, ,

Wir nehmen an, es sei eine Dreieckseinbettung von K, , , in eine orientierbare
Fliche F, vom Geschlechte 4 gegeben; damit meinen wir eine Zerlegung von F, durch
K., n,» in lauter Dreiecke. Die Formeln von § 1 gelten entsprechend mit f, +2f5 + 3f¢ +
--»=0. Der Formel (5) entspricht die Gleichung

6h = o, — 30 + 6.

Setzen wir ay=3n und «, =3n?, so erhalten wir, 4 ist gleich der rechten Seite von (2).
Aus (1) folgt, daB y (K, , ,)=h. Also ist dann y(K,, , ,)=h, womit die Gleichung (2)
bewiesen ist.

Es kommt also nur darauf an, eine orientierbare Dreieckseinbettung von K, ,, ,
zu konstruieren. Dies geschieht nach einer bewihrten Methode mit Hilfe eines
Schemas; wir erldutern dies zunéchst am Fall n=4.

Nehmen wir an, es gibt eine orientierbare Dreieckseinbettung von K, , 4. Man
bezeichne die Knotenpunkte von P mit 1, 4, 7, 10, die von Q mit 2, 5, 8, 11 und die
von R mit w, x, y, z. Der Knotenpunkt 1 inzidiert mit 8 Kanten, die in der Einbettung
aufgrund einer fiir die ganze Fliche fest gewihlten Orientierung in einer bestimmten
zyklischen Reihenfolge gegeben sind. Dies liefert eine zyklische Reihenfolge aller mit
1 verbundenen Knotenpunkte, z.B. 2w 5 x 8 y 11 z. Schreiben wir diese Reihenfolge
fiir jeden Knotenpunkt von K, 4 4 auf, so erhalten wir ein Schema, das z.B. so aus-
sehen konnte: :
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. 2 w 5 x 8 y 11 =z
4. 5 w 8 x 11 y 2 =z
7. 8 w1l x 2 y 5 =z
10. 11 w 2 x 5 y 8 =z
2. 1 z 4 y 7 x 10 w
5. 4 z 7 y 10 x 1 w @)
8. 7 =z 10 y 1 x 4 w
1. 10 z 1 y» 4 x 7 w
w. 10 11 7 8 4 5 1 2
x 10 2 7 11 4 8 1 5
y. 10 5 7 2 4 11 1 8
z. 10 8 7 S5 4 2 1 11

Das Schema (7) wiirde gewiB3 schoner aussehen, wenn man anstatt w, x, y, z die
Nummern 3, 6, 9, 12 gewihlt hitte. Aus zwei Griinden wurde jedoch diese merk-
wiirdige Bezeichnungsweise gewihlt. Erstens lassen sich die Beweise besser darstellen
und zweitens ordnet sich die Konstruktion so einem schon bei anderen Graphen
erprobten Prinzip unmittelbar unter.

Dieses Schema (7) nennen wir ein zu K, , 4 gehoriges Schema, denn genau dann,
wenn das Symbol i in der mit k benannten Zeile vorkommt, so ist in K, 4 , der
Knotenpunkt i mit dem Knotenpunkt k£ durch eine Kante verbunden. Wenn wir an-
nehmen, daB das Schema (7) aus einer gegebenen orientierbaren Dreieckseinbettung
von K, 4 4 wie eben beschrieben wurde, erzeugt worden ist, so gilt in ihm die

REGEL R*. Wenn in der i-ten Zeile i...akb... steht, so steht in der k-ten Zeile

k..bia....

Dies folgt unmittelbar aus der Tatsache, daBl in der gegebenen orientierbaren
Einbettung von K, , , nur Dreiecke auftreten. Diese Uberlegungen gelten natiirlich
nicht nur fiir n=4.

Es gilt also: Wenn eine orientierbare Dreieckseinbettung von K, , , existiert, so gibt
es auch ein zu K, , , gehoriges Schema, das der Regel R* geniigt.

Wichtig ist nun, daB dieser Sachverhalt sich auch umkehren 14B8t: Wenn ein zu
K, . . gehiriges Schema mit Regel R* existiert, so gibt es auch eine orientierbare Drei-
eckseinbettung von K, , ,. Der Beweis kann etwa aus [6] entnommen werden.

* So bleibt uns nur noch zu zeigen, daB ein Schema fiir K, , , mit Regel R* existiert.
Es ist nicht sehr schwierig, eine Verallgemeinerung des Schemas (7) fiir beliebiges #
anzugeben.

Wir wollen ein allgemeines Prinzip, welches schon in anderen Fillen [4] auf
bequeme Art Schemata geliefert hat, benutzen. Die Kenntnis dieser in [7] darge-
stellten Theorie ist hier fiir den Leser nicht unbedingt erforderlich. Wir betrachten
den folgenden gerichteten bewerteten Graphen C:
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In—2
A0t >0—"T 30> c00 025044
zy zZ3 z3 Zn-1 Zn

Der Buchstabe A4 soll nur andeuten, dal3 die linke Kante 1 mit der rechten Kante 1
identisch ist. Der Graph ist also ein Kreis der Linge » mit den Knotenpunkten
24, Z3,-.+5 Zy. Die Kanten sind alle von links nach rechts gerichtet und sind der Reihe
nach mit den Elementen 1, 4, 7,..., 3n—2 aus der zyklischen Gruppe Z,, bezeichnet
(d.h. es wird bei Addition mod3n gerechnet). Wir konstruieren jetzt zwei formale
Zeilen [1] und [2], die zwar im fertigen Schema selbst nicht vorkommen, die aber die
3n Zeilen des zu konstruierenden Schemas in einfachster Weise erzeugen.

Den Kreis C kann man in zwei verschiedenen Richtungen durchlaufen. Die
Durchlaufung von links nach rechts wird mit [1] bezeichnet und durch alle Bewer-
tungen der Kanten und Knotenpunkte der Reihe nach beschrieben. Das ergibt

1 z, 4 z, 7 z3..3n-2 z, [1]

Die 1-te, 4-te, 7-te... Zeile des zu konstruierenden Schemas ergibt sich aus [1] durch
Addition aller Nummern mit 1, 4, 7 usw., wobei die z; ungeéindert bleiben. Also

2 z, 5 z; 8 zz ..
5 z, 8 z, 11 1z ... )

..........................

Betrachten wir jetzt die umgekehrte Durchlaufung von C; nédmlich von rechts nach
links. Hier werden alle Kanten entgegen ihrer Orientierung durchlaufen; daher geben
wir jedem Wert der Kante das Vorzeichen. Das ergibt die formale Zeile

'_'1 Zn 2 Zn—l 5 Z"._Z e ""4 Zl [2]

Die 2-te, 5-te, 8-te... Zeile ergibt sich aus [2] durch Addition aller Nummern mit
2,5, 8 usw; die z, bleiben ungeindert:

2. .
5. Zyoq 10 z,_, ... ®

.............................

Das Schema ist zwar noch nicht fertig, aber wir konnen schon beweisen, daB zwischen
den Zeilen (8) und (9) die Regel R* gilt. Es sei in der i-ten Zeile (i=1,4,7...)

Low.zg bk zgpy ...,

sofolgt fiir die formale Zeile [1]. ...z, k—i zz4 ..., daher steht in der formalen Zeile
[2]. .2Zg4y i—k z,..., somit folgt fiir die k-te Zeile

ko wozgyy i oz, ...
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Jetzt beachten wir, daB in jedem Knotenpunkt der Wert der auslaufenden Kante
minus dem Wert der einlaufenden gleich 3 ist und (3, 3n)=3. Die allgemeine Theorie
besagt, daB dann das Schema (8), (9) durch eine z;-te Zeile (=1, 2,...n) komplettiert
werden kann allein durch Anwendung von Regel R*.

In den beiden formalen Zeilen steht [1]. ...3j—2 z; 3j+1... und
[2]. —=3j—1 2z; 2-3j... daher steht in der 1-ten (3j—1)-ten und (32j+)-ten Zeile

... 3—1 z; 3j+2 ...
3j_‘l. cos —2 Zj 1 .o
H+2. ... 1z 4 ...

Das ergibt durch Anwendung der Regel R* fiir die z;-te Zeile
Zjo . 4 3+2 1 3j—-1 =2 ... (10)

So fortlaufend erhdlt man als z;-te Zeile zwei ineinandergeschobene arithmetische
Folgen, beide mit der Differenz —3. Die Zeilen (8), (9), (10) bilden zusammen ein
Schema fiir den Graphen K, , ,, welches der Regel R* geniigt. Also gibt es eine
Dreieckseinbettung von K, , , in eine orientierbare Flidche, womit (2) bewiesen ist.
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