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Sur certains modules dans une algébre de Lie semi-simple
Par JEAN DE SIEBENTHAL (Lausanne)

Magnificat anima mea Dominum

§ 1. Introduction

1. Soient g une algebre de Lie semi-simple de rang / sur un corps k algébrique-
ment clos de caractéristique 0, A le systéme des racines de g sur une sous-algeébre de
Cartan [, avec A’=A4— {0}. Une suite fondamentale de A est une suite libre ¢, ... ¢,
de !/ racines telle que pueA implique pu=a; ¢ +---+a.¢,, les a, étant des entiers
rationnels, tous >0 ou bien tous <0. A engendre un espace euclidien R' identifié a
son dual au moyen du produit scalaire usuel.

Soit A, un sous-systéme fermé de A, c’est a dire tel que
Ay =— A, (Ao + Ag) N A = Ay.

Une suite {ug, iy, ..., e <A est une Ag-suite si ;1 —p;edy (i=0, 1,..., k—1); une
partie A de A est dite A,-connexe, si pour toute paire y, y'e A il existe une A,-suite
qui relie y a y’.

THEOREME: La partition A=A,u A, U---U A, de A en classes mod A, vérifie:
a) Toute classe A; est Ay-connexe
b) Si (A;+A;)n A#0, il existe un entier k tel que (A;+ A;)N A< Ay; de plus
b") k#0 implique (A;+A;n A=A,

(Ao + A )nA=4,
b") Pour tout i il existe un i’ tel que

(4;+4;)nAc A,

2. D’addition dans A définit dans A | A, une loi de composition commutative,
associative, non partout définie, ayant un 0 noté A,, tout élément A; ayant un opposé
Aje.

Le but du présent mémoire est I'étude de ces structures. On peut se ramener aux

cas suivants:

3. Une suite fondamentale de A, fait partie d’une suite fondamentale de A.

C’est le cas des sous-systémes fermés A, dits saturés: I'intersection du sous-espace
R(A,) support de A, et de A coincide avec A,.

Lorsque

{‘pla sty q’r} < {(Pl’ ooy @ps Prygs - QD[}

est I'inclusion de suites fondamentales ci-dessus, et si @, 4,..., @; sont les classes de
r+1
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Qpr1s---» @y mod A, alors la classe de

1 !
ﬂ=zmi§0i est p= z m;@;.
1 r+1

Désignant par R'™" le supplémentaire orthogonal du support de A,, chaque classe
A; admet une projection orthogonale sur R'~" réduite & un point: le centre de gravité
de cette classe.

La loi A | A, est ici entiérement déterminée par les centres o, 64, ..., 0, des classes
Ags Aqs ..., Ay

4. Le sous-systéme fermé A, est de rang maximal .

Ici, R'~"={0}, les centres des classes A; sont tous en 0. Particuli¢rement intéres-
sants sont ici les simplifiés de A, c’est & dire les sous-systémes fermés A, minimaux
de rang /, tous de type

A, @ @A, s;+-+s=1.

Pour étudier 4 | A,, on peut choisir dans le support R’ de 4 un systéme de générateurs

Tygseees T, s4+15 """ Teas oo Ty st 1
avec

Z le=0 (i=1,2,...,t).

Les racines de A, sont toutes les différences 1;,,—7;,; les autres éléments de A sont
de 'un des types
t4+1, 1+ +7", T+ +T"+1".

Les A,cE,;, AgcEg, A, =G, conduisent aux expressions connues.
Pour 4,+ A,+ A, < Eg, on obtient, en prenant

T15 T2y T3 5 Tas Ts, Tg > T7,Tg To
T1+12+T3=0 T4+15+TG=0 T7+T8+19=0
a, a’a"'e{ls 25 3} ﬁs ﬁ,a'"e{4a 5’ 6} Vs ?’,"'6{7, 8’ 9}
les expressions suivantes pour les racines de Eg
Ty — Ty Tp—Tgs Ty— Ty (racines de A,)
+(t.+7+71,).
On a ici trois classes ’

A09 A1 ={Ta+Tﬂ+Ty}a A1’=_A1

et A | A, est un groupe cyclique d’ordre 3. On pourra constater ici, lorsque A est une
structure exceptionnelle Eg, E,, Eg, F,, G, que les A | A, sont toujours des lois de
groupes, sauf dans le cas Eg | 84,.
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5. Cette théorie peut servir a I’étude:

a) des sous-algébres réductives g, de § qui correspondent aux systémes fermés Ay < A

b) des go-modules en lesquels g se décompose suivant ad g, : A tout pe A correspond
dans g un sous-espace 1-dimensionnel Ce,, avec

[h,e,]=u(h)e, Vheb.
On a:
g=e® Y Ce, o e=Dh
ued

g():eo@ z Ce#.

pedo
Jécris:
gi= Z (:e‘Z d,Ofl

aed;

1) =00 P g ® D gs.

Les g; sont des go-modules, irréductibles si i7#0.

On peut avoir [g;, g;]=0; si ce n’est pas le cas, il existe un indice k tel que
[8:, 6;] =@ Lorsque k#0, on a: [g;, a;]1=6k; [80, 8] = 8-

Enfin, pour tout i, il existe i’ tel que [g;, gi] < go-

La connaissance de la loi 4 | A, implique celle des sur-algeébres de g, dans g,
permet de trouver rapidement les sous-algebres g, maximales (du type envisagé). Les
sous-algebres g, pour lesquelles 1) se réduit a

0=00®8:®arr [91,91-]=g0, ou
gd=00®Dg;

correspondent a certains espaces riemanniens symétriques.

6. Ce travail se rattache a [1] et & [2] chap II ou sont étudiés principalement les
systemes fermés A, en eux-mémes. Ici, la question est reprise dans son ensemble, en
portant plutdt I'attention sur linsertion de A, dans A. Jai utilisé€ les listes données
dans [1] ou [2]; celles qui figurent dans [4] permettront d’étudier le cas des sous-
systémes saturés des algébres simples exceptionnelles, cas qui ne figure pas explicite-
ment dans le § 5.



§1
§2

§3
§ 4

§5

§6

§7

JEAN DE SIEBENTHAL

Plan
Introduction 1
Partitions admissibles d'un A-systéme 5
1 Notion de A-systéme 5
2 A-connexité dans un A-systéme 5
3 Sous-systemes fermés A. 8
4 Partitions admissibles 9
Addition des classes modulo A, 10
Sous-systéemes saturés. Centre et caractéres 12
1 Sous-systemes saturés 12
2 Suites fondamentales 12
3 Centre d’un sous-systéme 13
4 Structure du centre d’un sous-systéme saturé 14
5 Caracteres d’une inclusion A,<= A 15
Loi-quotient A | A, lorsque A, est saturé 16
1 Détermination pratique 16
2 Inclusions de suites fondamentales 16
3 Chambres de A | 4, 17
4 Racines secondaires de 4 | 4, 18
5 Cas A=4, 6 Cas A=B, 7 Cas A=C,; 8 Cas A=D, 19-23
Loi-quotient A | A, lorsque A, est de rang maximum 23
1 Construction 23
2 Loi-quotient A | A, pour A=A, B,, C;, D, 23
3 Sous-systémes minimaux de rang /. 25
Sur certains produits de modules irréductibles 39
1 Sous algebre g, associée a un sous-systeme A, fermé 39
2 Somme directe associée & une partition. 40
3 Sur-algebres réductives d’une algébre g, dans g 42
4 Sous-algebres g, maximales 43

5 Sur-algebres réductives d’une algebre g, semi-simple. 44



Sur certains modules dans une algébre de Lie semi-simple 5

§ 2. Partitions admissibles

2.1 Notion de A-systéeme

Soit A<= R' le systéme des vecteurs-racines d’une algébre semi-simple g. On en
déduit:
a) le systéme inverse
A* = {o* = 2a/(o, ), Vae A}

b) la symétrie S,:z+>z—(a*, z)a, et le groupe de Weyl W, engendré par les
S, V€A,
c) la grille des poids
7(4) = {xeR"| (a*, x)e Z,Vae A}.

On sait que Wy(A)=y(A). Si xey(4), on a
S, x=x+mx ou meZ; les x+ka ou ke]O,m[nZ
sont alors les intermédiaires stricts.

DEFINITION 2.1: J'appelle A-systéme toute partie A de R qui vérifie:

1) Ad=y(4)

2) xed=S,xed, VaeA

3) xed, S,x=x+ma=>x+kocd VkeZn]0,m]|.

Autrement dit, 4 est une partie de la grille des poids stables pour W et qui, avec
deux éléments symétriques x, S,x contient tous les intermédiaires x+ka, (kez).
Notons que

| S, x| =1x|, |x+ka|]<]|x]|.

2.2 A-connexité dans un A-systéme

DEFINITION 2.2: Soit A le systéme des racines d’une algébre § semi-simple; soient

1) 4 un A-systeme

2) AcA

3) Bc4

L’ensemble B est dit A-connexe si pour tout couple (u, /') Bx B, il existe une
A-suitec B qui relie u a ', c’est a dire une suite

B=Hos His-ees Me=H

d’éléments de B telle que p;.,—p,€A,Vie{0, 1,..., k—1}. B est dit connexe s’il est
A-connexe.
Cela posé, j’écris

W' =pumodAd lorsque u' =p+ ) moa;, meZ, oed.
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C’est une relation d’équivalence dans 4, qui subit une partition en classes modulo
le réseau engendré par A4 sur Z ou en bref modulo 4:

A =A1UA2 U"‘UAS.
PROPOSITION 2.1: Soient A un A-systeme, Ac A, avec 0Oe A, A=—A, et
A =A1UA2 U"'UAS

la partition de A en classes mod A. Chaque classe A,, est A-connexe.
Preuve: soient u, jie4,,, avec

1) E=pu+)Y no neZ, oeA.
Supposons d’abord
i) (B, E—pw)>0.
Je dis qu’il existe un indice j tel que n;#0 avec
pg—a;ed si n;>0
pB+a;ed si n;<O0.
En effet, si cet indice n’existe pas,
a) n; >0 implique (i,

o;) <
b) n; <0 implique (f,«;)>

0, soit n;(f, a;)<0
0, soit n;(f, a;)<O0.
Par exemple, avec a), (i1, a;)> 0 signifie

Sy,i=i— (@& of)a; et jg—a;ed,

vu que 4 est un A-systéme.
Multipliant scalairement 1) par f, il vient

(B 1) — (8 1) = 2 mi(B, ;).
D’aprés i), le premier membre est strictement positif, tandis que d’apres a) et b) le
second membre est négatif. On n’échappe a la contradiction qu’en admettant I’exis-

tence de I'indice j.
Maintenant la condition

ii) p#Ep et (B 8= p

implique i), comme le montre un calcul élémentaire:
si ‘
lal =1, |ul =r<1
B = (19 0)
u=(rcost, rsint)

dans le plan enclidien, on a (&, i—u)=1—r cost.
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Sir<l,onal—rcost>0, et si r=1, alors cost<1 vu que ji#pu, d’ou encore
1—rcost>0.
Prenons maintenant dans 4,, un y’ de carré scalaire minimum; pour tout dy # 1,
do€d,, ona
do=p' + Y moa; mel, aeA

d, et p’ vérifiant ii) satisfont a i): (do, 9o —u')>0.
On a vu qu’il existe alors dans 4,,

oy=06p—0;=p ++m~-1a;+-+ (n;>0)
ou

6y =00+ ay=p +--+ (@ + o+ (n;<0).
Soit

436, =p' + Y n'a; Y |n'|=)|nm|-1.

Si 6; # ', on recommence 1’opération, ... Il se construit une A-suite

Boy 81rrry By ee A
avec
o=u +YnPu, nPeZ qed
Y=Y ] —1.
k=1,2,...

Si pour un entier k, on a 6, =y, alors la A-suite
00, 01, ..., O, = ' relie dpapu .

Cette circonstance se produit nécessairement puisque Y. | n® | décroit strictement.
Ainsi, on peut relier u et fi.
Ecrivons la suite obtenue:

H = Tp, Tl,...,T“=ﬁ Ti+1—TiEA0'

Par construction, on a, successivement 4,3u=1,, 7, T3,..., T,= i C€ qui prouve que
4,, est A,-connexe.
Nous aurons encore besoin des résultats suivants:

PROPOSITION 2.2: Soient A un A-systéme, ted, o, fed, et T'=1+a+Ped, ou
t#1'. Alors t+aed ou 1+ feA.

On utilise le raisonnement qui suit i) dans la preuve de la proposition 2.1.

Si (7', 1) =(z, 1), alors, comme t#7’, il vient (7', 7')— (7', t1)>0d’ol t+aed ou
T+ Bed.

Si (7,7)<(7,7), on a (t,7)—(7',7)>0 et t=1"—a—f montre & nouveau que
T+oed ou v+ fed.
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PROPOSITION 2.3: Soit A un systéme de racines de rang 1; pour que {u,,..., 3y A
soit une suite fondamentale de A, il faut et il suffit qu’on ait

D) p—pjgAd Vi#j et

2) Toute racine pe A est Z-combinaison linéaire de p,, ..., 1 .

Si my, ..., m, est une suite fondamentale, il est bien connu que 1) et 2) sont véri-
fies.

Les conditions 1) et 2) sont suffisantes. En effet, les racines

l
p=Y mueAd ontunpoids P(u)= Y |m;].
i=1

Les racines de poids 2 sont par hypothése de la forme =+ (u;+ u;) (i#/). Raison-
nons par récurrence et soit f une racine de poids p+1; d’aprés la proposition 2.1,
on peut écrire f=pu+ y; ol u est une racine de poids p, donc a coeflicients tous >0
par exemple.

Si B a des coefficients tous =0, il n’y a rien & démontrer; sinon f=pu—y; avec

p=mpy +-+mep, m;>0, j=1,..,5 et i¢{l,...,s}.
Il existe un indice j<s, s par exemple, tel que
u—u,=aed, dou a+pued, a+pu,—ped.

On a: f=—p;+a+ u,

D’apres la proposition 2.2, on a —y;+aeA ou bien —p;+peA. Le second cas
est exclu par hypothése; — u;+a est une racine de poids p a coefficients non tous >0;
pour éviter la contradiction, il faut poser f=u+ u;, d’ou la conclusion.

2.3 Sous-systémes fermés

PROPOSITION 2.4: Supposons A=A, AcA avec A=—A, (A+A) nAc A. Alors la
classe A, des n=0(mod A) conicide avec A.
On a d’abord A<= 4,,. Soit maintenant ue4,:

p=>ymo mel, o,eA.

La proposition 2.1 affirme I’existence d’une A-suite qui relie 0 & p: 0, py, Uy, ..., =M.
On a:
—0=pu €4
y —med dou pu,=p +oce(A+A)nA et u,ed

ooooo

M — t-1€A4 dou = ped.
AinSi AOCA et A0=A.
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DEFINITION 2.3: Toute partie A, de A qui vérifie Ag=— Ay, (Ag+Ag)n A=A,
est appellée sous-systeme fermé de L.

COROLLAIRE (& la proposition 2.1): Soient A un A-systéme, A, un sous-systéme
fermé de A, et A=A, L---U A la partition de A en classes mod A,. Chaque classe A,
est Ay-connexe.

En particulier, si 4 =4, ce dernier subit une partition en classes mod 4,

A=AguA LU A
et chaque classe A4,, est A,-connexe. A, est celle de ces classes qui contient 0.

2.4 Partitions admissibles d’un A-systéme

DEFINITION 2.4: Soit A un A-systéme dans R', et D une partition A; A, u---U A4,
de A. Le vecteur —1' de R' est dit vecteur de A si 1, U'€A et si T —t€A. Le vecteur
11’ est dit vecteur de D si c’est un vecteur de A et si t=1" modD.

DEFINITION 2.5: La partition D du L-systéme A est dite admissible si
1) Tout vecteur de A équipollent a un vecteur de D est un vecteur de D et
2) Tout ensemble de la partition est connexe.

PROPOSITION 2.5: Soit A un A-systéme et D une partition de A. Pour que D soit la
partition de A en classes modulo un sous-systéme fermé A, il faut et il suffit que D soit
une partition admissible.

a) Soit A, un sous-systtme fermé de A et D: 4, U4, U---U A, la partition de 4
en classes mod A,. Considérons pour commencer un vecteur t—1" de D; On a:

'=t+a, ol aeA.

D’autre part, 7'=t mod A, implique t'=1+)_ n;0, n,€Z, ;€ 4y, d’0o0t =) n;a;,
et comme 4, est fermé, on a aeA,.

Maintenant, si y—y’ est un vecteur de A équipollent au vecteur 1—1' de D, on a:

Y=y+a, ou a€ed,,

soit: =y mod A,. y—7y’ est un vecteur de D.

D’apres le corollaire a la proposition 2.1, chaque classe 4; est A,-connexe et la
condition 2) de la définition 2.5 est satisfaite. D est une partition admissible.

b) Soit D: A4, u---U 4, une partition admissible de 4, soit A, ’ensemble des ae A
tels qu’il existe 7, t'ed avec T'=tmod D, v’ —1=aq.

Je dis que A, est un sous-systeme fermé de A. On a d’apres la définition: A= — A,,
et OeA,,.

Soient a, fe A, avec a+ e A— {0}. Construisons le sous-espace R" de R' engendré
par 4. On a par hypothése «, fe R", d’ott a+ B R". Si, pour tout te4, ona (a«+j, 1)=0,
alors (a+ f, R")=0 («+ B, «+ B)=0, ce qui est absurde.
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Soit donc te4 avec (x+f, 7)#0. En prenant un intermédiaire entre 7 et S, 4,7,
on obtient u, u'ed avec W'=u+a+p, u#u'.

D’apres la proposition 2.2, on a par exemple u+aed, et le vecteur u—pu+a est
équipollent & un vecteur de D, d’ou p=pu+o mod D; de méme, u+o—(u+a)+ f est
un vecteur de D, et u, u+a, p+ o+ f sont congrus mod D, ce qui prouve que a+ e A,.

Il reste & prouver que D est la partition de 4 en classes mod A,. Supposons
x, yed,,; comme A4, est connexe, il existe une A,-chaine qui relie x a y, d’ou y=
x+) may, n,eZ, €A, Réciproquement, si cette dernitre relation a lieu entre
x, ye4, il existe une A,-chaine reliant x a y: x=xy, Xy, ..., X, =V, avec X; ., — X; €Aq,
et x;-»x;,, est un vecteur de D. De proche en proche:

xed,,, x€4,,....,x,=yed, et x=ymodD.

§ 3. Addition des classes de 4 modulo un sous-systéme fermé A,

Soient
A le systéme des racines d’une algébre de Lie semi-simple g
Ao, un sous-systeme fermé de A, et
4 un A-systéme.
4  subit une partition en classes mod Ay: A=4,U---U 4,
chaque classe étant A,-connexe. Considérons deux classes 4;, 4; et formons
(4;+4;) n 4; cette intersection peut étre vide. Si ce n’est pas le cas, il existe un indice
k tel que (4;+4;)n A< 4,. 1l s’introduit ainsi une loi de composition entre classes
mod L, associative, commutative, non nécessairement partout définie.

Je me propose d’étudier cette loi dans le cas o 4=4; alors

A=Ag0 A U--U A,
ou
A;) = AO - {0}3 AO = {O’ + Ko 15 -5 + MOno} ’ Am = {.um 15 c0% ﬂm,nm} ’ mz1.

L’addition des classes de A mod A, est une loi de composition associative, commu-
tative, non nécessairement partout définie, pourvue d’un zéro A, chaque classe ayant
une opposée. Nous voulons préciser ces diverses propriétés.

Supposons (4;+4;)nA non vide, contenue dans A4, et 0¢ {7, j, k} distincts. 1i
existe des racines notées

Hips Hjos By, telles que  p;, + pj o = py, .

Prenons alors u*eA,; comme A, est A,-connexe, il existe une A,-suite qui relie
b %K.
lukl apus:
*
Mo = Ugys  Hipees Hp=Mm .

Comme 0¢ A,, aucune de ces racines n’est nulle; je dis que u* est somme d’un élément
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de A; et d'un élément de A;; Paffirmation est vraie pour u,. Supposons qu’elle soit
vraie pour y,_;. On a:

Bomt = iy + i =iy + o+, a€dg.
En appliquant la proposition 2.2, on a par exemple:
Wiy Haed; et p =+ o)+ ppe(di+4)nA.
L’affirmation est établie. En résumé:
LEMME 3.1: Les hypothéses:
0¢{i,jk}, (Ai+A4)nA#0, (4;+A4)nAc 4,

impliquent (A;+A;)n A=A,
Supposons maintenant 0=i, j#0, j=k.
On a: (do+A4;)nAc 4.
Comme OeAy, on a (Ag+A;)nA=A;; précisons en faisant apparaitre Ag:
a) si A; n’a qu’un seul élément y, alors

pta¢L, VaeL,, et (Ado+A4)nL=4;={u}
b) si A; a deux éléments y, 4’ au moins, alors la conjonction
ped;, uta¢d, Voaed,
est impossible, vu que 4; est A,-connexe; il existe donc
ael, avec p+aecd;, et pe(dg+A4;)nA, (Adog+A)nA=4;.

LEMME 3.2: On a, pour j#0: (Ag+A))nA=A;; si A; a plus dun élément,
(Ap+A)n A=A,

Supposons enfin i#0, A;={u;,..., i, }; alors —A;={—p;,..., —W,,} est une
classe de 4 modA,, et il existe i'e{l,..., s} tel que A, =—A;. On a:
(4;+A4;)nAcA,. Le cas ou i=i' n’est pas exclu. Ces résultats peuvent étre ras-
semblés.

THEOREME 3.1: La partition A=A, A, V-~ A, du systéme A en classes modulo
le sous-systéme fermé A, a les propriétés suivantes:

a) toute classe A,, est Ay-connexe

b) si (A;+A;)nA#D, il existe k<s tel que (A;+A;) U AcAy; de plus

b") k#0implique(A;+Aj))n A=A, (Ag+A)nA=A4, avec (Ag+A)NnA=4,
si Ay a plus d’un élément.

b” pour tout i, il existe un indice i’ et un seul tel que A, = — A;, ou(A;+ A;,)NnAc A,.

L’ensemble quotient est ainsi pourvu d’une loi de composition, qui est précisée
par le théoréme.

Lorsque A,=0, on retrouve A, chaque classe ayant un seul élément.
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On peut adopter une notation abrégée, en écrivant autrement les relations du
théoréme:
(A4 +A4)nA=0 devient A, +A4;,=0
(A4 +A4))n A=A, devient A+ A4;=4,
(Ao +A;)nA=4; devient A, + A;=A;
(A4;+ Ap)nAc Ay devient A+ A, =A,.

Lorsque Ag=0, A;={u;}, on a toujours, pour i#0: 24;,=0. Lorsque A,#9, on
peut avoir des classes A;,24;,..., pA; non vides, (p+1) 4;=0; p pouvant prendre
I’'une quelconque des valeurs 1, 2, 3, 4, 5, 6.

Dans certains cas, on peut aussi obtenir:

Ay, 244, ..., pA; non vides, (p+1) A=Ay, Ay, Ay,..., A, formant un groupe

cyclique.

§ 4. Sous-systémes saturés. Centre et caractéres
4.1

DEFINITION 4.1: Soit A, un sous-systéme fermé du systéme A; le saturé A, de A,
dans A est Uintersection du support R" de A, et de A. C’est un sous-systéme fermé, qui

vérifie Ag=A,. On a A,=A lorsque A, est de rang 1.

DEFINITION On dit que le sous-systéme fermé A de A est un simplifié de A, si A
et A, ont méme rang, si Ag <A, et si A5 ne contient aucun sous-systéme fermé #0
propre de méme rang.

Tout sous-systéme fermé A, de A4 admet un saturé unique A,; il admet au moins
un simplifié A5. Tout simplifié est du type A, @ DA, et tout sous-systeme fermé
d’un simplifié est encore un simplifié.

PROPOSITION 4.1: Tout sous-systéme fermé A, de A est saturé dans un systéme de
rang maximum.

Si py, ... 4, (r<1) est une base entiére de A,, on prend g, ,..., €A en sorte que
Ui, ..., 4y soient libres dans R'. Les éléments de A qui sont des Z-combinaisons liné-
aires de uy,..., ; forment un sous-syst¢tme fermé Ag de rang / dans lequel A, est
saturé.

4.2 Sous-systémes saturés et suites fondamentales

PROPOSITION 4.2: Soit A, un sous-systéme fermé de A; pour que A, soit saturé dans
A, il faut et il suffit qu’il existe une suite fondamentale de A, contenue dans une suite
fondamentale de A.

Si {@y,..., @,} est une suite fondamentale de 4,, contenue dans la suite fondamen-
tale {¢,,..., @;} de A, alors, d’aprés la définition, A4, est saturé dans A.
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Réciproquement, supposons A, saturé dans A; soient R" le support de A, (r<I/),
R'™" le supplémentaire orthogonal de R dans R'.

Si AeA, A¢ A, on a A¢ R"; la restriction 2 de 4 & R'™" n’est pas nulle; 1=0 définit
un (I—r—1)-plan de R'"", noté n,. La réunion de tous les =, est une partie F fermée
de R'".

Je désigne par 9,, Z,, ... les composantes connexes du complémentaire de F dans
R'""; ces 2, sont ouverts, connexes, et méme convexes: ce sont les chambres de
A A,

Soit xe Z; une chambre de Weyl (ouverte) P, de A est dite adjacente & x si x est
adhérent & P,:xeP,; si dans ce cas, yeP,, le segment u=(x, y) est dans P,. Sur y,

les racines ¢, ..., @, qui définissent P, sont toutes >0; il en est de méme en chaque
point de «, sauf en x, ou elles sont >0. Avec de bonnes notations:
a) P1(x)==¢.(x)=0

§Dr'+1(x) > 0, versy q)l(X) > O,

La forme ¢;(j<r’) étant nulle en un point x intérieur & 2, est, par définition de
F, nulle sur R'"’; alors
p;jeR nA, dou

Q15 - O EA,.
D’autre part, soit ueA,; on a
1
p=Y mo; meZ, m;nulsoutousde méme signe.
1

Alors
0= p(x)=m, 4y Sor'+1(x) + 4 my @, (x)

et par a): m, ,,=---=m,;=0; il vient
u=m1¢1+'”+mr’(pr'9 et r'=r.

Ainsi {¢@,, ..., ¢,} est une suite fondamentale de A,, contenue dans {¢,, ..., @,,
..., @1}, qui est une suite fondamentale de 4.

Par usage du groupe de Weyl de A,, on voit de plus que toute suite fondamentale
de A, a aussi cette propriété.

COROLLAIRE: On obtient tous les sous-systémes A, saturés dans A, en prenant une
partie quelconque ,, ..., u, d’une suite fondamentale @, ..., ¢, de A. A, est constitué
par les Z-combinaisons linéaires de u,, ..., 1, qui appartiennent a A.

4.3 Centre d’un sous-systéme
DEFINITION 4.2: Soit A, un sous-systéme fermé de A.
Zo={xeR"|(x, Ay) = Z}

est par définition le centre de A, dans R'.
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Le centre &, est un sous-groupe additif de R'. 4 une inclusion de sous-systémes
fermés {0} c A,c A5~ A correspond R Z (> X>-->Z.

PROPOSITION 4.3: Si A,, A4 sont deux sous-systémes fermés de A, distincts, alors
les centres %o, &4 sont distincts.

Soit uy,..., u#, une base entiere de A,, sous-tendant R"; prenons AeA, A¢A,. 1l
suffit de montrer qu’il existe un ve Z,, avec A(v)¢Z.

Deux cas se présentent:

a) A=mipu +-+mu avec m¢Z.

Ici on prend veR', avec y; (v)=1, u,(v)=---=p,(v)=0 alors ve Z,, et A(v)=m,¢Z.
b) A, g, --.s i, sont linéairement indépendants .

On prend ve R’ tel que A(v)=4, y, (v)="-+-=p,(v)=0.

PROPOSITION 4.4: Toute forme linéaire sur R', entiére sur le centre %, du sous-
systéeme fermé A, est Z-combinaison linéaire d’éléments de A,,.

Si g est cette forme, elle s’annule sur le supplémentaire R'~" du support R de A,.
Siy,,..., 4, est une base entiére de A,, on a 9 =m, p; +--- +m, u,. Il existe vy, ..., v,e R"
avec p;(v;)=9,; (Symbole de Kronecker); ainsi vy, ..., 1,6 Z,, 0(v);=m;eZ cqfd.

4.4 Structure du centre d’un sous-systéme saturé

PROPOSITION 4.5: Soient Ay, un sous-systéme fermé de A, Z, son centre, Z celui
de A. Pour que A soit saturé dans A, il faut et il suffit que %, | Z soit un tore.
Supposons A, saturé; soit R" son support, de supplémentaire R'~". 1l suffit de
prouver que toute classe de 2, mod R'~" contient un élément de Z.
Soit {@,..., ®,} une suite fondamentale de A, contenue dans une suite fonda-
mentale {¢y,..., ¢,,..., ¢;} de A.
Pour veZ, on a
v=v;,+v,, ol v,€eR, v,eR™", et
o;W)=0;(v) i=1,2,..,r
ce qui prouve que v, € Z,. Cherchons ue R'~" en sorte que

pi(v+ueZ, v, =12,..,1
c’est & dire v; +ueZ. On a

@1(v1 +u) =0, (v)eZ
(pr(vl + u) = (Pr(vl)ez
Posons ¢;(v; +u)=0 i=r+1,..., 1, d’ou ¢,(u)= —¢;(v,).

On a un systéme de /—r équations indépendantes pour ue R'~"; il y a une solution
Uy et une seule, et v; +uye Z.

} VueR™".
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Réciproquement, supposons que Z, | & soit un tore, c’est & dire que chaque
classe de &, mod R'~" contienne un élément de Z.
Soit v+ R'"" une classe de &, mod R'™", ol

U=Ul+l)2€go, vlego.

Il existe xe R'"" avec v, + xe Z.

Si u4,..., 4, est une base entiere de A,, et si
p=mym; +---+mu€d, ona
p(v,+x)eZ, m(v,)eZ; ainsi
u(v)eZ, YveZ, et pueA,.

Ona A,=A4, cqfd.

REMARQUE 1: Lorsque A, n’est pas saturé, on a Agc A=A, d’ou
ZyoZeoZ et Zo|Zo~(Zo| D)(Zo]| Z).
Z, | :‘ffo est un groupe fini, tandis que E"O | Z est un tore; ainsi
Zo| Z est une extension de ce tore par un groupe fini.

REMARQUE 2: Lorsque A, n’est pas saturé, on a encore A, saturé dans un Ag de
rang maximal:

Agc A cA et ZyoZio>Z avec Zo| Zs~(Zo| E)(Z5| Z).

Le premier membre est un tore, tandis que 275 | & est un groupe fini. Z,| Z
contient ce groupe fini, avec un quotient toroidal.

4.5 Caractéres d’'une inclusion Ay A
Soit A, un sous-systéme fermé du systéme A, et 2, son centre dans R'; soit
A=AguA,0--U A,
la partition de A en classes mod A,. Soit ueA; je pose
p*=(n| Zo)modl.

C’est par définition le caractére de A, <= A associé & u; u* est une fonction définie sur
Z, | Z, a valeurs dans T=R/Z.

Si uped;,, ona

r
p=p+Y mp meZ, py,..,pu baseentitrede A,.
1

Sur Z, les y; sont entiers, d’ou u'*=pu*.
Réciproquement, si u, u’eA sont tels que p*=pu'*, alors u’— pu est une forme linéaire
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sur R entiére sur &, ; d’aprés la proposition 2 de 4.3, on a
Wo—p=)my meZ dou pued,.
1

Par ailleurs, si u, p', p+u'eA, on a (u+p')*=pu*+ p'*.

PROPOSITION 4.6: La loi u— p* détermine un isomorphisme de A | A, sur I'ensemble
des caractéres de A,c A.
Lorsque A, est saturé, chaque caractére est défini sur le tore 7' ".

§ 5. Loi-quotient A | A, lorsque A, est saturé dans A

5.1 Détermination pratique de la loi-quotient

PROPOSITION 5.1: Soit A, un sous-systéme saturé dans A; pour que deux racines
U, W' €A appartiennent a une méme classe mod A, il faut et il suffit que leurs restrictions
A, i’ au supplémentaire orthogonal R'™" du support de A, coincident.

Si p, u'ed;, u’' — p est une forme entiere sur &, entiére sur R'~", donc nulle sur
ce sous-espace.

Réciproquement, si fi=j’, on a u*=p'* sur le tore &, | Z, et u, y’ sont dans une
méme classe mod 4,,.

Ainsi, on déduit A | A, de A en prenant les restrictions & R'~" des ue A. Pratique-
ment, si

1
A={Q1c0s Ppyeees Oy 3, M Py, ..}
1

il suffit de supprimer partout ¢, ..., ¢,

1
A I AO = {¢r+l’ seey (_ﬂl, seny Z mi@i, ...} .
r+1
Les éléments de A | Ay sont des Z-combinaisons linéaires de @,.,..., ¢; a coeffi-
cients nuls ou tous de méme signe.

5.2 Ensemble des inclusions de suites fondamentales correspondant a Ay< A

PROPOSITION 5.2: Soit A, un sous-systéme saturé dans A, ¢4, ..., @, une suite fon-
damentale de A, et 1y, ..., U s classes de A mod Ay. Pour qu’il existe pefi; (i=1, 2, ..., s)
de facon que @, ..., ©,, Iy, ..., U SOit une suite fondamentale de A, il faut et il suffit que

1) Pour tout couple (i,j) i#j;1,j=1,2,...,s: f—[;¢A4]| Ay, et

2) iy, ..., i, forment une base entiére de A | Ay, (s=1—r).

La condition est nécessaire: Si @q,..., 92, Uy, ..., U €st une suite fondamentale de
A alors p;—[i ; N’est pas une classe vu que u;—u;¢A1, et fiy,..., i; engendrent A | 4,
par combinaisons linéaires a coefficients entiers.

La condition est suffisante: soient ji,..., i, s=I[—r classes vérifiant 1) et 2). Pre-
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nons j;€fi; tel que w;—@;¢A,j=1,...,r. On a par ailleurs p,—p ¢ A(i#k), sinon
I;— I, serait une classe. Ainsi la différence des deux racines quelconques dans
Q1senes @py lys--., dg N'ESE PAS une racine.

Soit ueA; on a par hypothése jg=m, ji; + -+ mgfi;, m;e L.

Alors my iy + -+ +mgpg est de la forme

r r N
p=n0, meZ, dout pu=73 no;+ ) mu.
1 1 1

Ainsi @4, ..., @, ly, ..., I, €st une base entiere de A telle que la différence de deux
de ses éléments distincts quelconques ne soit pas dans A. D’aprés la proposition 2.3,
Q1seees @py My,---y Wy, €St une suite fondamentale de A.

SCHOLIE: Soient @,,..., ¢, une suite fondamentale du sous-systéme A, saturé dans
A, et @q,..., Op,..., @, une suite fondamentale de A conrenant la précédente. On obtient
toutes les suites fondamentales de A qui contiennent @,..., ¢, en constituant la loi-
quotient:

l
1) i¢r+1,"" i(ﬁla“-a Z mi@i”"
r+1

puis en déterminant les suites fi,, q, ..., i, extraites de 1) telles que
a) ﬁl_ﬁjé/l | AO b) ﬁr+1,..., ﬁl base el’ltiére de A I Ao.

Les wefi; tels que p,—@;¢A(j=1,2,...,r) constituent avec @y,..., @, une telle
suite fondamentale @y, ..., @p, Ups1s---» Yy de A.

5.3 Caractérisation des domaines 2,

PROPOSITION 5.3: Soit A, un sous-systéme saturé de A; toute chambre 2 de A | A,
est définie par des relations

(p1=-~-= (p)':O’ (pr+1>0""9(pl>0

ol @1,..., 0;(@y, ..., @,) est une suite fondamentale de A resp. (A,).
Reprenons les notations de 4.2, avec xe %;; on a

1) o(x)==0,(x)=0, @,+:(x)>0,...,¢0,(x)>0.

Par définition de Z,, chaque racine de A est ou bien nulle sur &, ou bien garde
un signe constant. Les relations 1) ont donc lieu pour tout ye %,.
Réciproquement, soit ze R' vérifiant

¢1(2)="=0,(2) =0, 0,,1(2) > 0,..., ¢, (z) > 0.

On a d’abord ze R ™"; sur le segment (z, x), la forme ¢, ; (1<j</—r), qui est positive
aux extrémités, est positive sur tout le segment; il en est de méme de @, , ;
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Toutes les formes AeA | A, gardent alors un signe constant sur (z, x), d’ou
(z, x)e Dy, ze 2.
Maintenant, si ¢, ..., & est la base duale de ¢, ..., ¢;:

(e ¢;) = 8;5; ona
z2=hs1&41 0+ A8

car R'™" est engendré par €,. 4, ..., &; @,(2)>0 ae(r+1,..., 1) s’écrit alors 4,>0.

COROLLAIRE: &,,..., § étant la base duale de ¢, ..., @,, la chambre associée a cette
suite dans R'™" est le premier quadrant relatif au repére ¢, ., ..., ¢ de R*™".
En écrivant
@r+j(z) =(®,+;,2), on obtient sans peine.

PROPOSITION: @, 4,..., @, est la base duale de ¢, .., ..., ¢ dans R'™".

5.4 A-systémes modulo un sous-systéme saturé

Soit A un A-systtme dans R, et A, un sous-systtme fermé de A4; soit R'™" le
supplémentaire orthogonal du support R" de A,. Je me propose d’étudier ici la projec-
tion orthogonale 4 de 4 sur R'™"; 4 est le A-systtme 4 modulo A,.

Si A= est un systéme de racines secondaires de A, & est dit systtme de racines
secondaires de A | Ay. Si A=A, A est dit systtme de racines de A | 4,. Cette étude
est surtout intéressante lorsque A, est saturé.

PROPOSITION 5.4: Soit A un A-systéme dans R', A, un sous-systéme fermé de A et
4,04,V A, la partition de A modulo A,. Chaque face A; se projette sur un point
de R'™": le centre de cette face.

Soient pu, p'€d,; p’— p étant dans R, u et u’ ont méme projection sur R'™", et 4;
se projette sur g;e R ™",

Soit maintenant

of = ' Y «, n;nombre d’¢léments dans 4,
R;ae4q
le centre de 4;. Le groupe de Weyl W, associé A A4, conserve 4; et conserve donc o7} ;
cela implique ¥ e R/,

Ainsi, o] est un point du support plan de 4, situé dans R'", et on a vu que ce

support se projette sur un point ¢,. On a 6;=0¢* cqfd.

COROLLAIRE: Si A, est de rang maximum 1, les centres des faces de la partition d.

A4 mod Ay sont tous en 0.
Ici R'""={0}.

PROPOSITION 5.5: Soit A un A-systéme connexe, et A, un sous-systéme saturé de rang
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r de A. Dans la projection orthogonale R'— R'™", deux faces distinctes de A modulo A,
ont pour image deux points distincts.

Soient 7, 7' €4 se projetant sur ye R’ ™",

On a:

1) T =14 ), mo;

en supposant que &y, ..., &, (..., &, ..., &) est une suite fondamentale de A, (resp. A).
Comme 4 est connexe, on peut écrire

T,=T+Zbiﬂi, biEZ, ﬂiEA

I
B = 2 biyay, b eZ
1

d’ou encore
T’—T=2bibikak=2b;ak, b;‘EZ
ik

1
2) U=14) by breZ.
1
Comparant 1) et 2), on voit que m,,..., m, sont entiers, ce qui signifie que 7, 7’
sont dans une méme face 4; de 4 mod A,.

COROLLAIRE 1: Pour A connexe et A, saturé, les centres des faces de A mod A,
sont distincts.

COROLLAIRE 2: Lorsque A, est saturé, le systéme des racines de A | A, est con-
stitué par les centres des faces de A mod A,.

COROLLAIRE 3: Soit & un systéme de racines secondaires de A, et A, un sous-

systéme saturé de A. Le systéme & des racines secondaires de A | A, est constitué par
les centres des faces de & mod A,.

5.5 Sous-systémes saturés de A, et loi-quotient
Pour étudier I’algébre semi-simple 4;, on se sert du simplexe régulier fondamental

S =L (A) = {11, s T41}

I+1

Zti=05 (Tiari)=l/(l+1)’ (Ti’rj)—’:—l/(l'*'l)'
1

Le systéme des racines de A, est constitué par toutes les arétes de .
Pour étudier un sous-systéme fermé quelconque de A, (toujours saturé), on se sert
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d’une partition
pLY-Up, de 1, 2,...,1+4+1

ou p; a r; éléments. Les faces de ¥ mod A, sont les s+ 1 ensembles
Pi={t,|aep;} et Ao={r,— Tp) la, Bepisi=1,...,5s+ 1}.

Le polyédre des racines secondaires de A | A, est constitué par les centres des faces P,

1 1
ty(A,/lO):{:ul:_ Z Tas coes Uet1 = 2 Ta}'
ry Fs+1

aepy a€Ps+1

Cela détermine les racines de A | A, qui ne sont autres que les arétes de & (A | Ay).
& (A] Ap) est un simplexe dans R'~", en général non régulier. Un calcul simple
montre que /—r=s.

PROPOSITION 5.6: Les racines de A | A, sont toutes les arétes du simplexe constitué
par les centres des faces de A,.

5.6 Sous-systémes saturés de B, et loi-quotient

Sity,..., 7, est un repére orthonormal de R, on pose &= (B)={+1,,..., £1;, 0}
21+ 1 points. Le systéeme des racines de B, est formé de toutes les arétes de ¥ sauf
les +(z;—(—1;))= 1 21;: on obtient:

A=AB)={xt, tvx1|i#jij=1,..1}.
Pour étudier un sous-systéme saturé quelconque A,, il suffit de se donner une

partition de {1, 2,..., /}
(Po) VP UP, VU P, Do éventuellement vide

p; ayant r; éléments, rq,..., r,>0, r, éventuellement nul. Les faces de A, sont alors

P = {1, |aep,} P.={t,| aep}

Py ={0, + 1, | a€po}, P, ={—1,|aep,} Pi={—1,|0ecp)}.

On a
A, = ensemble de toutes les arétes des Py, P;, P;

sauf les + (t,—(—1,))= *21,, Vaep,.
= {i Tas + T t+ Tg l a, BEPO} v {Ta — g I «, ﬁepl} eV {Ta - ’Cﬂ I @, ﬁepk} .
Le rang de A, est ici

ro+(r=D+-+m—-)=Yr—-k=Il—-k=r
d’ou /I—r=k.
Le supplémentaire orthogonal R'~"= R* du support R" de A, est engendré par les
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centres des faces de ¥ mod A,:

e 1
S =F(A]4,) =10, £ uy, ..., iuk};ﬂi=; Z Ty
X € pi

Notons que uq, ..., i est un repére orthogonal de R'™".

PROPOSITION 5.7: Les racines de A | A, sont les arétes de S (A | Ay), c’est @ dire
toutes les expressions + p;, +p;+ u; et de plus toutes les +2 u; pour lesquelles r;> 1.
Exemple :
po=0, p ={1}, P2 =1{2,3,4}
P = {z,} P, = {75, T3, T4}
P, = {0} 1 1 2 2,73, Ta
° {}P1={"71} Py = {— 15 — T3, — T4}

Ao a pour racines: +(t,—13), +(13—14), £(7,—14) et est du type 4,.
A| A, est déterminée par

0, uy=11, My=(12+73+74)/3
et admet les racines:
09 iﬂly i”Zﬁ i ,"'1 iﬂz, i 2.“2-

> —
U, + uz

5.7 Sous-systémes saturés de C, et loi-quotient

Soit 7y, ..., 7, un repére orthonormal de R, et

S =FC)={x1,...., £ 7} 2lpoints.
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Les racines de C, sont toutes les arétes de %, sans exception:
A={i‘rii1j9 i21’,-|i#j;i,j=l,2,...,l}.

Pour étudier un sous-systéme saturé quelconque, il suffit de se donner une partition
(po)upy V---Up, p; ayant r; éléments, avec ry=>0; ry, ..., 1,>0.
On en déduit une partition de &:

Pi={1alaepi} .
= {4 =1,..., K.
(PO) {—Ta'OCGPo} Pi’={—TaIOCEPi} ! 1’ ’k
Les racines de A, sont toutes les arétes de (P,), Py, Py, ..., P, P; le rang de A, est
I—k, dou I—r=k. Le supplémentaire R* du support R" de A, est engendré par les

centres:
1 1
Hy=— Tas ees U = — Ta

*E Pt X E px
et

FL (A1 40)={0), £ py,.... £} (0sirg >0).

PROPOSITION 5.8: Les racines de A | A, sont toutes les arétes de & (A | Ag), c’est
a dire les + p;+p;, +2u; avec en plus les +p; si ro>0.
5.8 Sous-systémes saturés de D, et loi-quotient

Soit 14, ..., 7; un repére orthonormal de R’ et

S =FD)={x1,...., £ 7} 2[points.
Les racines de D, sont toutes les arétes de &, sauf les 1,—(—1,)=21,:
A={xtvnt1|i#jij=1..,1}.
Pour constituer un sous-systéme saturé A, quelconque, on se donne une partition
(po)upu---up, de 1,2,..,1

p, ayant r; éléments: r,=0; ry, ..., r,>0. On en déduit une partition de .&:

- 1)i={ra|aepi} .
(PO)'—{iTaIaEPO} -Pi’={—Ta'aEp'-} l——l,...,k
P, étant vide si po=0.
Les racines de A, sont toutes les arétes des faces Py, P, P;, sauf les 7,—(—1,),
Vaepo.

Le rang de A, est [—k. Ici R'~"=R* est engendfé par les centres:

1 1
By =— Ty ooes U = — T,
ry T

@€ pi aE Pk

L (A Ag) ={(0), + py,...r £ i}
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PROPOSITION 5.9: Les racines de A | A, sont les arétes de & (A | Ay)
a) sirg=0: £m;xm, etles 2p; ot r;>1
b) sirg>0: +ptp;, +u;,etles +2pu oury>1 (i#);4,j=1,...1).

§ 6. Loi-quotient lorsque le sous-systéme A, est de rang maximum

Soit A, un sous-systtme fermé de A ayant méme rang / que L. Le but de ce
paragraphe est de donner le principe de la construction de tous les tels A, contenus
dans un systéme A donné.

Je me propose ensuite de donner la forme de la loi-quotient A/A4, lorsque A est
simple, classique (4,, B, C,, D,).

Enfin, je crois utile d’étudier 4/A4, pour toutes les algebres simples, le systéme A,
étant minimal (de rang maximal /); il s’agit ici de ’étude des simplifiés de 4. A tout
simplifié de A, on peut associer un systéme de générateurs remarquables de R', per-
mettant de donner a I’expression des racines une forme standard.

6.1 Principe de la construction

Soit:

1)) P15 oo Puis Pryttseoes Puys oo Prognseees Ppp
une suite fondamentale de A, chaque suite partielle correspondant & une composante
simple de A. Je construis les racines dominantes, respectivement:

2) Wy, Wgy.eeey Wppq
puis la suite

3 Qs = O3 Oprgs s Pl = D25 s Pritgs ey Ppys — Dpgy s
En supprimant une racine quelconque dans chaque suite partielle de 3), on obtient
une suite fondamentale d’un sous-systéme A, fermé de rang maximal.

On recommence sur la suite obtenue I"opération effectuée sur 1) etc, de toutes les
fagons possibles. Cela fournit tous les 4, du type désiré, d’oll possibilité d’étudier
toutes les lois A/4,.

Par ailleurs, a chaque tel A, est associée une partition:

4) y-‘:(yo)uylu"'uyu
d’un systéme de racines secondaires < de A. Les centres des faces &; sont tous en 0.
En assimilant chaque &, 4 un élément, on peut déduire de 4) la forme de la loi-
quotient.
6.2 Loi-quotieﬁt A[Aq lorsque A est simple du type A,, B,, C;, D,

ALGEBRE 4;: Tout sous-systéme A, de rang / coincide avec A.
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ALGEBRE B;: Soit

& = y(Bl):' {0, i Tqs i Ty eoey itl}
et

(Po)wpy L p;

une partition de 1, 2, ..., /, p, ayant r; éléments, avec ry =0, r; >0,..., r,>0. Les faces
de A, sont:

Py={0, +1,|aePy}, Py ={x 1, |0aep},...., P.={F71,| a€P}
A, est de type

avec les racines

" ."I_'Tii't i,jepo i:jepl_”i’jepk.

Ag: 7, x1E71; 1ty oo i #j P

Les classes de A mod 4, sont les
Agi={x 1, tu ;| kep;jepo}
A= {i Tt T, | kKED;; mer}

et la loi-quotient s’exprime par

2/11'j=/10 Amh+Ahr=Amr

240i=40  Apn+ Apr=o (m, h, k', r distincts)
Ol‘.l Aij=/1ji'

ALGEBRE C;: ici
& = y(cl) = {i Tyseees i Tl}
et on prend une partition

pLuUpy,U-up, (r;éléments dans p;)
de 1, 2,..., I. Les faces de A, sont toutes de centre 0.

P ={x1,]|aep},.... B = {£1,|aep}.
A, est de type:
C,, x-xC

re*

Les classes mod 4, sont les
App = {i T 1 i€ Pm JEDPH)s  Amn= Abm
avec les régles de calcul

2Amh:/lo Amh+Ahr=Amr
Apmp + A r=0 (m, h, b, r, distincts).
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ALGEBRE D;:
F =(D)={%1,...., L7}

Sip, U---Up, est une partition de 1, 2,..., / ol p; a r;>2 €éléments, on a les faces de A,:

Pl = {i Taz I aepl}9-~-’Pk = {ira I aePk}'

let A0={i‘ TiiTj;---; iTiiTj}a i’jepl iajepk

itj  i#]
et

Les classes de A mod A, sont les

App={t 1% 7 | {€DPm JEPY> Lmn= Lum
avec les régles:

2/1mh""=AO /1mh+Ahr=Amr
App+ Ay =0 (m, h, h', r, distincts).

6.3  Sous-systémes A, minimaux de rang maximal

6.3.1 SIMPLEXES DANS R®

Prenons I’espace enclidien R°*! pourvu d’un repére

1) oty,..., 0741 OU T4,..., Toy; est orthonormal. Posons e=1} + -+ + 7,,, et soit
R’ le s-plan orthogonal 3 ¢. En projetant les vecteurs 1) orthogonalement sur R’,
on obtient

2) TI=Q(T,1 —8/(S+1))’-°'a Ts+1=Q(T;+1—8/(S+1))' Q("')
Les vecteurs 7y, ..., 7,4, forment un systéme de générateurs remarquables de R°; on a:
a) Ty + T+ + T =0
s+1 s+1 s+1 s+1 s+1
b) si } x=0, ) y,=0, ona (Z XiTi D, yiri) =0 Y Xy
i=1 i=1 i=1 i=1 1
c) ()= 0*s/(s+1); (w, 7)) =— /(s + 1) (i #J)
(t;— 1)1 —1;)=20".
Les vecteurs t;—t; forment le syst®me des vecteurs-racines d’une algébre simple A4,,

de longeur Q\/ 2. Les vecteurs 1, ..., 7,4 sont alors un systéme de racines secondaires
de 4
s

6.3.2 LES SOUS-SYSTEMES A, DE RANG MAXIMUM [ DANS A, minimaux de cette espece,

C’est & dire les simplifiés de A, sont tous du type A, D DA, Les vecteurs de A sont
a) les racines des F. .
b) certaines combinaisons linéaires rationnelles de ces racines.
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Lorsque 7;,, ..., 7; 5+ st un systéme de racines secondaires de A4, alors les racines
du type a) s’écrivent:

a) Tim—Tims 5. Tgm—Tqm (racines de A,)

Les autres racines de A sont certaines combinaisons linéaires des t;

; j» toujours de
I’une des formes

27, 17+17, t+v7+7", 1+ +"+71"

comme nous allons nous en assurer. Ci-dessous, je démontre ce fait pour les systémes
simples A de I’'un des types D,, Eq, E;, Eg, en donnant les expressions correspondant
a chaque A, 4; le fait annoncé est ensuite directement vérifi€é pour B,, C,, F,, G,.

6.3.3 PRENONS:
Ao == {A51’ ooy Asq}

les racines de A,; étant les t;,—17;, ; les vecteurs-racines ont ici tous la méme lon-
gueur \/2 eto=1.

On veut trouver tous les vecteurs du type

w=2x1iT1i+"'+2xqitqi ou Zx1i=0,...,2xq,-=0
i i i i

capables de former avec les 7;,,—1;, un systtme de vecteurs-racines d’un 4.

On a:
2(11 m~ Tim» (D)

(0, ®)

(0w, 0)=2, e{0, + 1}

d’olt Xy, — X1 w€{0, £ 1}. X1 — X1, X1 — X2, Xy —Xy35.005 X3 —Xy5,+1 SONt des en-
tiers, ce qui implique x;; =u;,/(s; +1), uy;€Z; de méme x; ;=u, ;/(s;+1), u; ;€ Z.

Usg, Uygy...s Upss, +1 SONt des entiers dont les différences deux a deux ne peuvent
prendre que 'une des valeurs 0, s; +1, —s; — 1.

Ils se partagent en deux classes d’entiers égaux a uy, u; +s,+1 et

o="[u(ty; ++74,)+ @ +5+ D) (T, 410+ + Ty 54 0)](50 + 1)
+ x5
En exprimant que Y x;;=0, on obtient:

o=[(ri=s1 = 1) (ty ++ 7)) + 71 (T, pe1 +o+ Ty 1)1 + 1)
'+..
Tenons compte de ) 7;;=0:

W= _(Tll +...+ Tln)—‘"'—(tql +.+ Tqrq)'

Enfin, tenant compte encore de Z 7;;=0, 0n a:
i

w =j—-(1'.11 +°"+Tlrl)i"'i(‘cq1 +- Tq,-q); 2rj<Sj+ 1.
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Il reste a vérifier que 2 r;=3 ou 4. On peut, pour la racine w considérée, rem-
placer certains systémes 7,5, ..., T; 4+ par les opposés, d’ou

= (T3t +Typ) bt (G +o+T,,) 21 <8+

w=—(11,r1+1+”'+ Tl,s1+1)""'—‘(rq,rq+1+"'+Tq,sq+1)
rysg+1-—r rg(s,+1—r
(CO,CO)= 1(1 1)+“. q(q q)
s;+1 s+ 1

rj
(w,w)=er—zsj+1.

En faisant usage de symétrie S,, —1t;,, on peut transformer les racines w en
. .
W = (T1,r1+1 +et ‘51,2r1+1) +eet (Tq,r.,+1 + -+ Tq,zrq+1)-

On supprime les termes pour lesquels r;=0. Alors

2
(@, w')=—Z j
s;+ 1

Iy

(@.0) = (@ 0)=3 ;.

Siw'=—w,ona
(w,0)=—(w,0)==2 et Y r;=4;

Siw'#—w,ona(w 0)=-~1,et) r=3
Le fait annoncé est établi. Nous allons donner les expressions dans chaque cas.

6.3.4 SOUS-SYSTEMES MINIMAUX DE RANG MAXIMAL DES SYSTEMES SIMPLES D,, Eg, E-, Eg

ALGEBRE D;: *71,+7;(i#/;1,j=1,2,...,[) étant les racines de D,, on obtient tous
les sous-systémes désirés en prenant une solution (k, k") quelconque de I’équation

3k+2k'=1 K, K entiers >0
et une partition de 1, 2, ..., / du type (k, k') notée:
11,12,13;21,22,23; ...; k1, k2,k3;1"1,1"2; .. K" 1, k' 2.
Les racines secondaires du sous-systéme minimal de type (K, K') sont alors:

Hp1 = (Tpl + T2+ tp3)/2 Ky 1 =(tq’1 + Tq’z)/z

Hp2 =Tp1 — Hpy Ky 2 = — Ug 1
Hp3 =Tpa — Upy By 3 =Tg1 — Uy
Hpa =Tp3 — Hp1 Heya=Tg2— Uyt

p=1,...,k qg =1,..,k
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On en déduit les racines de D, sous la forme:

Poi = Hpjp Hyi— Hyj  (systéme Ao)

Hpi+ Upjt+ lpm + My KA; x2K"A; = D;.
Hpit Upj+ lpm + Ppp

Bypitlyjtlhemtlpn Poitpy;#0

Notons ici que les racines secondaires de D;: +1,,..., +1, s’écrivent:
Bpit Hpjs 0 fyi+ piy;
cette derniére devant étre # 0.
ALGEBRE Eg: Les racines sont 7,—1;, + (1;+71;+71,), + ). 7 (i,/, k distincts
i
€{l,2,...,6}) avec —3e=) 1. On peut poser:
P1=T1 =Ty Pa=7T74—7T5
P, =T2 =173 @P5=7T5 716
P3=T3— T4 @Q¢=7T4+75+717¢ (suite fondamentale).
La racine dominante est ici:

—3e=0;+2¢0,+3¢3+ 204+ ¢s.

+ 2 ¢
Par suppression de ¢; dans la figure

(pls D3, ¢3’ (P4’ ¢5

LF
3¢

on obtient une suite fondamentale d’un sous-systéme A4, du type 34,

Ty — Ty Tp—T3; Ta—7Ts, T5s—Tgs Ta+7Ts+7Tg, 3e.

Posant:
T, +T,+7T T4+ T5 + Tg

#1=1;1__1__32__,___3 /,t4=-'74+4—35-———— ”7=—-—8—%—(’t4+15+16)
T, +1,+7 T4+ T5 + 76

IJ2="~'2“‘1‘“—§2——"3‘ N5=“'55+——“§"“‘“‘ ps =— &+ }(14 + 75 + 76)
T, +T,+7T T4 + T5 + 76

I,L3=T3———1———33———§ u6=—16+“‘—“"‘—‘3_"‘“‘“-‘ ﬂ9=28+%(’64+15+16)

puis o, o',...€{1,2,3} B, B’,...€{4, 5,6} v, v',...€{7, 8, 9},
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on peut écrire ainsi les racines de Eg
Ho — Hyrs  Hpg — Hprs  Hy — Uy
* (ue + 1 + 1)

E /34, est cyclique d’ordre 3.
Notons que les racines secondaires —1;+¢, —1;— 2¢, 7;+7;+¢ deviennent:

34, < E;.

/“Lﬁ_'uy; .uy.'”'a; Hy — Hg -
Par suppression de ¢4, on obtient une suite fondamentale de 45+ A4, = E

Ty — Tz Tp— T3, T3—Ta, Ta—7Ts, Ts— Tg, —3e.

D’ou les racines secondaires de A5+ A;:
e
W =T1; +§, i=1,2,..,6, u;,=3¢/2, pug=-—3¢/2.

Posant o, o', ...€{l1, 2,...,6}; B, B',...€{7, 8} on écrit les racines de E,:
He — Hars Mg — Hp
:ua -4 :ua' + Ma" =+ .uﬁ

E¢/(A5+ A,) est cyclique d’ordre 2.

A5+A1CE6.

ALGEBRE E;: Les racines sont t;,—1;, 7,+1;+ 17, +1, ou i,j, k, m sont distincts,
arbitraires dans {1,..., 8} avec 1, +17,+-:-+13=0. On peut poser
PrL=—T1+T, @=—7T3+7T3 @P3=—T3+T, Psp=—T4+75
Ps=—Ts+T @Pe=—Te+T7 @P7=7T;+7Ty+7T3+7,.
La racine dominante est ici:
0= +20,+303+404+305+206+2¢7 =1, ~14.

Dans la figure ¢, ¢,,..., ¢;, —, on peut procéder par suppression de divers élé-
ments.

A, < E; est obtenue par suppression de ¢, d’ou la suite simple
—71+Tz, —72+T3,..., —T7+T8.

Les racines de E, correspondant 3 4, < E, sont ici précisément les expressions déja
données
T =1 i#j;i,j€{l,2,..., 8}
T+ T+ 1+, Ij,k mdistinctse{l, 2, ..., 8}
les racines secondaires sont les +(t;+1)).
E;/A4, est cyclique d’ordre 2.
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Par suppression de ¢;, on obtient:

A, + A5 c E,
P1=—T1+T2 @2=—T,+7T3 @7=7T1+T,+7T3+7,
Pa=—T4+Ts @Ps=—T5+T @Pe=—T6+tT; —O=—7T7+Tg

d’ou:
pr=—T + (T + 1 +73)3  py=—1+ (1 + 1, + 75)/3
pys=—13+ (1, + 1, +13)/3  p=-2(1 + 7, + 73)/3
Bs =T4 + (11 + T2 +13)/3  pe =15+ (71 + 75 + 73)/3
He =76+ (T + T2+ 13)/3 pg =17+ (71 + 72 + 73)/3
o = Tg + (T4 + 75 + 73)/3

Sio,o,..,e{1,2,3},B8,8,....€{4,5,...,9},
les racines de E, s’écrivent

He — Hars  Hp — Hp A
+ As c E,.
+ (de + 1p + 1p) 2T s

E;/(A,+ As) est cyclique d’ordre 3.

Par suppression de ¢,, on obtient un A4, + Dg, qui fournit A, +2A4; et un 74,

A1+2A3CE7.
La suite fondamentale est
— T+ 7T, — T3+ T4, —T4+7Ts, Typ+7T,+7T3+ 17,
T3+ T4+ T5+7T¢, —Te+7T7, —7T7+7Tg

d’ou les racines secondaires de 4, +2A4;:

=t +1)2—-17 ty = (11 +15)2 — 1,

By=(T3+ T4 +15)2 =13+ (r +12)/4  pa=(T3+ T4 +75)2 — 14+ (1 + 72)/4
ps = (T3 + T4+ 15)2 — 15 + (71 + )[4 pe=— (T3 + T4 + 75)/2 = 3(7; + 72)/4
pr = (11 + 15)/4 — (13 + T4 + 75)/2 ps = (T4 + 1,)/4 + (13 + T4 + 75)/2 + 16
Ho=(T1 +T2)/4+ (13 + T4 +T5)2+ 77 pio = (71 + T2)/4 + (13 + T4 + T5)/2 + 75.

Les racines de E, s’écrivent alors, avec
a,a'e{l,2,}; B, €{3,4,56}; v9€{78,09,10}

He — Hars Hp — Hprs  Hy — Hy A +2A4; cE;.
t (e + 1+ 1)
U + pg + py + Hy
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La loi E,/(A;+2A3) est cyclique d’ordre 4, avec le générateur

ﬂa+.uﬁ+lfly

7A,<E, La suite fondamentale est

-7+ Ty, —T3+7T, —Ts+7Te, —T7+7Tg;
Ty + T, +T3+7T4, Ty +T+Ts+T6, T3+ T4+ Ts+ 76

d’ou les racines secondaires de 7 4, :

py =1 — (11 + 72)2 pHa =15 — (11 + 72)2
ts =13 — (13 + 74)2 e = T4 — (73 + 74)[2
ts =15 — (15 + 76)/2 fe = T6 — (T5 + T6)/2
7 =17 — (17 + 18)/2 ug =15 — (77 + 75)/2

Ho=(T1 + T3 + T3+ 74)[2 pio=— (T4 + T2+ T3 + 74)2
Pig =Ty + T3 + 75 + 16)/2 py2=— (1, + 72 + T5 + 76)/2
P13 =(T3+ T4+ T5 + 16)/2 p1a=— (T3 + T4 + 75 + 76)/2

a, ' €{1,2}; B,Be{3,4}; y,7€e{56}; 3,0 e{7, 8}
6 ¢ €{9,10}; 1,7 e{ll,12}; v,v e{l13,14}.

Les racines de E, prennent la forme

Mo = Hos Mg — Hgos My — ys s — Hy
m—m;ﬁ—ﬁ;zlﬁal%l% Ty Er.
Hy + Mg + Wy + Hs
Ho + tp + po + 1,
Ho + 1, + 1, +
Ho + M5+ 1, + M,
Mg+ py + 1, + 4y
Hy + ps + p + py
Hg + ps + p, + 1y

E,[TA; est un groupe, produit direct des trois sous-groupes

{Ag, g + pg + 1, + ps}
{AO’ Ha + ,uﬂ + He + .uv}
{40, o + py + p1, + 11}

ALGEBRE Eg: On prend 14, ..., T dans R® avec ) 7,=0;
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Les racines sont:

7, —1;, *(tu+71;+7) ij, kdistincts
i,j, ke{l,2,...,9}.
Une suite fondamentale est

Q=T — T3 Pu=17T5—Tg Q7 =1Tg — Tg
P =T3— T4 P5=Tg—T7 QPg=7T7+Tg+ Ty

P3=1T4—Ts Pe=T7 T3
avec la racine dominante:
=201 +30,+403+5¢0,+6¢s+406+2¢0;+303=—1,+71,
d’ou la figure initiale

Ty — T2, T2~ T3, T3 T4, T4—Ts5, T5— 76,

Te —T7, Ty —Tg, Tg—Tg, T7+Tg+To.

En appliquant le processus connu, on obtient les sous-systémes simplifiés A, et les
A/A,. On constate que deux sous-systémes A, de méme type sont conjugués.

2A, +2A;<c Eq
p = (14 +75)2 ~ 14 p3 = (14 + 75 + T5)/2
Hy = (T4 + 75)/2 — 15 ta =— (T4 + 75 + 79)/2
ps =73 — (Ty + T3 + 13)/2 — 19/4  pio = (t6 + 77 + 75)/2 + 37/4
Bo = T2 — (T4 + T2 + 73)/2 — 19[4 pio = T6 — (T + T7 + 75)/2 — To/4
By =13 — (T4 + T3 + 73)[2 — 19[4 pi1 = T7 — (16 + T7 + T5)/2 — To/4
ps = (11 + 15 + 73)/2 + 315/4 B2 = Tg — (T + T7 + 15)/2 — To/4.

Posons
a, ' e{l,2}; B,Be{3,4}; y7v,..€{56,7,8}
8,6',...,€{9,10, 11, 12} .
Les racines de Eg s’écrivent alors:

Bo = Bars Mg — Bgrs My — Hys s — Py Tacines de A, .
Ho + Hg + 1y + 1y + (pa + 1y + 15)

Ho + Hg + U5 + By + (ug + 1y — H5)

Wty + By + s+ B
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Eg/(2A;+2 A3) a huit classes qui forment un groupe, produit direct des sous-groupes:

{AOs (.uaz + Hy + ,Lt(;), (uy + Hy + U5 + :u&’) > (_ Ho — Hy — M&)}
{40, (Mo + 1 + 1y + 1)} -

Le premier est cyclique d’ordre 4.

A+ A, + As © Eg
La suite fondamentale:
Ty — T35 Tg — Ty, Ty +7Ty+ Ty,
T3 — T4, T4—Ts5, T5—Tg, Tg— Ty, T7+ Tg+ Tg
conduit aux expressions:
py = (11 + )2 - 14 s = (T4 + 72)/3 + 15 — (15 + 75)/3
py = (1 +12)2 — 1, e = (T + 72)/3 + 19 — (15 + 75)/3
ps =—2(ty + 73)/3 — (15 + 7)/3
te = (1 + 72)/6 + T3 + (15 + 75)/3 o = (1 + 72)/2 + 16 + (T3 + T5)/3
ty = (1 +12)2 + T4+ (13 + T9)/3  pio = (1 + 72)/2 + 17 + (15 + T5)/3
g = (Ty + 12)2 + 75 + (Tg + T9)/3  py1 = (71 + 72)/2 — 2(75 + 79)/3.
Avec a,a'€{1,2}; B, B,...,€{3,4,5}; 1. ¥',....€{6,7, 8,9, 10, 11} les racines de Eg
sont:
Mo — Hy3 Hg— Mg My — M,y TaCines de Ag.
+ (e + p + 1)
+ (= g + 1y + 1)
Mo + Py + Py o+ fy
Eg/(A; + A, + As) est cyclique d’ordre 6, avec le générateur

Mo + g + Hy.
A + A, < Eg
La suite fondamentale
Ty = T2 T3— Ty T4—7Ts, Ts—Te Te— Ty, T7—Tg Tg— Ty T1+7Tp+7
conduit a:
p=(t  +1)2—1  uz=13+ (11 +1)/4
po=(11 + )2~ 7, Ha=Ts+ (11 +75)/4
fs =75+ (1, + 75)/4  pg =15 + (1, + 75)/4
Ue = Te + (T + 72)/4 Ho = Tg + (11 + 7,)/4
My =Ty + (Ty +72)/4  pio=—3(7 + 72)/4
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On pose:

a, a’€{l1, 2};
Les racines de Eg s’écrivent alors:

Hy = Hy's

Uy — uy

JEAN DE SIEBENTHAL

7, '}", ooy 6{3, 4, 38538 10} .

racines de A, .

+ (o + 1y + 1y)
”y + :u'y' + l"‘):" + ”y”’

Eg/(A; + A,) est cyclique d’ordre 4, avec le générateur

44, c Eg

La suite fondamentale
Ty — Tz, T2~ T3; T4~ Ts,
donne

pr=—(ty + 7, +13)3+ 14
pr=—(t1 + .+ 13)3 + 1,
pa=— (11 + 7+ 13)3+1;
Hr=—(t7+ 73 + T5)/3 + 14
ps =— (17 4+ 73 + 79)/3 + 14
Ho =— (17 + 15 + To)/3 + 7o

Avec

a, o, ...€{1, 2, 3};
7,7, ...€{7,8,9};

Les racines de Eg s’écrivent:

Ha = Mot
+ (ﬂa + Ug + l‘v)
+ (Ue — By — Hs)
+ (ko — Hp + 1)
+ (g — 1y + 1)

1’-5_

Hg = g5 By — Hys

Mo+t + 1y
T6>
T7—Tg Tg—Tg; Ty +7Tp+7T3 T;+Tg+ 7Ty

Ha=— (T4 + 75+ 76)/3+ 14

ps == (T4 + 75 + T6)/3 + 75

e =— (T4 + 75 + 16)/3 + 16
1o = (1 + 75 + 73)/3 — (74 + 75 + 76)/3
ti1 = (t7 + 75 + 79)/3 — (v1 + 75 + 73)/3
P12 = (T4 + 75 + T6)/3 — (17 + 75 + 79)/3.

B.B,...c{4,5,6)
5,8, ...€{10, 11, 12}.

s — Us  racines de A,

4A, c Eg.

Eg/4 A, est un groupe d’ordre 9, produit direct des sous-groupes (cycliques d’ordre 3)

{A09 Uy + HUgp + Hys — Hg —

Ug — auy}

{Aos Mo — 1y — Pos — Ha + py + 15} -
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24, < Eg
La suite fondamentale

Ty — Ty To— T3, T3— T4 T4—Ts; T7+Tg+Te, Tg—7T7, T7—7Tg Tg—Tg

conduit a
u1=11+(16+77+18+19)/5 u6==--3(1'5+‘t7+1:8+1'9)/5
fy =T, + (t6 + 7 + 75 + T9)/5 py=2(T6 + 77 + Tg + 79)/5 — 16
3 =T34+ (e + T+ 15+ 19)/5  ps=2(t6 + 77 + 18 + T)/5 — 14
Hq = 1'4 + (T6 + Ty + Tg + 19)/5 Ho = 2(16 + Tq + Tg + 1,'9)/5 — 18
s =7Ts + (T + T7 + T3 + 19)/5  p10 =2(16 + 77 + T3 + 79)/5 — 79
a,o,...e{1,2,...,5}; B, B,...€{6,7,..., 10}

et les racines de Ejg sont

Py — Hos Mg — Mg Tacines de A,

* (e + pp + 1p)

£ (o + o — 1)
Eg/2 A, est un groupe cyclique d’ordre 5.

2A, < Eg.

Ag c Eg
La suite fondamentale
11_12’ T2"‘T3,..., 1’-8—1’.9
conduit aux expressions connues:
T, — T
+ (4 7+ W)
Eg/Ag est un groupe cyclique d’ordre 3.

racines de A, .

8A1 { E8
La suite fondamentale
Ty =Ty Ty +Ty+Tg; T3—Ta; T3+ T4+ 7To;

Ts —Tgs Ts+T Te+ To; T7—7Tg; T7+ 7T+ Ty
conduit aux expressions

py =1y — (11 +72)/2 s =13 — (T3 + 74)/2
Ha =72 — (11 +15)/2 Ha = Ta — (T3 + 74)/2
ts =15 — (15 + 16)/2 By =77 — (17 + 15)/2
te = T6 — (T5 + 76)/2 g = Tg — (v7 + 73)/2

to = (Tq + 72)/2 + (15)/2 B = (T3 + 74)/2 + (19)/2
Bro=—(Ty + 12)2 = (%)/2  p12 = — (T3 + 74)/2 — (70)/2
13 = (5 + T6)/2 + (74)/2 tys = (17 + 78)/2 + (70)/2
Bia=—(t5+ 16)2 = (19))2 16 =— (77 + 18)/2 - (19)/2.
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Les racines de Eg s’écrivent, avec
w,a'e{1,2}; B, B e{3,4}; v,y e{5 6};
A, A €{9,10}; u,w'e{ll, 12}; v,v' €{13,14};
He — Uy se{a,ﬁ,y,é,ﬂ.,u,v, Q}g':.—g

J,6'e{7, 8}
0, 0’ €{15, 16}

Ho + Mg + My + [y
Hy + Mg + U5 + 1,
Po+ Hy + ps + 1
Mg+ Py + ps + 1y
Ho + Ug + py + 1y
Mo+ 1y + 1y + 1y
Mo + Ps + i + Uy

Us + 1y +py + 1y
By + Mg+ 1y +
Hg + My + py + Ky
Ha + Hy T 1y + 1
By + Us + 1y + Hy
Hp + s + 1y + 1y
Hg + My + 1y + [y

84, c Eg.
E4/8 A, n’est pas un groupe, car

(o + 1 + 1y + o) + (s + pa + 11, + 1)

n’est pas définie.

6.3.5 SYSTEMES MINIMAUX DE RANG MAXIMAL DES SYSTEMES SIMPLES B,, C}, F,

ALGEBRE B;: Si *1;, 7,4 1; sont les racines de B, on a des sous-algébres semi-
simples minimales de rang / de deux types:

a) (k, k') solution de 3k+2k'=/

b) (k, k') solution de 3k +2k'=[—1.

Dans le premier cas, on a un sous-systéme kA;+k'2A4,=kD;+k’D,, comme en
6.3.4 pour D;;
les racines secondaires sont:

By 1 = (g1 + 742)2
Hy2=—(Tg 1+ Tg2)2
Hy3 =141 —(Tg 1+ Tp2)2
Hya=Tg2— (Tg1 + Ty 2)[2
q9=12,..k.

Hp1=(Tp1 + Tp2 + 7,3)2

Bp2=7Tp1 — (Tp1 + Tp2 +753)/2

Bp3="Tp2 = (Tp1 + Tp2 +7,3)/2

Bpa=71p3—(Tp1 +Tps +7,3)2
p=12,..,k

Les racines de B, s’écrivent:

Bpi— Bpjs  Bai— B racinesde kD; + k' D,
i,je{l,2,3,4} i,je{l,2} ou i, je{3,4}
Bpi + My P#); i,je{l,2,3,4} type £ 7,1, £ Tp2, £ Tp3

p=12,...,k
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Pyithyj T#] type 7,4, £ 7,2

Ppit Bpjt typm+ tpn TF] type £ 1,, £ 7,
m#n

Hpi+ Hpjt Berm + My type £ 7,; £ 7, ;

Bgit+ By jt Uprmt+ By type £ 7,; + 7, ;.

On a la classe A, et k+k’ classes génératrices
Ala--"Aka Ak+19'°'sAk+k’ Ap= {:upi+/’lpj}9 Aq’ = {If‘q’i'l"ﬂq'jo}
Dans le deuxiéme cas, on a un sous-systéme
kD; + k' D, + B, , avec les racines secondaires:
#p1=(Tpl+TpZ+Tp3)/2 uq’lz(rq’1+1q’2)/2 ur”1=11/2
Hp2 =Tp1 — (Tp1 +Tp2 t+ Tps)/z Pe2=— (g1 + ¢ 2)[2 Py =— 72
Hp3=Tp2 = (Tp1 + T2+ 753)/2  Bg3=Tp1 — (T 1 +T42)/2
Hpa =Tp3 — (Tpl + Tp2 + Tp3)/2 Hea =Tg 2~ (Tq'l + Tq'2)/2
Les racines de B, sont
Bpi— Hpjs Bgi— Mg js My — B2 =120y
Bpit+ Hpjs Hyit Uy
.upi+lupj+.urm+/'l'rn :uq’i+uq'j+.ur’m+ﬂr’n
u'pi+upj+ur’m+ﬂr'n uq'i+ﬁuq’j+2u""m
Hpi + Hp j + 2I"r"m
ALGEBRE C;: Ily a un seul sous-systéme semi-simple minimal de rang /: /4, = C,. Les
racines étant:
i Zfi, _'t T; i Tj
on prend 2/ vecteurs:
Ris Has P3s Haseoos Hag—15 B2y OO Uy g =T,
U p = — Tp %
Les racines de C, sont les
Uo— Uy o,a'€{2p—1,2p} racines de A,.
ua + ”ﬂ
. ALGEBRE F,: Les racines étant: +7;, +7,4+7;;3(+1,t1,+13+17,) ol i#j;i,
J€{1,2, 3, 4}, on a une suite fondamentale complétée
T =T+ T +T3— 1), —T3+Ts, —Ty+Ty, —T3— T4
On en déduit
4A1 c F4

—Tl+1‘.2’ +1‘-1+72’ —T3+T4, 73+T4_
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d’ou les racines secondaires de 4 4, :

ty = (11 + 72)/2 ps =1 — (11 + 72)/2
pr=—(T1 +712)/2  pa=1,— (7, +7)2
s = (13 + 14)/2 Hy =73 — (T3 + 14)/2
pe =— (T3 +14)/2  pg =14 — (13 + 74)/2.
Les racines de F, s’écrivent alors:

Mo — Hors Hp — Hgs Hy — Hys Hs— Us

Mg+ Mg, Hgt+ iy, Myt H,

Mgt Hss Hot Hss Hyt Us

Mo + g + My + Hs.

Il y a 8 classes, toutes d’ordre 2 (sauf la classe nulle 4,), qui forment un groupe,
produit direct des sous-groupes

{A09 2 + ”ﬂ} ’ {AO’ Hy + “6} ’ {AO’ My + ,uy} .
Al + A3 e F4
La suite fondamentale est:

—11+T2+T3—T4
s
2

Tyttt —T2+7;, —T3—T

d’ou les racines secondaires de A, + A4;:

sy = (71 + 14)/4 — (12 + 15)/4 Ha=—T3 — (T + 14)/4 + (15 + 15)/4
Py =— (71 + 14)/4 + (12 + 15)/4 fs =— T3 — (T, + 14)/4 + (1, + 15)/4
Py =71 — (11 + 1)/4 + (12 + 13)/4  pg =14 — (v, + 74)/4 + (7, + 13)/4.
Les racines de F, s’écrivent:
Ha = Has Mg — Mg a0'€{l,2}; B, B'e{3,..., 6}.
+ (o + 15)
{2 He + Ug + Hg
Hg + pg
F,/(A; + A;) est cyclique d’ordre 4, avec le générateur Pot Hig.

2A,cF,
La suite fondamentale est:

T+ T, +1T3—1,4

Tla ’
2

=T+ T3, —T3—1T,4
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d’ou les racines secondaires de 24,:
By = T1[2 — 14/6 + (T + 5)/6 fa = (T2 + 73)[3 — 7, — 7,4/3
Py == T4/2 = T4[6 + (1, + 13)/6  ps = (15 + 73)/3 — 73 — 74/3
P =274/6 —2(1, +13)/6  pg = (12 +73)/3 +27,/3.

Les racines de F, ont pour expressions:

Mo — Mors  Hp — Hg racines de A,
ua+.uﬂ OC,OCl=1,2,3
Haz+”a’—ru[3 ,B,ﬂ'=4,5,6.

F,/2 A, est un groupe cyclique d’ordre 3.

6.3.6 SYSTEMES MINIMAUX DE RANG 2 DANS G,

Les racines sont: +71;, 7,—1;, avec i, je {1, 2, 3}, 7, +7,+73=0. Une suite fonda-
mentale complétée est:

T, — 1T+ 7T, —7T,+ 73 donton tire
—T,+1T;, —T+71,:4,<G,
avec les racines secondaires:
B =T, Hp=T3, H3=T3.
Les racines de G, sont ici:

Wi —p;o et g
G,/A, est cyclique d’ordre 3.

On obtient aussi:
_T2+T3,Tl A1+A1CG2
d’ou les racines secondaires
=T = (T +T3)2 pa=12 py=13— (7, +73)/2 pa=—14/2
et les racines de G,
Uy — Hy's Hpg — Hg
He + HUg s My + 3#5
G,/2 A, est cyclique d’ordre 2.

§ 7. Decomposition d’algébres de Lie semi-simples

1.1 Sous-algébre g, associée a un sous-systéme fermé A

Soient
g une algebre de Lie semi-simple sur un corps K(§ 1)



40 JEAN DE SIEBENTHAL

A le systéme des racines de g sur une sous-algébre de Cartan [, avec
A'=A-{0},
g =b® ) Ke,

A'ae
la décomposition de Cartan associée a b,
Ao un sous-systéme fermé de A:

1) A0=—‘Ao; (/10+/10)ﬁ/1c:/10
et
2) g():b@ ZA’ Keac

le sous-espace de g associé a A,. Les relations 1) impliquent que g, est une sous-
algebre réductive dont le centre est

C={heh|a(h)=0,Vaed,}
Ainsi ad h: g—g
x[h, x]

ou he ®, est un endomorphisme semi-simple de g. Cela signifie que g est un go-module
complétement réductible.

Par ailleurs, lorsque A, est de rang maximum /, ® = {0}, la sous-algebre g, est
semi-simple.

Les résultats des paragraphes précédents permettent d’étudier l’insertion de g
dans g.

7.2 Somme directe associée a une partition de A mod A,

Soit A, un sous-systeme fermé de 4, et
3) A=AguAd U A
la partition de A en classes mod 4,(§ 2). On a

4) 3=00Dg D -Dg,

ou g, est donné par 2) et ou
gi= ) Ke, (i=1).

aeA,-

Le but de ce paragraphe 7 est I’étude des propriétés de la somme directe 4) associée
a3l).
Je pose
Ag = {0’ tUosees & HOno}
Ay ={figs s tin}  (F21).
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De plus, je vais désigner par [g;, g;] le sous-espace de g engendré par les [ g;, g;], ou
g, g; décrivent g;, g; respectivement.
[g: g;] est engendré par les [e,, . e,,,.]sii=1, j>=1.

PROPOSITION 7.1: Les sous-espaces @; (i=1) sont des g, modules irréductibles et

[90> 8:]=:
(4o + 4)nA <= A; implique

[80, 6:] = 6;

ce qui prouve que g; est un go-module. Maintenant:

LeEMME 7.1: Tout sous-espace Hco g, ®---@Dq, stable pour adl) est de la forme
Y ke, onaeLc A,
Deux racines distinctes a, fe A’ étant données, on peut trouver zel tel que
a(z)=1, B(z)=0. Soit alors
x=kye,+kyey ++ky e, n€H
kyky - kypy #0.

On prend un zel associé & f=a’, d’ou
x’ = kaea + kanean +"' + ka(p)ea(p)EH
etc. On obtient finalement k,e,€ H, d’ou Ke, < H, et le lemme est établi.

Soit maintenant H un go,-module non trivial, avec H<gq;. D’aprés heg, et le
lemme 7.1, on a

H=Keui+1®'"@Keuiu,- Uigni

avec de bonnes notations. Comme A; est A,-connexe, on a nécessairement e, €H,
Vte{l,..., n;}, ce qui implique H=g;.

Les go-modules g, ..., g, sont bien irréductibles.

On peut encore écrire:

[30[808:1] = [[80 80l 8:] + [80 [0 8:]]
S 8o Gil = 6
et [go, g;] est un g,-module non trivial dans g; qui est irréductible. Alors:
(80, 8:] = g:-

PROPOSITION 7.2: Soient i,j>1: on a [g;, ;]1=0 ou bien il existe ke{0, 1,..., s}

fels que [g;, g;]= @y, lorsque k#0, on a [g;, 8;]= G-
Si

(Ai+4)nA=0,0onale,,, ey, ] =0, Ymm et [g,g;]=0.
Supposons (4;+4;)n A#0; il existe k avec (4;+A4;)n A=Ay, dot [g;, 6,1 =G,
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Or
[80[gi 9,11 = [[806:1a;] + [9;[800;1] = [a:9;]-

Ainsi [g;, g;] est un g,-module non trivial, contenu dans g,. Si k#0, g, est irréduc-
tible, et [gi’ g]] =gk‘

PROPOSITION 7.3: Pour tout ieI={0, 1,..., s} il existe i'el tel que [g;, g;]< go-

Soit A;; il existe i’ tel que (4;+4;)n A=A, (§ 3) ce qui entraine [g;, g+ ]S go. 1l
faut noter que le cas i=i’ n’est pas exclu.

Il convient de rassembler les résultats du présent numéro:

THEOREME 7.1: Soient g une algébre de Lie semi-simple sur le corps K(§ 1), A le
systéme des racines de g sur une sous-algébre de Cartan }) de g,

A = Ao U Al UV As
la partition de A en classes mod A, ou A, est un sous-systéme fermé, et

§=00D9: D DY,

la somme directe associée, o

90=b@ Z Kea gi= Z Kea (121)

aed’p ae A;

Alors gy, ..., g sont des go-modules irréductibles dans ad, g, et

[80: 30l =80 [0 a]=a (=1);
si i, j21:[g;, §;]=0 ou bien il existe k tel que [g;, §;]< g, avec [g;, §;]= 8 si k#0;
enfin Viel={0, 1,..., s}, 3i’el avec [g;, 8;)]=go. En bref, la somme directe Y g;
0

vérifie [g;, a;]1<= g, Vi, j; je dirai que cette somme directe est la décomposition associée
au sous-systéme fermé A,. Elle fournit un produit de go,-modules irréductibles régi
par la loi A/A,. Les résultats des paragraphes 5 et 6 peuvent en particulier étre uti-

N

lisés. On peut considérer ) g; comme une graduation de g par le groupe local 4/4,.
0

1.3 Sur-algébre réductive de g, dans g
Soient
A=AyuA; -0 A
la partition de A modulo un sous-systéme fermé A,;
Q:’:{Os i19-~3 iq}: S={0’ 1’ 29---9 S} QCS,
Ag=Aou 4 U0 4, .

On a sans difficulté la
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PROPOSITION 7.4: Pour que Ay, soit un sous-systéme fermé de A, il faut et il suffit
que

1) (Vi,jeQ)@AkeQ)(A;+A;=4;) si A+ A4;#0

2) (vieQ) @i'e Q) (4y = — )

Alors, avec les notations connues go=go®g;, ®-:-Dg;,, ou est A, fermé dans A, est
une sous-algebre réductive de g qui contient g,; on a une sur-algébre réductive de g,
dans g, et, de cette maniere on les obtient toutes:

PROPOSITION 7.5: Soit g=g,®@g,D---Dg, la décomposition de l'algébre semi-
simple g associée a la partition
A = AO | A1 e U As

du systéeme A modulo un sous-systéme fermé A,,.
Pour que

9Q=90®9i1@”'@ giq (Q={0, ila"'a lq})
soit une sur-algébre réductive de g, dans g, il faut et il suffit que

(Vi,jeQ)(A;+ A;=0oud keQ: A4, + A; = A,)

et que (VieQ) (3i'eQ) (A, = —A)).
Les sur-algebres réductives de g, correspondent aux systémes Ay L 4;, U---U 4, iden-
tiques a leurs opposés et stables pour 1’addition.

1.4 Sous-algébres g, maximales

Les sous-algebres g, sont maximales dans g si elles n’admettent aucune sur-
algebre distincte de g, g; il s’agit ici uniquement d’algébres réductives.

Considérons A=A,U A; U---U A, et soit A, une classe arbitraire distincte de A;
dans A/A, elle engendre un systéme de ’'un des types suivants:

a) A* = {'—pAla'“) _AI’AO’Ala'“’pAl}
b) A* = {Ao; Ala 5pAl}

ou (p+1) A, =A,.

Pour que g, soit maximale, il est nécessaire que A* =4, c’est a dire que A/4, soit
monothétique, au sens a) ou au sens b).

De plus, dans le cas a) —p A, Ay, pA, détermine une sur-algébre réductive de go;
on a nécessairement: p=1.

Dans le cas b), les classes A, 44, ..., pA, forment un groupe cyclique d’ordre p+ 1
et pour que g, soit maximale (réductive) il est nécessaire que p+ 1 soit premier. Ces
conditions sont aussi suffisantes. D’ou
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PROPOSITION 7.6: Soit g=q,® g, D -Dg, la décomposition de I'algébre de Lie
semi-simple g associée a la partition A=AqU Ay U---U A du systéme A des racines de
g modulo le sous-systéme fermé A, de A.

Pour que g, soit réductive maximale dans g il faut et il suffit que I'une des conditions
suivantes soit réalisée.

a) A=A0UA1UA11 2A1=®
b) A=Aqudu-ud, (p+1)A;=4, p+ 1premier.
cf. ([1]), théoréme 6.

1.5 Sur-algébres réductives d’une algébre g, semi-simple

Lorsque le sous-systéeme fermé A, est de rang maximal, la sous-algébre g, corres-
pondante est semi-simple; alors g se présente comme extension d’une algébre semi-
simple g, par «un groupe local» A/4,. On a vu, dans le cas des algébres simples
exceptionnelles, que A/4, est toujours un groupe, avec une seule exception: Eg/8 4,.

Par exemple:

Eg est extension de 34, par un groupe cyclique d’ordre 3.

E, est extension de A, + A5 par un groupe cyclique d’ordre 3.

Eg est extension de 2 4, par un groupe cyclique d’ordre 5.

F, est extension de 24, par un groupe cyclique d’ordre 3.

G, est extension de 4, par un groupe cyclique d’ordre 3.

D, B,,,C; sont extension de /A4, par des groupes locaux a éléments d’ordre 2.
(I=2m).

B,=B,,., estextension de B, +(/—1) 4.
D,=D,,., estextension de A;+2(m—1) 4,.
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