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Sur certains modules dans une algèbre de Lie semi-simple

Par Jean de Siebenthal (Lausanne)

Magnificat anima mea Dominum

§ 1. Introduction

1. Soient g une algèbre de Lie semi-simple de rang / sur un corps k algébriquement

clos de caractéristique 0, A le système des racines de g sur une sous-algèbre de

Cartan ï), avec A! — A— {0}. Une suite fondamentale de A est une suite libre (pu...(pi
de / racines telle que ne A implique fi alçi-] haecpe, les at étant des entiers

rationnels, tous ^0 ou bien tous ^0. A engendre un espace euclidien Rl identifié à

son dual au moyen du produit scalaire usuel.

Soit Ao un sous-système fermé de A, c'est à dire tel que
Ao - Ao (Ao + Ao) n A c Ao.
Une suite {fi0, fil9...9 ^Jczyl est une /lo-suite si fii+1 — iiiieA0 (/=0, 1,..., k — l); une
partie A de A est dite /I0-connexe, si pour toute paire y, y'eA il existe une /40-suite

qui relie y à y'.

Théorème: La partition A AouA1U'"uAs de A en classes mod Ao vérifie:
a) Toute classe At est A0-connexe
b) Si (At + Aj)nA ^0, il existe un entier k tel que (At + Aj) n Aa Ak\ de plus
b7) k^0 implique (At

b") Pour tout i il existe un V tel que

2. L'addition dans A définit dans A \ Ao une loi de composition commutative,
associative, non partout définie, ayant un 0 noté Ao, tout élément At ayant un opposé
Av.

Le but du présent mémoire est l'étude de ces structures. On peut se ramener aux
cas suivants:

3. Une suite fondamentale de Ao fait partie d'une suite fondamentale de A.
C'est le cas des sous-systèmes fermés Ao dits saturés : l'intersection du sous-espace

R(A0) support de Ao et de A coïncide avec Ao.

Lorsque

est l'inclusion de suites fondamentales ci-dessus, et si (pr+19..., q>r sont les classes de
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(pr+i,..., cpi mod Ao, alors la classe de

iu ^m.(p. est /Z= £ m^.
1 r+l

Désignant par l£z""r le supplémentaire orthogonal du support de Ao, chaque classe

At admet une projection orthogonale sur Rl~r réduite à un point: le centre de gravité
de cette classe.

La loi A | Ao est ici entièrement déterminée par les centres a0, <x1?..., os des classes

AO9AU...,AS.

4. Le sous-système fermé Ao est de rang maximal L

Ici, Rl~r= {0}, les centres des classes At sont tous en 0. Particulièrement intéressants

sont ici les simplifiés de A, c'est à dire les sous-systèmes fermés Ao minimaux
de rang /, tous de type

ASl®-"®ASt Si +...+ s, /.

Pour étudier A \ Ao, on peut choisir dans le support Rl de A un système de générateurs

Tj l9..., t1jSi + 1; ••• ; Tr 1?..., Tf>St+1

avec

Les racines de Ao sont toutes les différences t/w — %im,\ les autres éléments de A sont
de l'un des types

t + t', t + t'±t", t + t' + t" + t"\
Les A-jcE-;, A8cE8, A2<^G2 conduisent aux expressions connues.

Pour A2 + A2 + A2<^E69 on obtient, en prenant

Ti + T2 + T3 0 T4 + T5 + T6 0 T7 + T8 + T9 0

a, a', ...e{l, 2, 3} & £', -e{4, 5, 6} y, /, .-e{7, 8, 9}

les expressions suivantes pour les racines de E6

t«-V; y-y*\ Tv~V (racines de Ao)

On a ici trois classes

Ao, yli {ta + T0 + Ty}, ylr -A1

QtA\A0 est un groupe cyclique d'ordre 3. On pourra constater ici, lorsque A est une

structure exceptionnelle E6, El9 E8, F4, G2 que les A | Ao sont toujours des lois de

groupes, sauf dans le cas E8 \ &AV
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5. Cette théorie peut servir à l'étude:
a) des sous-algèbres réductives g0 de g qui correspondent aux systèmesfermés AoaA
b) des ^-modules en lesquels g se décompose suivant ad g0 : A tout \ieA correspond

dans g un sous-espace 1-dimensionnel CeM, avec

[A, <]=/!(*)*„ V/*eï).
On a:

fie A

J'écris :

g,= I Cea d'où

Les Qt sont des g0-modules, irréductibles si /#0.
On peut avoir [gI? gj] O; si ce n'est pas le cas, il existe un indice k tel que

[9p Qj]ŒQk- Lorsque ^#0, on a: [gI5 gj gfc;[go> 9fc] 9fe-

Enfin, pour tout /, il existe /' tel que [gp gt<] c g0.
La connaissance de la loi A | Ao implique celle des sur-algèbres de g0 dans g,

permet de trouver rapidement les sous-algèbres g0 maximales (du type envisagé). Les

sous-algèbres g0 pour lesquelles 1) se réduit à

9 9o©9i©9r [QuQvli^Qo, ou

9 9o © 9i

correspondent à certains espaces riemanniens symétriques.

6. Ce travail se rattache à [1] et à [2] chap II où sont étudiés principalement les

systèmes fermés Ao en eux-mêmes. Ici, la question est reprise dans son ensemble, en

portant plutôt l'attention sur Yinsertion de Ao dans A. J'ai utilisé les listes données
dans [1] ou [2]; celles qui figurent dans [4] permettront d'étudier le cas des sous-
systèmes saturés des algèbres simples exceptionnelles, cas qui ne figure pas explicitement

dans le § 5.
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§ 2. Partitions admissibles

2.1 Notion de A-système

Soit AczR1 le système des vecteurs-racines d'une algèbre semi-simple g. On en
déduit :

a) le système inverse
zl* {a* 2a/(a,a),Vaeyl}

b) la symétrie Sa:z\-+z — (a*, z) a, et le groupe de Weyl W, engendré par les

S«,VaeA
c) la grille des poids

y(A) {xeR1 I (a*, x)eZ,

On sait que Wy(A) y(A). Si xey(A), on a

Sax x + mx où meZ; les x + ka, où ké]0, m\c\Z
sont alors les intermédiaires stricts.

Définition 2.1 : J'appelle A-système toute partie A de Rl qui vérifie:

2) xeA^>SaxeA, Vae/1
3) xeA9 Sax x + mu=>x + k(xeA VfceZn] 0, m [.
Autrement dit, A est une partie de la grille des poids stables pour W et qui, avec

deux éléments symétriques x, Sxx contient tous les intermédiaires x+ka, (kez).
Notons que

\Sax\ \x\, \x + kz\ ^ \x\.
2.2 A-connexité dans un A-système

Définition 2.2: Soit A le système des racines d'une algèbre g semi-simple; soient

1) A un yl-système
2) AcA
3) BœA
L'ensemble B est dit A-connexe si pour tout couple (/*, fif)eBxB, il existe une

A-suite a B qui relie \i à fi', c'est à dire une suite

d'éléments de B telle que jui+1 — nteA9 V/e{0, \9...,k— 1}. B est dit connexe s'il est

A-connexe.

Cela posé, j'écris

li'==fimodA lorsque /i' /z + Xwîat» w/e^ oc^A.
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C'est une relation d'équivalence dans A, qui subit une partition en classes modulo
le réseau engendré par A sur Z ou en bref modulo A :

A — A^\j A2 u-u4.
Proposition 2.1 : Soient A un A-système, AaA, avec OeA, A=—Af et

A A±kj A2 u---u As

la partition de A en classes mod A. Chaque classe Am est A-connexe.
Preuve: soient fi, fieAm, avec

1) fi fi + Y^^t w/eZ, octeA.

Supposons d'abord

i) (fi,fi-fi)>0.
Je dis qu'il existe un indice j tel que «,^0 avec

p, — ccjeA si rij > 0

fi + <Xj e A si ttj < 0.

En effet, si cet indice n'existe pas,

a) nj>® implique (/ï, a^^O, soit «y(/ï, a,-) < 0

b) «y < 0 implique (jû, a,) ^ 0, soit «/(/I, ay) < 0.

Par exemple, avec a), (jû, O/)>0 signifie

Saj/î /î - (/Z, a*) aj et /Z - 0,-e/d

vu que J est un /l-système.
Multipliant scalairement 1) par fi, il vient

D'après i), le premier membre est strictement positif, tandis que d'après a) et b) le

second membre est négatif. On n'échappe à la contradiction qu'en admettant l'existence

de l'indice j.
Maintenant la condition

ii) jt-t/i et (fl, fi) ^ (fi, fi)

implique i), comme le montre un calcul élémentaire:
si

\fi\ l, \fi\ =r<l
£ (1,0)
^ (rcosf, rsinf)

dans le plan enclidien, on a (fi, fi — pi)= 1 — r cosf.
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Si r<l, on a 1 — rcost>0, et si r=l, alors cosf<l vu que \x^\iy d'où encore
1 — rcosf>0.

Prenons maintenant dans Am un \i' de carré scalaire minimum; pour tout ôo^fi',
SoeAm, on a

<5o lir + E w*a* ^6Z' a»e^

(50 et // vérifiant ii) satisfont à i): (<50, ô0 — fi')>0.
On a vu qu'il existe alors dans Am

ôt S0- olj ii' +-+(nj - 1) ccj + (/i, > 0)
ou

5j =^0 + 0,. // +---+(«J+ ^aj-f--- (rij<0).
Soit

Si ^i^ju', on recommence l'opération,... Il se construit une ^4-suite

avec

Si pour un entier /:, ona^ ^', alors la >4-suite

<50, ôu...,ôk n' relie ^oà^.
Cette circonstance se produit nécessairement puisque £ | «jfc) | décroît strictement.
Ainsi, on peut relier fi et /Z.

Ecrivons la suite obtenue:

II T0, Tl5 TM /î Tj + 1 - TiEÂQ.

Par construction, on a, successivement Am3fi r0, t1? t2,..., tu /ï ce qui prouve que
Am est yl0-connexe.

Nous aurons encore besoin des résultats suivants :

Proposition 2.2: Soient A un A-système, xeA, a, fieA, et t' x + a + peA, où
v4/or^ t + aeA ou x + peA.

On utilise le raisonnement qui suit i) dans la preuve de la proposition 2.1.

Si (t', t')^(t, t), alors, comme t^t', il vient (t', t') —(t', t)>0 d'où t + aezl ou

Si (t, t')<(t, t), on a (t, t) — (t', t)>0 et t=t' — oc—p montre à nouveau que
ou i+ peA.
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Proposition 2.3: Soit A un système de racines de rang 1;pour que {jxu..., fa}<^A
soit une suite fondamentale de A, il faut et il suffit qu'on ait

1) fa-fij$A V/#j et
2) Toute racine fie A est Z-combinaison linéaire de \iu..., \i±.
Si ml,...,ml est une suite fondamentale, il est bien connu que 1) et 2) sont

vérifiées.

Les conditions 1) et 2) sont suffisantes. En effet, les racines

i
ont un poids P(fi) £ | mt |.

Les racines de poids 2 sont par hypothèse de la forme ± (fa + fij) (*W). Raisonnons

par récurrence et soit fi une racine de poids p +1 ; d'après la proposition 2.1,

on peut écrire P fi±fa où [i est une racine de poids /?, donc à coefficients tous ^0
par exemple.

Si p a des coefficients tous ^0, il n'y a rien à démontrer; sinon /? jU — fa avec

fi mifil+'" + msiis9 mj>09 j=l,...,s et j£{1,...,j}.

Il existe un indice j< s, s par exemple, tel que

fi- jUs (xeA9 d'où a + fiseA, a +/is — faeA.

On a: p=-
D'après la proposition 2.2, on a — /^-baeyl ou bien ~fa + fxseA. Le second cas

est exclu par hypothèse ; — fa 4- a est une racine de poids p à coefficients non tous ^ 0 ;

pour éviter la contradiction, il faut poser p n + fa, d'où la conclusion.

2.3 Sous-systèmes fermés

Proposition 2.4: Supposons A=A, AcA avec A -A, (A + À) nAczA. Alors la
classe Ao des /x 0(mod^4) conïcide avec A.

On a d'abord AczA0. Soit maintenant ixeA0:

La proposition 2.1 affirme l'existence d'une ^4-suite qui relie 0 à /r. 0, fiu jx2, nk fi.
On a:

fl2~fiieA d'où /j2 Mi + ae(^4 + ^)n/l, et

Vk-Vk-iG^ d'où jnk==fieA.

Ainsi ^o01^ et ^0 ^4.
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Définition 2.3: Toute partie Ao de A qui vérifie A0=—A09 (A0 + A0)nAczA0
est appellée sous-système fermé de L.

Corollaire (à la proposition 2.1): Soient A un A-système, Ao un sous-système

fermé de A, et A=A1 v--kjAs la partition de A en classes modA0. Chaque classe Am

est A0-connexe.
En particulier, si A =A, ce dernier subit une partition en classes modA0

A Ao u At u • • • u As

et chaque classe Am est /L0-connexe. Ao est celle de ces classes qui contient 0.

2.4 Partitions admissibles d'un A-système

Définition 2.4: Soit A un A-système dans Rl, et D une partition A1\jA2V'-vAs
de A. Le vecteur t-»t' de Rl est dit vecteur de A si t, x'eA et si t' — teA. Le vecteur

t-»t' est dit vecteur de D si c'est un vecteur de A et si t t' modZ>.

Définition 2.5: La partition D du L-système A est dite admissible si
1) Tout vecteur de A équipollent à un vecteur de D est un vecteur de D et

2) Tout ensemble de la partition est connexe.

Proposition 2.5: Soit A un A-système et D une partition de A. Pour que D soit la

partition de A en classes modulo un sous-système fermé Ao, ilfaut et il suffit que D soit
une partition admissible.

a) Soit Ao un sous-système fermé de A et D: AlvA2V'~vAs la partition de A

en classes modA0. Considérons pour commencer un vecteur t->t' de D; On a:
T' T-f-a, où oleA.

D'autre part, t' t mod^l0 implique t' t + ]£ «,-a,-, nteZ, (XieA0, d'où cc ^jni(xh
et comme Ao est fermé, on a aeA0.

Maintenant, si y-+y' est un vecteur de A équipollent au vecteur t-»t' de D, on a:

y' )> + a, où ae^l0,

soit: y' y modyl0. y-»/ est un vecteur de D.
D'après le corollaire à la proposition 2.1, chaque classe At est yl0-connexe et la

condition 2) de la définition 2.5 est satisfaite. D est une partition admissible.

b) Soit D.Ai u-u4 une partition admissible de A, soit Ao l'ensemble des (xeA
tels qu'il existe t, t'eA avec t' t modD, t' — r a.

Je dis que AQ est un sous-système fermé de A. On a d'après la définition : Ao — Ao,
et 0eAo.

Soient a, PeA0, avec oc + PeA — {0}. Construisons le sous-espace Rh de Rl engendré

par A. On a par hypothèse a, PeRh, d'où a + PeRh. Si, pour tout reA, on a (a + P, t) 0,

alors (<x + & Rh)=0 (a + & a + j8)=0, ce qui est absurde.
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Soit donc te A avec (ct + p, t)^0. En prenant un intermédiaire entre x et Sa+fix,
on obtient fi, jâ'eA avec // /z + a4-/?, /x^//.

D'après la proposition 2.2, on a par exemple /i + aeJ, et le vecteur ^-»/x + a est

équipollent à un vecteur de D, d'où ju /i + a modD; de même, ^ + a-»(/i + a) + /? est

un vecteur de D, et /*, /i -h a, /x + a + fi sont congrus modZ), ce qui prouve que a +PeA0.
Il reste à prouver que D est la partition de A en classes mod/L0. Supposons

x,yeAm; comme Am est connexe, il existe une ylo-chaîne qui relie x à y, d'où y
x + Yuniab ni€Z> oc^Aq. Réciproquement, si cette dernière relation a lieu entre

x, yeA, il existe une /lo-chaine reliant x à y: x=x0, xl9..., xfc=y, avec jc1+1 —^ e^l0,
et Xi~>xi+1 est un vecteur de D. De proche en proche:

xeAm9 xieAm9...,xk=yeAm et x==.ymodZ).

§ 3. Addition des classes de A modulo un sous-système fermé Ao

Soient
A le système des racines d'une algèbre de Lie semi-simple g

Ao un sous-système fermé de A, et
A un /1-système.
A subit une partition en classes mod/l0: A Ax \j--\jAs
chaque classe étant vl0-connexe. Considérons deux classes Ah Aj et formons
(Ai + Aj)n A ; cette intersection peut être vide. Si ce n'est pas le cas, il existe un indice
k tel que (At + Aj)r\AczAk. Il s'introduit ainsi une loi de composition entre classes

modL0, associative, commutative, non nécessairement partout définie.
Je me propose d'étudier cette loi dans le cas où A —A\ alors

A Ao u At u • • • u As

où
A'0 A0~ {0}, Ao {0, ±H0l9..., ±iUOno}' Am={Vml>'-'>Hm,nJ> m>l.

L'addition des classes de A modyl0 est une loi de composition associative, commutative,

non nécessairement partout définie, pourvue d'un zéro Ao, chaque classe ayant
une opposée. Nous voulons préciser ces diverses propriétés.

Supposons (Ai + Aj)nA non vide, contenue dans Ak et 0${i,j9k} distincts. Il
existe des racines notées

ton /f/i> ^i telles que nh 4- fih fiki.

Prenons alors pi*eAk; comme Ak est ^I0-connexe, il existe une /lo-suite qui relie

ton à/^*:
m*.

Comme 0^/lfc, aucune de ces racines n'est nulle;/? dis que fi* est somme d'un élément
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de At et d'un élément de A3\ l'affirmation est vraie pour fi0. Supposons qu'elle soit
vraie pour fiz_l. On a.:

En appliquant la proposition 2.2, on a par exemple :

lils, + cteAl et iiz=(nls, + oc) + iiJS,,e(Al +

L'affirmation est établie. En résumé :

Lemme3.1: Les hypothèses:

Ot{iJ,k}9 (At + Aj)nA¥:0, (At + A,) n A c Ak

impliquent (At 4- Aj) n A Ak.

Supposons maintenant 0=/, y#0, j=k.
On a: {A0 + A^r\Ac:Ar
Comme 0e/l0, on a {AO + A})c\A Aj\ précisons en faisant apparaitre A'Q:

a) si Aj n'a qu'un seul élément \x, alors

H±<x$L, VaeL'o, et (Ao + A3) n L At {/x}

b) si yl^ a deux éléments /x, \i! au moins, alors la conjonction

est impossible, vu que A} est yl0-connexe ; il existe donc

aeL'o avec n + <xeAJ9 et /ie(ylo + Aj)r\ A, (A'o + Aj) n A yl7.

Lemme 3.2: O« a, ^owr y^O: (yl04-^)071 ^; «s/ ^ a plus d'un élément,

(A'0+Aj)nA Aj.
Supposons enfin /#0, Al {fili9...9 /itnj; alors -^ 1-/1^,..., -jMlMi} est une

classe de AmodA0, et il existe /'e{l,..., s} tel que Ax»-=-—Av On a:
(y^ + yl^nylci/lQ. Le cas où /=/' n'est pas exclu. Ces résultats peuvent être
rassemblés.

Théorème 3.1: La partition A AQ\jAx\j~*\jAsdu système A en classes modulo
le sous-système fermé Ao a les propriétés suivantes:

a) toute classe Am est A0-connexe
b) si (A^A^nA^O, il existe k4;S tel que (A% + A^)kj AcAk\ de plus
h') k^Oimplique(Al + AJ)nA Akf (A0 + Ak)nA=Ak avec (A'0 + Ak)nA Ak

si Ak a plus d'un élément.

b" pour tout i, il existe un indice i' et un seul tel que At> — Av ou (At + At*) n A cAo.
L'ensemble quotient est ainsi pourvu d'une loi de composition, qui est précisée

par le théorème.

Lorsque Ao 09 on retrouve A, chaque classe ayant un seul élément.
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On peut adopter une notation abrégée, en écrivant autrement les relations du
théorème:

(At + Aj)nA Q devient At + Aj 0

(At + A/) nA Ak devient At 4- Aj Ak

(Ao + Aj) nA Aj devient Ao + Aj Aj
(Ai + A^ nAczA0 devient At + Av Ao.

Lorsque /lo 0, ^^{juj, on a toujours, pour z^O: 2/lf 0. Lorsque ^0^0* on
peut avoir des classes A-v 2Ah...,pAi non vides, (/?+l)/tf 0; /? pouvant prendre
l'une quelconque des valeurs 1, 2, 3, 4, 5, 6.

Dans certains cas, on peut aussi obtenir:
Al9 2Al9..., pAt non vides, (p+l) A1=A0, Ao, Al9..., Ap formant un groupe
cyclique.

§ 4. Sous-systèmes saturés. Centre et caractères
4.1

Définition 4.1 : Soit Ao un sous-système fermé du système A; le saturé Âo de Ao
dans A est l'intersection du support Rr de Ao et de A. C'est un sous-système fermé, qui
vérifie A0 Â0. On a Â0 A lorsque Ao est de rang 1.

Définition On dit que le sous-système fermé A* de A est un simplifié de Ao si A%

et Ao ont même rang, si A*czA0 et si A* ne contient aucun sous-système fermé ^0
propre de même rang.

Tout sous-système fermé Ao de A admet un saturé unique Âo ; il admet au moins

un simplifié A*. Tout simplifié est du type Asl®---©ASk, et tout sous-système fermé
d'un simplifié est encore un simplifié.

Proposition 4.1 : Tout sous-système fermé Ao de A est saturé dans un système de

rang maximum.
Si nu..., pLr(r< 1) est une base entière de Ao, on prend jur+1,..., faeA en sorte que

[il9..., fit soient libres dans Rl. Les éléments de A qui sont des Z-combinaisons
linéaires de fil9..., nt forment un sous-système fermé A* de rang / dans lequel Ao est

saturé.

4.2 Sous-systèmes saturés et suites fondamentales

Proposition 4.2 : Soit Ao un sous-système fermé de A; pour que Ao soit saturé dans

A, il faut et il suffit qu'il existe une suite fondamentale de Ao contenue dans une suite

fondamentale de A.
Si {q>u..., q>r} est une suite fondamentale de Ao, contenue dans la suite fondamentale

{«Pi,..., (pi) de A, alors, d'après la définition, Ao est saturé dans A.
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Réciproquement, supposons Ao saturé dans A; soient Rr le support de A0(r<l),
Rl~r le supplémentaire orthogonal de Rr dans Rl.

Si keA, k$A0 on a k$Rr; la restriction 1 de k à i^~r n'est pas nulle; 1 0 définit
un (/—r— l)-plan de Rl~\ noté nk. La réunion de tous les nx est une partie F fermée
de Rl'r.

Je désigne par @l9 Q)2,... les composantes connexes du complémentaire de F dans

Rl~r; ces ^ sont ouverts, connexes, et même convexes: ce sont les chambres de

A\A0.
Soit xeS; une chambre de Weyl (ouverte) P^ de A est dite adjacente à x si x est

adhérent à P^ixeP^; si dans ce cas, yeP^, le segment w=(x, y) est dans P^. Sur y,
les racines (pu...,cpl qui définissent P^, sont toutes >0; il en est de même en chaque

point de w, sauf en x, où elles sont ^ 0. Avec de bonnes notations :

a)

La forme (pj(j^r') étant nulle en un point x intérieur à ^t est, par définition de

F, nulle sur Rl~r; alors

A, d'où

D'autre part, soit jueyl0; on a
i

\i ^jml(pl mteZ, ml nuls ou tous de même signe.
i

0 \x{x) mr, + l çv + i (x) + ••• + mtcp^x)

et par a): mr, + x
• • • ml 0; il vient

fi m1(p1+'" + mr.(pr,, et r' r.
Ainsi {<pu..., <^r} est une suite fondamentale de Ao, contenue dans {cpl9..., q>r,

cpj, qui est une suite fondamentale de A.
Par usage du groupe de Weyl de Ao, on voit de plus que toute suite fondamentale

de Ao a aussi cette propriété.

Corollaire: On obtient tous les sous-systèmes Ao saturés dans A, en prenant une

partie quelconque /uu..., fir d'une suite fondamentale (pl9...,(pl de A. Ao est constitué

par les Z-combinaisons linéaires de /*i,..., \ir qui appartiennent à A.

4.3 Centre d'un sous-système

Définition 4.2: Soit Ao un sous-système fermé de A.

est par définition le centre de Ao dans Rl.
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Le centre &Q est un sous-groupe additif de Rl. A une inclusion de sous-systèmes
fermés {0}cAoczA%cz•••cA correspond Rl^^0^^*^>'"iD^.

Proposition 4.3: Si A09 A* sont deux sous-systèmes fermés de A, distincts, alors
les centres $f0, 2£% sont distincts.

Soit }il9...9fir une base entière de A09 sous-tendant Rr; prenons leA, l$AQ. Il
suffit de montrer qu'il existe un ve^0, avec X(v)$Z.

Deux cas se présentent:

a) À m1n1-\ \-mrfir avec ra^Z.
Ici on prend veRr, avec fii(v)=\9 n2(v) • • • iir(v) 0 alors ve&0, et X(v) — m^Z.

b) k9 \ix,..., jxr sont linéairement indépendants.

On prend veR1 tel que A(v) i, /x1(t;)=---=jul.(t;) O.

Proposition 4.4 : Toute forme linéaire sur Rl, entière sur le centre <3T0 du sous-

système fermé Ao, est Z-combinaison linéaire d'éléments de Ao.
Si q est cette forme, elle s'annule sur le supplémentaire i^~r du support Rr de Ao.

Si fiu..., fir est une base entière de Ao, ona,Q m1fi1-\ Ymr\ir. Il existe vl9...9 vreRr
avec jui(i7j) 5ii/ (Symbole de Kronecker); ainsi vl9...9 vre&09 Q(v)j mjeZ cqfd.

4.4 Structure du centre d'un sous-système saturé

Proposition 4.5: Soient Ao un sous-système fermé de A9 &Q son centre, 3? celui
de A. Pour que Ao soit saturé dans A, il faut et il suffit que ££0 \ ££ soit un tore.

Supposons Ao saturé; soit Rr son support, de supplémentaire Rl~r. Il suffit de

prouver que toute classe de «â?0 modRl~r contient un élément de «âf.

Soit {<?!,..., cpr) une suite fondamentale de Ao contenue dans une suite
fondamentale {<pl9...9q>n.:9<Pi} de A.

Pour v€$?09 on a

v vt + v2, où vleRr9 v2eRl~r, et

<Pi(v) <Pi(vi) i= l,2,...,r
ce qui prouve que ^e^Q. Cherchons usRl~r en sorte que

(pt{v + u)eZ9 Vi 1,2,...,/
c'est à dire vt +ue££. On a

Posons ç>i(i?i + m) 0 /=r+l,..., /, d'où (Pi(u)= -ç>f(^i).
On a un système de /—r équations indépendantes pour ueRl~r; il y a une solution

u0 et une seule, et vt + w0 e 2t.



Sur certains modules dans une algèbre de Lie semi-simple 15

Réciproquement, supposons que &0 | 2£ soit un tore, c'est à dire que chaque
classe de ££0 modRl~r contienne un élément de &.

Soit v + Rl~r une classe de <Sf0 modi^~r, où

v t?! + v2 g &0, ^
Il existe xeRl~r avec v1-\-xe^.

Si /i1?..., ^r est une base entière de Ao, et si

fi m1m1-\ \-mrfireÂ0, on a

li(vï+x)eZ, m(t;1)eZ; ainsi

a^0 y40 cqfd.

Remarque 1: Lorsque yl0 n'est pas saturé, on a AocÂoczA9 d'où

iro=D^oiDir et aro|^"o-(5ro

3f0 | S'q est un groupe fini, tandis que J?o | ££ est un tore; ainsi

«âf0 | JT est une extension de ce tore par un groupe fini.

Remarque 2: Lorsque Ao n'est pas saturé, on a encore Ao saturé dans un A% de

rang maximal :

AoczA*czA et %ozi%l^% avec ^0 I ^o ~(^o I ^)/(^o I ^).
Le premier membre est un tore, tandis que 2£% \ 2£ est un groupe fini. 3?0 \ 2£

contient ce groupe fini, avec un quotient toroïdal.

4.5 Caractères d'une inclusion AoczA

Soit Ao un sous-système fermé du système A, et ^0 son centre dans Rl; soit

A Aou At U---UAs

la partition de A en classes modyt0. Soit jàeA\ je pose

C'est par définition le caractère de AqœA associé à fi; pi* est une fonction définie sur
JT0 | Jf, à valeurs dans T=R/Z.

Si n,n'eAi, on a
r

/*' i" + S mt^» mîG^» Hi9'"> l*r t>ase entière de yl0.

Sur «âf0 les /j£ sont entiers, d'où /i'* ju*.

Réciproquement, si /i, /x'eyl sont tels que /i*=ju'*, alors /i' — ju est une forme linéaire
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sur Rl entière sur ££0 ; d'après la proposition 2 de 4.3, on a

r
fi' — jx Yjmifli mteZ d'où \i9\xeAk.

î

Par ailleurs, si \i, //, fi + n'eA, on a

Proposition 4.6: La loi /i->/z* détermine un isomorphisme de A\ Ao sur l'ensemble
des caractères de A0 <= A.

Lorsque Ao est saturé, chaque caractère est défini sur le tore Tl~r.

§ 5. Loi-quotient A \ Ao lorsque Ao est saturé dans A

5.1 Détermination pratique de la loi-quotient

Proposition 5.1: Soit Ao un sous-système saturé dans A; pour que deux racines

\i9 fi'eA appartiennent à une même classe modA0, ilfaut et il suffit que leurs restrictions
p,9 Jx' au supplémentaire orthogonal Rl~r du support de Ao coïncident.

Si n, jx'eAh fi' — fi est une forme entière sur Jf0, entière sur Rl~r, donc nulle sur
ce sous-espace.

Réciproquement, si fi — fi', on a /** //* sur le tore 3?0 | 3£, et \i, n' sont dans une
même classe modA0.

Ainsi, on déduit A \ Ao de A en prenant les restrictions à Rl~r des /neA. Pratiquement,

si
i

A {<pl9 <pr, <pl9 £ THiCpt, ...}
i

il suffit de supprimer partout (pi,..., cpr
i

r+l
Les éléments de A \ Ao sont des Z-combinaisons linéaires de q)r+l,..., cp1 à coefficients

nuls ou tous de même signe.

5.2 Ensemble des inclusions de suites fondamentales correspondant à AoczA

Proposition 5.2: Soit Ao un sous-système saturé dans A, <p1?..., q>r une suite
fondamentale de Aoet /i1?..., jus ^ classes de A modyl0. Pour qu'il existe jxtept (i= 1, 2,..., s)
de façon que q>l9..., cp2, fa,..., fis soit une suite fondamentale de A, ilfaut et il suffit que

1) Pour tout couple (i,j) i^j', i,j= 1, 2,..., s: fïi — jïjÇA \ Ao, et

2) /*!,..., \xs forment une base entière de A \ Ao, (s=l—r).
La condition est nécessaire: Si <pl9...9 (P2-> ^î*---* A*s est une suite fondamentale de

A alors fit — fij n'est pas une classe vu que \ii — \ifiA9 et jSl9..., fls engendrent A \ Ao

par combinaisons linéaires à coefficients entiers.

La condition est suffisante: soient fii9...9 fis,s=l—r classes vérifiant 1) et 2). Pre-
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nons filGfil tel que iii — (pJ$AJ=\,...,r. On a par ailleurs ^ — ji^AÇi^k), sinon

fil — jïk serait une classe. Ainsi la différence des deux racines quelconques dans

q>l9...9<pr9 [il9..., lis n'est pas une racine.

Soit \ieA\ on a par hypothèse fi mlfll-\ hmsJûs, mteZ.
Alors m1 fit H \-msiis est de la forme

r r s

l^-Tjni(Pn «»eZ, d'où /x £n,<p, + ^m,/!,.
1 1 î

Ainsi <pl9..., ç>r, /Xi,..., jUj_r est une base entière de A telle que la différence de deux
de ses éléments distincts quelconques ne soit pas dans A. D'après la proposition 2.3,

<Pi,..., (pr, A*!,..., fa-, est une suite fondamentale de A.

Scholie: Soient <Pi,..., cpr une suite fondamentale du sous-système Ao saturé dans

A, et (pi,..., (pr,.--, <Pi une suite fondamentale de A contenant la précédente. On obtient

toutes les suites fondamentales de A qui contiennent cpu...,cpr en constituant la loi-
quotient:

puis en déterminant les suites jûr+1,..., /îz extraites de 1) telles que

a) fil — jïj$A | Ao b) /Zr+1,..., /Zf base entière de A | Ao.

Les jUjG/ïj tels que \iv — (pj$A(j=l, 2,..., r) constituent avec <pl5...,(pr une telle

suite fondamentale (Pi,..., cpn fir+1,..., nt de A.

5.3 Caractérisation des domaines @l

Proposition 5.3: Soit Ao un sous-système saturé de A; toute chambre S) de A\ Ao

est définie par des relations

<Pi — =<pr 0, cpr+1>0,..., (pt>0

où (pu..., (Pifai,..., cpr) est une suite fondamentale de A resp. (AQ).

Reprenons les notations de 4.2, avec xe^t; on a

1) <px(x) ••• <pr{x) 0, <pr+1(x) > 0,..., cpt{x) > 0.

Par définition de @l9 chaque racine de A est ou bien nulle sur @i9 ou bien garde

un signe constant. Les relations 1) ont donc lieu pour tout yeQ)x.

Réciproquement, soit zeR1 vérifiant

<pt(z) ••• <pr(z) 0; <pr+1 (z) > 0,..., <pt(z) > 0.

On a d'abord zeRl~r; sur le segment (z, x), la forme <pr+J (1 ^j^l—r), qui est positive

aux extrémités, est positive sur tout le segment; il en est de même de <pr+j
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Toutes les formes leA | Ao gardent alors un signe constant sur (z, jc), d'où
(z9x)aDuze@i.

Maintenant, si el9..., st est la base duale de cpu..., (pt:

(ei,<pJ) 5iJ; on a

z =Àr+i er+1 H h Aj£j

car Rl~r est engendré par er+l9 et\ cpa(z)>0 ae(r+l,..., /) s'écrit alors /la>0.

Corollaire: sï,...isl étant la base duale de q>l9..., cplf la chambre associée à cette
suite dans Rl~r est le premier quadrant relatif au repère er+1,..., st de Rl~r.

En écrivant

<pr+j(z) ((pr+p z), on obtient sans peine.

Proposition: <pr+1,..., (Pi est la base duale de sr+l9..., st dans Rl~r.

SA A-systèmes modulo un sous-système saturé

Soit A un yl-système dans Rl, et Ao un sous-système fermé de A; soit Rl~r le

supplémentaire orthogonal du support Rr de Ao. Je me propose d'étudier ici la projection

orthogonale A de A sur i£*~r; Â est le yl-système A modulo Ao.
Si A=<9? est un système de racines secondaires de A9 Sf est dit système de racines

secondaires de A \ Ao. Si A =A, A est dit système de racines de A \ Ao. Cette étude
est surtout intéressante lorsque Ao est saturé.

Proposition 5.4: Soit A un A-système dans Rl, Ao un sous-système fermé de A et

id1u/JJ2U-"U/Js la partition de A modulo Ao. Chaque face At se projette sur un point
de Rl~r: le centre de cette face.

Soient \iy\i!sAx\\i! — \x étant dans Rr, fi et // ont même projection sur Rl~r9 et At

se projette sur aieRl~r.
Soit maintenant

c* — £ a, nt nombre d'éléments dans At
ri{ aeAt

le centre de At. Le groupe de Weyl Wo associé à Ao conserve At et conserve donc crf;
cela implique afeRl~r.

Ainsi, af est un point du support plan de At situé dans Rl~r, et on a vu que ce

support se projette sur un point av Onaa^a* cqfd.

Corollaire: Si Ao est de rang maximum 1, les centres des faces de la partition d.

A modA0 sont tous en 0.

Icii*|-r {0}.

Proposition 5.5: Soit A un A-système connexe, et Ao un sous-système saturé de rang
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r de A. Dans la projection orthogonale Rl-+Rl~r, deux faces distinctes de A modulo Ao

ont pour image deux points distincts.

Soient x.x'eA se projetant sur yeRl~r.
On a:

en supposant que a1?..., ar (a1?..., ar,..., at) est une suite fondamentale de Ao (resp. A).
Comme A est connexe, on peut écrire

où
i

i
d'où encore

t' - t £ bibikak £ bkcck9 b'keZ
Uk

2) T' T + J>;at 6*eZ.
1

Comparant 1) et 2), on voit que mu...,mr sont entiers, ce qui signifie que t, t'
sont dans une même face At de J mod/l0.

Corollaire 1: Powr J connexe et Ao saturé, les centres des faces de A modA0
sont distincts.

Corollaire 2: Lorsque Ao est saturé, le système des racines de A\ Ao est
constitué par les centres des faces de A modvl0.

Corollaire 3: Soit Sf un système de racines secondaires de A, et Ao un sous-

système saturé de A. Le système £f des racines secondaires de A \ AQ est constitué par
les centres des faces de Sf modyl0.

5.5 Sous-systèmes saturés de Al et loi-quotient

Pour étudier l'algèbre semi-simple Ah on se sert du simplexe régulier fondamental

OÙ

l+l
£ T, 0, (Tf, T,) //(/ + 1), (T,, Tj) - 1/(1 + 1).

1

Le système des racines de At est constitué par toutes les arêtes de Sf.
Pour étudier un sous-système fermé quelconque de Al (toujours saturé), on se sert
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d'une partition
p1V'-ups+1 de 1, 2,...,/+ 1

où pi sl rt éléments. Les faces de S? modA0 sont les s +1 ensembles

Pt {xa | ae^} et Ao {xa - xp) | a, pep^ i 1,..., s + 1}.

Le polyèdre des racines secondaires de A \ Ao est constitué par les centres des faces Pv

V(A | Ao) j/l! I ^ T., /W, ^-
a 6 pi aeps+i

Cela détermine les racines de yl | vl0 qui ne sont autres que les arêtes de ^{A\ Ao).
Sf{A | Ao) est un simplexe dans Rl~r9 en général non régulier. Un calcul simple

montre que l—r=s.

Proposition 5.6: Les racines de A\ Ao sont toutes les arêtes du simplexe constitué

par les centres des faces de Ao.

5.6 Sous-systèmes saturés de Bx et loi-quotient

Si t1 Tj est un repère orthonormal de Rl, on pose y Sf (Bt) { ± xl,..., ± xh 0}
2/+1 points. Le système des racines de Bt est formé de toutes les arêtes de Sf sauf
les ±(^ — — ^=±2^: on obtient:

A A(Bl) {± xh ± x{ ± xj 11 #y; Uj 1,...,/}.

Pour étudier un sous-système saturé quelconque Ao, il suffit de se donner une

partition de {1, 2,..., /}
(Po) KJPiuP2{J'"uPk> Po éventuellement vide

Pi ayant rt éléments, rl5..., rk>09 r0 éventuellement nul. Les faces de Ao sont alors

On a

Ao ensemble de toutes les arêtes des Po, Ph Pv

sauf les ±(Ta-(-Ta))=±2Ta,Vae^0.

{± t., ± ta ± Xp | a, j5e/70} u {xa -xp\oc, pepx} u-u {ta - -^ | a,

Le rang de Ao est ici

r0 + (r - 1) +•••+ (rt - 1) £'i - * '- * r
d'où/-r=A:.

Le supplémentaire orthogonal Rl~r Rk du support 1T de v40 est engendré par les
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centres des faces de 3f modyl0:

aepi

21

l0:

o) {0, ± iiu ± fik}; iit ~ V t..

Notons que fii9..., \ik est un repère orthogonal de R r.

Proposition 5.7: Les racines de A\ Ao sont les arêtes de £f{A\ AQ\ c'est à dire

toutes les expressions ±fil9 ±jw,±^J et de plus toutes les ±2fij pour lesquelles rj>\.
Exemple:

yl0 a pour racines: ±(t2 — t3), ±(t3 —t4), ±(t2 —t4) et est du type A2.
A [ Ao est déterminée par

0, 1*2=
et admet les racines :

0, ± fil9 ± \x2, ± tix ± ia29 ± 2[i2.

5.7 Sous-systèmes saturés de Ct et loi-quotient

Soit rl5..., r^ un repère orthonormal de i£*, et

2/points.
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Les racines de Ct sont toutes les arêtes de SP9 sans exception :

A { ± t, ± y, ± 2t, I i ±j\ ij 1, 2,..., /}.
Pour étudier un sous-système saturé quelconque, il suffit de se donner une partition
(Po)uPiu'"uPkPi ayant rt éléments, avec ro>0; rx,..., rk>0.

On en déduit une partition de Sf\

?c\*IU ¦¦-'¦ ¦¦¦•"¦

Les racines de Ao sont toutes les arêtes de (Po), Pl9 P/,..., P*, P*; le rang de Ao est

/—A:, d'où l—r=k. Le supplémentaire i?fc du support Rr de yl0 est engendré par les

centres:
1 V

et

•S"(yi | ^0) {(0), ± iiu ±/i,} (0 si r0 > 0).

Proposition 5.8: Les racines de A\A0 sont toutes les arêtes de Sf(A\ Ao), c'est
à dire les ±fit±}ip ±2ftj avec en plus les ± fij si r0>0.

5.8 Sous-systèmes saturés de Dt et loi-quotient

Soit xl9..., Tt un repère orthonormal de i£' et

,9^ ^(Dj)= {±t1?..., ±t,} 2/points.

Les racines de Dt sont toutes les arêtes de Sf9 sauf les ta —( —Ta) 2ta:

^ {±Ti±T;hVi;/J=l,...,/}.
Pour constituer un sous-système saturé Ao quelconque, on se donne une partition

(Po)^Pi^"-^Pk de 1,2,...,/

pt ayant rt éléments: ro^0; r1?..., rk>0. On en déduit une partition de Sf\

Po étant vide si po — 0.

Les racines de Ao sont toutes les arêtes des faces Po, Ph P'i9 sauf les xa—(~Ta),

Le rang de Ao est l—k. Ici Rl~r Rk est engendré par les centres:

a e pi «epk

tui ±ft}.
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Proposition 5.9: Les racines de A\ Ao sont les arêtes de 6?{A\ Ao)
a) si ro 0: ±mt±mJ., et les 2/iy où r,-> 1

b) siro>0: ±iit±iij9 ±fij9 et les ±2jusoùrs>l (i#y; 1,7= 1,.../).

§ 6. Loi-quotient lorsque le sous-système /l0 est de rang maximum

Soit Ao un sous-système fermé de A ayant même rang / que L. Le but de ce

paragraphe est de donner le principe de la construction de tous les tels Ao contenus
dans un système A donné.

Je me propose ensuite de donner la forme de la loi-quotient A/Ao lorsque A est

simple, classique (Ah Bh Ch Dt).
Enfin, je crois utile d'étudier A/Ao pour toutes les algèbres simples, le système Ao

étant minimal (de rang maximal /) ; il s"agit ici de l'étude des simplifiés de A. A tout
simplifié de A, on peut associer un système de générateurs remarquables de R\
permettant de donner à l'expression des racines une forme standard.

6.1 Principe de la construction

Soit:

une suite fondamentale de A9 chaque suite partielle correspondant à une composante
simple de A. Je construis les racines dominantes, respectivement:

2) œl9 co2,..., <ot+i

puis la suite

En supprimant une racine quelconque dans chaque suite partielle de 3), on obtient
une suite fondamentale d'un sous-système Ao fermé de rang maximal.

On recommence sur la suite obtenue l'opération effectuée sur 1) etc, de toutes les

façons possibles. Cela fournit tous les Ao du type désiré, d'où possibilité d'étudier
toutes les lois A/Ao.

Par ailleurs, à chaque tel Ao est associée une partition:

d'un système de racines secondaires S? de A. Les centres des faces S^t sont tous en 0.
En assimilant chaque Sfx à un élément, on peut déduire de 4) la forme de la loi-
quotient.

6.2 Loi-quotient A/Ao lorsque A est simple du type Ah Bh Ch Dt

Algèbre Ax\ Tout sous-système Ao de rang / coïncide avec A.
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Algèbre Bt: Soit

et

une partition de 1, 2,...,/, pt ayant rt éléments, avec ro^0, rt >0,..., rk>0. Les faces
de yl0 sont:

Po {0, ± ra I aeP0}, Pi {+ *« I aepj,..., Pk {± ra | aePfc}

yl0 est de type
Bro xDri x -xDrk

avec les racines

4,:±t.. ±r,±rj; ± t, ± tj; ...; ±rl±rJ. )>*>>, \>£" -
Les classes de A modyl0 sont les

AOl {± rk, ± rk ± Tj | kept;jep0}
Au {± xk ± xm | fce/?,; mepj}

et la loi-quotient s'exprime par

2AtJ Ao Amh + Ahr Amr

2AOl Ao Amh + Ah,r=0 (m, h, h', r distincts)
o\xAl3 AJV

Algèbre Q: ici

et on prend une partition

PiKJPiKJ'"KJPk (ri éléments dans /?t)

de 1, 2,...,/. Les faces de Ao sont toutes de centre 0.

Pi {± Ta | ae/jj,..., Pfc {± ra

Ao est de type:
Crix-.xCrk.

Les classes modvd0 sont les

Amh {±t1±tj\ iepm,jeph), Amh Ahm

avec les règles de calcul

2Amh Ao Amh + Ahr ylmr

4»/, + ^/,'r=o (w, /î, h\ r, distincts).
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Algèbre Dt:

Si /?! u • • • upk est une partition de 1, 2,..., / où pt a rt ^ 2 éléments, on a les faces de /l0 :

Pt {± ra | ae^},..., Ffc {± ra
Ici

^o {± t, ± Tji ...; ± t, ± Tj}, ijept ijepk

A0 Dri x---x D,k.

Les classes de A mod/(0 sont les

Amh ={±Tl±TJ\ iepmjeph}, Lmh Lhm

avec les règles:

2Amh Ao Amh + Ahr Amr

Am h + AWr 0 (m, h, h\ r, distincts).

6.3 Sous-systèmes Ao minimaux de rang maximal

6.3.1 SlMPLEXES DANS Rs

Prenons l'espace enclidien Rs+l pourvu d'un repère
1) qt[,..., qt's+i où ti,..., x's+1 est orthonormal. Posons s=x\-] hT^+1 et soit

Rs le s-plan orthogonal à s. En projetant les vecteurs 1) orthogonalement sur Rs,

on obtient

2) Tl $(< - c/(s + 1)),..., ts+1 c(ti+1 - £/(s + 1)). C(...)

Les vecteurs t1? t,+1 forment un système de générateurs remarquables de Rs; on a:

a) Ti + t2 +... + ts+1 =0
s+1 s+1 /s+1 s+1 \ s+1

b) si £ x, 0, H ^ 0, on a £ x,tp X yxxx) Q2 % xtyt
i=i i=i \i=i 1=1 / î

c) (t,, t.) ^2 5/(5 + 1); (t,, t,) - Q2l(s + 1) (i #;)

Les vecteurs t1 — tj forment le système des vecteurs-racines d'une algèbre simple As,

de longeur Qy/l. Les vecteurs rl9..., ts+1 sont alors un système de racines secondaires

de^s.

6.3.2 Les sous-systèmes Ao de rang maximum / dans A, minimaux de cette espèce,

c'est à dire les simplifiés de A9 sont tous du type ASl®~-®ASq. Les vecteurs de A sont
a) les racines des ASl,..., ASq

b) certaines combinaisons linéaires rationnelles de ces racines.
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Lorsque xh,..., t1>s+1 est un système de racines secondaires de ASi, alors les racines
du type a) s'écrivent:

a) Tlm-TlOT,; •••;. ^qm-^qm' (racines de yl0)
Les autres racines de A sont certaines combinaisons linéaires des xij9 toujours de

l'une des formes

2t, t + t', t + t'±t", t + t' + t" + t"'

comme nous allons nous en assurer. Ci-dessous, je démontre ce fait pour les systèmes

simples A de l'un des types Dh E6, El9 E8, en donnant les expressions correspondant
à chaque AoaA; le fait annoncé est ensuite directement vérifié pour Bh Cl9 F4, G2.

6.3.3 Prenons:

Ao

les racines de Asj étant les tjm — Tjm>; les vecteurs-racines ont ici tous la même

longueur y/2 et q 1.

On veut trouver tous les vecteurs du type

capables de former avec les tjm — Tjm un système de vecteurs-racines d'un A.
On a:

(œ, co) 2, ——-6{0, ± 1}
{co,co)

&oxxxim-xim,e{09 ±1}. xil-xluxll--x129 x^-x^,..., xii-xl8l+1 sont des

entiers, ce qui implique xil uil/(s1 +1), uneZ; de même xu wu/(^+1), u^eZ.
uiu wi2j---î wi»si+i sont ^es entiers dont les différences deux à deux ne peuvent

prendre que l'une des valeurs 0, s± +1, — st — 1.

Ils se partagent en deux classes d'entiers égaux hul9u1+s1 + l et

En exprimant que J] .*ii=0, on obtient:

^ [(^i-51-l)(T11+---+T1$ri) + r1(

Tenons compte de ]T rlf=0:
û> -(*ii+-+*lri)

Enfin, tenant compte encore de Y, Tji=Q> on a:

2r,
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II reste à vérifier que £ ^ 3 ou 4. On peut, pour la racine co considérée,
remplacer certains systèmes xiu..., xit Si+l par les opposés, d'où

Sx + 1

En faisant usage de symétrie Stim — x[m9 on peut transformer les racines co en

On supprime les termes pour lesquels ^ 0. Alors

Si co' — co, on a

(co, co)-(o), cor) Xo.

(co, co') - (co, co) - 2 et E 0 4 '

Si coV —co, on a (co, co')= — 1, et £^=3.
Le fait annoncé est établi. Nous allons donner les expressions dans chaque cas.

6.3.4 Sous-systèmes minimaux de rang maximal des systèmes simples Di? e6, e7, e8

Algèbre Dt: ±xt±t/(*V/; /,y= 1, 2,...,/) étant les racines de Z>j, on obtient tous
les sous-systèmes désirés en prenant une solution (k, k ') quelconque de l'équation

3k + 2k' 1 K, K' entiers ^ 0

et une partition de 1, 2,..., / du type (k, k') notée:

11, 12, 13; 21, 22, 23; ...; jfcl, A:2, jfc3; 1' 1, 1' 2; ...;*' 1, Jfc'2.

Les racines secondaires du sous-système minimal de type (K, Kr) sont alors:

V i -
' 4 V 2 - /V
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On en déduit les racines de Dt sous la forme:

Vpi-VP p /V i - /V j (système Ao)

Vpi + l*pj + Vrm + l*rn & A3 * 2K'Ax C Dt.

*V j + /Vi + /Vm + /Vn /V * + Vf j ^ 0

Notons ici que les racines secondaires de Dt: ±t1}..., ±t1 s'écrivent:

cette dernière devant être ^ 0.

Algèbre £"6: Les racines sont Tf — t7-, ±(Tf + Ty+Tfc), + ^ ^ (/,y, k distincts
i

e{l, 2, 6}) avec —3e= J] t,-. On peut poser:

ç>3 t3 — t4 cp6 t4 + t5 + t6 (suite fondamentale).

La racine dominante est ici:

3(p3 + 2(^4 + (p5.

+ 2<p6

Par suppression de (^3 dans la figure

9u <Pz> <P3> <P*> <Ps

3e

on obtient une suite fondamentale d'un sous-système Ao du type 3A2

Tl-'r2> t2-T3; T4~T5, T5-T6; T4 + T5+T6, 3

Posant:

^=1! iU4 -T4 + fJL7 =-£-f(

— %, + — -?
UQ 2 8 -

puis a, a',...e{l, 2, 3} )î, /r,...e{4, 5, 6} y, /,...e{7, 8, 9},
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on peut écrire ainsi les racines de E6

±

E6f3A2 est cyclique d'ordre 3.

Notons que les racines secondaires — Tf + e, — it — 2e, i^ + Tj + e deviennent:

Par suppression de <p6, on obtient une suite fondamentale de A5-\-A1 aE6

Tl - T2 » T2 ~ ^3 > T3 - T4 » T4 ~ T5 » T5 ~ T6 » -3e.
D'où les racines secondaires de A5 + At:

î l,2,..., 6, ^7 36/2, /i8=-3e/2.

Posant a, a',...e{l, 2,..., 6}; jS, jS',...e{7, 8} on écrit les racines de £6:

,i5 + ^C£6.

i) est cyclique d'ordre 2.

Algèbre E7 : Les racines sont xt — t,-, t^H- tj+rfc + Tm où /,7, A:, m sont distincts,
arbitraires dans {1,..., 8} avec t1 + t2H hT8 0. On peut poser

<Pl ~ *! + T2 Ç)2 - T2 + T3 Ç>3 - T3 + T4 Ç4 ~ T4 + T5

()95 - T5 + T6 Ç)6 - T6 + T7 Ç)7 TX + T2 + T3 + T4

La racine dominante est ici:

œ (pl + 2(p2 + 3<p3 + 4ç)4 + 3^5 + 2<jf)6 + 2(p7 t7 ~t8.
Dans la figure ^1? ç>2,..., <^7, —co, on peut procéder par suppression de divers
éléments.

A7czE7 est obtenue par suppression de q>l9 d'où la suite simple

-Tl + T2, -T2 + T3, -T7 + T8.

Les racines de En correspondant à Â1czE1 sont ici précisément les expressions déjà
données

T/-T,. ïVy;/,ye{l,2,...,8}
T| + Tj + xfc + rm ï,y, /:, m distinctse{l, 2,..., 8}

les racines secondaires sont les ifo + ty).
^7/^47 est cyclique d'ordre 2.
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Par suppression de <p3, on obtient:

A2 + A5 c E7

(pi — Tt + T2 <p2 — T2 + T3 <p7 Ti + T2 -f T3 + T4

^4 — ^4 H" ^5 ^5 — ^5 H" ^6 Ç*6 — T6 ~f~ t7 — CO — ^7 4~ ^8

d'où:
01 - tt + (tj + T2 + T3)/3 /l2 - T2 + (ti + T2 + T3)/3

03 - T3 + (ti + T2 + T3)/3 jU4 - 2(Ti + T2 + T3)/3

05 T4 + (^i + T2 + T3)/3 fl6 T5 + (ij + T2 + T3)/3

07 *6 + (Ti + T2 + T3)/3 ^ *7 + (Tt + T2 + T3)/3

09 ^8 + (ti + T2 + T3)/3

les racines de E7 s'écrivent

E7I{A2 + A5) est cyclique d'ordre 3.

Par suppression de q>2, on obtient un Al + D6, qui fournit Ax-i-2A3 et un 7A1

At + 2A3 cz E7.
La suite fondamentale est

T3 + T4 + T5 + T6 - T6 + T7 - T7 + T8

d'où les racines secondaires de Ax +2A3:

01 (t! + T2)/2 - tx |l2 (TX + T2)/2 - T2

03 (*3 + T4 + Ts)/2 ~ T3 + (t! + T2)/4 fl4 (t3 + T4 + T5)/2 - T4 + (x± + T2)/4

05 (t3 + T4 + T5)/2 ~ T5 + (Tl + T2)/4 fi6 - (T3 + T4 + T5)/2 - 3 (^ + T2)/4

07 (^i + T2)/4 - (t3 + T4 + T5)/2 H8 (t! + T2)/4 + (T3 + T4 + T5)/2 + T6

09 (^1 + T2)/4 + (t3 + T4 + T5)/2 + T7 /l10 (ti + T2)/4 + (t3 + T4 + T5)/2 + T8

Les racines de E7 s'écrivent alors, avec

a, a' e {1, 2,} ; jj, jB' e {3, 4, 5, 6} ; y, / e {7, 8, 9,10}
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La loi E1/(A1 + 2A3) est cyclique d'ordre 4, avec le générateur

7AlczE7 La suite fondamentale est

-T!+T2, ~T3+T4? -T5+T6, -T7+T8;
Ti + T2 + T3 + T4 Ti + T2 + T5 + T6 T3 + T4 + T5 + T6

d'où les racines secondaires de lAt:

Hi T1 ~ (Ti + T2)/2 i"2 ^2 - (ti + T2)/2

03 ?3 - (*3 + T4)/2 04 *4 ~ (*3 + T4)/2

A«5 ^5 ~ (T5 + T6)/2 JU6 T6 - (T5 + T6)/2

J"7 T7 ~ (T7 + T8)/2 i"8 Tg - (T7 + T8)/2

jU9 (t! + T2 + T3 + T4)/2 /X10 - (TX + T2 + T3 + T4)/2

i"ll (^1 + T2 + T5 + T6)/2 fi12 ~ (Ti + T2 + T5 + T6)/2

/*13 (T3 + T4 + T5 + T6)/2 fl1A - (t3 + T4 + T5 + T6)/2

a, a' e {1, 2} ; & /»' e {3, 4} ; y, / e {5, 6} ; M' 6 {7, 8}

£,e'e{9,10}; t,t'g{11, 12}; v, v'e{13, 14}.

Les racines de En prennent la forme

v*-Hz'i fy-Vir; Hy-Vfi Pô-Va' 1A czE
iiB-liE>; tix-tix>; Aiv-^v' 17-
^a + % + /IT + JUV

^a + iUy + fle + ^v

Ma + Vô + A*. + J"t

Hfi+lly + flB + JUT

/iy + /ia + \ix + /lv

Mi8 + Va + Me + flv

E7/7Ai est un groupe, produit direct des trois sous-groupes

{Ao, ixa + nfi + ny + ^}
{ylo, j"a + ^ + Mt + /iv}

{yl0, ^a + )My + Us + i"v} •

Algèbre E8: On prend rl5..., t9 dans jR8 avec £ tf=0;
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Les racines sont:

T,- — tj, ± (xi + Tj + Tfc) i, 7, /c distincts

U,fce{l,2,...,9}.
Une suite fondamentale est

(pl=Z2- T3 Ç)4 T5 - T6 Ç>7 T8 - T9

avec la racine dominante :

2 <pt + 3 (p2 + 4 (p3 + 5 <p4 + 6 ç>5 + 4 (p6 + 2 <p7 + 3 <ps - tx + t2

d'où la figure initiale

T6 ~ ^7 > ^7 ~ T8 » T8 ~ ^9 y T7 + T8 + T9

En appliquant le processus connu, on obtient les sous-systèmes simplifiés Ao et les

A/Ao. On constate que deux sous-systèmes Ao de même type sont conjugués.

2AX +2A3c:£8
Ml (U + T5)/2 - T4 /l3 (T4 + T5 + T9)/2

M2 (^4 + T5)/2 - T5 |l4 - (T4 + T5 + T9)/2

M5 Tj - (Ti + T2 + T3)/2 - T9/4 fi9 (T6 + T7 + T8)/2 + 3 T9/4

i"6 ^2 ~ (ti + T2 + T3)/2 - T9/4 jU10 T6 - (T6 + T7 + T8)/2 - T9/4

M7 *3 - (^1 + T2 + T3)/2 - T9/4 /ln T7 - (T6 + T7 + T8)/2 - T9/4

M8 (^1 + T2 + T3)/2 + 3 T9/4 /l12 T8 - (T6 + T7 + T8)/2 - T9/4

Posons

a, a'6{l, 2}; jB, j8'e{3, 4}; y, /,..., e{5, 6, 7, 8}

<5,<5',...,e{9, 10, 11,12}.
Les racines de E8 s'écrivent alors:

Ha-tia>\ Aty-M/r; My-M/Î Va-Va* racines de Ao.

M« + M/1 + M7 + My ± (M« + My + M^)

M« + M/> + Ma + ^ ± {fxfi + iiy- fiô)

My + Vy + ^ + /v
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E8/(2A1 + 2A3) a huit classes qui forment un groupe, produit direct des sous-groupes:

Mo, Oa + Vy + l*>à) Oy + AV + Hô + AV) » ~ Met ~ My ~ J^)}

Le premier est cyclique d'ordre 4.

At+ A2 + A5cz E8

La suite fondamentale:

*1 ~T2; *8 -T9, TX + T2 + T9;

T3-T4, T4-T5, T5-T6, T6-T7, T7 + T8 + T9

conduit aux expressions:

Tt ^3 (Ti + T2)/3 + T8 - (T8 + T9)/3

(Ti + T2)/2 - T2 ^4 (Ti + T2)/3 + T9 - (t8 + T9)/3

^6 (Ti + T2)/6 + T3 + (T8 + T9)/3 jU9 (TX + T2)/2 + T6 + (t8 + T9)/3

i"7 (Tj + T2)/2 + T4 + (T8 + T9)/3 ll10 (TX + T2)/2 + T7 + (t8 + T9)/3

A«8 (Ti + T2)/2 + T5 + (T8 + T9)/3 |£n (TX + T2)/2 - 2 (T8 + T9)/3

Avec a, a'e{l,2}; j8, j8',...,e{3, 4, 5}; y, /,...,e{6, 7, 8, 9, 10, 11} les racines de E8

sont:

jna - iia. ; ^ - iip ; ^ - fiy racines de yl0.

± (jia + nfi + juy)

est cyclique d'ordre 6, avec le générateur

4i + ^7 c E8
La suite fondamentale

T1~T2; T3-T4, ^4-^5» T5-T65 T6-T75 T7-T8, T8-T9, Ti + T2 + T9

conduit à:

jUi (T1 + T2)/2 - TX jU3 T3 + (X1 + T2)/4

A*2 (*i + ^2)/2 ~ T2 ^4 14 + (Ti + T2)/4

M5 *5 + (Ti + T2)/4 )U8 T8 + (Ti + T2)/4

i"6 T6 + (t! + T2)/4 /i9 T9 + (T! + T2)/4

A«7 ^7 + (^1 + ^2)/4 /iio - 3 (t! + T2)/4
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On pose:
a,a'e{l,2}; y,/,..., e{3, 4,..., 10}

Les racines de E8 s'écrivent alors:

0a ~ 0«' î 0y ~ 0/ racines de Ao.

± (0« + 0y + 0y')

\iy + flf + \ly,, + \lr
Es/(Al-\-A1) est cyclique d'ordre 4, avec le générateur

4A2 c: E8

La suite fondamentale

Tl - T2, T2-T3; T4-T5, T5~T6;

T7-T8, T8-T9; T1+T2 + T3, T7 + T8+T9
donne

01 =- (Tl + T2 + T3)/3 + Ti 04 - (^4 + T5 + T6)/3 + T4

02 ~ (Tl + T2 + T3)/3 + T2 05 =- (U + T5 + T6)/3 + T5

03 - (*i + T2 + T3)/3 + T3 06 =- (T4 + T5 + T6)/3 + T6

07 " (T7 + ?8 + T9)/3 + T7 01O (T! + T2 + T3)/3 - (t4 + T5 + T6)/3

08 ~ (f7 + T8 + T9)/3 + T8 0X1 (T7 + T8 + T9)/3 - (Tj + T2 + T3)/3

09 ~ (T7 + ^8 + T9)/3 + T9 012 (T4 + T5 + T6)/3 - (T7 + T8 + T9)/3

Avec

a,a',...e{l,2,3}; j8,^,...6{4,5,6}
y, y',.. .6(7,8,9}; ô, ô', ...e {10,11,12}.

Les racines de E8 s'écrivent:

0a-0«'î 0/i-0^; 07-0/5 05 -0«' racines de ylo

± (0a + 0^ + 0y)

± (0« - 0^ + f*ô)

± (Vfi - 0y + 0*)

EJ4A2 est un groupe d'ordre 9, produit direct des sous-groupes (cycliques d'ordre 3)

{Ao, 0a + 00 + 0r - 0« - 00 - 0y}

{yl0, 0a - 0y - 05, - 0a + 0y + 0a}
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2A4œE8

La suite fondamentale

Tjj: — T2> T2 — T3, T3 — T4, T4 — T5J T7 + T8 + T9, T5 — T7, T7 — T8, T8 — T9

conduit à

01 *1 + (*6 + T7 + T8 + T9)/5 06 - 3(T6 + T7 + T8 + T9)/5

/l2 T2 + (t6 + T7 + T8 + T9)/5 /i7 2(t6 + T7 + T8 + T9)/5 - T6

03 *3 + (*6 + ^7+^8 + T9)/5 /l8 2(T6 + T7 + T8 + T9)/5 - T7

04 ^4 + (T6 + T7 + T8 + T9)/5 fl9 2(T6 + T7 + T8 + T9)/5 - T8

/i5 t5 4- (t6 + t7 + t8 4- T9)/5 n10 2(t6 4- t7 4- t8 4- t9)/5 - t9
a,a',...6{l,2,...,5}; p, ff, ...e{6, 7,..., 10}

et les racines de 2s8 sont

0a~0a'? 0js ~ 0i?' racines de ylo

E8/2A4 est un groupe cyclique d'ordre 5.

^8 <= ^8
La suite fondamentale

Tj — T2 > T2 — ^3? ••• > ^8 ^9

conduit aux expressions connues :

1 J
v racines de yl0.

E8/A8 est un groupe cyclique d'ordre 3.

La suite fondamentale

ti~t2; Tj+^ + Tç,; t3-t4; t3 + t4 + t9;

conduit aux expressions

01=*!- (*i + T2)/2 ^3 ^3 - (t3 + T4)/2

02 T2 - (TX + T2)/2 04 ^4 " (*3 + t4)/2
05 T5 - (T5 + T6)/2 /l7 T7 - (T7 + T8)/2

06 *6 - (T5 + T6)/2 |l8 T8 - (T7 + T8)/2

09 (Tl + T2)/2 + (T9)/2 HX (T3 + T4)/2 + (T9)/2

0io - (t! + T2)/2 - (t9)/2 ai12 - (t3 + T4)/2 - (t9)/2
013 (T5 + T6)/2 + (T9)/2 |l15 (T7 + T8)/2 + (T9)/2

014 - (t5 + Tô)/2 - (t9>/2 016 - (T7 + T8)/2 - (T9)/2
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Les racines de E8 s'écrivent, avec

a, a' e {1, 2} ; p, e {3, 4} ; y, y' e {5, 6} ; ô,5'e {7, 8}

A, A'e{9, 10}; ^'e{ll, 12}; v, v'e{13,14}; g, e'e{15, 16}

HE - iit. se {a, j», y, <5, A, /i, v, q} e' - s

4-

+ ^ + + Vô + i"v +

i cz£8.
E8/SA1 n'est pas un groupe, car

n'est pas définie.

6.3.5 Systèmes minimaux de rang maximal des systèmes simples Bl9 Cl9 F4

Algèbre Bx\ Si ±ri9 ±t1±tj- sont les racines de Bl9 on a des sous-algèbres semi-

simples minimales de rang / de deux types :

a) (k, kf) solution de 3k + 2k' l
b) (k, k') solution de 2>k + 2k' l-1.
Dans le premier cas, on a un sous-système A:y43 + A:/2^1=A:Z)3 + A:'Z)2, comme en

6.3.4 pour Dt;
les racines secondaires sont:

Vp 1 (*„ 1 + ^p 2 + Tp 3)/2 |ls, V + V 2)/2

/*P2 Tpl - (Tpl + Tp2 + Tp3)/2 ^f,2 - (Vl + Tf.2)/2

A«p3=^2-(Tpl +^p2 + ^p3)/2 ^'3 Vl ~(Vl +V2)/2
/^p4 ^p3 ~ Kl + *p2 + Tp3)/2 AV4 V2 - (V 1 + V2)/2

Les racines de Bt s'écrivent:

,4} ije{l92] ou i,j
î±i\ i,je{U2, 3,4}

racines de fc D3 + k' D2

type ±tp1, ±Tp2,
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± v i' ± V2
Vpi + !*PJ + »rm + Vrn * ¥> j type ± Tp, ± Tr J

m # n

0p» + ^J + Vr'm + /V» type ±Tpi± V,
^ i + t*q'j + Mr'm + /V n type ± T^( ± VJt
On a la classe ^0 et fc + fc' classes génératrices

Al9...9 Ak9 Ak+l9...9 Ak+k, Ap {vpi + fipj}, Aq, {iiq,% + tiq,r}
Dans le deuxième cas, on a un sous-système

kD3 + k'D2 + Bl9 avec les racines secondaires:

V>p 1 (TP 1 + tp 2 + T, 3)/2 ^' 1 (T€. + T^ 2)/2 jUr, x T,/

Vpl Tp 1 - (Tp l + Tp 2 + Tp 3)/2 ^ 2 - (V 1 + V 2)/2 ^r" 2 ~

^3 ^p2 - (Tpi + Tp2 + Tp3)/2 ^,3 Vi - (T,^ + V2)/2
i"p4 Tp3 - (tpl + Tp2 + Tp3)/2 ^4 T^ 2 - (l^ + V 2)/2

Les racines de Bt sont

Vpi + /^P7 + /Vm + i^r'n ^'1 + Vf j + 2^m
Mpi + i"pj + 2i"r"m

Algèbre C,: II y a un seul sous-système semi-simple minimal de rang /: /^i c Q. Les
racines étant:

±2r,, ±^±1,
on prend 2/vecteurs:

V2P P

Les racines de Q sont les

fia — fia> a, oc'e {2 p — 1,2 p} racines de Ao

Algèbre F4: Les racines étant: ±xl9 ±^±1^; i(±t1±t2±t3±t4) où i^jl
jc{l, 2, 3, 4}, on a une suite fondamentale complétée

Tl> i(-T1+T2 + T3-T4), -T3 + T4, ~T2 + T3, - T3 - T4.

Oi en déduit

4^czF4
- Tt + T2 + TX + T2 - T3 + T4, T3 + T4
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d'où les racines secondaires de 4At :

A<2 ~ (*1 + T2)/2 A*4 T2 - (Ti + T2)/2

05 (T3 + U)fi 07 T3 - (t3 + T4)/2

/l6 - (T3 + T4)/2 fi8 T4 - (T3 + T4)/2

Les racines de F4 s'écrivent alors:

II y a 8 classes, toutes d'ordre 2 (sauf la classe nulle AQ), qui forment un groupe,
produit direct des sous-groupes

{Ao, fia 4" ftp} {^o» Vy + Vô} » Mû» /^a + Vy) •

La suite fondamentale est:

- %x + T2 + T3 - T4
; Tl+T2, -T2 + T3, -T3-T4

d'où les racines secondaires de Ax +À3 :

Vi (ti + T4)/4 - (t2 + T3)/4 ju4 - t2 - (tj + T4)/4 + (t2 + t3)/4
1*2 - (*i + U)/4 + (T2 + T3)/4 /l5 - T3 - (Tl + T4)/4 + (T2 + T3)/4

A*3 Ti - (Tt + T4)/4 + (T2 + T3)/4 /i6 T4 - (Tj + T4)/4 + (t2 + T3)/4

Les racines de F4 s'écrivent:

A««-^; ^-^' a,a'e{l,2}; p, p'e{3,..., 6}.
± 0«. + ^)

FJ(A1 +A3) est cyclique d'ordre 4, avec le générateur fia + fip.

2A2czFt
La suite fondamentale est:

- Tj + T2 + T3 - T4
Tl 9 - T2 + T3, - T3 - T4
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d'où les racines secondaires de 2A2:

0i *i/2 ~ *4/6 + (t2 + t3)/6 fi4 (t2 + t3)/3 - t2 - t4/3

ji2 - ^i/2 - T4/6 + (t2 + T3)/6 n5 (t2 + t3)/3 - t3 - T4/3

H3 2 T4/6 - 2 (t2 + T3)/6 /i6 (t2 + T3)/3 + 2 t4/3

Les racines de F4 ont pour expressions:

A* - 0a' ; Aty - ^, racines de yl0

//a + ^ a, a' 1, 2, 3

H* + V*>-»p jï,j8'=4,5,6.
FJ2A2 est un groupe cyclique d'ordre 3.

6.3.6 Systèmes minimaux de rang 2 dans G2

Les racines sont: ±rh xt — rp avec i,je{1, 2, 3}, t1+t2 + t3 0. Une suite
fondamentale complétée est:

Ti> ~" Ti + T2> ~ T2 + T3 dont on tire

-t2 + t3, -Tt +t2:^2 cG2

avec les racines secondaires :

01 *1 02 *2 » 03 ^3 •

Les racines de G2 sont ici :

fit - fij et ± fit
G2/A2 est cyclique d'ordre 3.

On obtient aussi:

- T2 + T3, Ti ^! + Ay Œ G2

d'où les racines secondaires

0i *2 - (t2 + T3)/2 ju3 TJ2 ju2 t3 - (t2 4- T3)/2 ^ - tJ2
et les racines de G2

0a -0«'; 0/7-0/r
0a + 0^5 0a + 30^

G2/2A1 est cyclique d'ordre 2.

§ 7. Décomposition d'algèbres de Lie semi-simples

7.1 Sous-algèbre g0 associée à un sous-système fermé A

Soient

9 une algèbre de Lie semi-simple sur un corps K(§ 1)
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A le système des racines de g sur une sous-algèbre de Cartan t), avec

A'=A-{0},
g &e £ Ke.

A'a e

la décomposition de Cartan associée à I),

Ao un sous-système fermé de A :

1) Ao -Ao; (A0 + A0)nAc:A0
et

2) go r,® I K^a
aeA'o

le sous-espace de g associé à AQ. Les relations 1) impliquent que g0 est une sous-

algèbre réductive dont le centre est

Ainsi ad h: g-»g
xt-*[h, x]

où h g ©, est un endomorphisme semi-simple de g. Cela signifie que g est un g0-module
complètement réductible.

Par ailleurs, lorsque Ao est de rang maximum /, © {0}, la sous-algèbre g0 est

semi-simple.
Les résultats des paragraphes précédents permettent d'étudier l'insertion de g0

dans g.

7.2 Somme directe associée à une partition de A modA0

Soit Ao un sous-système fermé de A, et

3) A AokjAx kj-"\jAs

la partition de A en classes modylo(§ 2). On a

4) g go®gie---egs

où g0 est donné par 2) et où

g,= S Kea (î>l).
aeAt

Le but de ce paragraphe 7 est l'étude des propriétés de la somme directe 4) associée

à 3).
Je pose

Ao {0, ± jioi,..., ±fiOno}
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De plus, je vais désigner par [g,, gj le sous-espace de g engendré par les [g,, g,], où

gl9 gj décrivent gt, g7 respectivement.

[gp gj est engendré par les [eM,m, eMJm,] si i> l,y> 1.

Proposition 7.1: Les sous-espaces gt (/>1) £0«f afes g0 modules irréductibles et

[flo9]
(/t0 + ^) (^ A c At implique
[9o> 9J c 9»

ce qui prouve que gt est un g0-module. Maintenant:

Lemme7.1: Tout sous-espace #czg1©---®gs stable pour adl) est de la forme
£&ea, où aeLczA'.

Deux racines distinctes a, /îeyf étant données, on peut trouver zeï) tel que
a(z)=l,£(z) 0. Soit alors

On prend un zel) associé à P oc\ d'où

..+ kaip)eaip)eH

etc. On obtient finalement kxexeH, d'où KeaczH9 et le lemme est établi.
Soit maintenant H un g0-module non trivial, avec Hci gr D'après f) e g0 et le

lemme 7.1, on a

avec de bonnes notations. Comme At est /I0-connexe, on a nécessairement e^^
We{l,..., nt}, ce qui implique H=Qr

Les g0-modules gi,..., gs sont bien irréductibles.
On peut encore écrire:

[9o [9o 9J] £ [[8o 9o] g,] + [g0 [go gJ]

e^ [9o> 9»] est un g0-module non trivial dans gt qui est irréductible. Alors:

[9o> 9J g. •

Proposition 7.2: 5^/1/ i,y>l: o« « [g,, gJ=O ow éfe/i i7[g gJ
[flp gjcfl*; lorsque k^O.ona [g,, gj flk.

Si

0,ona[^/m,^mJ=O, V/n5m' et [gIf gJ=0.
Supposons (ylj + yl^nyl^O; il existe k avec (id^ + yl^nylczyl^ d'où [g,, gjcgfc.
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Or
[Bo [g<> Qjïl £ [[flo 8J flJ + [9; [80 8/1] s [Bi 8J •

Ainsi [g£, g,] est un g0-module non trivial, contenu dans gfc. Si k^Q, gk est irréductible,

et [g,, g,] gk.

Proposition 7.3: Powr tout ie/={0, 1,..., $} // exwte /'e/ te/ #we [g*, gr]^go-
Soit At; il existe /' tel que (Ai + A^nAciAo (§ 3) ce qui entraine [gf, gr]eg0. Il

faut noter que le cas /=/' n'est pas exclu.

Il convient de rassembler les résultats du présent numéro :

Théorème 7.1 : Soient g une algèbre de Lie semi-simple sur le corps K(§ 1), A le

système des racines de g sur une sous-algèbre de Carton ï) de g,

A Aou A1 us
la partition de A en classes mod Ao où Ao est un sous-système fermé, et

g go®9i ©•••©&
la somme directe associée, où

Kea fll £ Kea
ace Ai

Alors Qu..., gs sont des Q0-modules irréductibles dans adgg0 et

[g0, 80] s g0 [gOî Si] 8i 0' > !);

si ij^ 1 : [gf, g,-] 0 ow We/2 // existe k tel que [g4, gjsgfc avec [gf, g,.] gk si
s

enfin V/e/={0, 1,...,^}, 3 ïel avec [gf, gr]^9o- En bref, la somme directe £ gf
0

vérifie [gf, g^] S gk V/,7; je dirai que cette somme directe est la décomposition associée

au sous-système fermé Ao. Elle fournit un produit de g0-modules irréductibles régi

par la loi A/Ao. Les résultats des paragraphes 5 et 6 peuvent en particulier être uti-
s

lises. On peut considérer £ gf comme une graduation de g par le groupe local A/Ao.
0

7.3 Sur-algèbre réductive de g0 dans g

Soient
A Aq\jAx u---u As

la partition de A modulo un sous-système fermé Ao ;

Q - {0, îlf..., îj, S {0,1, 2,..., s} g c S,

On a sans difficulté la
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Proposition 7.4: Pour que AQ soit un sous-système fermé de A, il faut et il suffit

que
1) (ViJeQ){lkeQ)(Ai + Aj Ak) si At + Aj^9
2) (VieQ)(lïeQ)(Ai, -Ai)

Alors, avec les notations connues QQ Qo®Qil®'-®Qiq, où est AQ fermé dans A, est

une sous-algèbre réductive de g qui contient g0 ; on a une sur-algèbre réductive de g0

dans g, et, de cette manière on les obtient toutes:

Proposition 7.5: Soit g go©gi©"-®gs to décomposition de l'algèbre semi-

simple g associée à la partition
A AqKj Ax U---U As

du système A modulo un sous-système fermé Ao.
Pour que

8q 9o © flh ©•••© 0i, (6 (0, h,..., iq})

soit une sur-algèbre réductive de g0 dans g, il faut et il suffit que

(yi9jeQ)(At + Aj 0 ou 3 keQ: Ax + Aj Ak)

et que (VieG) (3l'eQ) {Av -At).
Les sur-algèbres réductives de g0 correspondent aux systèmes Ao u Ah u • • • u /l^
identiques à leurs opposés et stables pour l'addition.

7.4 Sous-algèbres g0 maximales

Les sous-algèbres g0 sont maximales dans g si elles n'admettent aucune
suralgèbre distincte de g0, g; il s'agit ici uniquement d'algèbres réductives.

Considérons A Aq\jAx \j--kjAs et soit At une classe arbitraire distincte de Ao;
dans A/Ao elle engendre un système de l'un des types suivants :

a) A* {-pAu..., -Al9AQ9Au...9pA1)

{AO9Al9...,pAi}

Pour que g0 soit maximale, il est nécessaire que A* A, c'est à dire que A/Ao soit
monothétique, au sens a) ou au sens b).

De plus, dans le cas a) —pAu A0,pAi détermine une sur-algèbre réductive de g0;
on a nécessairement: p=l.

Dans le cas b), les classes Ao, A1,...9pAl forment un groupe cyclique d'ordre/?+1
et pour que g0 soit maximale (réductive) il est nécessaire que p +1 soit premier. Ces

conditions sont aussi suffisantes. D'où



44 JEAN DE SIEBENTHAL

Proposition 7.6: Soit g 9o®9i®**®9s ta décomposition de l'algèbre de Lie
semi-simple g associée à la partition A A0\jA1\j-~KjAsdu système A des racines de

g modulo le sous-système fermé Ao de A.
Pour que g0 soit réductive maximale dans g ilfaut et il suffit que Vune des conditions

suivantes soit réalisée.

a) A A

b) A AovA1 u ••• uAp, (p + l)A1=A0, p + 1 premier.

cf. ([1]), théorème 6.

7.5 Sur-algèbres réductives d'une algèbre g0 semi-simple

Lorsque le sous-système fermé Ao est de rang maximal, la sous-algèbre g0
correspondante est semi-simple; alors g se présente comme extension d'une algèbre semi-

simple g0 par «un groupe local» A/Ao. On a vu, dans le cas des algèbres simples
exceptionnelles, que A/Ao est toujours un groupe, avec une seule exception: E8/SAlt

Par exemple:
E6 est extension de 3A2 par un groupe cyclique d'ordre 3.

E7 est extension de A2 + A5 par un groupe cyclique d'ordre 3.

E8 est extension de 2A4 par un groupe cyclique d'ordre 5.

F4 est extension de 2A2 par un groupe cyclique d'ordre 3.

G2 est extension de A2 par un groupe cyclique d'ordre 3.

^2m^2m^i sont extension de lAt par des groupes locaux à éléments d'ordre 2.

(l=2m).
^ j52m+i est extension de ^+(7—1) Av
Dl D2m+l est extension de A3 + 2(m—l) Av
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