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Uber fast-uniforme Untergruppen komplexer Liegruppen und

auflôsbare komplexe Mannigfaltigkeiten

Von Wolf Barth und Michael Otte

Einleitung

Bekanntlich zeigten S. Bochner und D. Montgomery, daB die Gruppe der

komplex-analytischen Automorphismen Aut(Z) einer kompakten komplexen Man-
nigfaltigkeit X eine komplexe Liegruppe ist.

Ist Xhomogen und G:=Aut°(X) auflôsbar, so nennt man X auflôsbar. Jede

auflôsbare Mannigfaltigkeit in diesem Sinne ist komplex-parallelisierbar, d.h., das

holomorphe Tangentialbûndel ist trivial. Umgekehrt lassen sich die auflôsbaren

Mannigfaltigkeiten charakterisieren als kompakte komplex-parallelisierbare
Mannigfaltigkeiten mit auflôsbarer Fundamentalgruppe (vergl. Satz 3.1) oder auf andere
Weise: als homogène Torustùrme (vergl. 4., insbesondere auch zur Begriffsbildung).

Diesen Ergebnissen geht die folgende allgemeinere Fragestellung voraus:
Ist H ein zusammenhângender komplexer Normalteiler in G, so sind die Bahnen

aller Punkte xeX unter H homôomorph, und man fragt, ob die (,,typische") Bahn
Hx wieder kompakt, und somit eine auflôsbare Mannigfaltigkeit ist (oder âquivalent
dazu, ob F-H eine abgeschlossene komplexe Untergruppe in G ist, wobei F die

Isotropiegruppe eines beliebigen Punktes xeX darstellt). Es zeigt sich, daB dies fur
,,ziemlich viele" Normalteiler in G richtig ist, z.B. fur aile Glieder der Normalreihe
von G, fur das Nilradikal N oder, falls G N, auch fur die Glieder der absteigenden
Zentralreihe.

Fur den Beweis dieser Aussagen werden in Abschn. 1 zunâchst Eigenschaften fast-
uniformer (bzw. uniformer) Untergruppen komplexer Liegruppen zusammengestellt.
Das sind Untergruppen FœG derart, daB G/Fnur konstante holomorphe Funktionen
trâgt (bzw. sogar kompakt ist).

Da beispielsweise jede arithmetische Untergruppe einer komplexen halbeinfachen
einfachzusammenhângenden Liegruppe, etwa SL{n,Z) in SL(n,C), eine fast-
uniforme Untergruppe ist, kônnten dièse Untergruppen môglicherweise auch von
selbststândigem Interesse sein.

Ein Teil unserer Ergebnisse findet sich bereits in der Literatur (vgl. [7], [8]),
jedoch stellt sich heraus, daB die Beweise bei Beschrânkung auf den komplexen Fall
durchgângig wesentlich einfacher werden. Vor allem sind sie ,,analytischer" : an
algebraischen Tatsachen wird nicht viel mehr als der Liesche Fahnensatz benôtigt,
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wâhrend andererseits der Remmertsche Abbildungssatz, der besagt, daB das Bild
einer analytischen Menge unter einer eigentlichen holomorphen Abbildung wieder
eine analytische Menge ist, eine wichtige Rolle spielt.

0. Vorbereitungen

Die Kommutatorgruppe (Gl5 G2) zweier komplexer Untergruppen einer komplexen
Liegruppe G ist die von allen Kommutatoren (ttct"1!"1, aeGl9 teG2, erzeugte
komplexe Untergruppe von G. Die Normalreihe von G ist

G :G°^G: (G9G)^ G(2) =>... z> G(n): (G01"1*, G01"1*)...,

die Zentralreihe
G :G°z>G' z>.z>Gn: (G, G""1)....

G heiflt auflôsbar (bzw. nilpotent), falls fur ein n gilt: G(n+1)= 1 (bzw. Gn+1 1). Das

erste n mit dieser Eigenschaft heiBt Lange der Normal-(bzw. Zentral-) Reihe. Das
Zentrum von G bezeichnen wir mit ZG, das Nilradikal, d.h. den maximalen zusammen-
hângenden nilpotenten Normalteiler, mit NG. Der Normalisator einer Untergruppe
Ha G sei JVgIh), der Zentralisator &G{H).

Jedem yeG ordnen wir folgende holomorphe Abbildungen von G in sich zu:

(py: G1G
inty:
ady:

Die Liealgebra einer Gruppe wird mit dem entsprechenden deutschen Buchstaben

bezeichnet. G0 ist die Zusammenhangskomponente der Eins in der Gruppe G. Der

Homomorphismus
Gsyh-»(d int^i eGL(n, C), n: dimcG

heiBt adjungierte Darstellung von G. Sein Kern ist der Zentralisator von G0. Da

GL(n, C) holomorph vollstândig ist, ist die adjungierte Darstellung auf jeder kom-

pakten zusammenhângenden analytischen Menge Kc G konstant. Insbesondere liegt

jede kompakte komplexe zusammenhângende Untergruppe von G in ZG.

Ist Fc G eine beliebige Untergruppe, so nennen wir eine holomorphe Funktion/
auf G eine F-invariante (genauer: F-rechts-invariante) Funktion, falls

/((rT)=:/(a) fur aile teF.
Jt?(G modF) sei die C-Algebra dieser Funktionen. Setzt man fur ein holomorphes/
und fur qeG

so gehôrt mit / auch immer J zu Jf(GmodF). Daraus ergibt sich sofort die
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Folgerung: Die Menge

GF: {<ieG:f(o) f{l) fur aile /e^(GmodF)}
ist eine abgeschîossene komplexe Untergruppe von G mit Fez GF.

G heifit holomorph separabel, falls G{1}= {1}. (G{1} ist stets ein zentraler und zu-
sammenhângender Normalteiler in G [13].*)

Wir nennen Ffast-uniform in G, falls GF G. (Dies impliziert den Zusammenhang
von GIF.) Jede abgeschîossene Untergruppe Fmit kompaktem zusammenhângendem
G/F ist fast-uniform. Ein derartiges FheiBt ûblicherweise uniform. Ist eine abgeschîossene

Untergruppe Fa G vorgegeben, so nennen wir eine abgeschîossene komplexe
Untergruppe (bzw. einen Normalteiler) Ha G eine F-Untergruppe (bzw. einen

F-Normalteiler), falls die drei folgenden âquivalenten Eigenschaften erfûllt sind :

a) F- H ist abgeschlossen in G,

b) H/(HnF) ist abgeschlossen in G/F,
c) F/(FnH) ist abgeschlossen in G/H.

Falls H zusammenhângend und F uniform in G ist, hat man noch Âquivalenz mit
d) HnFist uniform in H.
Eine diskrete Untergruppe F a G nennen wir Gitter. Eine abelsche Gruppe Cn/r

heiBt toroid, falls Jf (C modr) ~ C, d.h. T fast-uniform ist. (F wird hier durch eine

Periodenmatrix P gegeben, und es gilt : F ist fast-uniform genau dann, wenn P= (E, T),
wo E die n x «-Einheitsmatrix ist und es zu T kein $eZn gibt, derart daB 3• T ganz ist;
vergl. [10]).

1. Einige Dichte-Eigenschaften fast-uniformer und uniformer Untergruppen

Der bekannte Fahnensatz von S. Lie lautet: Es sei G eine auflôsbare zusammen-
hângende komplexe Liegruppe und h: G->GL(n,C) ein holomorpher Homo-
morphismus. Dann gibt es ein aeGL(n9C) so, daB aile Elemente aus G-h(G)'<j~l
Dreiecksmatrizen sind. Âhnlich wie in [4, Hilfssatz 3] folgern wir hieraus:

Satz 1.1 : F sei fast-uniform in der auflôsbaren komplexen Liegruppe G, Ist HaG
eine zusammenhàngende komplexe Untergruppe mit

F
so gilt:

Beweis: Von der adjungierten Darstellung wird eine holomorphe Abbildung

a: G->GraB(m, n),

*) Bekanntlich ist ja jede holomorph separable Gruppe holomorph vollstândig.
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induziert. Weiter gibt es eine Einbettung b: GraB(m, n)<+PN(C) und einen Homo-
morphismus c: G-*PGL(N, C) mit

ba(%o) c(T)b(a(a))9 a, xeG.

Da sich ba ûber G->G/F faktorisieren lâBt, wird jede auf A: ba(G) holomorphe
Funktion/zu einer F-invarianten holomorphen Funktion/°Z>a auf Ggeliftet. Nach
Voraussetzung ist also jedes auf A holomorphe/konstant. Insbesondere trifft A jede
Hyperebene EcPN(C). Der Liesche Fahnensatz, angewendet auf die auflôsbare

Gruppe c(G) liefert uns eine Fahne

Ex z>E2 => —3 ENcPN(C)9 codimEv v,

die unter c(G) invariant ist. Da c(G) auf A transitiv operiert, folgt induktiv

AcEv fur v=l,...,iV,
d.h., A ist einpunktig.

Satz 1.1 besagt insbesondere, daB jede auflôsbare Mannigfaltigkeit X Quotient
von A\xt{X)° nach einer diskreten Untergruppe ist. Nach Wang [15] ist dies âqui-
valent damit, daB X parallelisierbar ist.

Korollar 1.2: Fez G sei wie in 1.1. Zusâtzlich sei G einfachzusammenhàngend und

Ha G eine abgeschlossene komplexe Untergruppe mit endlich vielen Zusammenhangs-

komponenten, die F umfafit. Dann gilt schon

H G.

Beweis: Wegen H°nFczJ^^H0) ist H° nach Lemma 1.2 normal in G, denn

H° n Fht ebenfalls fast-uniform in G. Der Quotient G/H° ist eine komplexe Liegruppe
ohne nichtkonstante holomorphe Funktionen, also toroid. Falls dim G/H°>0, ergâbe
die exakte Homotopiesequenz

einen Widerspruch zu
An dieser Stelle sei noch erwâhnt, daB fur uniformes und diskretes Fin 1.1 und

1.2 die Voraussetzung: ,,G ist auflôsbar" fallengelassen werden kann.
Beweis: Sei also FcHczG, G einfachzusammenhàngend und H zusammenhân-

gend, dann gilt H=G. In der Tat: Wegen des Zassenhaus-Lemmas (vgl. [1, Proposition

2]) und 1.2 oben geniigt es, die Aussage fur halbeinfaches G zu beweisen. Wie im
Beweis zu Satz 1.1 lâBt sich die aus der adjungierten Darstellung resultierende Opération

von G auf GraB (n, h)(h: dim if) iiber G/H faktorisieren, und da GjH kompakt
ist, ergibt sich wie dort, daB jede (maximale) auflôsbare Untergruppe Bc G einen

Fixpunkt besitzt; das heiflt aber, daB der Normalisator ^G(AT*) einer konjugierten
H* von H parabolisch ist (d.h. eine maximale auflôsbare Untergruppe von G umfaBt).
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^g(H*) ist jedoch unimodular, da es ein uniformes Gitter enthâlt. Daher folgt aus

[14,2.4.] jVg{H*) G9 d.h., H* und damit auch H ist Normalteiler in G. G)H ist als

kompakte Gruppe ein Torus und, da G halbeinfach war, folgt also G H.

Satz 1.3, a: F sei fast-uniform in der holomorph-separablen komplexen Liegruppe
G. (G ist genau dann holomorph-separabel, wenn Z%~ (C*)px Cq ist.) Dann gilt:

Beweis: Fur aile ye&G(F)9 teF und aeG gilt

G~1 ay<r~l (py{ci),

d.h., jedes auf G holomorphe /wird durch çy zu einer F-invarianten holomorphen
Funktion/o q>y auf G geliftet. Da dièse konstant ist, muB schon/1 cpy (G) konstant sein.

Wegen der Holomorph-Separabilitât von G ist (py(G) einpunktig, d.h.,

q>1(G) <pt(l) {y},
und yeZG, w.z.b.w.

Obige Aussage lâBt sich fur uniforme Untergruppen wie folgt verschârfen:

Satz 1.3, b: F sei eine uniforme komplexe Untergruppe der zusammenhângenden

komplexen Liegruppe G. Dann gilt entweder

i) &G(F)=ZG
oder

ii) ZG enthàlt einen kompakten Normalteiler positiver Dimension.
Beweis: Fur aile ye££G{F\ teFund aeG gilt wie oben

(py{ot) axyx'1 a~l aya — <py(<x),

d.h., die Abbildung cpy, ye£fG(F), kann man ûber die Quotientenabbildung7r:G-^G/jp
faktorisieren :

G «4 G

«\ A
GjF

Da n lokale Schnitte besitzt, ist mit <py auch q holomorph. Aus der Kompaktheit von
GjF und dem Remmertschen Abbildungssatz [9] folgt, daB die kompakte Menge

analytisch in G ist. Wenn G hôchstens diskrete kompakte Untergruppen besitzt, ist

9y (G) wegen des folgenden Lemmas 1.4 einpunktig, d.h.

^(G) <py(l) M,
und yeZG, w.z.b.w.
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Lemma 1.4: K sei eine irreduzible kompakte analytische Menge in der komplexen
Liegruppe G mit leK. Dann ist die von K erzeugte Untergruppe ein kompakter kom-
plexer Normalteiler im Zentrum von G.

Beweis: Wir definieren induktiv

fur /i > 1. Nach dem Remmertschen Abbildungssatz sind dièse Mengen analytisch in
G. AuBerdem sind sie irreduzibel, da Kqs ist, und bilden wegen 1 e K eine aufsteigende
Kette

K1 cK2cz -czG.

Aus Dimensionsgrunden bricht dièse Kette ab, es gibt also eine K umfassende, von K
erzeugte kompakte analytische Menge HaG mit HH=HH~1 H. D.h., H ist eine

kompakte Untergruppe und deswegen zentral, w.z.b.w.
Das algebraische Analogon zu Lemma 1.4 findet sich in [6]. Zu 1.2 und 1.3 vgl.

[3, Cor. 4.3 und Cor. 4.4, p. 187].

Anwendung von Satz 1.3, a: Jede halbeinfache komplexe Gruppe G hat ein end-

liches Zentrum. Deswegen ist auch das Zentrum jeder fast-uniformen Untergruppe
von G endlich!

2. Nilpotente Gruppen

Satz 2.1: Eine zusammenhângende komplexe Liegruppe G, die eine fast-uniforme
Untergruppe F enthâlt, ist genau dann nilpotent, wenn F es ist.

Beweis durch vollstândige Induktion nach dimG: Wir zeigen, daB ZG positive
Dimension besitzt, falls F nilpotent. Denn dann ist F/(FnZG) nilpotent und fast-

uniform in G/ZG9 und dièse Gruppe ist nilpotent nach ïnduktionsannahtne. Also ist

auch G als zentrale Erweiterung von G/ZG nilpotent.
Sei deshalb ZG diskret. Dann muB G insbesondere holomorph-separabel sein [13].

Aus Satz 1.3, a ergibt sich

und ZF ist ebenfalls diskret. <^:G->G*: G!/ZF sei der natûrliche Epimorphismus.
F* : =F/ZF ist nilpotent und fast-uniform in G*. Falls G* holomorph separabel wâre,

wâre (wieder nach 1.3, a)

ZF* mûBte diskret sein, denn sonst hâtte ZG* und damit ZG positive Dimension Folg-
lich wâre $~* (ZF«) diskret und normal, also zentral in G. Man hâtte den Widerspruch,
daB (f)^i(ZF*) zentral in F wâre und (wegen ZF*# 1) ZF echt enthielte. Also kann G*
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nicht holomorph separabel sein. Dann ist ZG* und damit ZG positiv-dimensional,
Widerspruch!

Bemerkung: Sei F insbesondere uniform, dann lassen sich im Reellen leicht
Gegenbeispiele zur Aussage des obigen Satzes angeben. (Im Reellen ist eben eine

kompakte Untergruppe nicht notwendig zentral!)
In einer nilpotenten einfachzusammenhângenden zusammenhângenden Liegruppe

G ist die Exponentialabbildung biholomorph. Daher ist der Durchschnitt zweier zu-
sammenhângender Untergruppen von G ebenfalls eine zusammenhângende
Untergruppe von G. Zu jeder Teilmenge MaG existiert somit die kleinste abgeschlossene
zusammenhângende M umfassende Untergruppe <M>G von G.

Lemma 2.2: Es gelte <M>G G. AutM(G) sei die Untergruppe von Aut (G), die M
aufsich abbildet, und Aut (M) die Gruppe aller Selbstabbildungen von M aufsich. Dann
ist der naturliche Homomorphismus

fc:AutM(G)-Aut(M)
injektiv.

Beweis: Ist aekerh, so induziert {dv)x auf allen Vektorrâumen C-exp"1^),
me M, die Identitât. Es folgt (da)1 idg und a idG.

Folgerung 2.3: Fur jedes Gitter F in G ist Autr ({F}G) eine diskrete Untergruppe
v<wAut«r>G).

Beweis: ^4:=Autr(<r>G) ist analytisch in Aut(<JT>G). Liegen a und a'eA in der
gleichen Zusammenhangskomponente von A, so ist

a | F a' | F

da F diskret vorausgesetzt. Aus 2.2 folgt a a'. Da aile Zusammenhangskomponenten
von A einpunktig sind, ist A diskret.

Satz 2.4 : Fur jedes fast-uniforme Gitter F in einer zusammenhângenden,
einfachzusammenhângenden, nilpotenten komplexen Liegruppe G ist ZG ein F-Normalteiler.

Beweis: Wegen 1.2 ist (F}G=G. Autr(G) ist also diskret in Aut (G). Der Kern
der Abbildung

int: G9o-h->int<reAut(G)

ist gerade ZG und das Bild int (F) als Teilmenge von Autr (G) abgeschlossen in Aut (G).
Dann ist auch

ZG-F int"1 (int F)
abgeschlossen in G.

Wir benôtigen vor allem dièse Folgerung aus Satz 2.4: Unter den Voraussetzungen
von 2.4 besitzt G eine aufsteigende Kette



276 WOLF BARTH UND MICHAEL OTTE

von r-Normalteilern mit Ltl+1ILpCzZG/L^ 0 ^ /x ^ m. Dièse Aussage liefert uns den

InduktionsschluB fur

Satz 2.5 (s. auch Malcev [7]): F sei uniform und diskret in der nilpotenten zu-
sammenhângenden komplexen Gruppe G. Dann ist G' ein F-Normalteiler.

Beweis: O.B.d.A. nehmen wir G einfachzusammenhângend an. Die Behauptung
zeigen wir durch Induktion nach dimG:

a) Zunâchst setzen wir G2 (G, G')=\ voraus. Wegen F'czG'c:ZG ist dann F'
ein Normalteiler. F/F' ist abelsch und uniform in GjFr. Nach 1.3, b ist dann entweder

GjF' (und damit G) auch abelsch, oder G/F' enthâlt einen kompakten Normalteiler K
positiver Dimension. Dessen Urbild in G sei L. Da I?/I?nF' kompakt ist, muB

I?nF' uniform in L° sein. Da G'ni? zusammenhângt, folgt aus 1.2

L°œG\
Die Induktionsannahme fur G/L0 ergibt dann die Behauptung.

b) Im Allgemeinfall liefert uns 2.4 einen zusammenhângenden T-Normalteiler
LçG mit G'cL. Nach Induktionsannahme fur L ist L' ein T-Normalteiler. Auf G/L
ist dann a) anwendbar und ergibt die Behauptung.

3. Auflôsbare Gruppen

Das Analogon zu Satz 2.1 gilt fur auflôsbare Untergruppen .F(selbst fur uniforme)
i.a. nicht: Borelsche Untergruppen halbeinfacher Gruppen sind uniform und auflôs-

bar. Man muB F zusâtzlich diskret voraussetzen.

Satz 3.1: F sei ein uniformes Gitter in der zusammenhângenden komplexen Lie-

gruppe G. Dann ist G genou dann auflôsbar, wenn F es ist.

Beweis: O.B.d.A. kann man G einfachzusammenhângend annehmen: n:&-+G
sei die universelle Oberlagerung. Da ker n^n1 (G) abelsch ist, muB n'1 (F) auflôsbar
sein. Wir ersetzen dann G durch G.

Ist die Gruppe G einfachzusammenhângend, so auch ihr Radikal R (der grôBte

zusammenhângende auflôsbare Normalteiler von G). q:G-+G/R sei die Projektion auf
die halbeinfache Gruppe G/R. Nach dem ZASSENHAUS-Lemma [1] ist qFczGjR ein

uniformes Gitter. Da GjR algebraisch ist, existiert die kleinste algebraische Unter-

gruppe Hcz G/R, welche oF umfaBt. H ist ebenfalls auflôsbar. Da H nur endlich viele

Zusammenhangskomponenten besitzt, kann man die Bemerkung nach 1.2 auf H°
anwenden und erhâlt H° G/R9 d.h. G=R.

Abspaltungssatz 3.2: Die komplexe Gruppe G sei zusammenhàngend, einfach-

zusammenhângend und auflôsbar. Fc G sei eine abgeschlossene komplexe fast-uniforme
Untergruppe. Dann gilt entweder

i) G ist nilpotent,
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oder

ii) G besitzt einen echten abgeschlossenen komplexen F-Normalteiler L positiver
Dimension.

Beweis: Wegen Satz 1.1 ist F0 ein F-Normalteiler in G. Wir kônnen also o.B.d.A.
F=F diskret annehmen. Nach Satz 1.1 ist S=(r'yG> Normalteiler in G. Der Homo-
morphismus

or.Ga craint, | SeAut(S)

bildet F in die nach 2.3 diskrete Untergruppe Autr(S) von Aut(S) ab. Daa(F)ab-
geschlossen, ist L: K°, K: kercc, ein F-Norrnalteiler in G. Wegen

dimZG, >0
ist L positiv-dimensional. Falls L G, lâge F' in ZG und F wâre nilpotent. Nach 2.1

mufite dann auch G nilpotent sein.

Fur den Rest des Paragraphen werde die komplexe Gruppe G zusammenhângend,
einfachzusammenhângend und auflôsbar vorausgesetzt. F c G sei ein uniformes Gitter.
Wir zeigen, dafi dann aile Glieder der Normalreihe und der Zentralreihe von G wieder
T-Normalteiler sind. Voraus schicken wir eine Reihe von Hilfssàtzen:

Lemma 3.3 : AcG sei ein zusammenhàngender abgeschlossener abelscher komplexer
F-Normalteiler. Dann ist auch <(F, F nA)yA ein F-Normalteiler.

Beweis: A ist ein C-Vektorraum und ((F, FnA)yA C'(F, FnA) ein C-Unter-
vektorraum. Fur jedes ye G ist inty | A und dann auch

ady | A inty \ A — idA

eine C-lineare Selbstabbildung von A. Da FnA uniform in A ist, gilt

und es folgt fur aile yeF

i-ady(FnA) ady(z-(rnA)) c ady(R(r nA)) R-ady(rnA).
Deswegen ist C'(F, F nA) R(F, F nA) eine F-Untergruppe von G. Weil
(F, FnA) Normalteiler in F ist, mu6 auch C • (F, F n A) nach Lemma 1.1 ein Normalteiler

in G sein.

Lemma 3.4: A und F c G seien wie in 3.3. Dann gilt

Beweis: Die Inklusion W: C-(F, FnA)cz(G, A) ist trivial. - Wir bezeichnen
die Restklassenabbildung G-+G/W mit w. Zunâchst ist (F, A)czW, denn FnA
erzeugt A und ady | A ist fur aile yeF eine komplex lineare Abbildung. Dann folgt
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aber (G, A)a W. In der Tat: Fur aile yeF.ueG und teA ist mit

1r'1e(r9A)cz W

w adt(o-y) w^yry'1 a~1x^1) w

w&dT:G->AIW ist also ûber GjF faktorisierbar und deswegen konstant. Es folgt
2idt(a)eW fur aile <xeG, w.z.b.w.

Lemma 3.5: G sei eine zusammenhângende, einfachzusammenhângende, auflôsbare,
komplexe Liegruppe und Fez G eine diskrete uniforme Untergruppe. Fur jeden zu-

sammenhângenden abgeschlossenen F-Normalteiler Ha G, dessen Kommutatorgruppe H'
wieder ein F"Normalteiler ist, ist dann auch (G, H) ein F-Normalteiler.

Beweis: Der natiïrliche Epimorphismus G-+GJH' bildet H auf einen abelschen

Normalteiler H*cG*: G\H' ab. Nach 3.4 und 3.3 ist (G*, H*) ein F/F n iT-Normal-
teiler in G. Dessen Urbild ist ein T-Normalteiler in G und stimmt mit (G, H) ûberein,

deiH'cz(G,H).

Lemma 3.6: Fez G sei wie oben. Dann gilt
i) G00 : p| Gn ist F-Normalteiler.

ii) G' ist F-Normalteiler.
Beweis: Wir zeigen zunâchst, dafl fur G auch ii) erfullt ist, falls i) fur G gilt. Dazu

setzen wir G* G/G°° und r*:=r/FnG<X). Da G* nilpotent ist, ist (G*)' wegen 2.5

ein r*-Normalteiler in G*. Aus G™cG' folgt, daB dann auch G' ein T-Normalteiler
ist.

Wir zeigen nun i) durch Induktion nach dimc G. Der Induktionsanfang (dimc G 1)

ist trivial. Als Induktionsannahme sei ii) erfullt fur aile auflôsbaren komplexen
Gruppen kleinerer Dimension als G. Nach dem Abspaltungssatz 3.2 findet man einen

abgeschlossenen F-Normalteiler L mit

G'czL.

Nach Induktionsannahme ist L ein TniL-Normalteiler in L und deswegen auch

jT-Normalteiler in G. Ebenso sind nach 3.5 aile Gruppen

r-Normalteiler in G. Wegen G'cl lâBt sich auch G00 in dieser Form darstellen,

w.z.b.w.
Lemma 3.5 und 3.6 zusammen ergeben schlieBlich den angestrebten Vertrâglich-

keitssatz.

Satz 3.7: Fez G sei wie oben. Dann ist mit HczG auch (G, H) ein F-Normalteiler
in G.
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Satz 3.8: Fez G sei wie oben. Dann ist das Nilradikal NG ein F-Normalteiler.
Beweis: Wir zeigen die Aussage zunâchst fur abelsches G00. Dazu betrachten wir

den Homomorphismus

Mit G ist auch a G auflôsbar und nach Lie besitzt der C-Vektorraum G00 also eine

Basis, bezùglich der aile Transformationen a (a) obère Dreiecksgestalt haben. Die
Gruppe aller Transformationen aus Aut(G°°), welche bezùglich dieser Basis obère

Dreiecksgestalt haben, sei Z>. D'cD ist die Gruppe der Matrizen, welche nur den

Eigenwert 1 haben. Dann gilt

Ist CczD die Gruppe der Diagonalmatrizen, so schreibt sich D als halbdirektes
Produkt

D CoD'.
Definiert man kanonisch

b:D-+DIDf C,
so gilt

b{Dn Autr° G°°
(G00)) c AutrnG°° (G00),

denn b(a), aeD, ist ein Polynom in der Matrix a (s. etwa [5, § 5]). Nach 2.3 ist also

ba(r) diskret in C. Weil
NG ker b a,

ist dièse Untergruppe ein T-Normalteiler.
Die allgemeine Aussage beweisen wir durch Induktion nach dimcG: Wegen 3.6

ist ^^r/rniG™)' uniform und diskret in G*: G/(GCO)/. Wir wissen bereits, daB

NG* ein r*-Normalteiler in G* ist. Das Urbild H von NG* in G ist auch ein T-Normal-
teiler und von G verschieden, falls G°°^l, was wir o.B.d.A. ja annehmen kônnen.
Wegen NGcH gilt

und die Induktionsannahme liefert die Behauptung.

4. Homogène Torustiirme

Wir geben zunâchst die

Définition: Ein Torus- (Prinzipal-) Turm der Lange 1 ist ein komplexer Perioden-
torus. Ein Torus- (Prinzipal-) Turm der Lange n>\ ist ein holomorphes Torus-
(Prinzipal-) Biindel tiber einem Torus- (Prinzipal-) Turm der Lange n— 1.

Satz 4.1: Fur eine kompakte homogène komplexe Mannigfaltigkeit X sind
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âquivalent:
i) Aut(X)0 ist auflôsbar (bzw. nilpotent).
ii) Xist Torusturm (bzw. Torusprinzipalturm).
Beweis durch vollstàndige Induktion nach dimX:
i) >- ii) Nach 1.1 ist X=G/F mit G Aut(X)° und einem uniformen Gitter fcG.

Nun sei

die Normalreihe (bzw. Zentralreihe von G). Nach 3.6 ist Gn ein T-Normalteiler in G.

Wegen (12, p. 30] ist X=GjF ein holomorphes Faserbûndel iiber X': G/rGn mit
Faser GJFnGn und Strukturgruppe FGn, die auf Gn/rnGn=FGjr durch Links-
translation operiert. Da die Faser ein Torus ist, und die Basis

nach Induktionsvoraussetzung ein Torusturm, so ist auch X ein Torusturm. (Fur
nilpotentes G ist F Normalteiler in FGn und X daher ein Prinzipalbûndel ûber dem

Torusturm X\ der nach Induktionsvoraussetzung ein Prinzipalturm ist.)
ii) > i) Nach Définition gibt es eine holomorphe Faserung

n: X -> X*, dimX* < dimZ,

mit komplexen Tori als Fasern. Nach [11] hat man eine exakte Gruppensequenz

0 -> H -> G -> G*

wo G:=Aut(Jr)0, G* :=Aut(X*)° und #der Durchschnitt der Isotropiegruppen aller
TT-Fasern.

Ist RczG das Radikal von G (d.h. der maximale auflôsbare zusammenhângende

Normalteiler), so gibt es nach Levi eine halbeinfache komplexe Untergruppe Sa G

mit SR G. Da G* nach Induktionsannahme auflôsbar ist, gilt

Self.
Ist Ax die Translationsgruppe einer rc-Faser Fx: n~i (nx), xeX, so liegt S0 sogar im

Kern der kanonischen Abbildung
H°->AX.

Da dies fur aile xeX gilt, folgt S0 {1}, d.h. G=R ist auflôsbar.

(Falls n ein Prinzipalbûndel ist, sind die Translationen der Fasern mit den Ober-

gangsfunktionen des Bûndels vertauschbar. Also ist H kompakt und in ZG enthalten.

Mit dem nach Induktionsannahme nilpotenten G* ist dann auch G nilpotent.)
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