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Uber fast-uniforme Untergruppen komplexer Liegruppen und
auflosbare komplexe Mannigfaltigkeiten

Von WOLF BARTH und MICHAEL OTTE

Einleitung

Bekanntlich zeigten S. BoCHNER und D. MoNTGOMERY, dal die Gruppe der
komplex-analytischen Automorphismen Aut(X) einer kompakten komplexen Man-
nigfaltigkeit X eine komplexe Liegruppe ist.

Ist X homogen und G:=Aut®(X) auflésbar, so nennt man X auflosbar. Jede auf-
losbare Mannigfaltigkeit in diesem Sinne ist komplex-parallelisierbar, d.h., das
holomorphe Tangentialbiindel ist trivial. Umgekehrt lassen sich die auflosbaren
Mannigfaltigkeiten charakterisieren als kompakte komplex-parallelisierbare Mannig-
faltigkeiten mit auflésbarer Fundamentalgruppe (vergl. Satz 3.1) oder auf andere
Weise: als homogene Torustiirme (vergl. 4., insbesondere auch zur Begriffsbildung).

Diesen Ergebnissen geht die folgende allgemeinere Fragestellung voraus:

Ist H ein zusammenhéngender komplexer Normalteiler in G, so sind die Bahnen
aller Punkte xe X unter H homéomorph, und man fragt, ob die (,,typische“) Bahn
H x wieder kompakt, und somit eine auflésbare Mannigfaltigkeit ist (oder dquivalent
dazu, ob I'- H eine abgeschlossene komplexe Untergruppe in G ist, wobei I' die
Isotropiegruppe eines beliebigen Punktes xeX darstellt). Es zeigt sich, daB dies fiir
»ziemlich viele* Normalteiler in G richtig ist, z.B. fiir alle Glieder der Normalreihe
von G, fiir das Nilradikal N oder, falls G=N, auch fiir die Glieder der absteigenden
Zentralreihe.

Fiir den Beweis dieser Aussagen werden in Abschn. 1 zunéchst Eigenschaften fast-
uniformer (bzw. uniformer) Untergruppen komplexer Liegruppen zusammengestellt.
Das sind Untergruppen F< G derart, daB G/F nur konstante holomorphe Funktionen
tragt (bzw. sogar kompakt ist).

Da beispielsweise jede arithmetische Untergruppe einer komplexen halbeinfachen
einfachzusammenhingenden Liegruppe, etwa SL(n, Z) in SL(n, C), eine fast-
uniforme Untergruppe ist, kénnten diese Untergruppen moglicherweise auch von
selbststéindigem Interesse sein.

Ein Teil unserer Ergebnisse findet sich bereits in der Literatur (vgl. [7], [8]),
jedoch stellt sich heraus, daB die Beweise bei Beschrinkung auf den komplexen Fall
durchgingig wesentlich einfacher werden. Vor allem sind sie ,,analytischer: an
algebraischen Tatsachen wird nicht viel mehr als der Liesche Fahnensatz benétigt,
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wihrend andererseits der Remmertsche Abbildungssatz, der besagt, daB das Bild
einer analytischen Menge unter einer eigentlichen holomorphen Abbildung wieder
eine analytische Menge ist, eine wichtige Rolle spielt.

0. Vorbereitungen

Die Kommutatorgruppe (G, G,) zweier komplexer Untergruppen einer komplexen
Liegruppe G ist die von allen Kommutatoren o710~ 117!, 6€G,, 1€G,, erzeugte
komplexe Untergruppe von G. Die Normalreihe von G ist

G=:G">2G:=(G,6)>G?>...5G": =(G""V,G" V...,

die Zentralreihe
G=:G">5G o---oG": = (G,G" 1)....

G heiBt auflosbar (bzw. nilpotent), falls fiir ein n gilt: G"* =1 (bzw. G"*!=1). Das
erste #n mit dieser Eigenschaft heift Liange der Normal-(bzw. Zentral-) Reihe. Das
Zentrum von G bezeichnen wir mit Z;, das Nilradikal, d.h. den maximalen zusammen-
héngenden nilpotenten Normalteiler, mit N;. Der Normalisator einer Untergruppe
HcG sei A g(H), der Zentralisator & ¢(H).

Jedem yeG ordnen wir folgende holomorphe Abbildungen von G in sich zu:

¢, Gasgiooyo 'eG,
int,: Gaogyoy 'eG,
ad,: Gaoc—ays 'y leq,

Die Liealgebra einer Gruppe wird mit dem entsprechenden deutschen Buchstaben
bezeichnet. G° ist die Zusammenhangskomponente der Eins in der Gruppe G. Der
Homomorphismus

Gsy—(dint,);eGL(n, C),n: =dimcG

heiBt adjungierte Darstellung von G. Sein Kern ist der Zentralisator von G°. Da
G L(n, C) holomorph vollstandig ist, ist die adjungierte Darstellung auf jeder kom-
pakten zusammenhéngenden analytischen Menge K< G konstant. Insbesondere liegt
jede kompakte komplexe zusammenhidngende Untergruppe von G in Z;.

Ist F= G eine beliebige Untergruppe, so nennen wir eine holomorphe Funktion f
auf G eine F-invariante (genauer: F-rechts-invariante) Funktion, falls

f(o1)= f(o) fiiralle teF.

X (G modF) sei die C-Algebra dieser Funktionen. Setzt man fiir ein holomorphes /
und fiir ge G

oS (0): =f(eo), o0eG,

so gehort mit f auch immer ,f zu 5 (G modF). Daraus ergibt sich sofort die



Uber auflosbare Mannigfaltigkeiten 271

FOLGERUNG: Die Menge
G":={ceG: f(o) = f(1) fiiralle fes#(G modF)}

ist eine abgeschlossene komplexe Untergruppe von G mit Fc GF.

G heiBt holomorph separabel, falls G* = {1}. (G'*} ist stets ein zentraler und zu-
sammenhéngender Normalteiler in G [13].%)

Wir nennen F fast-uniform in G, falls G¥ = G. (Dies impliziert den Zusammenhang
von G/F.) Jede abgeschlossene Untergruppe F mit kompaktem zusammenhidngendem
G/F ist fast-uniform. Ein derartiges F heiBt iiblicherweise uniform. Ist eine abgeschlos-
sene Untergruppe F< G vorgegeben, so nennen wir eine abgeschlossene komplexe
Untergruppe (bzw. einen Normalteiler) H=G eine F-Untergruppe (bzw. einen
F-Normalteiler), falls die drei folgenden dquivalenten Eigenschaften erfiillt sind:

a) F-H ist abgeschlossen in G,

b) H/(H N F) ist abgeschlossen in G/F,

c) F/(FnH)ist abgeschlossen in G/H.

Falls H zusammenhingend und F uniform in G ist, hat man noch Aquivalenz mit

d) Hn F ist uniform in H. .

Eine diskrete Untergruppe I' < G nennen wir Gitter. Eine abelsche Gruppe C"/I’
heiBt toroid, falls #° (C" modI') ~ C, d.h. I' fast-uniform ist. (I' wird hier durch eine
Periodenmatrix P gegeben, und es gilt: I' ist fast-uniform genau dann, wenn P=(E, T),
wo E die n x n-Einheitsmatrix ist und es zu T kein 3€ Z" gibt, derart daB 3-T ganz ist;
vergl. [10]).

1. Einige Dichte-Eigenschaften fast-uniformer und uniformer Untergruppen

Der bekannte Fahnensatz von S. LiE lautet: Es sei G eine auflésbare zusammen-
hingende komplexe Liegruppe und h: G—GL(n, C) ein holomorpher Homo-
morphismus. Dann gibt es ein 6€ G L(n, C) so, daB alle Elemente aus ¢-h(G)-¢™"
Dreiecksmatrizen sind. Ahnlich wie in [4, Hilfssatz 3] folgern wir hieraus:

SATz 1.1: F sei fast-uniform in der auflosbaren komplexen Liegruppe G. Ist Hc G
eine zusammenhingende komplexe Untergruppe mit

F < #°¢(H),
so gilt:
N e(H)=G.
Beweis: Von der adjungierten Darstellung wird eine holomorphe Abbildung
a: G- GraB(m,n), m:=dimH, n:=dimG,
a(o): =(dint,), b

*) Bekanntlich ist ja jede holomorph separable Gruppe holomorph vollstindig.
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induziert. Weiter gibt es eine Einbettung b: GraB(m, n)s P (C) und einen Homo-
morphismus ¢: G-PGL(N, C) mit

ba(t6) = c(7) b(a(0)), 0, 7€G.

Da sich ba iiber G—G/F faktorisieren 14Bt, wird jede auf A:=ba(G) holomorphe
Funktion f zu einer F-invarianten holomorphen Funktion f° ba auf G geliftet. Nach
Voraussetzung ist also jedes auf 4 holomorphe f konstant. Insbesondere trifft 4 jede
Hyperebene EcP(C). Der Liesche Fahnensatz, angewendet auf die auflésbare
Gruppe ¢(G) liefert uns eine Fahne

E,oE, > Eyc PY(C), codimE,=v,
die unter ¢(G) invariant ist. Da ¢(G) auf 4 transitiv operiert, folgt induktiv

AcE, fir v=1,..., N,
d.h., A4 ist einpunktig.
Satz 1.1 besagt insbesondere, daB jede auflosbare Mannigfaltigkeit X Quotient
von Aut(X)° nach einer diskreten Untergruppe ist. Nach WANG [15] ist dies dqui-
valent damit, daB X parallelisierbar ist.

KOROLLAR 1.2: F=G sei wie in 1.1. Zusdtzlich sei G einfachzusammenhdngend und
Hc G eine abgeschlossene komplexe Untergruppe mit endlich vielen Zusammenhangs-
komponenten, die F umfafit. Dann gilt schon

H=¢G.

Beweis: Wegen H°nFc A g(H®) ist H° nach Lemma 1.2 normal in G, denn
H° n Fist ebenfalls fast-uniform in G. Der Quotient G/H? ist eine komplexe Liegruppe
ohne nichtkonstante holomorphe Funktionen, also toroid. Falls dim G/H® >0, ergébe
die exakte Homotopiesequenz

=1y (G) > my (G/H?) > 1

einen Widerspruch zu n, (G/H®)# 1.

An dieser Stelle sei noch erwihnt, daB fiir uniformes und diskretes F in 1.1 und
1.2 die Voraussetzung: ,,G ist auflésbar* fallengelassen werden kann.

Beweis: Sei also Fc Hc G, G einfachzusammenhingend und H zusammenhén-
gend, dann gilt H=G. In der Tat: Wegen des Zassenhaus-Lemmas (vgl. [1, Proposi-
tion 2]) und 1.2 oben geniigt es, die Aussage fiir halbeinfaches G zu beweisen. Wie im
Beweis zu Satz 1.1 148t sich die aus der adjungierten Darstellung resultierende Opera-
tion von G auf GraB (n, k) (h: =dim H) iiber G/H faktorisieren, und da G/H kompakt
ist, ergibt sich wie dort, daB jede (maximale) auflésbare Untergruppe B< G einen
Fixpunkt besitzt; das heiBt aber, daB der Normalisator A4 ¢ (H*) einer konjugierten
H* von H parabolisch ist (d.h. eine maximale auflésbare Untergruppe von G umfaBt).
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N ¢ (H*) ist jedoch unimodular, da es ein uniformes Gitter enthélt. Daher folgt aus
[14,2.4.] #'¢(H*)=G, d.h., H* und damit auch H ist Normalteiler in G. G/H ist als
kompakte Gruppe ein Torus und, da G halbeinfach war, folgt also G=H.

SATZ 1.3, a: F sei fast-uniform in der holomorph-separablen komplexen Liegruppe
G. (G ist genau dann holomorph-separabel, wenn Z2~ (C*)? x C4 ist.) Dann gilt:

Ze(F)=1Z;.
Beweis: Fiir alle ye Z;(F), teF und 6€G gilt

1 1

e l=0ys ! = ®,(0),

d.h., jedes auf G holomorphe f wird durch ¢, zu einer F-invarianten holomorphen
Funktionf. ¢, auf G geliftet. Da diese konstant ist, muB schon f'| ¢, (G) konstant sein.
Wegen der Holomorph-Separabilitit von G ist ¢, (G) einpunktig, d.h.,

Py (G) = (pv(l) = {)’} ’

¢,(ct)=0TyT”

und ye Z;, w.z.b.w.
Obige Aussage 148t sich fiir uniforme Untergruppen wie folgt verschirfen:

SATZ 1.3, b: F sei eine uniforme komplexe Untergruppe der zusammenhdingenden
komplexen Liegruppe G. Dann gilt entweder

i) Ze(F)=Z
oder

il) Zg enthdlt einen kompakten Normalteiler positiver Dimension.

Beweis: Fiir alle ye Z;(F), teF und oG gilt wie oben

@,(07) = ctyt e =0y0= ¢,(0),

d.h., die Abbildung ¢,, ye Z;(F), kann man iiber die Quotientenabbildung n: G- G/F
faktorisieren:

¢ ¥ ¢
N o
G/F

Da = lokale Schnitte besitzt, ist mit ¢, auch ¢ holomorph. Aus der Kompaktheit von
G/F und dem Remmertschen Abbildungssatz [9] folgt, daB die kompakte Menge

®,(G) = o(G/F)

analytisch in G ist. Wenn G hochstens diskrete kompakte Untergruppen besitzt, ist
»,(G) wegen des folgenden Lemmas 1.4 einpunktig, d.h.

?,(G) = ¢,(1) = {7},
und yeZ;, w.z.b.w.
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LEMMA 1.4: K sei eine irreduzible kompakte analytische Menge in der komplexen
Liegruppe G mit 1€ K. Dann ist die von K erzeugte Untergruppe ein kompakter kom-
plexer Normalteiler im Zentrum von G.

Beweis: Wir definieren induktiv

K':=K
K*": =K* 'K*" ' = {o1:0,7€K*"" 1}
K" = K2"(K*™) i ={ot !0, 1€K?"}

fiir n > 1. Nach dem Remmertschen Abbildungssatz sind diese Mengen analytisch in
G. AuBlerdem sind sie irreduzibel, da K es ist, und bilden wegen 1 € K eine aufsteigende

Kette
KlcK*c..-cG.

Aus Dimensionsgriinden bricht diese Kette ab, es gibt also eine K umfassende, von K
erzeugte kompakte analytische Menge H=G mit HH=HH '!=H. D.h., H ist eine
kompakte Untergruppe und deswegen zentral, w.z.b.w.

Das algebraische Analogon zu Lemma 1.4 findet sich in [6]. Zu 1.2 und 1.3 vgl.
[3, Cor. 4.3 und Cor. 4.4, p. 187].

Anwendung von Satz 1.3, a: Jede halbeinfache komplexe Gruppe G hat ein end-
liches Zentrum. Deswegen ist auch das Zentrum jeder fast-uniformen Untergruppe
von G endlich!

2. Nilpotente Gruppen

SATZ 2.1: Eine zusammenhdngende komplexe Liegruppe G, die eine fast-uniforme
Untergruppe F enthdilt, ist genau dann nilpotent, wenn F es ist.

Beweis durch vollstindige Induktion nach dimG: Wir zeigen, daBl Z; positive
Dimension besitzt, falls F nilpotent. Denn dann ist F/(FnZ;) nilpotent und fast-
uniform in G/Zg, und diese Gruppe ist nilpotent nach Induktionsannahme. Also ist
auch G als zentrale Erweiterung von G/Z; nilpotent.

Sei deshalb Z; diskret. Dann muB G insbesondere holomorph-separabel sein [13].
Aus Satz 1.3, a ergibt sich

1#Zrc Ze(F)cZg,

und Zj ist ebenfalls diskret. ¢:G—G*:=G/Z sei der natiirliche Epimorphismus.
F*:=F|Z; ist nilpotent und fast-uniform in G*. Falls G* holomorph separabel wire,

ware (wieder nach 1.3, a)
YA Fr < ZG‘ .

Z . miiBte diskret sein, denn sonst hitte Zg. und damit Z; positive Dimension ! Folg-
lich wire ¢ ~! (Zp.) diskret und normal, also zentral in G. Man hitte den Widerspruch,
daB ¢~ 1(Zp.) zentral in F wire und (wegen Z.#1) Zp echt enthielte. Also kann G*
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nicht holomorph separabel sein. Dann ist Z;. und damit Z; positiv-dimensional,
Widerspruch!

Bemerkung: Sei F insbesondere uniform, dann lassen sich im Reellen leicht
Gegenbeispiele zur Aussage des obigen Satzes angeben. (Im Reellen ist eben eine
kompakte Untergruppe nicht notwendig zentral!)

In einer nilpotenten einfachzusammenhéngenden zusammenhéngenden Liegruppe
G ist die Exponentialabbildung biholomorph. Daher ist der Durchschnitt zweier zu-
sammenhidngender Untergruppen von G ebenfalls eine zusammenhingende Unter-
gruppe von G. Zu jeder Teilmenge M — G existiert somit die kleinste abgeschlossene
zusammenhiéngende M umfassende Untergruppe <M ); von G.

LEMMA 2.2: Es gelte {M)s=G. Aut™(G) sei die Untergruppe von Aut(G), die M
auf sich abbildet, und Aut(M) die Gruppe aller Selbstabbildungen von M auf sich. Dann
ist der natiirliche Homomorphismus

h: Aut™(G) - Aut (M)
injektiv.
Beweis: Ist ackerh, so induziert (dx), auf allen Vektorrdumen C-exp~!(m),
me M, die Identitit. Es folgt (da); =id, und a=idg.

FOLGERUNG 2.3: Fiir jedes Gitter T in G ist Aut" ((I")¢) eine diskrete Untergruppe
von Aut({I")¢).

Beweis: A:=Aut’ ({I')¢) ist analytisch in Aut({I")¢). Liegen o und a’e 4 in der
gleichen Zusammenhangskomponente von A, so ist

a|=a |T

da I' diskret vorausgesetzt. Aus 2.2 folgt a=«’'. Da alle Zusammenhangskomponenten
von A4 einpunktig sind, ist 4 diskret.

SATZ 2.4: Fiir jedes fast-uniforme Gitter I in einer zusammenhiingenden, einfach-
zusammenhdngenden, nilpotenten komplexen Liegruppe G ist Z; ein I'-Normalteiler.
Beweis: Wegen 1.2 ist {I'Y¢=G. Aut’ (G) ist also diskret in Aut(G). Der Kern
der Abbildung
int: Gaor>int, e Aut(G)

ist gerade Z; und das Bild int (I') als Teilmenge von Aut (G) abgeschlossen in Aut (G).
Dann ist auch
Zg' T =int™!(intI")
abgeschlossen in G.
Wir benétigen vor allem diese Folgerung aus Satz 2.4: Unter den Voraussetzungen
von 2.4 besitzt G eine aufsteigende Kette

{1}=L0€L1€"'€LMGL,”+1=G
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von I'-Normalteilern mit L, ,,/L,cZg/, ,,0 < p < m. Diese Aussage liefert uns den
InduktionsschluB fiir

SATZ 2.5 (s. auch MALCEV [7]): ' sei uniform und diskret in der nilpotenten zu-
sammenhiingenden komplexen Gruppe G. Dann ist G’ ein I'-Normalteiler.

Beweis: O.B.d.A. nehmen wir G einfachzusammenhédngend an. Die Behauptung
zeigen wir durch Induktion nach dimG:

a) Zunichst setzen wir G?>=(G, G')=1 voraus. Wegen I'=G' < Z; ist dann I”
ein Normalteiler. I'/T" ist abelsch und uniform in G/I"". Nach 1.3, b ist dann entweder
G/I'" (und damit G) auch abelsch, oder G/I"’ enthilt einen kompakten Normalteiler X
positiver Dimension. Dessen Urbild in G sei L. Da I°/I° I’ kompakt ist, muB
I° AT’ uniform in L° sein. Da G’ N [’ zusammenhingt, folgt aus 1.2

Lcq.
Die Induktionsannahme fiir G/I? ergibt dann die Behauptung.
b) Im Allgemeinfall liefert uns 2.4 einen zusammenhéngenden I'-Normalteiler

L € G mit G’ = L. Nach Induktionsannahme fiir L ist L ein I'-Normalteiler. Auf G/L
ist dann a) anwendbar und ergibt die Behauptung.

3. Auflésbare Gruppen

Das Analogon zu Satz 2.1 gilt fiir auflésbare Untergruppen F (selbst fiir uniforme)
i.a. nicht: Borelsche Untergruppen halbeinfacher Gruppen sind uniform und auflos-
bar. Man muB F zusétzlich diskret voraussetzen.

SATZ 3.1: I sei ein uniformes Gitter in der zusammenhdngenden komplexen Lie-
gruppe G. Dann ist G genau dann aufiésbar, wenn I es ist.

Beweis: O.B.d.A. kann man G einfachzusammenhingend annehmen: n:G—G
sei die universelle Uberlagerung. Da ker n=m, (G) abelsch ist, muB =~ (I') auflosbar
sein. Wir ersetzen dann G durch G.

Ist die Gruppe G einfachzusammenhéingend, so auch ihr Radikal R (der grofte
zusammenhingende auflésbare Normalteiler von G). ¢: G—G/R sei die Projektion auf
die halbeinfache Gruppe G/R. Nach dem ZASSENHAUS-Lemma [1] ist o' =G/R ein
uniformes Gitter. Da G/R algebraisch ist, existiert die kleinste algebraische Unter-
gruppe H< G/R, welche oI’ umfaBt. H ist ebenfalls auflosbar. Da H nur endlich viele
Zusammenhangskomponenten besitzt, kann man die Bemerkung nach 1.2 auf H 0
anwenden und erhidlt H°=G/R, d.h. G=R.

ABSPALTUNGSSATZ 3.2: Die komplexe Gruppe G sei zusammenhdngend, einfach-
zusammenhdngend und auflosbar. Fc G sei eine abgeschlossene komplexe fast-uniforme
Untergruppe. Dann gilt entweder

i) G ist nilpotent,
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oder
ii) G besitzt einen echten abgeschlossenen komplexen F-Normalteiler L positiver
Dimension. '

Beweis: Wegen Satz 1.1 ist F° ein F-Normalteiler in G. Wir kdnnen also 0.B.d.A.
F=T diskret annehmen. Nach Satz 1.1 ist S=<{I"");. Normalteiler in G. Der Homo-
morphismus

a:Gaoint, | SeAut(S)

bildet I in die nach 2.3 diskrete Untergruppe Aut” (S) von Aut(S) ab. Da a(I') ab-
geschlossen, ist L:=K°, K:=kera, ein I-Normalteiler in G. Wegen

dimZg; >0

ist L positiv-dimensional. Falls L=G, ldge I'' in Z; und I" wére nilpotent. Nach 2.1
miifite dann auch G nilpotent sein.

Fiir den Rest des Paragraphen werde die komplexe Gruppe G zusammenhédngend,
einfachzusammenhéngend und auflésbar vorausgesetzt. I' = G sei ein uniformes Gitter.
Wir zeigen, daf3 dann alle Glieder der Normalreihe und der Zentralreihe von G wieder
I'-Normalteiler sind. Voraus schicken wir eine Reihe von Hilfssidtzen:

LeMMA 3.3: A <G sei ein zusammenhdngender abgeschlossener abelscher komplexer
I'-Normalteiler. Dann ist auch {(I', I n A)) 4 ein I'-Normalteiler.

Beweis: A ist ein C-Vektorraum und {(I', [ nA4)),=C- (I, I n A) ein C-Unter-
vektorraum. Fiir jedes yeG ist int, | A und dann auch

ad,|A=int,| A —id,
eine C-lineare Selbstabbildung von A. Da I' 1 A uniform in A4 ist, gilt
A=R-('nA),
und es folgt fiir alle yeI’
irad,(I' nA)=ad,(i-(I' n 4)) c ad,(R(I' " 4)) =R-ad, (' n A).

Deswegen ist C-(I', [ nA)=R-([,[nA) eine I'-Untergruppe von G. Weil
(I', I’ n A) Normalteiler in I' ist, muB auch C- (I', I' n A) nach Lemma 1.1 ein Normal-
teiler in G sein.

LemmA 3.4: A und I’ = G seien wie in 3.3. Dann gilt
(G,A)=C(I',T n A).

Beweis: Die Inklusion W:=C-(I', I n A)=(G, A) ist trivial. - Wir bezeichnen
die Restklassenabbildung G—G/W mit w. Zunichst ist (I, )= W, denn I'n 4
¢rzeugt 4 und ad, | A ist fiir alle yeI eine komplex lineare Abbildung. Dann folgt
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aber (G, A)c= W. In der Tat: Fiir alle yeI', 6eG und teA ist mit

B:=yry 't e, A)c W
wad,(6y)=w(oyty ‘e 't ) =w(efro i) =
=w((cBs (oo™ 't7")) = wad,(0).

wad,:G—>A/W ist also iiber G/I' faktorisierbar und deswegen konstant. Es folgt
ad, (o)e W fiir alle 6€G, w.z.b.w.

LeMMA 3.5: G sei eine zusammenhdngende, einfachzusammenhdngende, aufiosbare,
komplexe Liegruppe und I' =G eine diskrete uniforme Untergruppe. Fiir jeden zu-
sammenhdngenden abgeschlossenen I'-Normalteiler H = G, dessen Kommutatorgruppe H'
wieder ein I'-Normalteiler ist, ist dann auch (G, H) ein I'-Normalteiler.

Beweis: Der natiirliche Epimorphismus G—G/H’ bildet H auf einen abelschen
Normalteiler H* = G*:=G/H' ab. Nach 3.4 und 3.3 ist (G*, H*) ein I'/[' n H'-Normal-
teiler in G. Dessen Urbild ist ein I'-Normalteiler in G und stimmt mit (G, H) iiberein,
da H'<(G, H).

LeEMMA 3.6: I' =G sei wie oben. Dann gilt

1) G®:=(\G" ist I'-Normalteiler.

i1) G’ ist I'-Normalteiler.

Beweis: Wir zeigen zunichst, daB fiir G auch ii) erfiillt ist, falls i) fiir G gilt. Dazu
setzen wir G*=G/G® und I'*:=T'/T nG*. Da G* nilpotent ist, ist (G*)" wegen 2.5
ein I'*-Normalteiler in G*. Aus G® = G’ folgt, daB dann auch G’ ein I'-Normalteiler
ist.

Wir zeigen nuni) durch Induktion nach dim G. Der Induktionsanfang (dimcG=1)
ist trivial. Als Induktionsannahme sei ii) erfiillt fiir alle auflésbaren komplexen
Gruppen kleinerer Dimension als G. Nach dem Abspaltungssatz 3.2 findet man einen
abgeschlossenen I'-Normalteiler L mit

G c L.

Nach Induktionsannahme ist L' ein I' n L-Normalteiler in L und deswegen auch
I'-Normalteiler in G. Ebenso sind nach 3.5 alle Gruppen

(G, (G, (..(G, L))

I'-Normalteiler in G. Wegen G’ <L 148t sich auch G® in dieser Form darstellen,
w.z.b.w.

Lemma 3.5 und 3.6 zusammen ergeben schlieBlich den angestrebten Vertréglich-
keitssatz.

SATZ 3.7: T'=G sei wie oben. Dann ist mit HcG auch (G, H) ein I'-Normalteiler
in G.
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SATZ 3.8: I' =G sei wie oben. Dann ist das Nilradikal N ein I'-Normalteiler.
Beweis: Wir zeigen die Aussage zundchst fiir abelsches G*. Dazu betrachten wir
den Homomorphismus ‘
a:Gaomr>int, | G*.

Mit G ist auch a G auflésbar und nach LiE besitzt der C-Vektorraum G* also eine
Basis, beziiglich der alle Transformationen a (o) obere Dreiecksgestalt haben. Die
Gruppe aller Transformationen aus Aut(G®), welche beziiglich dieser Basis obere
Dreiecksgestalt haben, sei D. D'< D ist die Gruppe der Matrizen, welche nur den
Eigenwert 1 haben. Dann gilt

Ng=a (D).

Ist C< D die Gruppe der Diagonalmatrizen, so schreibt sich D als halbdirektes
Produkt ‘
D=C.D'.
Definiert man kanonisch
b:D-D/D'=C,
so gilt
b(D n Aut’ %" (G*)) = Aut'"¢”(G™),

denn b (o), o€ D, ist ein Polynom in der Matrix o (s. etwa [5, § 5]). Nach 2.3 ist also
ba(I') diskret in C. Weil
Ng; =kerba,

ist diese Untergruppe ein I'-Normalteiler.

Die allgemeine Aussage beweisen wir durch Induktion nach dim:G: Wegen 3.6
ist I'*:=I/I n(G*) uniform und diskret in G*:=G/(G*)'. Wir wissen bereits, daB}
Ngxein I'*-Normalteiler in G* ist. Das Urbild H von Ng# in G ist auch ein I'-Normal-
teiler und von G verschieden, falls. G® #1, was wir 0.B.d.A. ja annehmen konnen.
Wegen N; < H gilt

Ng = Ny,

und die Induktionsannahme liefert die Behauptung.

4. Homogene Torustiirme

Wir geben zunichst die

DEFINITION: Ein Torus- (Prinzipal-) Turm der Linge 1 ist ein komplexer Perioden-
torus. Ein Torus- (Prinzipal-) Turm der Linge n>1 ist ein holomorphes Torus-
(Prinzipal-) Biindel iiber einem Torus- (Prinzipal-) Turm der Linge n—1.

SATZ 4.1: Fiir eine kompakte homogene komplexe Mannigfaltigkeit X sind
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dquivalent:
i) Aut(X)° ist auflésbar (bzw. nilpotent).
1) X ist Torusturm (bzw. Torusprinzipalturm).
Beweis durch volistindige Induktion nach dim X:
i) > ii) Nach 1.1 ist X=G/I' mit G=Aut(X)° und einem uniformen Gitter I'=G.
Nun sei
G=G;2G;22G, 2G4, =1

die Normalreihe (bzw. Zentralreihe von G). Nach 3.6 ist G, ein I'-Normalteiler in G.
Wegen [12, p. 30] ist X=G/I' ein holomorphes Faserbiindel iiber X':=G/I' G, mit
Faser G,/ nG, und Strukturgruppe I G,, die auf G,/ nG,=IG,/I" durch Links-
translation operiert. Da die Faser ein Torus ist, und die Basis

X' = G/G, / Irng,

nach Induktionsvoraussetzung ein Torusturm, so ist auch X ein Torusturm. (Fiir
nilpotentes G ist I’ Normalteiler in I' G, und X daher ein Prinzipalbiindel iiber dem
Torusturm X', der nach Induktionsvoraussetzung ein Prinzipalturm ist.)

ii) > i) Nach Definition gibt es eine holomorphe Faserung

: X - X* dimX*<dimX,
mit komplexen Tori als Fasern. Nach [11] hat man eine exakte Gruppensequenz
0->H-G-G*

wo G:=Aut(X)°, G*:=Aut(X*)° und H der Durchschnitt der Isotropiegruppen aller
n-Fasern.

Ist Rc G das Radikal von G (d.h. der maximale auflésbare zusammenhéingende
Normalteiler), so gibt es nach LEVI eine halbeinfache komplexe Untergruppe S<G
mit S- R=G. Da G* nach Induktionsannahme auflésbar ist, gilt

ScH.

Ist A, die Translationsgruppe einer n-Faser F,:=n""(nx), xe X, so liegt S° sogar im
Kern der kanonischen Abbildung
H°—> A4,.

Da dies fiir alle xe X gilt, folgt S°= {1}, d.h. G=R ist auflosbar.

(Falls = ein Prinzipalbiindel ist, sind die Translationen der Fasern mit den Uber-
gangsfunktionen des Biindels vertauschbar. Also ist H kompakt und in Z enthalten.
Mit dem nach Induktionsannahme nilpotenten G* ist dann auch G nilpotent.)
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