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Une Caractérisation de l'algèbre des mesures de Radon

sur un groupe compact

par A. Derighetti

Nous nous proposons dans ce travail d'obtenir une caractérisation de l'algèbre
M (G) des mesures de Radon d'un groupe compact G. La multiplication, dont est
munie cette algèbre, sera la convolution des mesures.

L'espace vectoriel M (G) est le dual de l'espace de toutes les fonctions continues
sur G, doté de la topologie de la convergence uniforme sur G. Considérons sur M (G)
d'une part la topologie forte et d'autre part la topologie faible : munie de la première,
M (G) est une algèbre de Banach dont la structure est très complexe, munie de la
seconde M (G) est une algèbre localement convexe. C'est en tenant compte de

ces deux aspects présentés par M (G) que nous pourrons obtenir sa caractérisation.

On se donnera donc une algèbre réelle Z munie de deux structures topologiques
qui en font respectivement une algèbre de Banach et une algèbre localement convexe,
et on indiquera des conditions portant sur Z et les deux structures en question pour
qu'il existe un groupe compact G tel que Z soit isomorphe, dans un sens qui sera
précisé, à M (G) (Théorème 7).

Dans le cas d'un groupe abélien localement compact certains résultats ont été

obtenus par M. A. Rieffel ([11]). Le point de vue adopté ici est tout à fait différent.
Nous nous sommes efforcé, en particulier d'utiliser des méthodes applicables au cas
d'une algèbre non nécessairement commutative.

Cette étude était déjà commencée lorsque M. A. Rieffel m'a aimablement fait
parvenir les résultats qu'il avait obtenus dans le cas d'une algèbre d'un groupe fini
(publiés depuis [12]). On peut ainsi, dans une certaine mesure, considérer notre travail
comme une généralisation du cas du groupe fini.

Ce travail est divisé en trois parties. La première est de caractère introductif, dans

la seconde nous obtenons (théorème 4) une caractérisation de l'espace des mesures de

Radon sur un compact (le problème analogue pour un espace localement compact est

également traité). Ce résultat est le pendant d'un théorème bien connu utilisé par
M. A. Rieffel pour le cas du groupe fini, à savoir que tout espace vectoriel réticulé
archimédien de dimension n (la structure réticulée étant supposée compatible avec la
structure d'espace vectoriel) est isomorphe à R". Dans la troisième partie nous essayons

de donner un élément de réponse au problème posé (Théorème [7]).
Je tiens ici à remercier vivement M. le professeur Dr. C. Blatter pour tous les

conseils qu'il m'a prodigués et M. le professeur Dr. A. Pfluger auquel je dois

tant.
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I. Définitions et notations

Dans tout ce qui suit, Z est un espace vectoriel réel muni d'une topologie t
d'espace localement convexe séparée. Une partie des concepts qui vont être introduits
possède un sens dans des situations plus générales telles que: espaces localement

convexes complexes, espaces vectoriels topologiques ou même espaces vectoriels tout
court. Nous nous contenterons de les exposer dans le cadre de l'hypothèse ci-dessus.

On convient, une fois pour toutes, que l'indice i va de 1 à 2.

1.1. Quelques définitions et propriétés se rapportant à des convexes de Z
Si ^Test une partie non vide de Z, co(A^) désigne l'enveloppe convexe de K, co(A^)

l'enveloppe convexe fermée de K. Si K est un convexe, E(K) est l'ensemble des points
extrémaux de K.

Définition 1. Soit C un cône de Z, on dit que B est une base du cône C si Bcz C,

i?=/0, B est convexe, 0$B et pour tout xeC— {0} il existe X>0 et bsB avec x—Xb,
k et b étant uniques.

Si/est une fonctionnelle linéaire sur Z telle que xeC— {0} entraîne f(x)>0,
dans ce cas/"1 (l)n C est une base du cône C et inversement, toute base B est

susceptible de cette représentation. Si Z — C— C cette représentation est unique.

Définition 2. La fonctionnelle / ainsi définie sera appelée la fonctionnelle
associée à la base B.

Si C—C^Z il n'y a pas univocité cependant les restrictions de ces fonctionnelles

au cône C sont identiques. Per abus de language nous parlerons, même dans ce cas,
de la fonctionnelle associée à la base B.

A l'aide de cette notion on montre facilement que si {bj}nj=:lc:B et {Xj}"=lczR
n n

sont tels que ]T Xjbj=O, alors £ ^=0. (1)

Proposition 1. Si B et B' sont deux bases compactes d'un cône C de Z, alors,

E(B) et E(Br), munis respectivement des topologies induites sont homéomorphes.

Pour démontrer cette proposition, on prouve en premier lieu que B et B' sont
homéomorphes.

Il existe une bijection cp de B sur B'.
Tout beB admet la représentation univoque b=k'bf où k'>0 et b'eB'. On définit

ainsi cp:B-*B' par (p(b)=bf. En vertu de 1.1. Def. 1 q> est une bijection. Il est immédiat

que c'est aussi une bijection de E{B) sur E{B'). Il suffit donc de montrer que q> est un
homéomorphisme de B sur B'. Il existe une base compacte B" telle que sa fonctionnelle

associée /" est t-continue. Pour le prouver considérons la fonctionnelle /"
t-continue séparant strictement 0 du convexe compact B. On a donc un a>0 tel que
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pour tout beB9f (b)^v.. f"1 (a)nC est donc une base fermée B" de C (tout cône

possédant une base compacte est fermé cf. [5] Theorem 3). De/""1 (a)n C<= [0,1] B
on tire que B" est compacte./" est ainsi la fonctionnelle associée à la base compacte
B". Soient cpx et cp2 respectivement les applications de B dans B" et de B' dans B"
définies comme ci-dessus, on a ainsi cp=(p~1 cpl. De/">0 sur B résulte que <Pi(b)

(a//" (b))b est une bijection continue de 5 sur iT, c'est donc un homéomorphisme.
Il en est de même de (p2. On en conclut que cp=(P2i(Pi est aussi un homéomorphisme.

1.2. A-L-espaces

Soit W, un espace de Banach pour la norme jci—? ||-v||, muni d'une structure
d'espace de Riesz et tel que (x,j)nxvy et (xj)kxaj; soient des applications
continues de Wx W dans W { JF étant muni de la topologie de la norme). On suppose
d'autre part que W satisfasse aux conditions suivantes:

(A) xa j=0 entraîne ||x+j|| ||jc—y\\

(L) x, y^O entraînent \\x+y\\ =||x|| + ||.y||. Un tel espace est appelé ^4-L-espace.

D'après un résultat classique de S. Kakutani ([7]), à tout ^4-L-espace W on peut
associer un espace localement compact X et une mesure ji sur X tels que W et L1 (X, /z)

soient isomorphes pour leurs structures respectives dM-L-espace.

1.3. Mesures de Radon

Soit A'un compact. On désigne par C(K) l'espace vectoriel de toutes les fonctions
réelles continues sur K. M(K) et M + (K) sont respectivement l'espace des mesures de

Radon sur K et le cône des mesures positives.

q(k), où keK, est la mesure de masse 1 concentrée au point k. On rappelle que q

est un homéomorphisme de K dans M(K) muni de la topologie faible.
Une fonctionnelle linéaire £ sur C(K) est un homomorphisme, pour les structures

respectives d'espace de Riesz de C(K) et de R, si et seulement s'il existe une constante

a^O et keK avec £ =<xq(k) ([8] Theorem 8). Or £, fonctionnelle linéaire positive, est

du type ci-dessus si et seulement si pour toute fonctionnelle linéaire fi telle que
O^ju^£, il existe un réel a^O avec fi a£, ([9] 24. 2. démontre ce résultat pour une
situation plus générale). D'un point de vue plus géométrique ces fonctionnelles

ne sont autres que les points appartenant aux génératrices extrémales du cône

Si Zest un espace localement compact Coo (X) désigne l'espace vectoriel de toutes
les fonctions réelles continues à support compact et Cu (X) celui de toutes les fonctions
réelles continues et bornées sur X. Munis de la norme :

/h->H/ll =sup{|/(x)||xeAr}, C00(X) devient un espace norme et CU{X) un espace
de Banach. Le dual Ml(X) de C00(X) est l'espace des mesures de Radon bornées

sur X.
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I. 4. Groupe compact

Soit G un groupe compact dont e est l'élément unité. M (G) est muni d'une structure

d'algèbre le produit de deux mesures À, fie M (G) étant défini par k*n(q>)
JJ cp(xy) dÀ(x) dfi(y) où <peC(G) et (x, y)*-*xy désigne le produit dans G.

G*G
Précisons encore quelques notations. Si/est une fonction sur G, aeG, alors af

(resp./fl) désigne la fonction définie par af(x)=f(ax) (resp./fl(x)=/(;ca)) pour tout
xeG, de même/est définie par/(x)=/(x~ *) pour tout xeG. v sera la mesure de Haar
normalisée sur G.

II. Une caractérisation de l'espace des mesures de Radon

sur un compact et sur un espace localement compact

Le cas de l'espace localement compact sera ramené à celui de l'espace compact.
C'est donc ce dernier qui sera traité tout d'abord.

II.l. Caractérisation de l'espace des mesures de Radon sur un compact

L'espace que nous désirons caractériser est, en tant qu'espace de Banach, le dual
fort d'un C(K). Le théorème suivant, dû à J. Lindenstrauss ([10] Theorem 6.6.),
donne des conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un Banach soit un C(K).

Théorème 1. Pour qu'un espace de Banach V soit isométrique isomorphe à un espace

C(K) il faut et il suffit qu'il satisfasse aux trois conditions suivantes:

(a) le dualfort de V est isométrique isomorphe à un espace L1 (X, n) (où jx est une

mesure sur un certain espace localement compact X),
(b) la boule unité de V admet au moins un point extrémal h,

(c) l'ensemble des points extrémaux de la boule unité du dual fort de V est faiblement

fermé.

Remarque.
1. L'isométrie-isomorphie dont il est question envoie le point extrémal h de la

boule unité de V sur la fonction 1K.

2. V est muni d'une structure d'espace vectoriel ordonné, définie par le cône :

x^tO si et seulement s'il existe A^O et u dans la boule unité de F tel que x=X(h + u).
3. K n'est autre que l'ensemble des points extrémaux positifs de la boule unité

du dual fort de V, ce dual étant muni de l'ordre dual de celui dont il est question
dans 2..

4. La démonstration du théorème 1 utilise seulement le fait que l'ensemble des

points extrémaux positifs de la boule unité du dual fort de V est faiblement fermé.
Si V est un espace de Banach, son dual faible est un espace localement convexe.
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Le théorème suivant, dû à D. A. Edwards ([5] Theorem 4), constitue, dans une
certaine mesure, une réciproque de cette affirmation.

Théorème 2. Si l'espace Z possède un cône C localement compact tel que C—C—Z,
dans ces conditions, B étant une base compacte du cône C, on a:

(i) la jauge x h-? || x || de S=co (B u — B)) est une norme sur Z. Muni de cette norme,
Z est un espace de Banach, cette norme est d'une part additive sur le cône C et d'autre

part J5 {jceC|||jc|| =1} et S'={^6Z|||jc||^1}. (ii) La topologie déduite de la norme
est plus fine que t. Si B' est une autre base compacte, x\-+\\x\\' la jauge de co(i?'u
u( — B')), alors x*-+\\x\\' est une norme équivalente à la précédente, il en est ainsi de

toute norme sur Z quifait de Z un Banach dont la boule unité est x-fermée. (iii) Si V est
l'espace des fonctionnelles linéaires sur Z x-continues sur les ensembles norme-bornés,
alors V est un sous-espace fermé du dualfort deZetZ est isométrique isomorphe au dual

fort de V. (iv) La topologie a (Z, V) coïncide avec x sur le cône C et sur les ensembles

norme- bornés, (v) Sife V, alors || / ||K Sup {|/(6)|| beB}. (vi) La boule unité Q de V
possède un point extrémal h (qui n'est autre que la fonctionnelle h associée à la
base B).

Nous utiliserons aussi le corollaire suivant ([5] Corollary 3): si Z, en plus des

hypothèses du théorème 2 est tel que le cône C munisse Z d'une structure d'espace de

Riesz, alors Z, doté de la norme définie dans le théorème précédent (i) est un A-L-
espace.

Théorème 3. Soit C un cône définissant sur l'espace Z une structure d'espace de

Riesz et possédant une base compacte dont l'ensemble des points extrémaux est fermé.
On peut alors construire, de façon canonique, un compact K tel que Z et M(K) soient

isomorphes pour leurs structures respectives d'espace de Riesz et tel que, par cet iso-

morphisme, le cône C, muni de la topologie induite, soit homéomorphe à M + (K) doté

de la topologie faible.
Soit B cette base compacte: d'après le théorème 2 Z, en tant qu'espace de Banach,

est isomorphe au dual fort de F décrit dans ce théorème. Z est un ,4-L-espace, d'après
le corollaire précédent, il est par suite (cf. 1.2.) isométrique isomorphe à un espace
L1 (x, /x). Les hypothèses (a) et (b) du théorème 1 sont satisfaites. Définissons sur V

un ordre partiel en nous donnant le cône

D {feV |/(x)^0 pour tout xeC}.

1. L'ordre partiel dont est muni Z est dual de celui défini par D.

Il suffit de montrer que C={xeZ |/(jc)^O pour tout feD}. Si xeC,feD alors

/(;c)^0; inversement soit xeZ tel que/(x)^0 pour tout feD. Si x$C, C étant

convexe et r-fermé, il existe alors une fonctionnelle linéaire sur Z, r-continue avec

f(x)<M{f(y) | yeC}. C étant un cône/(x)<0 et/est non négative sur C. Il en

résulte que feD. Il y a contradiction, donc xeC.
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2. Soit h le point extrémal de la boule unité Q de F, dont l'existence est garantie
par le théorème 2 (vi); pour tout/e F, feD si et seulement s'il existe A^O et geQ

Remarquons tout d'abord que pour/e F,/g (2 si et seulement si —h^f^h. Ceci
est une conséquence directe de B=h~i(\)nC et de ||/|Ik Sup{|/(&)| | beB}.

Soit donc feD; f peut s'écrire /=|l/llH -h+h\ eQ entraîne
\\\f\\v II/IIf

^h(b) sur B. On a donc:
' ' -A(ft)[ h(b)~

^ ' ^h(b) par conséquent
II/IIf II/IIf II/IIf
/ /he Q. Si nous posons A \\f\\v et g= A nous obtenons la première

II/IIf II/IIf
moitié de 2..

Inversement supposons que l'on ait f=A(h+g) avec À^O et geQ. geQ entraîne

g(b)^ ~h(b) pour tout beB, donc g+heD, d'où, A étant ^0 et D un cône,/eZ>.
3. L'ensemble des points extrémaux positifs de la boule unité de Z est fermé.

Il suffit de montrer que E(S)nC=E(B). 11 est évident que E(S)nBczE(B).
Inversement, soit b e E (B) avec b a st + 1 — a) s2 où 0 < a < 1 et st e S. Les st admettent
la représentation univoque s^A* b* —k~ b~ avec b*, b~eB et A^K A KK =0.
E>e 1 ||fr || ^ a ||^ || + (1 - a) || j2 || il est immédiat que || J,|| 1. || J.H ||^+ ô+ -Af 6." Il

\\Aîbî+A;b;\\=At+A;, on a donc ^^+^"=1. Or b=oc(At bt-A; b;) +

^0 et At+ +A~ =1 entraînent A* — A~ ^1 d'où A* — A~ =1 et par conséquent At+ =1,
V =0. Il en résulte b=ocbt + (1 -a) éj• beE(B) implique 6^ =b^ d'où ^ =,y2, c'est-
à-dire beE(S), on a donc bien E(B) E(S)nC.

Les hypothèses du théorème 1, compte tenu de la remarque 4, sont satisfaites. Il
existe par conséquent un compact K tel que V soit isométrique isomorphe à C(K).
K étant, par exemple, E(B). Il en résulte que le dual fort de V est isométrique
isomorphe à M (E(B)).

L'isométrie-isomorphie de V sur C(K) envoie h sur 1K et la structure d'espace de

Riesz dont est naturellement muni C(K) peut être décrite par le cône suivant:

{/ e C (K) | il existe A ^ 0 et g de norme non supérieure à 1 avec / A (g + 1K)}

On en déduit que l'application ci-dessus est une bijection de D sur le cône des fonctions
non négatives de C(K). Le cône C étant le cône d'ordre dual de celui de D, il en résulte
l'existence d'une bijection du cône C sur le cône M+ (K) des mesures positives; C
définissant sur Z une structure d'espace de Riesz, la bijection en question est un iso-

morphisme pour les structures respectives d'espace de Riesz de Z et de M(K). V et

C(K) étant isométriques isomorphes leurs duals faibles respectifs sont homéomorphes.
D'après le théorème 2 (iv) la topologie g(Z, V) coïncide sur C avec t. Par conséquent
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C et M + (K), munis respectivement de la topologie t et de la topologie faible, sont
homéomorphes.

Si nous choisissons une autre base compacte B' et si on munit Z de la norme
déduite de B' (donc de la jauge de co (Bf u - B')), E(B') étant, d'après la proposition 1,

fermé, Z et M(E(B')) seront, en tant quM-L-espaces, isomorphes; par la même

application, le cône C, muni de la topologie t, sera homéomorphe à M+ (E(Bf)) doté
de la topologie faible. D'après cette même proposition 1, E{B) et E{B') sont
homéomorphes, il en résulte que M (E(B)) et M (E(B')) sont isomorphes comme A-L-
espaces et homéomorphes comme espaces localement convexes, d'où le caractère

univoque de la construction considérée.

Théorème 4. Si Z satisfait aux hypothèses du théorème 3 et si, pour l'ordre défini

par le cône C, Z est un A-L-espace dont la boule unité est x-fermée et dont la norme est

x-continue sur le cône C, il existe alors un compact K déterminé à une homéomorphie

près tel que Z et M(K) soient isomorphes pour leurs structures respectives d'A-L-espace
et tel que le cône C, muni de la topologie t, soit homéomorphe à M+ (K), doté de la

topologie faible.
Si la norme dont est muni Z est la jauge d'un convexe du type S=co(Bu — B))

où B est une base compacte du cône C, alors Z et M(E(B)) satisfont aux conclusions
du théorème 3. Dans ce cas on voit sans peine que Z et M(E(B)) sont aussi

isomorphes pour leurs structures respectives dM-L-espace. Si KY et K2 sont deux

compacts tel que M (K^ et M(K2) soient isométriques isomorphes et tels que leurs
cônes positifs M + (K^ et M + (K2), respectivement munis des topologies faibles, soient

(par la même application) homéomorphes, il est clair que Kx et K2 sont homéomorphes.
Pour démontrer le théorème il suffit donc de prouver que la norme xh->||x|| est la

jauge d'un convexe du type S=co(Bu( — B)), où B est une base compacte du
cône C.

Désignons par J la boule unité de Z. Soit B= {xeC | ||x|| =1}.
1. B est une base du cône C.

B est non vide; 0$B; soient bteB et 0<a<l, a^ + (l-a)62eC et

||a61-l-(l—a)62|| =1 donc abl + (l— a) b2eB, B est donc convexe; il est d'autre part
évident que tout xeC-{0} admet la représentation univoque x Xb avec À>0 et

beB.
2. B est r-compacte.
La boule / étant r-fermée, la norme dont est muni Z est équivalente, d'après le

théorème 2 (ii), à une norme xh-*p(x) jauge d'un convexe S' du type co(Br kj (-B'))
où B' est une base compacte du cône C. Sf étant l'image du compact B' xB' x [0,1]

par l'application continue (bl9 b2, X)\-^Xb^-{i-X)b2 il en résulte que 5" est t-
compacte. La boule / est donc contenue dans un ensemble t-compact; étant t-fermée,
elle est r-compacte. Or B={xeC\ \\x\\ l}czj est t-fermée donc i-compacte.
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3. J=S.
S={Ab-A'bf \A9A'^0,b,b'eB,A + A' l} et OeS entraînent S={Ab-A'bf \ A,

A'^Ob, b'eB, A + A'^l}. Si deJ il existe alors A+,A~^O et b+, b~eB avec
A+b+AA~b-=0 et A+ b+ -A~b' =d. Dans ce cas \\d\\ \\A+b+-A~ b~\\

\\A+b++A~b~~\\=A++A~ donc A++A"^l et ainsi deS. Inversement si deS,
d=Ab-A'bf avec A, A'^0, b,b'eB et A +A'^l donc ||d|| ^A + A'gl d'où </e./, par
conséquent 7=5; en d'autres termes la norme xk ||x|| est la jauge de S.

Remarque. La structure d'espace localement convexe t de Z a été identifiée avec
la topologie faible de M(K) sur le cône C et non sur tout l'espace Z. Cela ne doit pas
surprendre. On peut en effet définir des topologies, coïncidant avec la topologie faible

sur M + (K), mais qui en sont distinctes sur M(K). Pour le montrer il suffit de prouver
que l'application /ii-*|/*| n'est pas en général continue pour la topologie faible.
Prenons, par exemple, comme espace ^l'intervalle [0,1] et considérons dans M([0,1])
la suite de mesures {/*„}*= x définie par \in =q(0) — q(i/n). Il est clair que pour «-»oo, \in

converge faiblement vers 0 tandis que |/xn| converge faiblement vers 2#(0).

II.2. Une caractérisation de l'espace des mesures de Radon bornées sur un espace
localement compact

Les deux propositions suivantes dont la démonstration est immédiate nous
permettent de ramener le cas d'un espace localement compact au cas compact.

Proposition 2. Soient X un espace localement compact et K=Xu {co} son com-

pactifié d'Alexandroff. M(K) est alors la somme directe topologique de M1 (X) et de

R, M (K) et M1 (X) étant munis respectivement de la topologie faible et delà topologie

Proposition 3. Les notations sont celles de la proposition 2. Soit // (a,

fi'eM+ (K) si et seulement si fieMi+ (X) et a= ||/j||.

Théorème 5. Si Z est un A-L-espace dont la structure d'ordre est définie par un
cône C X'fermé tel que, J désignant la boule unité de Z, J soit t-compacte et E(JnC)
%-fermé, il existe alors un espace localement compact X, déterminé à une homéomorphie

près, tel que Z et M1 (X) soient isomorphes pour leurs structures respectives d'Â-L-
espace et tel que par cet isomorphisme C soit homéomorphe à Ml+ (X) muni de la topo-

logieô{M1{X\C0{X)).
On montre que la somme directe topologique R®Z satisfait aux hypothèses du

théorème 4. Il en résulte alors l'existence d'un compact K tel que R®Z et M(K)
satisfont aux conclusions formulées dans ce théorème. On détermine alors un point
œeK qui nous permet d'identifier Z à M1 (X) où X=K— {co}.

Soit i'*la topologie de R®Z (il s'agit d'une topologie d'espace localement
convexe). Conformément à la proposition 3 considérons: C'={(a, z)eR®C
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1. C" est un cône localement compact avec C— C' R@Z.
Il est immédiat que C" est une cône avec C — C" R®Zet que B' {( 1, z) | zeCnJ}

est une base x'-compacte du cône C.
2. C" définit sur R®Z une structure d'espace de Riesz.

Il suffit de montrer (cf. [5] Theorem 1) que la base B' est un simplexe de Choquet.
Soient A^O et x' (a, x)eR©Z. Nous avons alors l'alternative suivante: ou bien

Br\(ÙB+x)=Q ou bien il existe /i^O et yeZ avec Bn(ÀB+x)=fiB+y.
Distinguons les deux cas:
a) A + a^l et b) A-fa l.
a) A + a#l
Dans ce cas il est immédiat que B' n(ÀB' + x')=0.
b) A + a l
Un raisonnement élémentaire montre que B'n(XB' + x')/0 si et seulement si

Bn(AB+x)^Q et que alors, B'n(ÀB' + x') {(l, z) \ zeBn(ÀB+x)}
{(1, z) | zeiiB+y}=jiB' + {\— /i,y). B' est bien un simplexe de Choquet.
3. E(Bf) est T'-fermé.
11 suffit de vérifier que E(B') {(1, z) | zeE(CnJ)}.

Munissons R©Z de la jauge de co(i?'u( — B')), d'après 1. (les hypothèses du
théorème 2 étant vérifiées) c'est une norme (a, z)h-»||(a, z)\\ sur R©Z. Compte tenu
du corollaire du théorème 2 R©Z est un ^4-L-espace. Le point 3. montre que R©Z
satisfait bien aux hypothèses du théorème 4. Il existe alors un compact K, déterminé
à un homéomorphisme près, et une application <P de R©Z sur M(K) qui est un
isomorphisme pour les structures respectives dM-L-espace de RffiZ et de M(K) et

un homéomorphisme de C sur M+(K). De (1, 0)eE(Bf) on tire l'existence d'un
coe^avec *(1, 0)=q(œ). Posons X=K-{co}.

Pour z quelconque, considérons d>(0, z)=fi\ fi'eM(K) et désignons par fi la
restriction de \i' à C0(X). On obtient ainsi une application W de Z dans Mi(X):
<Ê(0, z) (/) ¥>(z)(/) pour tout/eC0(Z). V est donc l'application qui rend com-
mutatif le diagramme :

Z -^RffiZ

où /(z) (0, z) et Pr(nf)=ix.
4. <P(0, z)(/) »P(z) (/-/(©) 1*) pour tout/eC(A:) et tout zeZ.
Montrons tout d'abord que pour tout (a, z)eR©Z a #(a, z)(lK).
On pose 0>(a, z) fxfeM(K). Soit (a, z)eC. a 0 entraîne ||z|| =0 d'où (a, z) 0

c'est-à-dire &(<x, z)(lK) 0. On suppose donc a>0. De (a, z)eC résulte d'une part

(l,z/a)e£' d'où (cf. Théorème 2 (i)) ||(1, z/a)|| 1 soit ||(a,z)||=a et d'autre part
c'est-à-dire ll^'ll =A*'(1*)« De ll^'ll Ka' Z)H on tire a ^(a? z) (1k)-
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Pour (a, z) quelconque on se ramène au cas précédent en utilisant la décomposition

univoque (a, z) (al5 z1)-(a2, z2) où (a,, z)eC et (al9 zj a (a2, z2)=0.
On a donc pour tout zeZ <2>(0,z) (lK)=0 d'où <f>(O,z) (/) <f>(0,z)

(/-/(co)1*) ^)(/-/H1k) pour tout/eC(K).
5. *F est une bijection de Z sur Af* (X).
Montrons que W est surjective. Soit /xeMl(X); pour tout feC(K) posons

lif {f)=Hf (f—f(co)lK), on a fi'eM(K). Il existe donc (a, z) avec 4>(a, z)=//. De

/i'(lx)=0 on tire a=0 d'où #(0, z)=//. Pour tout /eCo(X) /i'(/)=iu(/) et

*(0,z)(/) ÎP(z)(/), par suite W(z)=fi.
Quant à l'injectivité de *F elle s'obtient en montrant que z=0 si f(z)=0. Compte

tenu de 4., W(z)=0 entraîne <î>(0, z)=0 d'où z=0.
6. W est un isomorphisme pour les structures respectives d'espace de Riesz de Z

et de M1 (X).
Il suffit de montrer que W(C) M1 + (X). Soit zeC. Choisissons a^||z|| d'où

<P(a,z)eM + (K). Pour tout feC0(X) <P(*9z)(f) Y(z)(f). feC0(X) et /^0
entraînent donc !P(z) (/)^0.

Inversement soit /xeM1+ (Z). Considérons, de même, a avec a^ ||/i|| et formons
/i' (a, //) ; d'après la proposition 3,/i'eM+ AT) ; il existe alors (a, z)eC (en particulier
zeC) avec #(a, z)=// d'où ¥/(z)=//.

7. ÎP est une isométrie.

Il suffit de le prouver sur le cône C. Soit donc zeC. De <2>(0, z)(/)
¥>(z)(/-/(co) 1A) pour tout feC(K) on tire ||«F(z)|| =4||(0, z)||. Il suffit donc de

montrer que ||(0, z)|| =2||z|| pour tout zeC.
Soit zeC. (0, z) admet la décomposition univoque (0, z) (A, z^)— (A, z2) où

(A, zt)A(A, z2)=0 et (AjZ.JeC. On a donc 0>(A, zJa^^, z2)=0 c'est-à-dire

W(zx)a ¥(z2)=0 donc d'après 6. zt az2 =0, d'où z2 =0. ||(0, z)|| =||(A, z)-(A, 0)||

||(A,z) + (A,0)||=2A^2||z||. Par définition ||(0, z)\\ =inf {^ | <?>0, (0, z)eq co(B'u
u( — Bf))}. Or (0, z)eq co (B'kj — B')) si et seulement s'il existe zteC avec ||zj| ^ 1 et

z1—z2). On a donc

||(0, z)|| inf{p | p > 0, z p/2(z, - z2), z,6C, ||z,|| ^ 1}

c'est-à-dire

||(0, z)\\ 2 inf {p | p > 0, z p(zt - z2), zteC, ||zj| g 1}.

Il en résulte

||(0, z)|| ^ 2 inf {p | p > 0, z p(At &! - X2 b2)9 K k 0, bteB9 At + A2 ^ 1} 2 |

Cette dernière inégalité achève de montrer 7.

En résumé, W est un isomorphisme pour les structures respectives dM-L-espace
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de Z et de MX(X)\ rhoméomorphie de C et de Ml + (X), muni de la topologie
a (M1 (X), C0(X)) est évidente.

8. X est déterminé à une homéomorphie près.
Soient Xt deux espaces localement compacts et Q une application de M1 (Xt) sur

M1(X2) satisfaisant aux propriétés suivantes:

- Q est un isomorphisme de M1 (X^) sur M1 (X2), munis respectivement de leurs
structures d'^(-L-espace,

- Q est un homéomorphisme de Ml + (Xi) sur Ml+(X2) dotés respectivement des

topologies a{Ml(Xx\ CO(XX)) et a{Ml(X2\ C0(X2)).
Considérons alors les compactifiés d'Alexandroff respectifs X,u{coJ de Xv

Prolongeons Q en Q' sur M{XX u {coj) en posant Q' {a, ju) (a, Q(fx)). Dans ce cas Q!

est un isomorphisme de M(Xlu {coi}) sur Af(X2u{o>2}) pour leurs structures
respectives d'v4-L-espace, (2' est aussi un homéomorphisme des cônes positifs dotés
des topologies faibles correspondantes. a q21Q'ql est donc un homéomorphisme
de Xx u {cox} sur X2\j {co2} qui envoie œt sur co2, c'est donc aussi un homéomorphisme

de Xx sur X2.

III. Une caractérisation de l'algèbre des mesures de Radon

sur un groupe compact

Nous avons indiqué que cette partie pouvait être considérée, dans une certaine

mesure, comme une généralisation du cas du groupe fini. Précisons cette assertion en

résumant les résultats obtenus par M. A. Rieffel dans ce cas ([12]).
Si A est une algèbre réelle, de dimension finie, munie d'une structure d'espace de

Riesz, l'ordre étant archimédien et si, de plus, A satisfait aux conditions suivantes:
1. C*CaC (où C={feA |/^0})
2. feC entraîne

/•(g v h) Supl/^g + f2*h | fx +f2 =/, /,eC}
(g V h)*f Sup {g*/! + h*f2 |/1+/2=/,/,6C}

pour tout g, /* 6^4,

il existe alors un groupe fini G, déterminé à un isomorphisme près, tel que A et

L (G), algèbre réelle du groupe G, soient isomorphes pour leurs structures respectives

d'espace de Riesz et l'algèbre réelle.

Une conséquence directe ([12] 2.2. Lemma) des conditions 1. et 2. est:/, élément

de C, appartient à une génératrice extrémale du cône C si et seulement si

f*(g v ft) (/*g) v (/*/î) pour tout g,heA

Vérifions que, dans le cas d'un groupe compact G, une propriété analogue est satisfaite

par M (G).
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Proposition 4. Si G est un groupe compact et XeM + (G), alors X appartient à une

génératrice extrémale du cône M + (G) si et seulement si X * (fi v Ç) (X * /x) v (X £) pour
tout ii, Ce M (G).

Dire que k appartient à une génératrice extrémale de M+ (G), cela signifie qu'il
existe a>0 et geG tels que X ocq(g). Sans restreindre la généralité on peut supposer
a 1. Pour tout feC (G) on a A * /x (/)=/* (g/) : on définit ainsi une application linéaire
de M (G) dans M (G), Pour montrer la première partie de la proposition il suffit de

vérifier que fi^O si et seulement si A*/*^0. n^O entraîne évidemment A*^0.
Inversement supposons que X*neM+ (G). A /^0 on peut associer/' avec/'eC(G)
/'^0 et g/'=/et par suite O^X*n(f')=fi(gff)=fi(f) donc neM+(G).

Inversement si A*(/xv£) (A*/j)v(A*<î;) pour tout /z, ÇeM(G), on obtient en

remplaçant £ par —^:A*|ju| =|A*/x| pour tout fieM(G). Compte tenu de 1.3. ii
suffit de montrer que A(|/î|) |A(/ï)| pour tout heC(G). Soient donc heC(G) et la
mesure définie par d\i=hdv\ pour tout <peC(G) on a X*ix(q>)=\(p{z) X*h(z)dv(z)
où X*h(z)=$h(y-1z)dX(y) ([6] Th. 20.9.). Or d'après ([6] Th. 14.17) A*|ju|(<p)

=§(p(z)\X*h(z)\ dv(z) pour tout <peC(G), en d'autres termes X*\h\ (z) |A*A(z)|.
Or >l*|A|, \X*h\eC(G) d'où X*\h\(e) \X*îi(e)\ c'est-à-dire |J*(*)«tt(jc)|
=f\h(x)\dX(x).

Remarque. De façon, tout à fait analogue, on montre que, pour XeM+ (G), X

appartient à une génératrice extrémale du cône M + (G) si et seulement si (ju v Ç) * X —

(ju*A)v(^*A) pour tout \i, Ce M (G).
Dans cette partie on supposera que l'espace Z est muni d'une structure d'algèbre

localement convexe (la topologie étant notée t). T*:ZxZ-+Z désigne l'application
définie par la multiplication dans Z.

Proposition 5. Si Z est une algèbre commutative munie d'un cône C localement

compact satisfaisant aux propriétés suivantes:

1) T*;Cx C-+ C est continue,

2) C— {0} n'admet pas de diviseurs de 0,

3) C contient un compact N avec 0$N tel que pour tout, xeC— {0} il existe X>0
avec{(Xx)n}cN.

C possède alors une base compacte B, et une seule, telle que B*BczB.
a) Toute génératrice du cône C possède un élément x et un seul avec {x"} borné

et 0 non adhérend à cet ensemble.
Considérons une génératrice quelconque de C, d'après 3) cette génératrice admet

au moins un tel x. Il existe un voisinage V de 0, équilibré, avec xn$ V pour tout n. Si

pour un t>l, {{tx)n} est borné, il existe un n à partir duquel tnxnenV; si nous

prenons n suffisamment grand tn>n, donc xneV.
Soit à présent 0<t<l; lim tn=0 et {x"} borné entraînent lim tnxn=0.
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Désignons par B l'ensemble de ces éléments x. L'hypothèse 3) entraîne, pour tout
xeB, {xn}c:N.

p) B*BczB.
Soient bteB. {b"} est un compact et ainsi, vu la continuité de T*9 {b\}* {bn2} l'est

aussi. Il en résulte que {{bi*b2)n} est borné. On tire de 2) que 0£{#[}* {62}; cet
ensemble étant fermé, 0 n'adhère pas à {(bt *b2)n} et par conséquent bx *b2eB.

y) B est une base du cône C.

Pour tout xeC— {0} il existe, par hypothèse, À>0 et beB avec x—Xb. D'après
a) cette représentation est unique. 0$B.

Il reste à montrer que B est convexe. Soient 0<a<l, bteB et z=abl + (l — a) b2.

co ({b\} * {b\})est borné([3] chap. III, § 2, prop. 2). Or {zn} cco ({bf} * {bty) donc {zM}

est borné. Montrons que 0 n'adhère pas à {zM}. co({&"}* {62}) est fermé et borné,

C étant localement compact, cet ensemble est compact. Si Oeco({Z>"}* {bn2}), alors 0

est point extrémal de cet ensemble puisque 0eE(C); d'après un résultat, bien connu,
qui précise îe théorème de Krein-Milman ([2] chap. II, § 4, prop. 4) 0 doit appartenir
à {b"}* {bn2} ce qui est exclu d'après ce qui précède et par suite zeB.

ô) B est compacte.
B étant contenue dans N, il suffit de montrer que B est fermée. Soit F un filtre sur

B convergeant vers d, le filtre produit FxF converge vers (d,d). /?) entraîne que

T*(FxF) est une base de filtre sur B donc sur N. T* étant continue sur CxC,
71* (Fx F) converge vers d2 donc, vu la compacité de N, d2eN. On montre ainsi que
{dtt}cN d'où de B.

Remarques. 1. Cette proposition fournit des conditions suffisantes pour l'existence

d'une telle base B. Ces conditions ne sont évidemment nullement nécessaires.

Par exemple, la commutativité de Z, utilisée dans la démonstration proposée, ne nous
semble pas jouer un rôle fondamental; on verra que l'on peut éviter cette importante
restriction, en faisant cependant sur Z des hypothèses d'une tout autre nature.

2. Si Z est une algèbre localement convexe, non nécessairement commutative,
munie d'un cône C avec une base compacte B telle que B*BaB, le point a), dont la
démonstration n'utilise pas la commutativité de Z, montre que cette base est unique.

3. Il nous semble plausible, mais nous ne sommes pas parvenus à le montrer,
que 3) puisse être remplacée par 3'): pour tout xeC— {0} il existe A>0 avec {(Ax)"}
borné et 0 non adhérent à {{Àx)n}.

Théorème 6. Si Z possède un cône C satisfaisant aux propriétés suivantes:

1) C définit sur Z une structure d'espace de Riesz telle que Vapplication (x,y)^
i-+xvy soit continue,

2) T*:Cx C-+ C est continue,
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3) C possède une base compacte B avec B*BczB,
4) xeC— {0} appartient à une génératrice extrémale du cône C, si et seulement si

pour tout y, zeZ au moins l'une des deux conditions x*(yvz) (x*y)v(x*z) ou

(y v z) * x (y * x) v (z * x) est satisfaite,
il existe alors un groupe compact G, déterminé à un isomorphisme bicontinu près,

tel que Z et M (G) soient isomorphes pour leurs structures respectives d'espace de Riesz

et d'algèbre réelle et tel que, par cet isomorphisme, C et M+ (G), muni de la topologie
faible, soient homéomorphes.

1. Z satisfait aux hypothèses du théorème 3.

Considérons la base B, Pour y, zeZ arbitraires posons fyz(x) (yvz)*x —

~(y*x)v (z*x). De 4) on tire que E (B) Bn {x \fyz(x)=0 pour tout y,zeZ}.
D'après \)fyz est continue, il en résulte que E(B) est fermé.

Il existe dans ces conditions, d'après le théorème 3, un compact K et une bijection
0 de Z sur M (K). Cette bijection # est un isomorphisme pour les structures d'espace
de Riesz de Z et de M(K) et un homéomorphisme de C sur M+(K). <P permet
de définir sur M{K) une structure d'algèbre <P(x)*<P(y) <P(x*y) pour tout x,
yeZ.

Soient P={ak | ae[0,l], Xe<P(B)} etVapp\icahonT®:PxP^M(KxK) définie

par r®(A, ii)=k®ii où X®ii désigne la mesure sur KxK produit des mesures X et

jxeP. P est compact donc borné et par conséquent, d'après ([4] chap. III, § 5, no. 3,

prop. 4) T® est continue. On désigne par P®P l'image de PxP par T®.

Considérons sur P x P la relation d'équivalence R définie par T® (A, jx) T® {k\ //)
où À, n, A', fx'eP. Si A, fieP— {0} il est élémentaire que la classe d'équivalence, suivant

R, contenant (A, il) est {(aÀ, a'1 fi)ePxP | a>0}; quant à la classe contenant (A, 0)

ou (0, fi) c'est P x {0} u {0} x P. Il en résulte l'existence d'une application T:

-+M+(K) qui rend commutatif le diagramme suivant:

PxP £ > M+ (K)

2. T est continue.
Soit n : P x P-*P x P/R l'application canonique associée à la relation d'équivalence

R. T® se factorise ainsi sur PxP/R en un homéomorphisme T® de PxP/R sur

P®P ([1] chap. 1, § 3, prop. 6). De même T* se factorise sur P x P/R en une application

continue 7^ de PxP/R dans M + (K).
De la description donnée ci-dessus des classes d'équivalence suivant R dans PxP

résulte la commutativité du diagramme suivant:



Mesures de Radon sur un groupe compact

P®P

457

Px P > M+{K)

Px PjR

T®'1 et T£ étant continues, il en est donc de même de T.
3. T(q(KxK))czq(K).
Soient kteK. T(q(kuk2)) T(q(kl)®q(k2))=q(kl)*q(k2). Il existe bteE(B)

avec 0(bi) =q{ki), donc q(kl)*q(k2) ^^(b^* <P(b2) 0(bi *b2). Or pour tout x, yeZ
(bi*b2)*(xvy) (bl*b2)*xv (bl*b2)*y, donc d'après 4) bi*b2 appartient à une
génératrice extrémale du cône Cor d'après 3), bl*b2eB, il en résulte que bx *b2eE(B)
donc 0(b1*b2)eq(K)9 par suite T(q(KxK))czq(K).

Il résulte de 3. que oc q~1Tq est une application continue de Kx K dans K.
4. Si A, fieM(K) etfeC(K) alors

(1)

a permet de définir une application u: C(K)-+C(Kx K) à savoir u(f) =/a pour tout
feC(K). u est ainsi une application linéaire continue du Banach C(K) dans le Banach

C(KxK). Par conséquent la transposée fw de u est une application continue de

M(KxK) dans M(K), ces deux espaces étant munis de leurs topologies faibles
respectives ([3] chap. IV, §4, corollaire de la prop. 6). Si i=q(kl)®q(k2) avec kteK,
il est évident que tu(Ç) T(i;). De façon plus générale, vu la linéarité de T sur P®P,
si £, est le produit de deux mesures positives à support fini et de norme non supérieure

à 1 (donc ÇeP®P) on a encore tu(Q=T(^). Or d'après ([4] chap. III, § 3,

corollaire 2 du théorème 1) toute mesure positive £, est adhérente à l'ensemble des

mesures positives dont le support est fini, contenu dans celui de â, et dont la norme
est non supérieure à ||£||. Il résulte de 2. que pour tout A, jieP r(A®//) fw(A(x)/i); de

façon plus explicite A*^(/)=A®/i(/a) pour tout feC(K) ou encore (1). La
représentation analogue du produit À*fi pour A, n quelconques dans M(K) est alors
immédiate.

Si nous posons a(ku k2)=klk2 pour kteK, on munit ainsi K d'une structure de

semi-groupe compact.
5. K est un groupe.
Si K n'est pas un groupe, il existe (cf. [6] Theorem 9.16) {kl9 k2i k3}czK avec

k2^k3 et k1k2=k1k3 (ou bien k2ki=k3k1). k2^k3 entraîne q(k2)Aq(k3)=0.
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Pour ^ =?(*!)? (tf(£2)v?(/:3^
et d'autre part, vu 4), A=q(k1)*q(k2)vq(ki)*q(k3)=q(kik2)\>q(klk3) q(klk2)
K est donc un groupe

Supposons que Gt et G2 soient deux groupes compacts avec M(Gl) et M(G2)
isomorphes, en tant qu'algebres et espaces de Riesz, par une application Q et dont les

cônes positifs M+(Gl) et M+(G2), munis respectivement de la topologie faible,
soient homéomorphes par cette même application, posons alors

Bl {tieM+(Gl)\ ||/i||=l} Bt est une base compacte du cône M+(Gl% et Ton a

Bl*BlczBv II est immédiat que Q{BX) est une base du cône M+(G2), et que
Q(B1)*Q(B1)c:Q(B1)9 or d'après la remarque 2 de la proposition 5, une telle base

est unique donc Q{B^) B2 II en résulte l'existence d'un isomorphisme bicontinu de

Gx sur G2 En posant G =K on obtient ainsi le résultat annoncé

Remarques
1. Nous avons utilisé de façon essentielle la continuité dans les deux variables de

la convolution sur le cône M + (G) Dans le cas d'un groupe localement compact G'

cette propriété est, en général, non vérifiée dans M1 + (G') (pour la topologie
g {M1 (G'), C0(G'))) Ceci constitue un des obstacles principaux à une extension des

résultats qui vont suivre au cas du groupe localement compact.
2 A la place de l'hypothèse 3) on peut, par exemple, imposer celles de la

proposition 5. Une autre solution consiste à introduire sur Z, conformément a ce que
nous avons annoncé au début, une structure supplémentaire, à savoir une structure
d'algèbre de Banach.

Théorème 7. Soit Z une algèbre localement convexe munie d'un cône C localement

compact définissant sur Z une structure d'espace de Riesz et d'une norme qui en fait un

espace de Banach. On suppose, en outre, que Z satisfasse aux propriétés suivantes
1. (x, y)*-*xvy est x-continue,
2. T*.Cx C-+C est x-continue,
3. la norme, dont est munie Z, est sur le cône C multiplicative et x-continue,
4. Z, en tant qu'espace de Banach et espace de Riesz, est un A-L-espace dont la

boule unité est x-fermée.
5. xeC— {0} appartient à une génératrice extrémale du cône C si et seulement si

pour tout y,zeZ l'une au moins des deux conditions x*(yvz) (x*y)v(x*z) ou

(yvz)*x=(y*x)v(z*x) est satisfaite.
Dans ce cas il existe un groupe compact G, déterminé à un isomorphisme bicontinu

près, tel que Z et M (G) soient isomorphespour leurs structures respectives d'A-L-espace
et d'algèbre réelle et tel que par cet isomorphisme C et M+ (G), muni de la topologie

faible, soient homéomorphes.

Il suffit de montrer que B {xeC | ||jc|| 1}, dont nous savons (cf. Théorème 4)
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que c'est une base compacte du cône C, satisfait à l'hypothèse 3) du théorème 6. Ceci
est assuré par la multiplicativité de la norme jck ||jc|| sur le cône C.

Remarques.
1. On peut vérifier directement que la structure dM-L-espace introduite fait de Z

une algèbre de Banach. Il suffit de montrer que pour tout x, >>eZ||.x;* j>|| g ||jc|| • \\y\\.
Z étant un espace de Riesz et C*CczC, on a \x*y\ g |x|*|>>|. Cette inégalité, jointe
au fait que Z est un ^4-L-espace, entraîne

c'est-à-dire

2. Il n'a pas été supposé que l'algèbre Z possède un élément unité ni qu'elle soit
munie d'une involution. Il est intéressant de noter que les hypothèses faites, en

particulier 5., assurent l'existence de l'un et de l'autre.
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