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Epimorphismen von kommutativen Ringen

HaNs HEINER STORRER

Einleitung

Die vorliegende Arbeit untersucht Fragen, die sich aus der wohlbekannten Tat-
sache ergeben, dass ein Epimorphismus in der Kategorie der Ringe keine surjektive
Abbildung zu sein braucht. So ist zum Beispiel die Einbettung des Ringes Z der ganzen
Zahlen in den Korper Q der rationalen Zahlen ein Epimorphismus, denn jeder Ring-
Homomorphismus, der auf Q definiert ist, ist offensichtlich schon durch seine Werte
auf Z bestimmt.

Wir werden ausschliesslich kommutative Ringe mit Einselement betrachten, ob-
wohl einige Resultate auch auf nichtkommutative Ringe libertragen werden konnten.

Im ersten Kapitel bringen wir die grundlegenden Definitionen und eine Reihe von
notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir, dass ein Homomorphismus
f:R—S ein Epimorphismus ist.

Im zweiten Kapitel untersuchen wir hauptsidchlich epimorphe Erweiterungen
Rc S, das sind Monomorphismen f: R— S, die zugleich Epimorphismen sind.

IsBELL [12] hat in diesem Zusammenhang folgende Definitionen aufgestellt: Ein
Element d aus S wird von R dominiert, wenn fiir jeden Homomorphismus f mit
Definitionsbereich S der Wert f(d) durch die Werte von f auf R bestimmt ist. Die
Menge aller dominierten Elemente heisst das Dominion Dom(R, S). Die Erweiterung
Rc S ist genau dann epimorph, wenn Dom(R, S)=S ist.

Fin Ring R heisst dominant, wenn fiir alle S> R stets Dom(R, S)=R ist und
saturiert, wenn wenigstens stets Dom(R, S)#S ist, d.h. wenn R keine echten epi-
morphen Erweiterungen besitzt.

Wir geben verschiedene notwendige Bedingungen und hinreichende Bedingungen
dafiir an, dass ein Ring dominant oder saturiert ist. Es scheint aber schwierig zu sein,
Bedingungen zu finden, die notwendig und hinreichend zugleich sind und die fiir alle
Ringe gelten.

Dies ist aber sehr wohl moéglich, wenn wir uns auf bestimmte Klassen von Ringen
beschrinken. Wir erhalten dann zum Beispiel folgende Resultate: Ein noetherscher
Ring ist genau dann saturiert, wenn er artinsch ist. Ein semiprimer Ring ist genau
dann saturiert, wenn er reguldr ist.

Einige unserer Resultate haben Analoga in der Kategorie der Halbgruppen, welche
in den Arbeiten von ISBELL [12] und Howig und ISBELL [11] untersucht worden ist.

Das dritte Kapitel befasst sich mit Quotientenringen. Wir gehen von der anfangs
gemachten Feéststellung aus, dass Z<Q ein Epimorphismus ist. Allgemeiner ist die
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Einbettung eines Ringes R in seinen (klassischen) Quotientenring Q. ,(R) stets ein
Epimorphismus.

Da der Korper Q saturiert ist, ist Q eine maximale epimorphe Erweiterung von Z
und die Frage liegt nahe, ob nicht der Quotientenring eines Ringes auf diese Weise
charakterisiert werden konnte.

In dieser Allgemeinheit ist die Frage zu verneinen. Man sieht ndmlich, dass etwa
auch die Erweiterung Z < Q x Z, ein Epimorphismus ist, dabei ist Q x Z, reguliar und
daher saturiert.

Man gelangt aber zu gewissen Resultaten, wenn man nur wesentliche epimorphe
Erweiterungen R<.S betrachtet, d.h. Erweiterungen, bei denen jedes von Null ver-
schiedene Ideal von S einen von Null verschiedenen Durchschnitt mit R hat. Dies ist
keine allzugrosse Einschrinkung, denn wenn R< S epimorph ist, dann gibt es stets
ein Ideal I von S, sodass S/ eine wesentliche epimorphe Erweiterung von R ist.

Wenn es eine maximale wesentliche epimorphe Erweiterung von R gibt, die bis auf
Isomorphie eindeutig ist, dann nennen wir sie eine epimorphe Hiille von R. Diese
Definition hat natiirlich in beliebigen Kategorien einen Sinn (man beachte, dass der
Begriff ,,wesentlich** in jeder Kategorie definiert werden kann). Am Ende des dritten
Kapitels geben wir einige Anwendungen auf verschiedene Kategorien, die zeigen, dass
wohlbekannte Begriffe, wie zum Beispiel die vollkommene Hiille eines Korpers oder
die Vervollstindigung eines metrischen Raumes Spezialfélle der epimorphen Hiille sind.

In der Kategorie der Ringe ist die Situation aber recht kompliziert. Wir sind nicht
in der Lage, die Existenz der epimorphen Hiille E(R) eines Ringes R im allgemeinen
nachzuweisen ; die Schwierigkeit liegt dabei im Beweis der Eindeutigkeit. Immerhin
haben wir folgende Hauptresultate:

Wenn der klassische Quotientenring Q,(R) saturiert ist, dann existiert £(R) und
ist gleich Q. ,(R). Dies ist insbesondere fiir Integrititsbereiche richtig, wir haben somit
eine Definition des Quotientenkorpers gefunden, welche nur Aussagen iiber Ab-
bildungen verwendet. Das zweite Hauptergebnis lautet wie folgt:

Es sei R ein semiprimer Ring (d.h. ein Ring ohne nilpotente Elemente #0), dann
existiert E(R) und es gilt Rc Q. ,(R)= E(R)= Q(R). Dabei ist Q(R) der vollstindige
Quotientenring im Sinn von UtuMi und LAMBEK.

In Bezug auf die Terminologie halten wir uns an das Buch von LAMBEK [13], in
welchem sdmtliche hier nicht explizit definierten Begriffe erlautert sind.

An dieser Stelle mochte ich den Herren Professoren B. ECKMANN und J. LAMBEK
fiir ihre Unterstiitzung und ihr Interesse recht herzlich danken.

I. Allgemeines iiber Ring-Epimorphismen

1. Definitionen

In der ganzen Arbeit sollen, wenn nicht ausdriicklich etwas anderes erwédhnt ist,
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folgende Vereinbarungen gelten: Alle Ringe sind kommutativ und haben ein Eins-
element; alle Moduln sind unitdr. Ein Ring-Homomorphismus fiihrt das eine Eins-
element in das andere liber; speziell enthélt ein Unterring das Einselement des um-
fassenden Ringes.

Mit ‘R bezeichnen wir die Kategorie der kommutativen Ringe mit Einselement
und mit My die Kategorie der R-Moduln.

DerINITION 1.1. Es sei € eine Kategorie. Ein Morphismus f: 4— B in € heisst ein
Epimorphismus, wenn fiir alle C in € und alle g, h: B—C die Zusammensetzungen g f
und A f nur dann gleich sind, wenn g=h ist.

Dual wird der Begriff des Monomorphismus definiert. Es ist leicht zu sehen, dass
eine Abbildung in R genau dann ein Monomorphismus ist, wenn sie eineindeutig ist.

Ein Epimorphismus in R braucht dagegen, wie in der Einleitung erwihnt, keine
surjektive Abbildung zu sein. In diesem Zusammenhang ist ein Resultat von QORT
und STROOKER [16] erwdhnenswert: Ein Epimorphismus f: R—S in ‘R ist genau dann
surjektiv, wenn .S vermdge f zu einem endlich erzeugten R-Modul wird.

2. Notwendige und hinreichende Bedingungen
LEmMMA 2.1. Es seien f: R—S und g: R—T zwei Abbildungen in R. Dann gilt:

(@) R <, S

g] Ips

ist ein Cocartesisches Quadrat (ein ,,pushout‘’ in anderer Terminologie).

Bei der Bildung des Tensorproduktes tragen S bzw. T die durch f bzw. g induzierte
R-Modulstruktur. p, und p, sind durch p,(s)=s®1 bzw. p,(t)=1®¢ definiert.

(b) Wenn f (bzw. g) ein Epimorphismus ist, so auch p, (bzw. p,).

(c) Wenn S=T und f=g ist, so sind p, und p, Monomorphismen.

Beweis.

(a) ist klar, wenn man beachtet, dass S® ;7 das Coprodukt in ‘R ist ([15], p. 181).

(b) ist eine wohlbekannte Eigenschaft des Cocartesischen Quadrats.

(c) Unter diesen Voraussetzungen faktorisiert die Identitdt 15: S— S iiber S®z S,
d.h. es gibt ein ¢: S®z S— S mit gp, =15, gp, = 15, woraus die Behauptung folgt.

Die folgenden Kriterien sind zum Teil wohlbekannt, wir geben aber der Voll-
stindigkeit halber die Beweise an.

SATZ 2.2. Es sei f:R—S ein Ring-Homomorphismus. M und N seien S-Moduln.
Mit M' und N' seien die R-Moduln bezeichnet, die man vermaoge f aus M und N erhdlt.

Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(@) f:R—S ist ein Epimorphismus in ‘R.
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(b) Im Cocartesischen Quadrat
R—s

fl lm
S—> S ®4S

ist py =p,.

(¢c) p, oder p, ist ein Isomorphismus in R und damit auch in My und ;.

(d) Fiir jedes M gilt: M=M'®zS in Mg, wobei M'®@gS die iibliche S-Modul-
Struktur trdot.

(e) Fiir alle M und N gilt: Homg(M, N)~Homg(M', N'), d.h. die durch f indu-
zierte Einbettung von WM in My, ist voll.

(f) Fiir alle M und N gilt: M'QxgN' =2M@N.

Beweis.

(a)=(b): Da p, f=p, f ist, muss p, =p, sein.

(b)=>(a): Es seien g, h:S—T mit g f=hf gegeben. Wegen der universellen Eigen-
schaft des Cocartesischen Quadrats gibt es dann ein k:S®gxS—->T mit kp, =g,
kp,=h, woraus g =h folgt.

(b)=(c): Nach Lemma 2.1. (c) gibt es ein ¢ mit gp; =qp, =15. Man hat dann
p1gp; =p, und lggsp; =p,. Lemma 2.1. (b) sagt uns dann, dass p; g =155 ist.

Es ist klar, dass p; =p, und g auch R- und S-Modul-Homomorphismen sind, denn
q ist durch ¢(s®s’)=ss" definiert.

(¢)=>(b): Wenn etwa p, ein Isomorphismus ist, so gilt wegen gp, =gp, auch
P1=p,, denn p7 ' g=15gs.

(¢)=>(d): Man findet nachstehende Folge von Isomorphismen abelscher Gruppen:
M2MRSEMR(SRrS)Z(MRsS)RQrSEM ' ®gS. Alle diese Isomorphismen
sind aber auch S-Modul-Isomorphismen.

(d)=>(e): Wir betrachten das Paar adjungierter Funktoren:

FMrg->Ms FA=ARgS

GMs—>Mg GM=M'

Nach (d) ist FGM =M und aus der Adjungiertheit von F und G folgt:
Homg(M, N)=Homg(FGM, N)~Homg(GM, GN)=Homg(M’', N’')

(e)=(b): Es sei p; #p,, d.h. es gebe ein # in S mit @1 # 1@¢. Wir betrachten den
Automorphismus a der additiven Gruppe von S® g S, der durch a(s®s')=s"®s defi-
niert ist. a ist ein R-Homomorphismus, aber kein S-Homomorphismus, denn
a(t(1®1))=a(t®1)=1®t, aber ta(1®1)=t(1®1)=t®1.

(d)=>(f): Man hat MR N(M®sS) s NZMQs(SQrS) Qs N
(MRsS)Rr(N®sS)=M '@ N'.

(f)=(c): Wenn S®zS nicht isomorph § ist, so ist (f) nicht erfiillt, wenn man
M =N =5 setzt.
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II. Saturierte und dominante Ringe

3. Definitionen

In diesem Kapitel werden wir uns hauptsidchlich mit Erweiterungen von Ringen
befassen. Wir nennen eine Erweiterung epimorph, wenn die zugehorige Einbettungs-
abbildung ein Epimorphismus ist. R< S heisst eine echte Erweiterung, wenn R# S ist.

Die folgenden Definitionen stammen im wesentlichen von ISBELL [12].

DerINITION 3.1. Es sei R< S eine Erweiterung von Ringen. Man sagt, dass ein
Element d aus S von R dominiert wird, wenn fiir alle Ringe 7 und alle g, #:S—T aus
g(r)=h(r) fiir alle re R folgt, dass g(d)=h(d) ist.

Die Menge aller dominierten Elemente bildet einen Unterring von S, der R
enthilt und der das Dominion Dom(R, S) von R in S genannt wird.

Ein Element se S liegt genau dann in Dom(R, S), wenn in S®¢ S die Beziehung
s®1=1@®s gilt, d.h. wenn (mit den Bezeichnungen von Satz 2.2.) p, (s) =p,(s) ist.

DerINITION 3.2. Ein Ring R heisst dominant, wenn fiir alle Erweiterungen Rc S
stets R=Dom(R, S) ist. (ISBELL nennt dies ,,absolutely closed*“). Ein Ring R heisst
stark dominant, falls jedes homomorphe Bild von R (inklusive R) dominant ist.

Ein Ring R heisst saturiert, falls er keine echten epimorphen Erweiterungen
besitzt.

Ein Ring R heisst stark saturiert, falls jedes homomorphe Bild von R (inklusive R)
saturiert ist.

Man sieht ohne weiteres, dass folgende Implikationen gelten:

stark dominant

{ y
dominant stark saturiert
y |
saturiert

Wir werden im Abschnitt 7. Beispiele angeben, die zeigen, dass keine der Um-
kehrungen richtig ist.
Das folgende Lemma ist eine Variante eines Resultats von ISBELL.

LeEMMA 3.3. Es sei R<S und seS. Es gebe Elemente a, be R und te S mit s=at und
a=tb. Dann ist ses Dom(R, S).
Beweis. Es seien g, h: S—T gegeben mit g(r)=~h(r) fiir alle re R. Man hat dann

¢(s) =g(at)=h(a) g(1)=h(1) h(b) g(t)=h(r) g(b) g(t) =h(r) g(a) =h(ta)=h(s).
4. Notwendige Bedingungen

Wir gebrauchen folgende Schreibweise: () bezeichnet das durch r erzeugte Haupt-
ideal und X*-den Annullator der Menge X:X* ={reR| rx=0 fiir alle xeX}.
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LEMMA 4.1. R sei saturiert. Dann ist fiir jedes ac R und jede natiirliche Zahl j
mindestens eine (und damit genau eine) der folgenden Bedingungen A;, B; erfiillt:
A;:(a)=(a’""),  Bji(a’)*#(a’ ")~

Beweis. Wir nehmen an, dass es ein aeR und eine Zahl k gibt, sodass 4, und B,
beide nicht erfiillt sind und konstruieren eine echte epimorphe Erweiterung von R.

Essei R[x] der Polynomring in einer Unbestimmten iiber R, I das durch a**' x—a*
erzeugte Hauptideal von R[x] und R’ der Restklassenring R[x]/I. Die Restklasse
von r modulo 7 bezeichnen wir mit F.

Wir zeigen zunéchst, dass die Abbildung R— R’, gegeben durch r—#, ein Mono-
morphismus ist. Es sei 7=0, dann hat r die Form r=g¢(x) (a**'x—a*), mit ¢(x)=
o+ gy X+ +q,x"

Nach Voraussetzung ist (a**')* =(a*)* und ein Koeffizientenvergleich ergibt dann
ohne weiteres r = —g,a* =0.

Mit S bezeichnen wir nun den Unterring von R’, der durch R und das Element
y=x**a* erzeugt wird und behaupten:

(a) R-S ist ein Monomorphismus,

(b) R— S ist nicht surjektiv,

(c) R—S ist ein Epimorphismus.

(a) ist klar, weil schon R— R’ ein Monomorphismus ist.

(b) Unter mehrfacher Verwendung der Relation a**!x%=a* findet man
adt (@ y)=a*y=a* ¥ =a** 1 ** 1 =... =d"*! ¥ =4* Wiire nun yeR, so hitte
man einen Widerspruch zur Voraussetzung, dass A, nicht erfiillt ist.

(c) Die obenerwédhnte Relation fiihrt auch auf folgende Beziehungen: y=y*ad*
denn y?a*=x**a3*=... =x?*g* =y und d*=y?a**, denn y*a** =x**g’*=... =x4**!
=qa*. Nach Lemma 3.3. gilt folglich ye Dom(R, S), und da S von R und y erzeugt wird,
ist Dom(R, S)=S, das heisst, die (echte) Erweiterung R< S ist epimorph.

KOROLLAR 4.2. In einem saturierten Ring ist jedes Element entweder ein Nullteiler
oder eine Einheit.

Beweis. Es sei a kein Nullteiler, dann ist B; nicht erfiillt, somit muss A4, gelten,
d.h. es gibt ein b mit a=ba’.

BEMERKUNG. Dieses Korollar folgt auch direkt aus der Tatsache, dass ein Ring R
stets epimorph in seinen klassischen Quotientenring Q,,(R) eingebettet ist.

LeEMMA 4.3. R sei dominant. Dann ist fiir jedes geordnete Paar a, b von Elementen
aus R mindestens eine (und damit genau eine) der beiden folgenden Bedingungen erfiillt:

A:(@)c(b), B:(b)*<E(a)*.

Beweis. Es gebe ein Paar a, b, das beide Bedingungen nicht erfiillt. Wir konstru-
ieren eine Erweiterung S von R, in welcher R# Dom(R, §) ist.
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S sei der Restklassenring von R[x] modulo dem Ideal J, das durch bx —a erzeugt
wird.

Genau wie im Beweis von Lemma 4.1. zeigt man, dass die Abbildung R—S ein
Monomorphismus ist.

Wir betrachten nun das Element z=%?be S und zeigen, dass es nicht in R liegt.
Lige es ndmlich in R, so hitte man eine Beziehung x*b—r=q(x)(bx—a) fiir ein
gewisses re R, mit ¢(x) wie oben.

Ein Koeffizientenvergleich liefert

(O) - qoa ==r
(1) gdob—¢q,a=0
(2) 1b—g,a=0b
3) 9:b—q3a=0
(n) qn—lb_qna=0
(n+1) gxb =0
Nach Voraussetzung ist (b)* =(a)* und man erhilt g,_,b=---=¢q,b=0, somit

g,a=0 und daher q;b=b. Aus (¢q,—1)b=0 folgt (¢9,—1)a=0, d.h. g,a=q,b=a,
und man hat (@)= (b) im Widerspruch zur Voraussetzung.

Nach Lemma 3.3. liegt z aber in Dom(R, S), denn es gelten die Beziehungen
z=Xaund a=xb.

KOROLLAR 4.4. In einem dominanten Ring R ist jedes Hauptideal ein Annullator-
ideal, d.h. es gilt (r)=(r)** fiir alle reR.

Beweis. Es existiere ein b R mit (b)#(b)**. Dann gibt es ein a¢(b), ae(b)**.
Aus der trivialen Gleichheit (b)** * =(b)* folgt dann (b)* =(a)* und die Bedingungen
A und B sind beide nicht erfiillt.

5. Hinreichende Bedingungen

Die beiden folgenden Definitionen entstammen einer Arbeit von CoHN [4].

DEerINITION 5.1. Es sei M ein R-Modul. Ein Untermodul N heisst rein in M, falls
die Folge 0-N®r U—-> M@ U fiir alle R-Moduln U exakt ist.

N ist zum Beispiel dann rein in M, wenn M/N flach oder wenn N direkter Summand
in M ist.

DeriNiTION 5.2. Ein Ring R heisst rein, wenn er in jedem Erweiterungsring S ein
reiner R-Untermodul ist.

Beispiele von reinen Ringen sind die (VON NEUMANN-) reguldren Ringe (jeder
Modul ist flach) und die selbstinjektiven Ringe (R ist R-direkter Summand in jedem S).

LemMMA 5.3. Ein reiner Ring ist dominant.
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Beweis. (Vgl. [4], Lemma 4.1.).
Es sei R rein und R S. Aus der exakten Folge von R-Moduln

0->R->S35S/R-0

entsteht durch Bildung des Tensorproduktes mit S bzw. S/R das nachstehende
kommutative Diagramm mit exakten Zeilen:

0—S —>S®zxS

a lao1
0 S/R—S/R ®xS

Dabei ist p(s)=s®1, p(5)=5®1.

Es sei nun seDom(R, §), d.h. s®1=1®s in S®zS. Es ist dann (¢®1) (1®s)=
¢(1)®s=0, somit auch (g@1) (s&1)=(¢®1) (p(s)) =p(4(5))=O.

Daraus folgt ¢(s)=0, d.h. seR und es ist R=Dom(R, §).

KOROLLAR 5.4. Regulire Ringe und selbstinjektive Ringe sind dominant und (a
fortiori) saturiert.

Fiir unsere weiteren Untersuchungen bendtigen wir die Definition und einige
Eigenschaften der n-reguldren Ringe.

DerINITION 5.5. Ein Ring R heisst n-reguldr, wenn es zu jedem re R ein xe R und
eine natiirliche Zahl »n gibt, sodass r"xr" =r" gilt.

Beispiele von n-reguldren Ringen sind die reguldren und die artinschen Ringe.

Die folgenden Resultate sind vermutlich zum Teil wohlbekannt.

LEMMA 5.6. Folgende Aussagen iiber einen Ring R sind dquivalent:

(a) R ist n-regulir.

(b) Zu jedem reR existiert ein y€ R und eine natiirliche Zahl n mit r"* "y =r".

(¢) Das Jacobson-Radikal Rad R=N ist ein Nilideal und R=R/N ist reguliir.

(d) R/P ist regulir, wo P=rad R das Primradikal (d.h. der Durchschnitt aller Prim-
ideale) von R ist.

(e) In jedem homomorphen Bild von R (inklusive R) ist jedes Element entweder ein
Nullteiler oder eine Einheit.

(f) Jedes Primideal von R ist ein maximales Ideal von R.

n+1

Beweis.

(a)=(b): Man setzt y=r""1'x.

(b)=>(a): Unter mehrfacher Verwendung der Beziehung r
nach, dass r2"y" =r2" 1yt~ =pttly =" st

(a), (b)=>(c): Es sei reN. Aus (a) folgt, dass r"xeN ein Idempotent ist. Das
einzige Idempotent im Radikal ist aber Null, sodass r"=r"xr" =0 ist.

"*1y —r" rechnet man
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In R gilt wegen (b) 7" *! y=F", fiir ein gewisses, von 7 abhingiges y. Daraus folgt

aber durch einfache Rechnung (7"5—7""1)?=0, und da es in R keine nilpotenten
Elemente #0 gibt, gilt 7”7 =#""1. Durch Wiederholung dieses Prozesses erhilt man
schliesslich 72y =F.

(c)=(d): Wenn N ein Nilideal ist, so ist N=P.

(d)=>(b): Es sei reR. Da R/P regulir ist, gibt es ein xeR, sodass r—r?xeP ist.
P ist ein Nilideal und somit gilt (r —r?x)"=r"(1—rx)"=0 fiir ein gewisses .

Entwickelt man den Klammerausdruck, so erhélt man r"(1—prx)=0, wo p ein
Polynom in rx ist. Mit y =px ergibt sich dann r"=r""1y.

(a)=(f): Jedes homomorphe Bild eines n-reguldren Rings ist wieder n-regulir
und ein n-reguldrer Integritdtsbereich ist offensichtlich ein Korper.

(f)=>(e): Wenn in R jedes Primideal ein maximales Ideal ist, dann ist auch jedes
Primideal ein minimales Primideal, und dies alles gilt auch in jedem homomorphen
Bild R von R. Es ist aber wohlbekannt (vgl. z.B. [2], p. 94), dass jedes minimale Prim-
ideal eines Rings aus lauter Nullteilern besteht. Daraus folgt, dass jedes maximale
Ideal von R aus lauter Nullteilern besteht.

(e)=(a): Es sei R nicht n-reguldr, dann konstruieren wir ein homomorphes Bild
R/I, das einen Nichtnullteiler 4 enthilt, der keine Einheit ist.

Es gebe also ein ae R, sodass a*"x #a" ist, fiir alle xe R und alle natiirlichen Zahlen
n. Dann ist g weder nilpotent noch eine Einheit. Falls a kein Nullteiler ist, so sind wir
fertig, denn dann ist schon R selbst nicht n#-regulér. Es sei a ein Nullteiler. Wir betrach-
ten die aufsteigende Kette von Annulatoridealen (@)*c(a?)*<---c(a")*<---. und
bilden ihre Vereinigung 7.

a ist kein Nullteiler modulo I, denn wenn abel ist, so gibt es ein n mit ba"*! =0,
woraus bel folgt. a ist auch keine Einheit modulo 7, denn wire ac—1€l, so hitte
man a™*1c=a" fiir ein geeignetes m. Dann wire aber, wie unter (b) gezeigt, a
a”, im Widerspruch zur Voraussetzung.

2mcm=

BEMERKUNG. Die Aquivalenz von (d) und (f) ist als Ubungsaufgabe in BOURBAKI
([2], chap. II, § 4, ex. 16d) formuliert, der Zusammenhang mit den n-reguldren Ringen
scheint indessen nirgends bemerkt worden zu sein.

Das nichste Lemma verallgemeinert das folgende bekannte Resultat: Ein noether-
scher Ring, in dem jedes Primideal maximal ist, ist artinsch.

LEMMA 5.7. Ein n-reguldrer Ring R, der die Maximalbedingung fiir Annullator-
ideale erfiillt, ist artinsch.

Beweis. Wir wenden einen Satz von SMALL an, der die Ringe charakterisiert, die
‘einen artinschen klassischen Quotientenring besitzen ([19], Theorem C. Es geniigt,
den Beweis von Theorem B zu betrachten, der sich in unserm Spezialfall direkt an-
wenden ldsst). R erfiillt die Voraussetzungen dieses Satzes, denn N=Rad R ist wegen
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der Maximalbedingung nilpotent (HERSTEIN/SMALL [10]) und ein Annullatordieal
(SMALL [18], Lemma 1.16). Da R=0Q_,(R) gilt, ist das Lemma bewiesen.

DEeFINITION 5.8. Ein Ideal 7 eines Ringes R heisst T-nilpotent, falls es zu jeder

Folge ay, a,,...a,,... von Elementen aus / eine Zahl p gibt, sodass das Produkt
a;a,...a,=0 ist.

SATZ 5.9. Der Ring R erfiille die beiden folgenden Bedingungen:
(@) N=RadR ist T-nilpotent;

(b) R=R/N ist reguliir.

Dann ist R stark saturiert.

Beweis. Wir beweisen zundchst, dass R saturiert ist und zeigen nachher, dass jedes
homomorphe Bild von R ebenfalls die Bedingungen (a) und (b) erfiilit.

Es sei f: R— S eine epimorphe Erweiterung von R. Wir miissen zeigen, dass R=S
ist. f induziert eine Abbildung g:R/N—S/N S, die sowohl ein Epimorphismus als auch
ein Monomorphismus ist. Nach Voraussetzung ist aber R/N regulir und damit
saturiert (Korollar 5.4.), g ist daher ein Isomorphismus und man erhilt die Dar-
stellung S=R+NS.

Wir nehmen nun an, es sei R#.S und zeigen, dass dann N nicht T-nilpotent ist.
Fiir die folgenden Uberlegungen setzen wir fest, dass alle neN, reR und seS sein
sollen.

Zunichst eine Bemerkung: Wenn es ein Paar von Elementen », s gibt mit ns¢ R,
dann gibt es auch Elemente n’, s' mit nn's'¢ R. Man hat nidmlich eine Darstellung
s=r+Y n;s;und esist ns=nr+ ) nn;s;. Dabei konnen offensichtlich nicht alle nn;s;e R
sein und ein beliebiges dieser Produkte liefert " und s'.

Nach Voraussetzung gibt es nun ein s,, das nicht in R liegt. Es hat eine Darstellung
So=ro+ Y .n;s; und wiederum konnen nicht alle n;s;eR sein. Wir finden also ny, s,
mit n, s, ¢ R. Nach der Bemerkung gibt es dann »n'=n,, s’ =s, mit n;n,s,¢R. Wir
konnen diesen Prozess beliebig oft wiederholen und finden schliesslich zwei Folgen
ny, Hy,... und s, S,,... mit nyn,...n.5.¢ R fiir alle k. A fortiori ist dann nyn,...n,#0
fir alle k, was bedeutet, dass N nicht 7-nilpotent ist.

Damit ist der erste Teil bewiesen und es bleibt zu zeigen, dass auch jedes homo-
morphe Bild von R die Eigenschaften (a) und (b) hat. Da R nach Lemma 5.6. n-regulir
ist, gilt jedenfalls (b) in jedem homomorphen Bild.

Es bleibt zu beweisen, dass auch (a) stets erfiillt ist. Dazu sei / ein beliebiges Ideal
von R und A: R— R/I die zugehérige Projektion. Dann gilt stets #(Rad R)=Rad(R/I),
wir werden aber zeigen, dass hier sogar #(Rad R)=Rad(R/I) ist, woraus dann die
Behauptung unmittelbar folgt.

Es sei h(a)eRad(R/I), dann miissen wir ein geN finden, sodass k(q)=h(a) ist.

R/N ist regulir, es gibt somit ein xe R und ein ¢,€N mit a—a*x=gq,. Man hat
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dann a=d*x+q,=a(ax)+q,=(a*x+q,) ax+q,=a*x*+(q.ax+q,)=a’x*+q,,
mit g,€N. Indem man wiederum a durch a®x+ g, ersetzt, erhillt man die Beziehungen
a=a*x’+q3=--=a"x""'+¢q,_,. Nach Voraussetzung ist aber h(a)eRad(R/I)
und da dies ein Nilideal ist, muss a™e/ sein, fiir ein gewisses m, woraus folgt, dass
h(a)=h(qm-1) ist.

Damit ist Satz 5.9. vollstindig bewiesen.

Es ist erwahnenswert, dass sich nach HAMSHER [9] und RENAULT [17] die in Satz
5.9. beschriebene Klasse von Ringen R dadurch charakterisieren ldsst, dass jeder
R-Modul maximale Untermoduln besitzt.

Die Anwendung dieser Resultate hitte uns einen Teil des Beweises erspart, doch
haben wir einen direkten Beweis vorgezogen.

6. Anwendungen auf gewisse Klassen von Ringen

Wir sind nun in der Lage, fiir einige Klassen von Ringen notwendige und hin-
reichende Bedingungen aufzustellen.

Ein Ring heisst semiprim, wenn er keine von Null verschiedenen nilpotenten
Elemente enthilt.

SATZ 6.1. R sei ein semiprimer Ring. Dann sind folgende Behauptungen dquivalent:
(a) R ist rein.

(b) R ist stark dominant.

(c) R ist dominant.

(d) R ist stark saturiert.

(e) R ist saturiert.

(f) R ist reguldr.

Beweis. Da ein homomorphes Bild eines reguldren Ringes reguldr ist, folgt aus
Korollar 5.4. sofort, dass (f)=(a)=>(b)=(c)=>(e) und (b)=(d)=(f) gilt. Um
(e)=(f) zu zeigen, wenden wir Lemma 4.1. an. Fiir jedes a€R ist die Bedingung B,
nicht erfiillt, weil R semiprim ist, somit muss 4, gelten, was gerade besagt, dass R
reguldr ist.

SATZ 6.2. R sei ein Ring, der die Maximalbedingung fiir Annullatorideale erfiillt.
Dann sind folgende Behauptungen dquivalent:

(a) R ist stark saturiert.

(b) R ist saturiert.

(c) R ist ein artinscher Ring.

Beweis.

(a)=(b): Dies ist klar.

(c)=>(a): Dies folgt aus Satz 5.9.

(b)=>(c):. Es sei a ein beliebiges Element aus R. Wir betrachten die aufsteigende
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Folge von Annullatoridealen (a)*<=(a®)*c ---<(a")* =---. Wegen der Maximal-
bedingung muss es ein k mit (a*)* =(a**1)* geben.
Die Bedingung B, von Lemma 4.1. ist dann nicht erfiillt, folglich muss 4, gelten

und es gibt ein ye R mit a**!y =g*. Nach Lemma 5.6. ist R somit n-regulir und nach
Lemma 5.7. artinsch.

KOROLLAR 6.3. R sei ein noetherscher Ring. Dann sind folgende Behauptungen
dquivalent:

(a) R ist stark saturiert.

(b) R ist saturiert.

(c) R ist ein artinscher Ring.

Wir erinnern an zwei Definitionen. Ein Ring R heisst ein Quasi-Frobenius-Ring,
wenn er eine (und damit auch die andere) der beiden folgenden dquivalenten Eigen-
schaften besitzt:

(a) R ist noethersch und selbstinjektiv.

(b) R ist artinsch und jedes Ideal ist ein Annullatorideal.

Ein Ring R heisst ein Hauptidealring, wenn jedes Ideal ein Hauptideal ist. (R braucht
also kein Integrititsbereich zu sein.)

SATZ 6.4. R sei ein Hauptidealring. Dann sind folgende Behauptungen dquivalent:
(a) R ist stark dominant.

(b) R ist dominant.

(c) R st stark saturiert.

(d) R ist saturiert.

(e) R ist ein Quasi-Frobenius-Ring.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass (e)=(a) =(d) gilt.

Es ist bekannt (FAITH [5], LEvy [14]), dass jedes homomorphe Bild (inklusive R)
eines artinschen Hauptidealringes R ein Quasi-Frobenius-Ring ist. Wegen Korollar
5.4. gilt somit (¢)=>(a), und da ein sat urierter noetherscher Ring artinsch ist (Satz 6.3.),
hat man auch (a)=>(d).

7. Gegenbeispiele

In diesem Abschnitt geben wir drei Beispiele, die zeigen, dass sich die nach
Definition 3.2. aufgefiihrten Implikationen nicht umkehren lassen.
Wir notieren noch eine einfache notwendige Bedingung:

LEMMA 7.1. Ein stark saturierter Ring ist n-reguldr.

Beweis. Wenn R nicht m-reguldr ist, so ist nach Lemma 5.6. R/P nicht regulér,
dann ist aber R/P nach Satz 6.1. auch nicht saturiert.

Weiter bendtigen wir ein Lemma, das auch an sich von Interesse ist und das
iibrigens auch fiir nichtkommutative Ringe gilt.
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LEMMA 7.2. Das Produkt von beliebig vielen selbstinjektiven Ringen ist selbstinjektiv.
Beweis. Es sei R=]]R;, wobei jedes R, als R;-Modul injektiv sei. R, wird zu einem

R-Modul vermége der Projektion p,: R— R,, dabei ist Kerp,=[]R,.
itk

SNAPPER [20] gibt folgende notwendige und hinreichende Bedingung dafiir an,
dass der R,-Modul R, auch als R-Modul injektiv ist:

(S): Essei ueKerp,, aeR,. Dann folgt aus u*a =0, dass a=0 ist. Dabei ist u* wie

iiblich der Annullator von u in R.

In unserm Fall ist offensichtlich R, cu* fiir alle ue Kerp,. Es sei u*a=0, dann ist
auch R,a=0 und somit a=0. (S) ist somit erfiillt und R, ist R-injektiv.

R ist aber als R-Modul das direkte Produkt der R-Moduln R; und somit injektiv
nach einem bekannten Satz iiber das direkte Produkt injektiver Moduln.

BEeispieL 7.3. Ein Ring, der dominant und daher saturiert, aber nicht stark satu-
riert und daher nicht stark dominant ist.

Wegen Korollar 5.4. und Lemma 7.1. geniigt es einen Ring R anzugeben, der
selbstinjektiv, aber nicht w-reguldr ist.

Dazu sei R, =Z/(p")fiir eine beliebige feste Primzahl p. Wir setzen R= H R,. Rist

n=

nach Lemma 7.2. selbstinjektiv, nach Lemma 5.6. aber nicht n-regulér, denn RadR
ist kein Nilideal.

BeispieL 7.4. Ein Ring, der saturiert, aber nicht dominant ist.

Es sei K ein Korper, K[x, y] der Polynomring in zwei Unbestimmten, I das
durch x?, xy und y* erzeugte Ideal von K[x, y] und R=K[x, y]/L

R ist artinsch und daher saturiert, erfiillt aber die Bedingungen A und B von
Lemma 4.3. nicht, denn (x)* =(7)* =(%, 7), aber es ist weder (x)=(7) noch (y)=(X).

BeisPIEL 7.5. Ein Ring, der stark saturiert und dominant, aber nicht stark domi-
nant ist.

Es sei K[x, y] wie oben, J das durch x? und y? erzeugte Ideal von K[x, y] und
R=K[x, y]/J.

R ist ein Quasi-Frobenius-Ring (sogar eine Frobenius-Algebra iiber K), somit
dominant und stark saturiert. R/(Xy) ist aber gerade der Ring von Beispiel 7.4., der
nicht dominant ist.

II1. Die epimorphe Hiille
8. Definition
In diesem Abschnitt soll § eine beliebige Kategorie bezeichnen.

DEerFINITION 8.1. Ein Monomorphismus f: 4A— B in § heisst wesentlich, falls fiir
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alle Objekte C und alle g: B—»C die Zusammensetzung gf nur dann ein Mono-
morphismus ist, wenn g ein Monomorphismus ist.

DEFINITION 8.2. Eine Abbildung, die sowohl ein Mono- als auch ein Epimor-
phismus ist, heisst ein Bimorphismus. Ein Objekt A heisst saturiert, falls jeder Bi-
morphismus mit Definitionsbereich A ein Isomorphismus ist.

Die folgende Definition ist durch die Diskussion in der Einleitung motiviert.

DEerFINITION 8.3. Die epimorphe Hiille E(A) eines Objektes A aus € besteht aus
einem Objekt E und einem wesentlichen Bimorphismus f:A—E, sodass fiir jedes
Objekt Bund jeden wesentlichen Bimorphismus #: 4 — Bein g: B— E existiert mitgh =f.

Wir werden meistens darauf verzichten, die Abbildung f anzufiihren und nur
E(A) oder E schreiben.

LEMMA 8.4. Mit den Bezeichnungen von Definition 8.3. gilt:

(a) Die Abbildung g ist ein wesentlicher Bimorphismus.

(b) Die Abbildung g ist eindeutig bestimmt.

(c) Die epimorphe Hiille von A ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.
(d) Jeder wesentliche Bimorphismus k:E—C ist ein Isomorphismus.

Beweis.

(a) Dies ist unmittelbar klar.

(b) Dies gilt, weil 4 ein Epimorphismus ist.

(c) Es seien (E,f) und (E’, f') zwei epimorphe Hiillen von 4. Dann gibt es ein
g:E'-Fundeing :E—-E' mitgf'=fund g'f=f". Ausg’'gf’'=f"und gg’'f=ffolgt
dann, dass g und g’ ein Paar von inversen Isomorphismen bilden, welche mit f und f*
vertrdglich sind.

(d) Mit k:E—C ist auch kf: A—C ein wesentlicher Bimorphismus. Es existiert
deshalb ein g:C—FE mit f=ghf, woraus folgt, dass gh=1, ist. Daneben ist aber
hghf=hlgf=hfund somit hg=1.

Man beachte, dass (d) im allgemeinen nicht bedeutet, dass E saturiert ist, sondern
nur, dass E die folgende, schwichere Eigenschaft besitzt: Jeder wesentliche Bi-
morphismus mit Definitionsbereich E ist ein Isomorphismus.

Wir werden aber sehen (Korollar 9.3.) dass in der Kategorie ‘R der Ringe diese
beiden Eigenschaften dquivalent sind.

Uber die Existenz der epimorphen Hiille kann im allgemeinen nichts ausgesagt
werden.

9. Die epimorphe Hiille in der Kategorie der Ringe

Im folgenden bezieht sich alles wieder auf die Kategorie R.
Eine Erweiterung von Ringen heisst wesentlich, wenn die zugehdrige Einbettungs-
abbildung ein wesentlicher Monomorphismus ist.
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Dies ist gleichbedeutend damit, dass jedes von Null verschiedene Ideal von § einen
von Null verschiedenen Durchschnitt mit R hat, oder auch damit, dass es zu jedem
sesS, s#0, ein s'e S gibt mit s'seR, s's#0.

BEMERKUNG 9.1. Eine stirkere Forderung ist die, dass RS eine wesentliche
Erweiterung in der Kategorie der R-Moduln ist. Dann hat niamlich sogar jeder von
Null verschiedene Untermodul von S einen von Null verschiedenen Durchschnitt
mit R, mit andern Worten, das oben definierte Element s’ liegt sogar in R.

LEMMA 9.2. Es sei f: R—S eine epimorphe Erweiterung. Dann gilt:

(a) Es gibt eine wesentliche epimorphe Erweiterung f': R—S’ und einen Epimor-
phismus q:S—S' mit ' =qf.

(b) Wenn Rc S eine echte Erweiterung ist, so ist auch Rc S’ echt.

Beweis.

(a) In der Familie aller Ideale J von S mit Jn R=0 gibt es nach dem Zornschen
Lemma maximale Elemente. Eines davon bezeichnen wir mit / und ¢ sei die Projek-
tion S—S/I. Dann ist es klar, dass ' =¢gf ein wesentlicher Bimorphismus ist.

(b) Wir nehmen an, die Erweiterung R< S’ sei nicht echt, d.h. es sei R=S". Dann
ist offensichtlich S=R+17, und da RnI=0 ist, ist S als R-Modul die direkte Summe
S=R®L

Da f: R< S ein Epimorphismus ist, hat man nach Satz 2.2. S~ S® .S und aus der
exakten Folge von R-Moduln 0—R—S—S/R—0 folgt durch Bildung des Tensor-
produktes mit S, dass S®z.S/R=0 ist. Dann gilt (ROI) R I=I®(IQgI)=0, was
nur moglich ist, wenn /=0 ist. Dann ist aber S=S'=R und f: R— S ist keine echte
Erweiterung.

Aus diesem Lemma folgt sofort

KOROLLAR 9.3. Jeder wesentliche Bimorphismus mit Definitionsbereich R sei ein
Isomorphismus. Dann gilt dies auch fiir jeden beliebigen Bimorphismus, d.h. R ist
saturiert.

SATZ 9.4. Wir setzen voraus, dass die epimorphe Hiille (E, f) von R existiert.
Es sei h: R— S eine beliebige epimorphe Erweiterung von R, dann gibt es einen ein-
deutig bestimmten Epimorphismus g:S—E mit gh=f.

Beweis. Dieser Satz folgt unmittelbar aus Definition 8.3. und Lemma 9.2. Die
Eindeutigkeit von g ist klar, weil /# ein Epimorphismus ist. Das im Beweis von Lemma
9.2. definierte Ideal 7 ist somit eindeutig bestimmt.

Wir untersuchen nun die Existenz der epimorphen Hiille E(R) eines Ringes R.

Wenn diese existiert, so ist sie wegen Lemma 8.4. notwendigerweise eine wesent-
" liche epimorphe Erweiterung von R, die keine echten wesentlichen epimorphen
Erweiterungen mehr zuldsst. Aus Korollar 9.3. folgt dann, dass E(R) eine saturierte,
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wesentliche epimorphe Erweiterung von R ist, oder, was auf dasselbe herauskommt,
eine Erweiterung, die maximal ist in der Familie aller wesentlichen epimorphen
Erweiterungen von R.

Solche maximalen Erweiterungen existieren aber zu jedem Ring R, denn ISBELL [12]
hat gezeigt, dass die Méachtigkeiten der Ringe S, in welche R epimorph eingebettet ist,
beschrdnkt sind.

Da die Vereinigung einer aufsteigenden Kette von wesentlichen epimorphen Er-
weiterungen wieder eine wesentliche epimorphe Erweiterung ist, konnen wir das
Zornsche Lemma anwenden und erhalten:

LEMMA 9.5. In der Menge aller wesentlichen epimorphen Erweiterungen eines Ringes
R gibt es maximale Elemente.

Die Existenz der epimorphen Hiille steht fest, wenn wir gezeigt haben, dass es bis
auf Isomorphie nur eine maximale, wesentliche epimorphe Erweiterung von R gibt.
Diese Eindeutigkeit ist gleichbedeutend mit der Existenz der Abbildung g von
Definition 8.3.

Wir haben folgendes Kriterium:

LEMMA 9.6. Folgende Aussagen iiber einen Ring R sind dquivalent:

(a) Die epimorphe Hiille E(R) existiert.

(b) Fiir alle Bimorphismen f,: R— S und f,: R—T sind die Abbildungen p, fi=p, f>
aus dem Cocartesischen Quadrat (vgl. Lemma 2.1.) Monomorphismen.

Beweis.

(a)=>(b): Wie im Beweis von Lemma 9.2. wiahlen wir in S bzw. T Ideale I bzw. J,
die maximal sind beziiglich der Eigenschaft, mit R den Durchschnitt Null zu haben.
g, und ¢, seien die zugehorigen Projektionen. Wir finden dann folgendes Diagramm:

RIL s 2 s/
le ll’l
qzl \\

T/J — E(R)

Dabei sind /4, und 4, die kanonischen Einbettungen von S/I bzw. T/J in E(R), die
existieren, weil ¢, f; und g, f, wesentliche Bimorphismen sind. Man hat ferner
hiq, fi=h,q, 1>, sodass es ein k mit kp, =h,q, und kp, =h,q, gibt. h,q, f; ist aber
ein Monomorphismus, damit auch kp, f; und schliesslich auch p, f; =p, f5.

(b)=>(a): Es seien f;: R—S und f,: R—T zwei maximale, wesentliche epimorphe
Erweiterungen von R. Nach Lemma 2.1. sind dann p, und p, Epimorphismen. Nach
Voraussetzung sind aber p, f; und p, f, Monomorphismen, somit auch p; und p,
selbst, weil f; und f, wesentlich sind.
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S und T sind aber saturiert und folglich sind die Bimorphismen p, und p, Iso-
morphismen. p; ' p, ist dann der gesuchte Isomorphismus zwischen S und T.

Dieses Kriterium erweist sich als wenig brauchbar, denn es ist nicht klar, ob
Bedingung (b) stets erfiillt ist. Man weiss ndmlich [8], dass die Behauptung (b) jeden-
falls dann nicht allgemein gilt, wenn f und g beliebige Monomorphismen sind.

Wir kdnnen aber auf ganz anderm Wege in zwei Fillen die Existenz der epi-
morphen Hiille nachweisen; ndmlich einerseits wenn Q_, (R) saturiert ist und ander-
seits, wenn R semiprim ist.

Wir behandeln zunéchst den ersten Fall.

DEeriNITION 9.7. Eine Erweiterung Rc S heisst flach, wenn S ein flacher R-Modul
ist.

LeMMA 9.8. Jede flache epimorphe Erweiterung von R ldsst sich in jede wesentliche
saturierte Erweiterung von R einbetten.

Beweis. Es seien f:R—S und g: R—T zwei Monomorphismen. Dabei sei S ein
flacher R-Modul, f ein Epimorphismus, 7 saturiert und g wesentlich. Wir betrachten
das iibliche Cocartesische Quadrat:

RS

gl lp
T;—;S@RT

Da S flach ist, ist p, ein Monomorphismus, somit auch p, f=p,g, und weil g
wesentlich ist, ist auch p, ein Monomorphismus. p, ist aber auch ein Epimorphismus
(Lemma 2.1.), somit ein Bimorphismus und, weil 7 saturiert ist, ein Isomorphismus.
p~!p, ist dann die gesuchte Einbettung und mit den natiirlichen Identifikationen hat
man RcScT.

Es ist wohlbekannt, dass @, (R) ein flacher R-Modul ist. Daraus folgt:

KOROLLAR 9.9. Der klassische Quotientenring Q.,(R) ist in jeder saturierten,
wesentlichen epimorphen Erweiterung von R enthalten.

SATZ 9.10. Wenn der klassische Quotientenring Q.,(R) saturiert ist, dann existiert
die epimorphe Hiille E(R) von R und es ist E(R)=Q.,(R).
Da ein Korper saturiert ist (Korollar 5.4.), erhalten wir als Spezialfall von Satz 9.10.

KOROLLAR 9.11. R sei ein Integritdtsbereich. Dann existiert die epimorphe Hiille
E(R) und ist gleich dem Quotientenkdrper von R.

10. Ein Satz iiber Quotientenringe

In den beiden folgenden Abschnitten wollen wir beweisen, dass die epimorphe
Hiille eines semiprimen Rings stets existiert.
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Dazu benétigen wir den Begriff des vollstindigen Quotientenringes Q(R) eines
Ringes R.

Wir stellen hier die Definition und einige fiir uns wichtige Eigenschaften von Q(R)
zusammen. Weitere Einzelheiten, Beweise und die allgemeine Definition (fiir den nicht-
kommutativen Fall) finden sich im Buch von LAMBEK [13] dargestellt.

Ein Ideal D von R heisst dicht, falls sein Annullator D* =0 ist. Ein Ideal heisst
gross, falls es mit jedem von Null verschiedenen Ideal von R einen von Null ver-
schiedenen Durchschnitt hat. Jedes dichte Ideal ist gross, und die Umkehrung gilt
genau dann, wenn R semiprim ist.

Wir bilden die Menge Q, aller R-Homomorphismen ¢ : D— R, wobei D die Menge
aller dichten Ideale durchliuft. In Q, existiert in natiirlicher Weise eine Aquivalenz-
relation: Zwei Homomorphismen sind dquivalent, wenn sie auf dem Durchschnitt
ihrer Definitionsbereiche iibereinstimmen.

Q, modulo dieser Aquivalenzrelation trigt eine Ringstruktur, die durch die
Addition bzw. das Hintereinander-Ausfiihren der Homomorphismen induziert wird.
Der entstehende Ring enthélt R als Unterring und heisst der vollstindige Quotienten-
ring Q(R) von R.

Q(R) ist als R-Modul eine wesentliche Erweiterung von R, somit a fortiori eine
wesentliche Erweiterung von R in der Kategorie der Ringe. (Vgl. Bemerkung 9.1.)

Q(R) ist genau dann reguldr, wenn R semiprim ist.

Wir bendtigen den folgenden Satz.

SATZ 10.1. R sei ein semiprimer Ring und Rc S sei eine wesentliche Erweiterung.
Dann ist Q(R)<= Q(S).

Unser Beweis folgt Argumenten von FAITH und UtuMI [6]. Es ist zweckmadssig, in
diesem Abschnitt die Bezeichnung fiir den Annullator zu modifizieren: Es sei X eine
Untermenge von R, Y eine Untermenge von S, dann bezeichnen wir mit X® bzw. Y*
den Annullator von X in R bzw. von Y in S. Natiirlich gilt X*=X5AR.

Die beiden folgenden Hilfssédtze gelten unter den Voraussetzungen von Satz 10.1.

Lemma 10.2.

(a) S ist semiprim.

(b) Es sei An B=0 fiir zwei Ideale von R, dann ist auch SAn B=0.

(¢) Unter denselben Voraussetzungen ist auch SANSB=0.

(d) Es sei Y A; eine direkte Summe in R, dann ist ) S A; eine direkte Summe in S.
(€) Wenn I ein grosses Ideal von S ist, dann ist In R ein grosses Ideal in R.

Beweis.

(a) Dies ist klar.

(b) Es sei AnB=0. Nach dem Zornschen Lemma existiert ein Ideal C in R, das
maximal ist unter allen C’ mit AcC’ und C’' nB=0. Dann ist B< C®, somit folgt
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aus (C*®n B) CR =0, dass (C*® n B) B=0 und daher auch (C**n B)?>=0 ist. Da R
semiprim ist, muss C*®n B=0 sein, und wegen C <= C®® folgt aus der Maximalitiit
von C, dass C=CRR jst.

Man setzt nun D=CRS, dann ist SCcD und RnD=CRR=C. Es folgt
SANnBc=SCnBcDNnB=Dn(RnNnB)=Cn B=0.

(c) Wegen (b) ist SAnB=0, somit auch SAN(RNB)=(SAnR)nB=0.
Wiederum nach (b) ist dann (S4 N R)nSB=0, weil aber Rc S wesentlich ist, muss
SAnNSB=0 sein.

(d) Essei 4;n Y A;=0 fiir alle i. Nach (c) ist dann auch S4,nS) 4;,=54;n

i#j i#j
Y. SA;=0 fiir alle i.
i#]j
(e) Wenn In R nicht gross in R ist, dann gibt es ein Ideal A#0in Rmit I nRN A
=0, wegen (b) ist dann auch InRNSA4=0. Da RcS wesentlich ist, muss dann

InSA=0 sein, d.h. I ist nicht gross in S.

LeMMA 10.3. Es seien I und J Annullatorideale in S und es sei In R<JnN R. Dann
ist IcJ.

Beweis. Aus InRcJn R folgt (InJ)n R=INnR. Da InJ auch ein Annullator-
ideal ist, geniigt es, folgendes zu zeigen:

Es sei InR=JN R, dann ist I=J.

Dazu setzen wir K=InJund L=InK5.

Dann ist Lcl und Kn L=0, letzteres weil S semiprim ist. Man hat LnRc
INR=JNnR, somit auch LnR<KnR, dh. LnR=LNnKNnR=0 und da RcS
wesentlich ist, muss L =0 sein.

In K5 ist also gleich Null, und da K ein Annullatorideal ist, gilt Ic K55=K.
Daraus folgt /=K analog ergibt sich J=K.

Wir kommen nun zum Beweis des Satzes.

Ein Element g aus Q(R) wird durch einen Homomorphismus ¢: D— R reprasen-
tiert, wobei D ein grosses Ideal von R ist.

Wir werden ¢ zunichst auf ein grosses Ideal D’ = D einschranken, ¢ und die ein-
geschrankte Abbildung ¢’ repriasentieren dabei dasselbe Element ¢q. ¢’ wird dann zu
einer Abbildung :SD’— S erweitert, sodass @ ein Element ¢ aus Q(S) représentiert.

Es sei also ¢:D—R. In D existiert nach dem Zornschen Lemma eine Menge {d;}
von Elementen aus D, die maximal ist beziiglich der Eigenschaft, dass ) Rd; direkt
ist. Das Ideal D' =) Rd; ist ebenfalls gross in R, denn wegen der Maximalitdt der
Menge {d;} hat D’ mit jedem Ideal D" =D einen Durchschnitt #0 und somit auch
mit jedem Ideal aus R.

Wegen Lemma 10.2 (d)ist D = ) Sd| eine direkte Summe in S. Es ist leicht zu sehen,
dass D ein grosses Ideal von § ist. Man hat d = (d)R, somit d; "R (d)°nR.
Lemma 3.8. zeigt, dass dann d7 co(d,)® ist.
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Die Abbildung ¢;:Sd;— S, definiert durch d;— ¢(d,), ist daher fiir alle i ein S-
Homomorphismus und da die Summe ) Sd, direkt ist, existiert ein =) ¢;: D—S.
Diesem @ entspricht ein Element § aus Q(S).

Es ist eine Routineangelegenheit, zu verifizieren, dass die Zuordnung g+—¢g ein
Ringhomomorphismus ist.

Wenn ¢ =0 ist, so annulliert ¢ ein grosses Ideal 7 von §, dann ist aber /N R ein
grosses Ideal von R (Lemma 10.2. (e)), fiir welches @(InR)=¢'(InR)=0 gilt.
¢’ annulliert also ebenfalls ein grosses Ideal und das zugehorige ¢ muss Null sein; die
Zuordnung g4 ist also ein Monomorphismus.

Schliesslich ist klar, dass die so erhaltene Einbettung Q(R)c=Q(S) auf R die
Identitit ist.

Damit ist Satz 10.1. bewiesen.

11. Die epimorphe Hiille eines semiprimen Ringes

LEMMA 11.1. R sei ein semiprimer Ring. Es sei E(R) der Durchschnitt aller reguldren
Ringe P, mit Rc P,c Q(R).

Dann ist E(R) eine saturierte, wesentliche epimorphe Erweiterung von R.

Wir erinnern daran, dass Q(R) reguldr ist, somit gibt es tatsdchlich solche Ringe
P.

Beweis.

(a) E(R) ist eine wesentliche Erweiterung von R:

Dies folgt daraus, dass Q(R) als R-Modul eine wesentliche Erweiterung von R
ist und somit auch sein Unterring E(R). (Vgl. Bemerkung 9.1.).

(b) E(R) ist saturiert:

Wir zeigen, dass E(R) reguldr ist. Es ist wohlbekannt (LAMBEK [13], p. 36, ex. 3),
dass es in einem reguldren Ring P zu jedem r ein eindeutig bestimmtes r’ gibt mit
rr'r=r und r'rr’'=r'. Falls nun r in E(R), d.h. in allen P, liegt, so auch r’, was be-
deutet, dass E(R) reguldr ist.

(c) Die Einbettung R< E(R) ist ein Epimorphismus:

Es sei # die Familie aller epimorphen Erweiterungen Rc F, F< E(R). Nach dem
Zornschen Lemma enthdlt # maximale Elemente, von denen wir eines mit F,
bezeichnen.

Es sei r ein beliebiges Element aus F,, dann gibt es nach der obenstehenden Be-
merkung ein r’e E(R), das, wie sofort zu sehen ist, die Beziehungen r'=r?r’ und
r?=r'r3 erfiillt. Nach Lemma 3.3. ist F, epimorph in den durch F, und r’ erzeugten
Unterring von E(R) eingebettet.

Wegen der Maximalitidt von F; ist dann r’ schon ein Element von F,, dieser Ring
ist also regulir, und da E(R) der kleinste regulire Unterring von Q(R) ist, der R
umfasst, muss F,=E(R) sein. E(R) gehort somit zur Familie &%, was bedeutet, dass
die Einbettung R< E(R) ein Epimorphismus ist.
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LEMMA 11.2. Jede saturierte, wesentliche epimorphe Erweiterung S von R ist iso-
morph zu E(R), d.h. E(R) ist die epimorphe Hiille von R.

Beweis. Nach Satz 10.1. ist Q(R)= @(S). In Q(S) k6nnen wir folglich den Durch-
schnitt S =S Q(R) bilden. S ist nach Voraussetzung semiprim (Lemma 10.2. (a))
und saturiert, also reguldr, und da auch Q(R) regulér ist, ist S’ ein reguldrer Ring mit
RcS’'cQ(R), sodass R E(R)cS'< S gilt.

Nach Voraussetzung ist R sowohl in E(R) als auch in S epimorph eingebettet,
damit ist auch E(R)c S epimorph und da E(R) saturiert ist, folgt E(R)=S.

Q(R) ist aber bis auf Isomorphie iiber R eindeutig bestimmt, somit auch sein
Unterring E(R).

Zusammenfassend haben wir den folgenden Satz:

SATZ 11.3. R sei ein semiprimer Ring. Dann existiert die epimorphe Hiille E(R)
und zwar ist E(R) der Durchschnitt aller reguliren Unterringe von Q(R), die R ent-
halten und man hat folgende Inklusionen: R Q. (R)c= E(R)= Q(R).

LEMMA 11.4. Der Ring R sei semiprim und erfiille die Maximalbedingung fiir
Annullatorideale. Dann ist E(R)=Q_,(R).

Beweis. In diesem Fall ist Q ., (R)=Q(R). (LAMBEK [13], p. 113, ex. 5).

KOROLLAR 11.5. R sei ein Integritdtsbereich. Dann ist E(R) der Quotientenkdrper
von R (Vgl. Korollar 9.11.).

BeispieL 11.6. Wir wollen die epimorphe Hiille eines Ringes in einem Fall be-
stimmen, wo sie nicht mit dem klassischen Quotientenring zusammenfillt.

Es sei X ein iiberabzdhlbarer topologischer Raum mit der diskreten Topologie,
X*=Xuoo seine Alexandroffsche Kompaktifizierung und R=C(X*), der Ring
aller stetigen, reellwertigen Funktionen auf X*. R ist natiirlich semiprim.

Eine Funktion f:X*—R ist genau dann stetig, wenn fiir jedes ¢>0 die Un-
gleichung | f(x)—f (o0)| > & nur fiir endlich viele xe X * gilt. fnimmt dann an hochstens
abzihlbar vielen Stellen Werte an, die von f (o) verschieden sind.

Es ist nicht schwer zu zeigen, dass jedes Element in R entweder ein Nullteiler oder
eine Einheit ist, d.h. dass O, (R)=R gilt.

R ist aber nicht reguldr: Es sei x;, x,, ... eine Folge von Punkten aus X, dann ist
die Funktion g: X *—R, die durch g(x;)=1/i, g(x)=0 fiir alle andern x definiert ist,
stetig. g kann aber nicht Vielfaches eines idempotenten Elements aus R sein, denn ein
solches miisste an allen Stellen x; den Wert 1 annehmen, wére also nicht stetig.

Man kann zeigen, dass der vollstindige Quotientenring Q(R)=C(X) ist. (Vgl. [7],
-3.2. und 3.7.). Die Einbettung R< Q(R) ist durch die Beschrinkung von f:X*—>R
auf X gegeben.

Die epimorphe Hiille E(R) ist reguldr, enthdlt also zu jedem feR ein f' mit
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f2f'=fundf'2f=f".f" istwie folgt definiert: f'(x) =0, wenn f(x) =0, £’ (x) =1/f (x)
sonst.

Der Ring S, der von allen diesen f erzeugt wird, besteht genau aus den Funktionen
aus C(X), die ausserhalb einer abzdhlbaren Punktmenge konstant sind. Man verifi-
ziert ndmlich, dass jede solche Funktion als Summe f'+g’ mit f, ge R dargestellt
werden kann. S ist daher reguldr und fallt mit E(R) zusammen.

E(R) ist demnach der Ring aller stetigen, reellwertigen Funktionen auf X * ; dabei
ist X * =X U o0, versehen mit einer Topologie, in der die offenen Umgebungen von oo
nicht die Komplemente der endlichen Mengen (wie in X*), sondern die der abzihl-
baren Mengen sind.

Es ist nicht klar, ob die epimorphe Hiille von R ganz allgemein dadurch entsteht,
dass in Q(R) zu R alle Elemente r’ mit r*r’=r und r'?r=r’ adjungiert werden ; mit
andern Worten, ob der so erhaltene Ring § stets reguldr ist, oder ob der Adjunktions-
Prozess (ev. unendlich oft) fortgesetzt werden muss.

Wir bemerken noch, dass es vorkommen kann, dass zwar Q_,(R)# Q(R), aber
E(R)=0_,(R) ist. Dies ist etwa dann der Fall, wenn R ein nicht vollstindiger Boole-
scher Ring ist. (LAMBEK [13], p. 45).

12. Die epimorphe Hiille in einigen andern Kategorien

Wir haben gesehen, dass die epimorphe Hiille in der Kategorie der Ringe jeden-
falls dort, wo sie existiert, eine Verallgemeinerung des klassischen Quotientenringes ist.

Im folgenden zeigen wir an Beispielen, dass diese Konstruktion in einigen ein-
fachen Fillen auf wohlbekannte Begriffe fiihrt.

BeispIEL 12.1. Wir betrachten die Kategorie If der torsionsfreien abelschen
Gruppen. BURGESs [3] hat gezeigt, dass ein Homomorphismusf: 4 — Bin If genau dann
ein Epimorphismus ist, wenn B/f(A4) eine Torsionsgruppe ist.

Daraus ergibt sich ohne weiteres:

(a) Die saturierten Objekte sind genau die teilbaren torsionsfreien abelschen
Gruppen.

(b) Die epimorphe Hiille von A existiert stets und ist gleich der injektiven Hiille
von A, die, wie man sofort sieht, tatsdchlich torsionsfrei ist.

BEeispieL 12.2. Es sei & die Kategorie der Korper. Nach BURGESS ist eine Korper-
erweiterung K<L genau dann epimorph, wenn L in keinem Erweiterungskorper
nicht-triviale Isomorphismen besitzt, die K elementweise festlassen. Dies bedeutet
aber nichts anderes, als dass K< L eine rein-inseparable Erweiterung ist. Dann gilt:

(a) Die saturierten Objekte sind gerade die vollkommenen Korper.

(b) Die epimorphe Hiille eines Kdrpers K existiert stets und ist gleich K, falls die
Charakteristik p von K gleich Null ist, andernfalls ist sie gleich der ,,vollkommenen
Hiille* K? . (Zur Definition von K? “ vgl. z.B. BOURBAKI [1], p. 128).
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BeISPIEL 12.3. Es sei M die Kategorie der metrischen Rdume mit dem metrischen
Abbildungen, d.h. den Abbildungen, die den Abstand erhalten. f: M— N ist genau dann
ein Epimorphismus in X, wenn f (M) dicht in N ist. Daraus ergibt sich:

(a) Ein metrischer Raum ist genau dann saturiert, wenn er ein vollstindiger
metrischer Raum ist.

(b) Die epimorphe Hiille von M existiert stets und ist gleich der Vervollstindigung
von M.

Die beiden folgenden Beispiele sollen die Dualisierung des Begriffs der epimorphen
Hiille etwas beleuchten.

BEISPIEL 12.4. Es sei If* die zu If duale Kategorie. Jeder Bimorphismus ist
wesentlich in Tf*. Es gibt aber keine saturierten Objekte in dieser K ategorie, denn zu
jeder torsionsfreien abelschen Gruppe B lésst sich eine echte Untergruppe 4 finden,
sodass B/A eine Torsionsgruppe ist, anders gesagt, zu jedem Objekt B in T{* gibt es
ein Objekt 4 und einen wesentlichen Bimorphismus f:4— B, der kein Isomorphismus
ist.

In Tf* existiert daher die epimorphe Hiille nicht.

BeISPIEL 12.5. Es sei Uy die Kategorie der algebraischen Erweiterungen eines
festen Korpers K, und wir betrachten die duale Kategorie y. Dann findet man:

(a) Die saturierten Objekte in A sind jene Erweiterungskorper L, fiir die L=K*
gilt, wobei K* die separable Abschliessung von K in L bezeichnet.

(b) Die epimorphe Hiille von L in A% existiert und ist gleich dem oben definierten
K°.
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Zusatz von 8. Okt 1968:

1) Zu Lemma 5.7, S. 386
Es muss zusitzlich noch verlangt werden, dass kein homomorphes Bild von R
(inkl. R) eine unendliche direkte Summe von Idealen enthalt.

2) Zu Satz 6.2, S. 388
Es muss die zusitzliche Voraussetzung von Lemma 5.7 gemacht werden.
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