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Doppelverhâltnisse und quasikonforme Abbildungen

H. Renggli

§ 1. Einleitung

1. Sei h ein orientierungstreuer Homôomorphismus der Riemannschen Zahlen-

kugel Z auf sich. Sind zl9 z2, z3 drei beliebige verschiedene Punkte in Z, so gibt es

zwei Môbiustransformationen lx und /2, so dass /1(0) z1, /1(l) z2, /1(oo) z3 und
l2(h(zl)) 09 I2(h(z2))=\, I2(h(z3))=oo gelten. Somit i$tf,f=l2oholu ein

orientierungstreuer Homôomorphismus von Z auf sich mit 0, 1 und oo als Fixpunkten. Lâsst

man nun bei festem h die drei Punkte zi9z2, z3 beliebig variieren, so erhâlt man auf
dièse Weise eine ganze Schar 5 von normierten Abbildungen/. Man kann es jetzt so

auffassen, dass jedes / die Verzerrungseigenschaften von h beziiglich dreier Grund-
punkte ausdrûckt.

Es scheint deshalb natûrlich sich zu fragen, wann die Schar 5 einem Verzerrungs-
satze genùgt. Wir zeigen im §2, dass dies genau dann der Fall ist, falls g eine gewisse

Kompaktheitsbedingung erfùllt. Zugleich werden wir das Résultat gerade fur eine

ganze Schar <r> von solchen Homôomorphismen h beweisen (Satz 1). Dieser Satz

verallgemeinert ein Résultat von A. Beurling und L. Ahlfors ([3], Theorem 2), das

sich auf Homôomorphismen der reellen Zahlengeraden auf sich bezieht. Wir haben
den von A. Beurling und L. Ahlfors gegebenen Beweis mutatis mutandis auf den

Fall der Zahlenkugel tibertragen.
2. Schrânkt man JÇ und damit h durch derartige Bedingungen ein, so kann h

nicht ein beliebiger Homôomorphismus sein. Vielmehr ist h in diesem Falle quasi-
konform (Satz 2). Dies leitet ûber zum Problem, die quasikonformen Automorphis-
men von Z gegeniiber den topologischen abzugrenzen. Das kann natiirlich auf viele
weitere Arten geschehen, so unter anderm auch durch einschrânkende Bedingungen
fur die Verânderung der Doppelverhâltnisse bei der betreffenden Abbildung. Es ist
ein orientierungstreuer Homôomorphismus von Z auf sich genau dann quasikonform,
falls fur die Doppelverhâltnisse eine sogenannte Verzerrungsfunktion existiert oder
falls aile Doppelverhâltnisse vom absoluten Betrag 1 quasiinvariant sind (Satz 2).
Dass sich bei quasikonformen Automorphismen von Z die Doppelverhâltnisse nicht
beliebig ândern kônnen, ist ùbrigens schon bemerkt worden (cf. [1], p. 294).

Fur den Beweis benôtigen wir einmal Satz 1, also eine gewisse Yerzerrungsaussage.
Fur verwandte Betrachtungen von Verzerrungseigenschaften normierter quasikonfor-
mer Automorphismen von Z verweisen wir auf die Arbeit von O. Lehto, K. I. Vir-
tanen und J. Vâisâlà [7]. Andererseits brauchen wir als wesentliches Hilfsmittel
einen Satz von F. W. Gehring [4], dass nâmlich die quasikonformen Abbildungen
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durch die Beschrânktheit der Kreisdilatation gekennzeichnet werden kônnen.
Uebrigens sind die Doppelverhâltnisse bei einem quasikonformen Automorphis-

mus von Z im allgemeinen nicht quasiinvariant. Vielmehr ist ein quasikonformer
Automorphismus/der Ebene E genau dann quasiisometrisch in E, falls die
Doppelverhâltnisse fur die durch/(oo) oo erweiterte quasikonforme Abbildung von Z auf
sich quasiinvariant sind (Satz 3).

3. Da man quasikonforme Abbildungen lokal verândern kann ohne sie global
abândern zu mùssen, ist eine quasikonforme Abbildung/eines Gebietes G sicher erst
dann eindeutig bestimmt, wenn man sie auf einer in G dichten Punktmenge kennt.
Welchen Bedingungen muss aber / dort genûgen, damit / auf eindeutige Weise zu
einer quasikonformen Abbildung von G erweitert werden kann? Dies hângt zusammen
mit der Frage der Verallgemeinerung von quasikonformen Abbildungen auf beliebige
Punktmengen. Wir zeigen im § 4, dass die sogenannten Abbildungen von beschrânkter
Dreiecksdilatation eine solche naturliche Verallgemeinerung darstellen.

Sei also S eine beliebige in der Ebene E gelegene Punktmenge und / eine einein-
deutige Abbildung von S in E. Seien nun P, Q, R drei beliebige verschiedene Punkte

in S, und sei zum Beispiel fur die Lângen PQ und PR der Seiten des Dreiecks PQR
die Ungleichung Pg <PR erfûllt. Wir nennen jetzt/von beschrânkter Dreiecksdilatation

auf S, falls eine Zahl C, Ol, existiert, so dass fur aile derartigen Dreiecke

bezuglich ihrer Bilder P' Q' Rf die Beziehung P'Q'^CP'R' giiltig ist. Offenbar ist
dièse Bedingung von globaler Natur.

Eine Abbildung/, f:S->E, von beschrânkter Dreiecksdilatation lâsst sich
eindeutig zu einer topologischen Abbildung der bezuglich Z abgeschlossenen Huile S
erweitern (Lemma 5). Ist ferner S dicht in einem Gebiete G, so ist entweder die Er-
weiterung oder dann ihre konjugierte quasikonform in G (Satz 4). Nun ist aber eine

quasikonforme Abbildung eines Gebietes G in £ im allgemeinen nicht von beschrânkter

Dreiecksdilatation, doch besitzt sie auf jeder kompakten Teilmenge beschrânkte
Dreiecksdilatation (Zusatz 2).

Der Zusammenhang der Funktionen von beschrânkter Dreiecksdilatation mit den

quasikonformen Abbildungen beruht natiirlich darauf, dass die Dreiecksdilatation in
natiirlicher Weise die Kreisdilatation verallgemeinert. Einen Ansatz die Kreisdilatation

zu verallgemeinern stellen die <9-Abbildungen von F. W. Gehring ([5], 8) dar.
Ferner muss auch der Satz von A. Mori ([9], Lemma 4) in diesem Zusammenhang
genannt werden, den wir ûbrigens zum Beweise von Zusatz 2 heranziehen.

4. Der Begriff der Funktionen von beschrânkter Dreiecksdilatation gestattet es

auch, verschiedene Fragen der quasikonformen Abbildungen von einem einheitlichen

Gesichtspunkt aus zu betrachten. Sei / ein zunehmender Homôomorphismus der
reellen Zahlengeraden R auf sich. Genau dann ist / quasisymmetrisch, falls /
beschrânkte Dreiecksdilatation besitzt (Satz 5). Ist ferner / eine Abbildung von R in
E und hat/beschrânkte Dreiecksdilatation, so ist/(JR) eine sogenannte Quasigerade
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(Satz 6). Ueberdies sind die quasikonformen Abbildungen einer Halbebene, die sich

zu quasikonformen Abbildungen der Ebene erweitern lassen, genau Abbildungen von
beschrânkter Dreiecksdilatation (Satz 7).

Ist/auf S von beschrânkter Dreiecksdilatation und S nicht beschrânkt, so kann

/nur durch/(oo) oo stetig im Punkte oo ergânzt werden (Lemma 4). Nimmt man
nun den Punkt oo als Fixpunkt zur Définition von/hinzu, so kann die Eigenschaft
beschrânkte Dreiecksdilatation zu besitzen, durch Ânderung von Doppelverhâltnissen
bei der Abbildung/ausgedriickt werden. Man hat dazu nur das aus den vier Punkten
P, R, Q, oo gebildete Doppelverhâltnis zu betrachten.

Damit erhâlt man eine gegenûber Môbiustransformationen invariante Formulie-

rung der Dreiecksdilatation. In Satz 8 zeigen wir, wie sich damit kompliziertere
Problème der quasikonformen Fortsetzung behandeln lassen. Vorbereitend dazu

geben wir in Lemma 8 eine notwendige und hinreichende Bedingung, dass eine
quasikonforme Abbildung eines von endlich vielen getrennt gelegenen Kreisen berandeten
Teilgebietes der Ebene sich zu einer quasikonformen Abbildung von Z erweitern
lâsst. In diesem Zusammenhang môchten wir auf die Arbeit von G. Springer [11]
hinweisen. Die obige Bedingung ergânzt die Sâtze von G. Springer, doch unter-
scheiden sich seine Fragestellungen und Methoden in verschiedener Hinsicht von den

unsrigen.
5. Fur die meisten von uns zitierten Sâtze konnten wir auf die neuern zusammen-

fassenden Darstellungen von O. Lehto und K. I. Virtanen [8] einerseits und von
L. V. Ahlfors [2] andererseits hinweisen. Die âltern von uns benutzten Sâtze findet
man auch im Buch von H. P. Kûnzi [6].

§ 2. Ein Verzerrungssatz

Es sei § eine nicht leere Schar von orientierungstreuen Homôomorphismen der
Riemannschen Zahlenkugel Z auf sich. Mit £(£)) bezeichnen wir die aus £> durch
beidseitige Komposition mit konformen Automorphismen von Z gebildete Menge,
das heisst mit jedem Ag§ gehôrt jede Abbildung ^oho^ zu £(£)), wobei lt und l2

beliebige Môbiustransformationen sind. Also ist £(£)) abgeschlossen gegenûber
Komposition mit konformen Automorphismen von Z. Ferner bezeichnen wir mit îl die

Schar aller orientierungstreuen Homôomorphismen von Z auf sich, die die Punkte
0, 1 und oo als Fixpunkte besitzen, und mit £0(*0) den Durchschnitt îin £(£>).
Schliesslich werde die komplexe Zahlenebene mit E notiert.

Eine Folge ft von Abbildungen von E in E heisst lokal gleichmâssig konvergent
in E, falls zu jedem z, zeE, eine Umgebung existiert, in der die Folge f{ bezùglich der
euklidischen Metrik gleichmâssig konvergiert. Da E lokalkompakt ist, ist die lokal
gleichmâssige Konvergenz gleichbedeutend mit der gleichmâssigen Konvergenz auf
jeder kompakten Teilmenge von E.
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Nun beweisen wir

Satz 1. Jede unendliche Teilmenge von fio(S) ist genou dann relativ folgenkompakt
in ^1 bezilglich lokaler gleichmâssiger Konvergenz in E,falls £0(£>) einem Verzerrungs-
satze genugt, mit andern Worten es sind die beiden folgenden Aussagen âquivalent:

a) Ausjeder unendlichen Teilmenge von £0(£>) làsst sich eine Folge auswâhlen, die

in E lokal gleichmâssig gegen ein Elément aus 5ft konvergiert.
b) Es gibt zweifur positive r definierte positive zunehmende Funktionen M und m

mit M(r)^m(r) und \im M(r) 0, so dass bei gegebenem rfur jedes fef£0(!$) und fur

jede komplexe Zahl z mit \z\ r die Ungleichungen m(r)< \f(z)\ < M(r) gelten.

Beweis. Wir fuhren fur jedes /e$R die beiden Funktionen Ar(r,/) max|/(z)|
|z|=r

und n(r, f)= min \f(z)\ ein. Dann definieren wir M(r)= sup N(r,f) bzw.
|z|=r /efio(ô)

m(r)= inf n(r,f). Ist nun a) erfûllt, so lassen sich zwei in E lokal gleichmâssig
/e£o(£)

konvergente Folgen/, und f3 aus £0(*5) auswâhlen, so dass M(r)= lim N(r,ft) bzw.
i-*oo

m(r)= lim n(r,fj) gelten und die Grenzfunktionen/M limft und/m=lim/J zu 5H

j-*cc i-»oo j-*oo
gehôren. Aus der gleichmâssigen Konvergenz auf \z\ r folgt aber die stetige

Konvergenz fur |z| r. Folglich sind sogar die Beziehungen M(r) N(r,fM) und m(r)
n(r,fm) erfùllt. Ferner ergibt sich, dass die Funktionen M und m definiert und zu-
nehmend sind und dass M(r)^m(r)>0 gilt. Ueberdies ist m(r)^| f(z)\^M(r) fur

Sei rfc, rk>0, eine Nullfolge. Dann gibt es zu jedem e>0 Funktionen fk aus fio(Ô)
und komplexe Zahlen zk mit \zk\=rk, so dass die Ungleichungen M(rk)<e+\fk(zk)\
gelten. Nun diirfen wir annehmen, dass die Folge fk bereits in E lokal gleichmâssig

gegen ein Elément/eîl konvergiert. Da die Konvergenz im Nullpunkt stetig ist,

ergibt sich/(0)= lim/fc(zfc), also lim M(rk) O.
fc-+oo k-*cc

Es gelte b). Dann gibt es zu jedem e>0 ein <5>0, so dass M(r)<e, falls r<ô.
Somit ist |/(z)|<e fur jedes /e£0($), sobald \z\<ô gilt. Sei

/(z + zo)-/(zo)
g (z) —jj-. z0 komplex./ (1 + z0) - / (z0)

Nun ist offenbar gefio(§), also \g(z)\<e fur \z\<Ô. Daraus ergibt sich

\f(z 4- z0) -/(zo)| < 8|/(1 + z0) -/(zo)| < 2eM(r*)
fur l + |zo|<r* und |z|<5, /efio(§). Die Schar fio(S) ist demnach in jeder kom-
pakten Teilmenge von E gleichgradig stetig. Da sie uberdies in jeder kompakten
Teilmenge gleichmâssig beschrânkt ist, enthâlt jede unendliche Teilmenge von fio(S) eine

Folge fi9 die in E lokal gleichmâssig gegen eine auf E stetige Grenzfunktion / kon-
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vergiert. Bezeichnet / die durch l(z) z~ l erklârte Transformation, so lassen sich die-
selben Ueberlegungen auf die durch hi lofiOl definierte Folge hh /?fe£0(ir)), an-
wenden. Also diirfen wir annehmen, dass die Grenzfunktion/auch in einer Umgebung
des Punktes oo stetig ist.

Die durch

/(z+1')-/(Ogi{Z)

*

definierte Folge gt gehôrt ebenfalls zu £0(5)- Sei r' |z'| und r'>0. Dann sind fur
die Folgen/f und gt nach Voraussetzung die Ungleichungen 0<m(r')<|/f(z')| und

\gi(-z')\^M(r') erfûllt. Da/normiert ist, gilt somit/(l + z')-/(z')^0 fur jedes z'.
Da auch die Beziehungen 0<m(r)^ |g,-(z)| fiir \z\ r und r>0 gelten, ergibt sich jetzt
/(z + z')t*/(z') fiir Zt*0, das heisst/ist eineindeutig.

Also ist/eineindeutig und stetig auf Z und somit ein Homôomorphismus von Z
auf sich. Da/ùberdies orientierungstreu sein muss, gilt/e5t und Satz 1 ist bewiesen.

Bemerkung 1. Die beiden Verzerrungsfunktionen M und m hàngen naturlich von
der betrachteten Klasse $ ab. Ueberdies sind sie auch voneinander abhângig. Fiir
l(z) z~l gilt nâmlich /o/o/e£0(£))> sobaldfef&0(§)). Damit làsst sich die Beziehung

M(r)'m(r~1)=l leicht herleiten.

§ 3. Quasikonforme Abbildungen

1. Sind zl9 z2, z3, z4 vier verschiedene Punkte der Riemannschen Zahlenkugel Z,
so verstehen wir unter dem Doppelverhâltnis D(zx z2 z3 z4) die Zahl

z, — z* zt — Za

-z3 z2- z4

Sei h ein orientierungstreuer Homôomorphismus von Z auf sich und D ein beliebiges
Doppelverhâltnis. Dann bezeichnen wir mit Dh das zugeordnete Doppelverhâltnis

Wir ùbernehmen die Bezeichnungen §, £(£)), 51 und £0(S) des vorigen Abschnit-
tes. Gilt eine der Aussagen von Satz 1, so kann die Schar § nicht aus beliebigen
Homôomorphismen bestehen. Vielmehr gilt

Satz 2. Sei § eine nicht leere Schar von orientierungstreuen Homôomorphismen von

Z auf sich, Dann sind diefolgenden Aussagen âquivalent:
a) Es gibt eine Zahl K, K^\, so dass jedes h, he$, hôchstens K-quasikonform ist.

b) fi0 ($) ist relativfolgenkompakt in 51 beziiglich lokaler gleichmâssiger Konvergenz
in E.
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c) 20($) genugt einem Verzerrungssatz.
d) Es gibt eine fur positive r definierte positive zunehmende Funktion M mit

limÀf(r)=O, so dassfur jedes he$> undjedes Doppelverhàltnis D mit \D\^r die Un-

gleichung \Dh\ < M{r) gilt.
e) Es gibt eine Konstante C, C^ 1, so dassfiirjedes he$ undjedes Doppelverhàltnis

D mit \D\ 1 die Beziehungen C'1^ \Dh\ ^ C richtig sind.

Beweis. Ist a) erfûllt, so besteht £o(*0) offensichtlich aus normierten quasikonfor-
men Abbildungen, deren Maximaldilatationen K nicht ûbertreffen. Dann ist £0(£>)
nach bekannten Sâtzen der quasikonformen Abbildungen (cf. [8], II. § 5) relativ
folgenkompakt in 51 beziiglich lokaler gleichmâssiger Konvergenz in E. Somit folgt
b), und gemâss Satz 1 gilt dann c). Es gibt also eine fur £0(£>) gultige mit M bezeich-
nete Verzerrungsfunktion.

Sei he$, und seien zl9 z2, z3, z4 beliebige verschiedene Punkte in Z. Dann kônnen
wir zwei Môbiustransformationen l± und l2 so wâhlen, dass /1(z2)=l, ll(z3) 0,

/i(z4)=oo, und I2(l) h(z2), l2(0) h(z3), /2(oo) A(24) gelten. Da jedes g, g=
l21oholîî, zu fio($) gehôrt, geniigt jedes g dem erwâhnten Verzerrungssatz. Dem-
nachist \D(g(z) 1 0 oo)\ \g(z)\^M(r), sobald \D(z 1 0 oo)| |z|^r. Au$h l2ogoli
und der Tatsache, dass die Doppelverhâltnisse bei Môbiustransformationen sich nicht
ândern, folgt somit d). Setzt man C=M(l) und benùtzt D(ab c d)*D(b a c </)= 1,

so ergibt d) sofort e).
Sei Ae§, sei h(co) z0 und / eine Môbiustransformation mit /(zo)= oo. Dann hat

g=hh den Punkt oo als Fixpunkt. Gilt fiir h die Aussage e), so gilt sie auch fur g.
Sind nun zl5 z2, z3 beliebige verschiedene komplexe Zahlen, so ist \D(g(z1)g(z2)
g(z3) oo)| < C richtig, sobald \D(zt z2 z3 oo)| 1 erfullt ist. Also folgt fur je drei
verschiedene komplexe Zahlen zl9 z2, z3 mit \z1—z3\ \z2—z3\ die Ungleichung

Demnach ist die Kreisdilatation H durch C beschrânkt und somit g hôchstens C-

quasikonform ([4]; [8], IV. § 4). Da dann auch h hôchstens C-quasikonform ist, gilt
a) und Satz 2 ist bewiesen.

2. Fur eine quasikonforme Abbildung von Z auf Z ândern sich die Doppelverhâltnisse

gemâss Satz 2. Doch sind sie im allgemeinen nicht quasiinvariant. Vielmehr gilt

Satz 3. Seifein orientierungstreuer Homôomorphismus von Zaufsich mitf"(oo)= oo.

Dann sind die beiden folgenden Aussagen âquivalent:
a) Die Doppelverhâltnisse sind quasiinvariant, das heisst es gibt eine Konstante K,
\, so dassfiir je zwei zugeordnete Doppelverhâltnisse D und Df die Ungleichungen

ten.
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b) Die Abbildung f ist quasiisometrisch in E, das heisst es gibt eine Konstante C,

so dass fur je zwei komplexe Zahlen u und v die Ungleichungen

C-l\u-v\<:\f(u)-f(v)\*:C\u-v\
richtig sind.

Naturlich istfjeweils quasikonform.

Beweis. Fur g,

ist geît. Gilt nun a) fur/, so gilt a) auch fur g. Mit Hilfe von i? (t? 1 0 oo) folgt
einmal K~l^\g(v)/v\^K. Andererseits ergibt sich fur D (uOv oo) die Bedingung

u-v g(v)

Daraus erhâlt man bei geeignet gewâhltem C, C^ 1, die Ungleichung

I u — v

also b). Die Umkehrung, dass b) nâmlich a) impliziert, bestâtigt sich unmittelbar. Da
schliesslich a) die Aussage von Satz 2. e) verschârft, ist / in beiden Fâllen quasi-
konform.

§ 4. Die Dreiecksdilatation

1. Sei S eine beliebige Punktmenge der komplexen Zahlenebene E und / eine

Funktion von S in E. Sei zeS, und seien u und v in S gelegene komplexe Zahlen,
die den Beziehungen v^z und \u — z\^\v — z\ geniigen sollen. Ferner wollen wir ver-
einbaren, dass ein Quotient oo ist, falls er nicht definiert ist.

Définition. Die Zahl

sup

heisst die Dreiecksdilatation vonfim Punkte z und wird mit V(z) bezeichnet. Die durch

die Zahlen V(z) auf S definierte Funktion V heisst die Dreiecksdilatation vonfaufS.
Sind die Zahlen V(z) endlich beziehungsweise beschrânkt, so sagen wir,fhabe end-

liche beziehungsweise beschrânkte Dreiecksdilatation V.

2. Trivialerweise gilt V(z)^l. Doch ist Fim allgemeinen weder beschrânkt noch
endlich. Vielmehr haben Funktionen / mit endlichem oder sogar beschrânktem V
spezielle Eigenschaften.
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Lemma 1. Hat fendliche Dreiecksdilatation, so istf eineindeutig.

Beweis. Gâbe es nâmlich zwei verschiedene Punkte zt und z2 mitf(zl)=f(z2)9 so
wâre gemâss unserer Konvention V(z1)= V(z2)= oo, also V nicht endlich.

Lemma 2. Hatf,f:S-*E, beschrànkte Dreiecksdilatation, und ist zv zteS, eine gegen

z0, zoeE, konvergente Zahlenfolge mit zt^zofurjedes i, so ist die Bildfolgef(zl) in E
konvergent.

Beweis. Offensichtlich gibt es einen Index k mit zi=^zk, so dass \zl — zk\^\zi—zk\
gilt fiir jedes /, i>k. Unter Benutzung von Lemma 1 folgt daraus

1/ (zf) - / (zk)l < K(zft)l / (z,) - / (zft)l,

und somit ist die Folge f(zt) beschrânkt. Also existiert eine Teilfolge z} von zl9 fur
die/(z7) konvergiert. Nun gibt es zu jedemy* einen Index N(j*), so dass fur jedes /

und jedes y mit i9j>N(j*) die Beziehungen \zt — Zj\ ^ Iz^-zJ und f,*/^ erfiillt sind.

Daraus ergibt sich

Also ist die Folge/(zj konvergent.

Lemma 3. Hatf,f:S->E, beschrànkte Dreiecksdilatation, so ist fstetig.

Beweis. In einem isolierten Punkt z0 von S ist / trivialerweise stetig. Sei also zl9

zteS, eine gegen z0, zoeS, konvergente Folge mit zt^z0 fur jedes i. Nach Lemma 2

konvergiert die Bildfolge/(zt). Nun gibt es zu jedem i* einen Index A^(/*), so dass

\z0 — ZjKIz,* — z\ und zl^zl fur i>N(i*) erfiillt sind. Daraus ergibt sich

Also konvergiert/(z,) gegen/(z0), das heisst/ist stetig.
3. Im folgenden fassen wir jede in E gelegene Punktmenge als Teilmenge der Rie-

mannschen Zahlenkugel Z auf. Speziell soll S die in Z gebildete abgeschlossene Huile
von S bezeichnen.

Lemma 4. Sei S nicht beschrânkt, und f, f:S-*E, von beschrànkter Dreiecksdilatation.

Dann gilt lim /(z)= oo.
z e S, z-+ <x>

Beweis. Wir nehmen indirekt an, es existiere eine Folge zn zteS, mit z^oo, fur
die f(zt) in E konvergiert. Nun gibt es zu jedem /* einen Index A^(/*), so dass

\zi~-zA^\zi — ziA fur i>N(i*) gelten. Also folgt

Ist jetzt/(z1) verschieden vom Grenzwert von/(zt), so erhalten wir offenbar einen

Widerspruch.
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Lemma 5. Hat f, f:S->E, beschrànkte Dreiecksdilatation, so làsst sich f in ein-

deutiger Weise zu einer topologischen Abbildung g von S erweitern.

Beweis. Einmal ist/nach Lemma 3 stetig. Dann gibt es gemâss den Lemmata 2

und 4 eine auf S definierte, eindeutig bestimmte stetige Erweiterung g. Ueberdies ist

g nach Lemma 2 in jedem endlichen Punkte endlich.
Wâre g nicht eineindeutig, so gâbe es zwei verschiedene Punkte zx und z2 in 2s,

fur die g{zi)=g(z2) gilt und die infolge Lemma 1 nicht beide in S liegen. Sei zt$S,
und z0, zoeS, derart gewâhlt, dass g(zo)^g(zl) und \z0 — zi\<^\z1— z2\ richtig sind.
Ferner seien zt und Zj zwei Folgen aus S mit zi-^zl und Zj-+z2* Nun gibt es einen

Index N, so dass |z0 —zf| < \zj~zi\ und Zj^zt fur aile iJ>N erfùllt sind. Somit folgt

woraus sich fur i,j->co sofort ein Widerspruch ergibt.
Da g auf dem kompakten S eineindeutig und stetig ist, ist g topologisch.

Lemma 6. Sei S eine in einem Teilgebiet G von E dichte Punktmenge undf,f:S-*E,
von beschrânkter Dreiecksdilatation. Dann lâsst sich f in eindeutiger Weise zu einer

topologischen Abbildung g, g: G-+E, erweitern, die aufG beschrànkte Dreiecksdilatation
besitzt.

Beweis. Gemâss Lemma 5 kann / in eindeutiger Weise zu einer topologischen
Abbildung g von G erweitert werden. Nach Voraussetzung ist die beziiglich / be-

rechnete Dreiecksdilatation Vf beschrânkt, das heisst es gibt eine Konstante C, 01,
fur die Vf(z)^C auf S gilt. Wir zeigen jetzt, dass das fur g berechnete Vg dieselbe

Schranke C besitzt.
Andernfalls gibt es drei Punkte z, u, v in G mit

\u — z\ ^ \v — z\, v 7* z und C<

Offenbar kann man jetzt drei in S gelegene Punkte z', u\ v' bestimmen, die die Be-

ziehungen |w' — z'|<|i/ — z'| und uVz' erfùllen und fur die

C<

gùltig bleibt. Daraus folgt C<Vf(z'), also ein Widerspruch.
4. Nun gehen wir auf den Zusammenhang zwischen den Funktionen von

beschrânkter Dreiecksdilatation und den quasikonformen Abbildungen ein.

Satz 4. Sei S eine in einem Teilgebiet G von E dichte Punktmenge undf eine

Abbildung von S in E. Hatf beschrànkte Dreiecksdilatation, so lâsst sich fin eindeutiger
Weise zu einer topologischen Abbildung h der abgeschlossenen Huile G, GczZ, er-
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weitern. Ueberdies ist entweder die Beschrânkung g von h auf G oder ihre konjugierte
Funktion g quasikonform in G.

Beweis. Dass die Erweiterungen g und h eindeutig bestimmt und topologisch sind,

folgt aus Lemma 5. Folglich ist entweder g oder ihre konjugierte g orientierungstreu.
Nun hat g gemâss Lemma 6 beschrânkte Dreiecksdilatation, und es gilt offenbar
zwischen der Kreisdilatation Hund der Dreiecksdilatation Fdie Beziehung H(z) < V(z)
in G, Somit ist die Kreisdilatation beschrânkt und demnach entweder g oder g
quasikonform (Le).

5. Im allgemeinen ist die Dreiecksdilatation einer quasikonformen Abbildung
nicht beschrânkt. Doch gelten die folgenden Aussagen :

Zusatz 1. Seifein orientierungstreuer Homôomorphismus von E auf E. Die
Abbildungf ist genau dann quasikonform,fails sie beschrânkte Dreiecksdilatation besitzt.

Beweis. Infolge Satz 4 muss nur mehr die Umkehrung bewiesen werden. Wir er-

weitern/durch/(oo)=oo zu einer quasikonformen Abbildung von Z auf Z. Nun
kônnen wir Satz 2 anwenden. Gemâss der Aussage von Satz 2.d) ist

fur \D(zt z2 z3 oo)|^l, also hat/beschrânkte Dreiecksdilatation.

Zusatz 2. Sei G ein Teilgebiet von E undfeine quasikonforme Abbildung von G in

E. Ist S eine beliebige kompakte Teilmenge von G, so hat die Beschrânkung vonf auf
S beschrânkte Dreiecksdilatation auf S.

Beweis. Wir nehmen indirekt an, es gâbe in S Zahlenfolgen zi9 uh vt mit
\ut—2^1^—zt\ und vt=£zh so dass

00

gilt. Man darf voraussetzen, dass die Folge zt bereits gegen eine Zahl z0 in S kon-
vergiert. Da das kompakte S endlichen Durchmesser besitzt, muss auch die Folge vt

gegen z0 konvergieren. Weil z0 in G liegt, gibt es eine Kreisscheibe U, UczG9 um z0,
in der man ein Résultat von A. Mori ([9], Lemma 4; [8], p. 111) anwenden kann.
Sei nun Nderart gewâhlt, dass fur aile i, i>N, die Kreise Vi {z\\z—zi\ \vi — zi\}m
U liegen. Dann gilt

m,

wobei Mt beziehutigsweise mt das Maximum beziehungsweise das Minimum von
\f(z)—f(zt)\ auf Vt bezeichnen. Nach dem erwâhnten Satz von A. Mori sind die
Zahlen Mf/m* fur i > N beschrânkt. Damit erhalten wir den gewiinschten Widerspruch.



Doppelverhâltnisse und quasikonforme Abbildungen 171

§ 5. Quasikonforme Fortsetzung

1. Wir bezeichnen mit R die als Teilmenge der komplexen Zahlenebene E auf-
gefasste réelle Zahlengerade, und mit R*, R* Rv{oo}, die Abschliessung von R
bezûglich der Riemannschen Zahlenkugel Z. Aus den Lemmata 4 und 5 ergibt sich

Lemma 7. Hat f f:R-^E, beschrànkte Dreiecksdilatation, so làsst sich f durch

/(oo)= oo zu einer topologischen Abbildung von R* erweitern, und somit istf(R*) eine

Jordankurve in Z.
2. Die Abbildungen von beschrânkter Dreieeksdilatation kônnen zur Charakteri-

sierung der quasisymmetrischen Funktionen wie auch der Quasigeraden benutzt
werden. Dabei heisst eine stetige zunehmende Funktion/von R auf R quasisymme-
trisch, falls eine Konstante C, C^ 1, existiert, so dass fur jedes x, xeR, und jedes /,
/ > 0, die Beziehungen _, x r x</(*+_0-/(*)

^f(x)-f(x-t)^
erfiillt sind (cf. [8], II. §7.1). Ferner nennen wir das Bild einer Geraden bei einer

quasikonformen Abbildung von E auf E eine Quasigerade. Schliesslich heisse eine

Abbildung/von R auf R quasikonform, falls eine quasikonforme Abbildung von E
auf E existiert, deren Beschrânkung auf R mit/zusammenfâllt.

Dass jede quasisymmetrische Funktion von R auf R quasikonform ist und um-
gekehrt, haben A. Beurling und L. Ahlfors bewiesen [3]. Wir zeigen nun zusâtzlich

Satz 5. Seifein zunehmender Homôomorphismus von R auf R. Dann sind àquiva-
lent : a) f ist quasikonform ; b) f hat beschrànkte Dreiecksdilatation ; c) f ist quasi-
symmetrisch.

Beweis. Gilt a), so gibt es eine quasikonforme Abbildung von E auf E, die / er-
weitert. Da dièse gemâss Zusatz 1 beschrànkte Dreiecksdilatation besitzt, ergibt sich

b). Aus b) erhâlt man sofort c). Dass schliesslich c) die Aussage a) impliziert, folgt
aus der bekannten Konstruktion von A. Beurling und L. Ahlfors (Le. ; [8], IL § 6.5).

3. Nun werden wir zeigen, dass die Quasigeraden ebenfalls durch Funktionen von
beschrânkter Dreiecksdilatation gekennzeichnet werden kônnen. Zum Beweise be-

nutzen wir die von L. Ahlfors gegebene Charakterisierung solcher Kurven [1].

Satz 6. Hat f f:R->E, beschrànkte Dreiecksdilatation, so ist f(R) eine

Quasigerade. Umgekehrt gibt es zujeder Quasigeraden eine Parameterdarstellungff: R-*E,
die beschrànkte Dreiecksdilatation besitzt.

Beweis. Hat/beschrànkte Dreiecksdilatation, so gibt es eine Konstante C, C^ 1,

so dass fur xt <x3<x2 oder x2<x3<x1 die Beziehung



172 H. RENGGLI

gûltig ist. Dies vereint mit Lemma 7 kennzeichnet aber eine Quasigerade (Le. ; [2],

IV.E). Umgekehrt gibt es zu jeder Quasigeraden eine quasikonforme Abbildung/von
E auf E, deren Beschrânkung auf R dièse darstellt. Nach Zusatz 1 hat/beschrânkte
Dreiecksdilatation, also a fortiori deren Beschrânkung auf R.

4. Der Begriff der Funktionen von beschrânkter Dreiecksdilatation kann auch auf
weitere Fragen der quasikonformen Fortsetzung angewendet werden. Es bezeichne

H9 HczE, die obère Halbebene. Dann gilt

Satz 7. Eine quasikonforme Abbildung fvon H in E lâsst sich genau dann zu einer

quasikonformen Abbildung von E aufE erweitern,fallsfbeschrânkte Dreiecksdilatation

auf H besitzt. Ist zusâtzlich f quasiisometrisch, so gibt es eine quasiisometrische Er-

weiterung.

Beweis. Seienx, w, v drei beliebige Punkte auf R mit |t< —x|<|t> —x| und t;#x. Hat
nun/beschrânkte Dreiecksdilatation auf H, so gibt es eine nur von/abhângige Kon-
stante C, Ol, so dass

/ (m + i y) - f (x + i y)J V y) J V y) < C fur y > 0 gultig ist.

Da sich/nach Lemma 5 topologisch auf HuR erweitern lâsst, erhâlt man

auf R.
/(«0-/00

Also hat / beschrânkte Dreiecksdilatation auf R, und f(R) ist nach Satz 6 eine

Quasigerade. Somit kann / durch quasikonforme Spiegelung fortgesetzt werden (cf.
[2], IV. D). Aus Zusatz 1 folgt die Umkehrung. Schliesslich ergibt sich die gesuchte

quasiisometrische Fortsetzung mit Hilfe von ([2], IV. D. Lemma 3).
5. In Ergânzung zu den Sâtzen von G. Springer ûber quasikonforme Abbildungen

von Gebieten endlichen Zusammenhangs ([11]; [8], IL § 8.3) beweisen wir

Lemma 8. Sei G ein von endlich vielen getrennt gelegenen Kreisen berandetes Teil-

gebiet von E, undf eine quasikonforme Abbildung von G in Z. Genau dann kann f zu
einer quasikonformen Abbildung von Z aufZ erweitert werden,fails eine Konstante C,

C^l, existiert, so dassfur jedes Doppelverhâltnis D aus Punkten in G die Ungleichung

\Df\ < C gilt, sobald \D\ < 1 erfullt ist.

Beweis. Sei S ein Randkreis von G, und Tdas Innere der Komponente von Z—G,
die S enthâlt. Wir werden zuerst zeigen, dass sich/topologisch auf S erweitern lâsst.

Mit den Randwerten von / auf S werden wir dann eine quasikonforme Abbildung
von Tkonstruiereû. Wenden wir dies auf aile Randkreise an, so erhalten wir schliesslich

eine auf Z definierte Abbildung mit den gewûnschten Eigenschaften.
Sei reG9 und seien lx und ln zwei Môbiustransformationen mit /i(r)=oo und
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/n(oo)=/(r). Sei p/^o/o/]"1, und seien z, u, v drei verschiedene Punkte in ^(G)
mit |w — z|<|i? — z\. Da die Môbiustransformationen die Doppelverhâltnisse invariant
lassen und/sie gemâss Voraussetzung verândert, ergibt sich aus \D(u v z oo)| < 1 die

Beziehung \D(p(u)p(v)p(z) oo)|<C. Demnach hat/? beschrânkte Dreiecksdilatation
auf/,(G), und man kann/? nach Lemma 5 topologisch erweitern. Sei nun S ein Rand-
kreis von G und D ein Doppelverhâltnis aus Punkten in S mit |Z)|<1. Da sich/,
/=/no/?o/b topologisch auf S erweitern lâsst und die Doppelverhâltnisse in G sich

gemâss Voraussetzung verândern, erhâlt man durch eine einfache Stetigkeitsbetrach-
tung IZ^I^Cauf S.

Sei te S, und seien lx und l2 zwei Môbiustransformationen mit li (S) jR, /t (G) c H,
ll(t)=oo und /2(°°)=/(0- Sei g /2~1o/o/i"1, und seien x, w, t; drei verschiedene

Punkte auf R mit |w — x|< |i? — x|. Nun ergibt sich wie vorhin \D(g(u) g(v) g(x) oo)| ^ C

aus \D(u v x oo)| ^ 1. Demnach hat g beschrânkte Dreiecksdilatation auf R, und es

ist g(R) nach Satz 6 eine Quasigerade, Folglich gibt es eine quasikonforme Abbildung
k von E auf E, die i? auf g (R) abbildet und fur die (k~1ol2i o/) (G) c H gilt. Setzen

wir h k~l und erweitern /* durch h(co)= oo auf Z, so gibt es nach Satz 2 fur h eine

Verzerrungsfunktion M fur die Verânderung der Doppelverhàltnisse. Sei M* M{C)
und m hog. Nun gilt |Z>(m(w)ra(V)ra(x) oo)|<Af* fur \D(u vx oo)|<l bezûglich
der durch m induzierten Abbildung von R auf R. Somit hat m beschrânkte
Dreiecksdilatation auf R und ist gemâss Satz 5 quasikonform. Bezeichnet H* die untere
Halbebene, so gibt es also eine quasikonforme Abbildung m* von H* auf H* mit
den durch m auf R gegebenen Randwerten. Jetzt bildet /2oLm*o/1 das von S be-

randete Gebiet T quasikonform auf das Innere der von/(S) berandeten Komponente
von Z—f{G) ab, lôst demnach das angekûndigte Randwertproblem.

Es gibt also eine topologische Abbildung/* von Z auf Z, die/erweitert und auf
jedem T quasikonform ist. Nach der analytischen Définition der quasikonformen
Abbildungen (cf. [2], II.B) sind die Randkreise von G quasikonform hebbar. Also ist

/* die gesuchte Erweiterung.
Die Umkehrung des Lemmas folgt aus Satz 2.

6. Schliesslich beweisen wir

Satz 8. Sei G ein Teilgebiet von E, dessen Randkomponentenmenge derart aus
Punkten und Kreisen bestehen soll, dass die Menge der Kreise sich in hôchstens endlich
vielen Randkomponenten hàuft.

Eine quasikonforme Abbildungf von G in Z kann genau dann zu einer quasikonformen

Abbildung von Z auf Z erweitert werden, falls eine Konstante C, C^l, existiert,
so dass fur jedes Doppelverhâltnis D aus Punkten in G die Ungleichung \Df\^C gilt,
sobald \D\ < 1 erfullt ist.

Beweis. Sei W die Punktmenge, die die Komponenten von Z—G enthâlt, die
ihrerseits die Hâufungsrandkomponenten der Randkreise von G enthalten. Nun
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fassen wir die Komponenten der Menge (Z—G) — W, die aus abgeschlossenen Kreis-
scheiben bestehen, zu einer Punktmenge V zusammen, und vereinigen die ûbrigen
Komponenten von (Z—G)—Wzu einer Punktmenge U. Somit ist U total unzusam-
menhângend, und es bilden die Mengen G, U, F, Weine Zerlegung von Z. Sukzessive

soll/auf U, V, W quasikonform erweitert werden.
Offenbar ist G u U ein Gebiet. Wir gehen nun wie im Beweise von Lemma 8 vor

und werden die dort eingefiihrten Bezeichnungen ûbernehmen. So hat das analog
definierte p beschrânkte Dreiecksdilatation auf lv(G). Somit kann p nach Lemma 5

topologisch erweitert werden, und man kann ûberdies Satz 4 anwenden. Speziell ist
also p in /,(Gu U) quasikonform. Nun lâsst sich auch/sowohl topologisch auf den

Rand von G wie auch quasikonform auf Gu U fortsetzen.
Ist S ein Randkreis von G, so kann man wie im Beweise von Lemma 8 mit den

Randwerten von/ auf S eine quasikonforme Abbildung der zugeordneten Menge T
konstruieren, unabhângig ob T zu V oder W gehôrt. Doch mûssen wir zusâtzlich
zeigen, dass die Maximaldilatationen der dabei auftretenden Abbildungen beschrânkt
sind. Gemâss der Konstruktion fur Lemma 8 genûgt es zu zeigen, dass dies fur die

jedem T zugeordneten Abbildungen k und m* der Fall ist. Einmal gibt es solche k,
deren Maximaldilatationen unterhalb einer nur von C abhângigen Schranke liegen
(cf. [2], IV. E). Fassen wir andererseits die Abbildungen h, h k~1, zu einer Schar §
zusammen, so ergibt sich gemâss Satz 2 eine fur die ganze Schar jr> gultige Verzer-
rungsfunktion M. Setzen wir jetzt M* M(C), so kann man schliesslich jeweilen
solche m* konstruieren, deren Maximaldilatationen unterhalb einer nur von M*
abhângigen Schranke liegen (cf. [8], II. § 6.5).

Wir kônnen also/zu einer auf (?u Uu V definierten Funktion erweitern, die in
jedem T, Te V, quasikonform ist und dort beschrânkte Maximaldilatation besitzt.
Da jedes S, SczV, eine isolierte Randkomponente von GuU darstellt, ist die so
erweiterte Abbildung/"analog dem Beweise in Lemma 8 quasikonform in Gu Uu V.

Schliesslich enthâlt W nach Voraussetzung nur endlich viele Kreisscheiben, fur die

wir ubrigens bereits quasikonforme Abbildungen konstruiert haben. Es genûgt also,
die verbleibenden endlich vielen Kreise und Punkte quasikonform zu heben. Somit

gibt es eine solche Erweiterung.
Die Umkehrung des Satzes folgt aus Satz 2.

Bemerkung 2. Ohne Aenderung der Ubrigen Voraussetzungen nehmen wir an, dass

die Punktmenge W aus endlich vielen Kreisscheiben und einer Punktmenge OAD

bestehen soll. Nun lâsst sich der obige Beweis ubertragen. Man hat dabei einzig zu be-

achten, dass eine Menge OAD quasikonform hebbar ist ([10], p. 67; [8], V. § 3).
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