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Uber freie Untergruppen gegebener Gmppen

U. Stammbach1)

1. Einfdhrung

Stallings zeigte in [7], Theorem 6.5, dass aus dem Verschwinden der 2. Homo-
logiegruppe einer Gruppe G mit Koeffizienten in Zp (dem Restklassenkôrper zur
Primzahl p) auf die Existenz von freien Untergruppen in G geschlossen werden kann.
Nimmt man nâmlich in G eine Menge von Elementen, deren kanonische Bilder in der
1. Homologiegruppe von G mit Koeffizienten in Zp linear unabhângig sind, so er-

zeugen dièse Elemente in G eine freie Untergruppe. Es gibt nun in der Prâsentierungs-
theorie der Gruppen eine Reihe von Sâtzen, die Aussagen ûber die Existenz von freien

Untergruppen machen. Es liegt nahe zu fragen, welche dieser Sâtze auch mit Hilfe des

Verfahrens von Stallings bewiesen werden kônnen. Dièse Frage ist auch deshalb von
besonderem Interesse, weil es auf dièse Art gelingt, die umfangreichen und unuber-
sichtlichen Rechnungen zu eliminieren, die in den ûblichen Beweisen dieser Sâtze

auftreten. Die vorliegende Arbeit ist ein Beitrag zur Béantwortung der oben gestellten

Frage. Unser Hauptresultat ist das folgende (siehe Abschnitt 3):
Es sei G eine Gruppe mit n + r Erzeugenden und r Relationen. Die 1. Homologiegruppe

von G mit Koeffizienten in rLp (pprim oder p 0) werde durch n Elemente erzeugt. Dann
enthâlt die Gruppe G eine freie Untergruppe mit n Erzeugenden.

Ein erstes Korollar davon ist eine Verallgemeinerung eines Satzes aus der Prâsen-

tierungstheorie der Gruppen, der aus der speziellen Form einer Prâsentierung folgert,
dass gewisse der Erzeugenden eine freie Untergruppe erzeugen.

Ein zweites Korollar betrifft einen Satz von Magnus (s. [5], [9]): Eine Gruppe G

besitze eine Prâsentierung mit n + r Erzeugenden und r Relationen und auch eine

Prâsentierung mit n Erzeugenden. Dann ist Gfrei.
Ferner lâsst sich ein Teil (der leichter zu beweisende Teil) des sogenannten ,,Frei-

heitssatzes" von Magnus (s. [3]) ebenfalls als Korollar erhalten.
Ein weiteres Nebenresultat zeigt, dass die 2. Homologiegruppe einer Knotengruppe

beziiglich einer beliebigen abelschen Koeffizientengruppe trivial ist.

2. Notation

G bezeichnet eine beliebige Gruppe. Eine exakte Sequenz von Gruppen e-^R-^F-*
G->e, wo F eine freie Gruppe ist, heisst eine Prâsentierung von G. Ist F die freie

*) Der Verfasser ist Empfânger eines Stipendiums des Schweizerischen Nationalfonds.
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Gruppe mit n + r Erzeugenden und wird R als Normalteiler in F durch r Elemente

erzeugt, so sagt man, G besitze eine Prâsentierung mit n + r Erzeugenden und r Rela-
tionen. p bezeichne im Folgenden entweder die Zahl 0 oder eine Primzahl. Ist U eine

Untergruppe von G, so definieren wir G # p U als die Untergruppe, die von allen Ele-
menten der Form gug~1u~1vp mit geG9u, veUerzeugt wird (vergl. [7]). Die Gruppen
G[p) (p fest) definieren wir rekursiv wie folgt (verg. [7]):

G(op) G; Giï1 G#pGiP).

Die Reihen {G(kp)} (p fest) sind offensichtlich Zentralreihen: Fur/? 0 eihalten wir die
ùbliche absteigende Zentralreihe ; fur p Primzahl ergibt sich die am schnellsten ab-
steigenden Zentralreihe, deren sukzessive Quotienten Vektorrâume ûber dem Rest-

klassenkôrper Zp sind. Ein Gruppenhomomorphismus/:G-»// bildet G[p) in H[p) ab.

Unter H^G, Zp) verstehen wir die /-te Homologiegruppe von G mit Koeffizienten
in der additiven Gruppe von Zp (Z0 Z bezeichnet den Ring der ganzen Zahlen),
wobei G trivial auf Zp operieren soll (fur eine Définition der Homologiegruppen vergl.
[1]). Speziell ist H^G, ZP)^G/G#PG (s. [7]). Ist p eine Primzahl, so ist Ht(G, Zp)
bekanntlich ein Vektorraum ùber dem Restklassenkôrper Zp. Unter der Dimension
von Ht(G Zp) verstehen wir die Dimension dièses Vektorraumes.

3. Hauptsatz und Folgerungen

Hauptsatz. Die Gruppe G besitze eine Prâsentierung mit n + r Erzeugenden und

r Relationen. Fur ein p {p prim oder p 0) werde Ht(G, Zp)^G/G#pG durch n Ele-
mente erzeugt. Dann gilt fur dièses p :

(a) Ist p prim, so ist HX{G, Zp) von der Dimension n. Ist p 0, so ist Ht(G9 Zo)
frei abelsch vom Rang n.

(b) H2(G,Zp) 0.

(c) Sindxl9...9xn Elemente aus G, deren kanonische Bilder in G/G#PG eine Basis

bilden, so erzeugen sie in G eine freie Untergruppe F.

(d) Die Einbettung i.FczG induziert fiir aile k^O Isomorphismen

Den Beweis dièses Satzes fûhren wir in Abschnitt 4. Vorerst aber wollen wir einigt
Folgerungen aus diesem Hauptsatz angeben.

Korollar 1 verallgemeinert Theorem 5.14 aus [6].

Korollar 1. Es sei G F/R, wo F die freie Gruppe in ai9...9an9bl9...9br bezeichnet

und R in F von den Wôrtern biQ^al9...9 an9bu...,br)(i=l,...,r) erzeugt wird. Die
Wôrter Qt sollen in bk die Exponentensummep*tki(k=l9...9 r) aufweisen, wobei p eine

Primzahl oder 0 ist. Dann erzeugen au...,an eine freie Untergruppe F vom Rang n in
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G. Ausserdem induziert die Einbettung i : F-* Gfiirjedes m ^ 0 Isomorphismen

Beweis: Die Gruppe G/G#pG wird durch die Bilder von au...,an erzeugt. Die
Gruppe G und die Elemente al9...,an erfiillen also die Voraussetzungen des Haupt-
satzes (c), woraus die Behauptung des obigen Korollars folgt.

Das nâchste Korollar ist ein wohlbekannter Satz von Magnus [5]. Der Verfasser
hat dafùr bereits in [9] einen sehr einfachen Beweis angegeben, der âhnliche Methoden
verwendet.

Korollar 2. Besitzt die Gruppe G eine Prâsentierung mit n + r Erzeugenden und

r Relationen und besitzt sie auch eine Prâsentierung mit n Erzeugenden, so ist G die

freie Gruppe mit n Erzeugenden.

Beweis: Die abelsch gemachte Gruppe G/G#0G wird durch die Bilder der n

Erzeugenden xl,...9xn von G erzeugt. Die Bilder von xl9...9 xn bilden also notwen-
digerweise eine Basis von G/G # 0 G. Nach dem Hauptsatz, Abschnitt (c), ist G also

frei.

Korollar 3. Es sei G eine Gruppe mit n+l Erzeugenden al9...9 an, b und einer
Relation. Die Exponentensumme s von b in der Relation sei nicht 0. Dann erzeugen

al9...,an eine freie Untergruppe F. Ist p eine Primzahl, die s nicht teilt, so induziert die

Einbettung i:F->G fur jedes m^Q Isomorphismen

Beweis: Ist p eine Primzahl, die s nicht teilt, dann ist Hi (G, Zp) von der Dimension

n, und die Bilder von al9..,9 an in Hi(G, Zp) bilden eine Basis. Die Voraussetzungen
des Hauptsatzes sind folglich erfullt, und die Behauptungen des Korollars folgen aus

(c) und (d).

Bernerkung. Das obige Korollar ist ein Teil des berûhmten ,,Freiheitssatzes" von
Magnus [3]. Dieser sagt aus, dass die von al9...,an erzeugte Untergruppe frei ist,
wenn b in der Relation ,,wirklich" vorkommt, d.h. wenn b aus der Relation durch
Transformationen nicht entfernt werden kann. Der Freiheitssatz ist ein Beispiel eines

Satzes, der nicht mit Hilfe des Verfahrens von Stallings bewiesen werden kann. Man
zeigt nâmlich leicht, dass die 2. Homologiegruppe einer Gruppe G^FI(q), wo q in
der Kommutatoruntergruppe von F liegt, fur jedes p (prim oder 0) eine nicht triviale
2. Homologiegruppe besitzt (s. [8]).

Auch das nâchste Korollar betrifft einen bereits bekannten Satz:

Korollar 4. Fur eine Knotengruppe G ist die 2. Homologiegruppe beziiglich einer

beliebigen abelschen Koeffizientengruppe trivial
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Beweis: Nach [2] besitzt eine Knotengruppe G eine Prâsentierung mit 1-fr Er-
zeugenden und r Relationen. Ebenfalls nach [2] ist H^G, Z)^Z. Mit unserem Haupt-
satz folgt nun H2(G, Z) 0. Mit dem universellen Koeffiziententheorem ergibt sich
schliesslich H2(G, A) H2{G, Z)®Zv4 0.

4. Beweis des Hauptsatzes

Wir entnehmen der bereits zitierten Arbeit von Stallings [7] oder einer Arbeit
des Verfassers [8] die folgende exakte Sequenz, die einer Prâsentierung e-+R'-*F'-*
G-+e von G zugeordnet ist (p prim oder p 0):

(I) 0-H2(G, Zp)-+R'IF' #pJ?'-H1(F', Zp)^Ht(G9 Zp)->0
Wir spalten (I) in zwei kurze exakte Sequenzen auf :

(II) 0-*H2(G, Zp)^R'IF'#pR'->A->0
(III) O-ïA-tH^F', Zj-tH^G, Zp)^0

Es sei nun im Folgenden e-*R/-+F'-+G-+e eine Prâsentierung mit n + r Erzeugenden
und r Relationen.

1) Wir behandeln zuerst den Fall /? 0. Fur G # 0U schreiben wir hier wie ûblich
[G, U], Wir betrachten zuerst die Sequenz (III). Hx (F', Z) ist die freie abelsche Gruppe
vom Rang n + r. Der Rang von H^G, Z)^G/[G, G] ist ^«, da G laut Voraussetzung
durch n Elemente erzeugt wird. Daraus folgt, dass der Rang von A^r ist. Anderer-
seits wird R'I[F'9 R'] durch r Elemente, nâmlich die Relationen erzeugt. Also wird
auch A als Quotient dieser Gruppe von r Elementen erzeugt. Daraus folgt

Rang A r.
Aus der Sequenz (III) erhâlt man nun: Rang G/[G, G] n, d.h. G/[G, G] ist frei
abelsch mit n Erzeugenden. Da A als Untergruppe einer freien abelschen Gruppe frei
abelsch ist, zerfàllt die Sequenz (II). Die Gruppe R'I[F\ R'] enthâlt also die freie
abelsche Gruppe A vom Rang r als direkten Summanden. Sie wird andererseits durch

r Elemente erzeugt. Daraus folgt, dass A R'/[F\ R'] ist. Also gilt:

H2(G, Z) 0.

Es sei nun weiter F die freie Gruppe mit den n Erzeugenden yu...,yn. Mit
{*!,..., xn} bezeichnen wir eine Menge von Elementen aus G, deren kanonische Bilder
in G/[G, G] eine Basis bilden. Dann induziert die Abbildung cp:F-+G9 deflniert durch

yi-*xi(i=l,...9n), offensichtlich einen Isomorphismus (p:Hl(F,Z)^Hl(G,Z) und
einen Epimorphismus (p\H2{F,Z)-*H2{G,Z). Daraus folgt mit einem Satz von
Stallings (s. [7], Theorem 3.4; [8], Satz II.2), dass q> Isomorphismen

induziert. Ausserdem ist nFfc(0) e (s. [4]). Somit induziert (p eine Einbettung cp : Fez G.
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Damit ist der Hauptsatz fûr/? O bewiesen.

2) Es sei p eine Primzahl.
Auch R'IF' #pi*' ist als Quotient von R'l[F\Rf] durch die r Relationen erzeugt.
Daraus folgt genau wie oben, dass der Zp-Vektorraum A die Dimension r besitzt.

Folglich ist einerseits HX(G9 Zp) von der Dimension n und andererseits H2{G, Zp) 0.

Nach einem Satz von Stallings (s. [7], Theorem 6.5) erzeugen dann Elemente von
G, deren kanonische Bilder in Ht (G, Zp) linear unabhângig sind, eine freie Unter-
gruppe F in G. Ausserdem ergibt sich beim Beweis dièses Satzes von Stallings, dass cp

fur jedes k ^ 0 Isomorphismen

induziert.
Damit ist der Hauptsatz auch fur eine Primzahl p bewiesen.
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