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tJber den Defekt simplizialer Abbildungen von Mannigfaltigkeiten

von Reinhard Olivier, Bonn

0. Einleitung

Die klassische Hurwitzformel lautet so:
Sind X, Fgeschlossene, orientierte Flâchen und/: X-+ Feine offene Abbildung mit

den Verzweigungspunkten pi9 ...,pk der Ordnung ml + \9 mk+ 1, und mit dem
Grade d> 0, so gilt

x(X) dX(Y)-Ymi. (1)
î

Die Punkte/(/?i) sind gerade diejenigen Punkte in Y, die weniger als d Urbildpunkte
besitzen.

Definiert man in F die Funktion ô: Y-+Z durch

ô(y) d - {^Inzahl der Punkte in/"1 (y)}

so lâsst sich Formel (1) auch schreiben

YJHp) d'X(Y)^x(X) (2)
peY

Bezeichnet man ô(p) als den Defekt von p, so kann man die linke Seite von (2) als

Gesamtdefekt der Abbildung betrachten, und erhàlt damit zugleich eine Aussage ûber
seine Grosse.

Die Funktion ô lâsst sich fiïr jede Abbildung /: X^> Y orientierter kompakter m-

Mannigfaltigkeiten ohne Rand, mit dem Grade d, definieren. (Dabei ist der Wert— oo

zugelassen). Die Punktmenge

A {peY\ô(p)>0}

nennen wir Defektmenge und ihre Elemente Defektpunkte, die Zahl ô(p) den Defekt

von/?.
Von H. Hopf [4] stammt das Problem, ùber die topologischen Eigenschaften von

A Aussagen zu machen, in Abhângigkeit von X, Y und der Homotopieklasse von/,
insbesondere ùber die mogliche ,,Grôsse" von A, und darunter lâsst sich speziell die

(m__2)-te Bettische Zahl verstehen, denn A enthâlt keinen(ra-l)-dim. Zyklus und

hat im allgemeinen gerade die Dimension m-2.
Formel (1), bzw. (2) stellt einen Beitrag zur Lôsung dièses Problems dar. Hopf

selbst hat in [4] zwei weitere Beitrâge geliefert.
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(a) Sind Xund r2-dim.,/stetig, so gilt

I*G0<d-x(y)-z(*) 0)
pe A

(b) Es sei A1 ={peA\ô(p)=d-l] die Menge der Punkte mit maximalem Defekt,
A1 abgeschlossen und echt in A1 enthalten, sowie d teilerfremd zu den 1-dim.
Torsionszahlen von X. Dann gilt {bt die /-te Bettische Zahî):

bm-2(Âl) < bx(X) - bt (Y) + b2(Y) (4a)

bm-2(Ax) ^l + b^X)- bx(Y) + b2(Y) (4b)

4b ist eine Folgerung aus 4a. Die Voraussetzung iïber die Torsionszahlen ist ins-
besondere erfullt, wenn X eine Sphâre ist.

Ausser den Arbeiten [3], [6], [7], die im folgenden nicht benutzt werden, sind mir
keine weiteren Ergebnisse in dieser Hinsicht bekannt.

In der vorliegenden Arbeit werden nur offene simpliziale Abbildungen betrachtet
und in der Hauptsache zwei Sâtze bewiessen.

Satz 1 : Zujeder natiirlichen Zahl k gibt es eine Abbildungfk:S3-+S3 vont Grade

3, deren Defekt-und Windungsmenge aus genau 2 k + 2 disjunkten Kreisen besteht. fk
lâsst sich so wâhlen, dass unter diesen Kreisen Knoten auftreten.

Zum Begriff der Windungsmenge siehe 1.1.

Analoge Beispiele lassen sich fur hôhere Dimensionen finden. Das zeigt ins-

besondere, dass eine generelle Abschâtzung analog 4b fur A statt A1 nicht existiert.

In der Arbeit [2] finden sich âhnliche Beispiele, die jedoch anders gewonnen werden,
und mir zur Zeit der Niederschrift nicht bekannt waren. Das in [2] angegebene Bei-

spiel fur einen Knoten in der Windungsmenge ist mir nicht klar geworden.
Die Kreise der Menge A in Satz 1 sind zyklisch miteinander verschlungen, ihre

Urbildkreise jedoch paarweise unverschlungen. Der folgende Satz zeigt, dass man
fur weitergehende Untersuchungen eine Art von Verschlingung oder Verknotung
beriicksichtigen muss.

Satz 2 : /: Sm-+Sm9 m > 2, sei eine offene simpliziale Abbildung mit dem Grade d> 0.

Es sei A—§x\} -" U Sk disjunkte Vereinigung von Sphâren. §t berande die Zelle Eit

Unterkomplex von Sm, so dass Êt0 A =§h /= 1, ...,&. Es sei weiter ô stetig auf A und

(5)

Es sei r=FlU • • • U Fj disjunkte Vereinigung und y (rt) y,, i 1, j. Dann gilt

1

Nicht erklârte Bezeichnungen siehe 1.1.
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Der Rest der Arbeit enthâlt noch einige weitere Beispiele, sowie einige Unter-
suchungen ûber geometrische Eigenschaften des Defektes.

Herr Prof. H. Hopf in Zurich hat die Anregung zu dieser Arbeit gegeben und sich

hâufig mit mir dariiber unterhalten, und ich môchte ihm auch an dieser Stelle herzlich
dafiir danken.

1. Vorbereitungen

1.1. X und Y seien kompakte kombinatorische Mannigfaltigkeiten ohne Rand,
orientiert, von der Dimension m, /: X-+ Y eine offene simpliziale Abbildung, d der
Grad von/. Die Aussagen sind nicht leer nur fur d> 1. S: Y-+Z und A a Y sei wie in
der Einleitung erklârt. Zusâtzlich definieren wir y:X-*Z durch

y(x) lokaler Grad von/in x

wir nennen y(x) auch Ordnung von x.
Es sei r(f)=r {xeX\y(x)>\}, die ,,Windungsmenge". Ist y\F stetig, so setzen

Wir auch fur eine Zusammenhangskomponente J\ von F:y(Fl)=y(x), xeFu ent-
sprechend fur ô.

Ist Mcjr,bzw. Nez Y, so sei FM=F f] M, AN=A(] N.
1.2. Es sei/?eF. Als Standard- Umgebung von/? bezeichnen wir eine abgeschlossene

Umgebung U mit den Eigenschaften: (i) Ê/liegt im offenen Stern von/?, (ii) U ist eine

kombinatorische Zelle (und damit U' in kanonischer Weise eine kombinatorische
Sm~l) (ni) f(U) ist eine kombinatorische Zelle F in F und (iv)/| U ' ist offen und sim-

plizial. Solche Umgebungen existieren nach den Voraussetzungen iiber X, Y,f. V
heisst sodann Standard- Umgebung von /(/?).

Ist U eine Standard- Umgebung, so gilt r(f\U')=ru-.
y(p) ist der Grad vonf\U\
1.3. Es ist/(r) J, wie sich aus der Définition leicht ergibt. Ist F eine Sphâre der

Dimension > 1, und ist d> 1, so ist IV0, weil Y einfach-zusammenhângend ist.

Weil /simplizial ist, ist F und A ein Unterkomplex von X resp. Y. Durch Induk-
tion nach der Dimension m von X, beweist man folgende Eigenschaften.

(i) â\mF à\mA=m-2, oder F=A=0.
(ii) Jedes (m~3)-Simplex von F resp. A liegt in wenigstens zwei (m - 2)-Simplexen

von F resp. A.

Zum Beweiss kann man Standard- Umgebungen benutzen, sowie die Tatsache, dass

fur eine Abbildung/:S2->S2 nach der Hurwitzformel (1) F und A wenigstens zwei

Punkte enthâlt.

Hilfssatz: Ist ô\A stetig, so ist y\F stetig undf\F->A eine lokal-topologische Abbildung.

Beweis. At sei eine Zusammenhangskomponente von A. Essei qeAl undpef~1(q).
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f/seieineStandard- Umgebung vonp und q'eAv-. Dann ist q'eAu weil A ein Unter-
komplex von 7 ist. q' besitzt einen Urbildpunkt p' in U'. Das gilt fur jeden Punkt

pef~1(q)und eine Standard- Umgebung. Daher hat q' wenigstens soviele Urbildpunkte
wie q. Weil aber <5 auf Ax konstant ist, besitzt q' genausoviele Urbildpunkte wie q, und
es ist/"1 (q') n U' =/. Daher ist y(p') Grad f | V =y(p), d.h. y lokal konstant. rv ist
homôomorph zu Av, wenn Fv^0, d.h./|F ist lokal-topologisch.

2. Beispiele und Abschâtzungen fiir die Defektmenge

2.1. Es ist einfach zu sehen, dass A und F keine Mannigfaltigkeit zu sein

braucht, und dass ô\A und y\F nicht stetig zu sein braucht. (i) Es sei dafùr £ : C-+C die
durch z3 vermittelte Abbildung. Dièse Abbildung lâsst sich durch eine offene Homo-
topie (d.h. eine, bei der jede Zwischenabbildung offen ist) in eine Abbildung mit zwei

Windungspunkten der Ordnung zwei ûberfuhren. Dafûr genûgt es, das Polynom z3

stetig in ein Polynom z3+az2 + bz zu deformieren. Das letztere vermittelt im allge-
meinen eine Abbildung mit zwei Windungspunkten, weil es im allgemeinen gerade
zwei Werte xeC gibt, so dass die Gleichung z3 + az2 + bz — x=0 eine Doppellôsung
aufweist.

(ii) Eine Abbildung/:S2-+S2 vom Grade drei mit genau zwei Windungspunkten
lâsst sich daher in eine Abbildung g deformieren mit einem Windungspunkt der
Ordnung drei und zweien der Ordnung zwei. Man darf g als simplizial annehmen.

(iii) Die Einhângung von g ist eine Abbildung vom Grade drei, deren Defekt- und
Windungsmenge der Doppelkegel ûber A (g) resp. F (g) ist, und das ist keine
Mannigfaltigkeit. y\F und ô\A sind nicht konstant.

2.2. Es sei Ç:C-*C wie in 2.1 (i) und/:S3-*S3 die zweifache Einhângung von
ÉIS1. F(f) besteht aus einem Kreis. k sei eine natùrliche Zahl > 1. Durch eine
Déformation von/in der Nâhe von F, entsprechend der Déformation von £ in 2.1 (i) lâsst
sich eine Abbildung g erhalten, deren Windungs- und Defektmenge k 1 — dim. Zyklen
enthâlt und zusammenhângend ist. (Figur 1)

y\F(g) und ô\A(g) ist nicht stetig.

Figur 1

2.3. Beweis von Sntz 1. (i) xl,x29 x3 seien Koordinaten in E3. Es sei Eik =(xh xk)~

Ebene. In El2 seien k Kreise gewâhlt, jeder symmetrisch zur xt— Achse, in linearer
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Anordung, so dass jeder mit dem folgenden genau einen Punkt gemeinsam hat.
Eine abgeschlossene sphârische e-Umgebung Hk fur geniigend kleines e>0 ist ein

dreidimensionaler Henkel und sein Rand eine Flâche Fk vom Geschlecht k. Als Ae-

quator von Fk bezeichnen wir EU2 f> Fk, er besteht aus k+1 disjunkten Sphâren. Mit
Dk resp. Dk bezeichnen wir den Durchschnitt von Hk mit der Halbebene in El2 fur
x2>0 resp. x2<0, es sind 2-Zellen (Figur2 fur k=2). Hk f) Ei>3 besteht aus k+\
disjunkten Kreisscheiben, wir bezeichnen siemitC1,...,Cfc+1.Hfc — (C1 U C2 U ••• U Ck+l)
zerfallt in zwei Komponenten, deren abgeschlossene Huile jeweils eine 3-Zelle ist.

U sei eine zu Hk homôomorphe abgeschlossene sphârische Umgebung von Hk.

Un Elf3 besteht ebenfalls aus k +1 disjunkten Kreisscheiben Cf,..., Ck + x, mit Ct a CtA.

.or

Figur 2

(il) a sei die senkrechte Projektion, parallel zu x3, von Fk auf El2. Es ist oc(Fk)

Es gibt eine Abbildung cp: U—Hk-+U, mit (p\Fk oc, (p\U'=Id, und so dass (peine
Homôomorphie von U—Hk auf U—(Dk U Dk) ist.

(iii) Weiter werde eine Abbildung fi'.C^C* angegeben.
Dslzvl sei Xi ={yl+y223:1}9 K2 {yl+y22^i}, es ist K2œKx. K3 {zl + zl^2}9 in

Koordinaten yl9 y2, zi9 z2.
Es sei/={z2=0, -Kz^l^/c^.
Weiter sei

k:K2->K3 eine topologische Abbildung

ic:1C? —£2-*JK3—/eine topologische Abbildung, stetig anschhessend an das schon

definierte.
Durch Identifizierung von Kx mit Ct und K3 mit CtA erhâlt man so durch k eine

Abbildung p: Cl->ClA. Das Bild von K2 in Cx unter dieser Identifizierung werde mit St

bezeichnet.

(iv) Es sei \j/: C/->»S3 eine Homôomorphie auf eine Untermenge von S3.

Wir betrachten die folgende Abbildung fk:S3-*S3.
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fk ist noch zu erklâren auf ij/[(Hk-(Cl U ••• U Ck+1))°].
Dies besteht aus zwei Zusammenhangskomponenten, jede eine offene drei-Zelle

Zx resp. Z2Z\ resp. Z2 wird durch/fc auf \l/(Dk U Cf U ••• U QA +1) resp. \l/(Dk u CtA U

••• U Ck+i) abgebildet, wie schon definiert.
Das Komplement in S3 ist jeweils eine offene 3-Zelle, und/k bilde Zt resp. Z2

homôomorph darauf ab, vertrâglich mit der Randabbildung. Man sieht leicht, dass

das auch so môglich ist, dass fk insgesamt eine offene Abbildung ist, die dann den

Grad 3 besitzt. Man kann sie als simplizial annehmen.

(v) Nach Konstruktion besteht F(fk) genau aus ^(Aequator) U ^(S^ U ••• U Sk + l),
das sind 2 k + 2 disjunkte Kreise.

A(fk)besteht genau aus ^ (Aequator) U ^(C£" U ••• U CfcA+1),dassindebenfalls2À; + 2

disjunkte Kreise.

(vi) Unter Hinsicht auf Satz 2 sei betont, dass in F je zwei Kreise unverschlungen
sind, die Kreise in A aber in zyklischer Reihenfolge miteinander verschlungen sind.

(vii) Wâhlt man den Homôomorphismus xj/ so, dass ein Aequatorkreis auf einen

Knoten abgebildet wird, so erhâlt man in F und A einen Knoten.
2.4. Bemerkung (Analoge Konstruktion bei hôherer Dimension). Analog zur

Konstruktion von 2.3 lassen sich fur m > 3 Abbildungen/k : $m->Sm vom Grade 3 definieren,
deren Defekt - und Windungsmenge aus k 4- 2 disjunkten Mannigfaltigkeiten, dar-
unter k +1 (m- 2)-Sphâren besteht. Als Henkel Hk wâhlt man fur ein Kreissystem wie
in 2.3 (i) eine sphârische Umgebung in Em statt E3. a ist sodann die Projektion auf
die(x1? x^^-Ebene parallel zu xm. Der Aequator vonFk=Hk ist in diesem Fall
zusammenhângend (daher die kleinere Zahl von Komponenten in A und F).

Speziell fur m =4 ist der Aequator vonFfc eine orientierbare geschlossene Flâche

vom Geschlecht k. Daher gibt es zu jedem k> 0 eine simpliziale offene Abbildung
S4-»S4, vom Grade 3, deren Defekt- und Windungsmenge eine geschlossene
orientierbare Flâche vom Geschlecht k enthâlt.

2.5. Beweis von Satz 2. (i) Nach Hilfssatz 1.4 ist F disjunkte Vereinigung Sx U •••

U Sj von Sphâren. Es sei f(Sl)=Sl.
Wir werden den Beweis durch Induktion nach dem Grad fûhren, indem wir in

Sm zwei m-Zellen angeben, die jeweils auf §m abgebildet werden.

(ii) Es gibt in Sm zwei abgeschlossene (m—1)-Zellen E, F mit folgenden Eigen-
schaften:

E' =F =Ef) F=St.f\E und/|F ist eine topologische Abbildung auf Et.
Um das einzusehen, wâhlen wir in der offenen Sternumgebung W von St (Sm ist
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simplizial) zwei verschiedene Punkte p, q mitf(p)=f(q). Sm-f~1(A) ist eine unver-
zweigte Ûberlagerung von Sm — A.

Ë°l(=El — S1) ist einfach zusammenhàngend, daher gibt es eine Untermenge
DczSm-f'1(A), die/? enthâlt und durch/topologisch auf Ë°x abgebildet wird. D ist
ein Unterkomplex von Sm. Aus Stetigkeitsgrunden ist f(D') c St. Weil W()f~1(S1) Sl
und weil peDO W9 ist dann auch D'czSu und infolgedessen D'=Sl.f\D ist
topologisch. Mit q statt p erhâlt man durch die gleiche Konstruktion eine weitere abge-
schlossene Zelle, dièse beiden nennen wir E und F. Weil/ lokal-topologisch in Sm —

f-i(A%istEf\F=Si.
(Ist m 3, so werden die 1-Sphâren in F also topologisch auf die von A abgebildet.)
(iii) El) Fberandet zwei m-Zellen Ml und M2 (s. [1], die Verwendung des Schôn-

fliess-Theorems lâsst sich umgehen, vereinfacht aber den Beweis) mit Mx U M2=Sm.
Identifiziert man Punkte von Eu F, wenn sie gleiches Bild unter/besitzen, so erhâlt
man zwei Sphâren It und £2, auf denen /eine offene simpliziale Abbildung/l5 resp./2
auf Sm induziert. Wegen ÊlnA=Sl ist (EuF)oF — Si9 und jede Komponente St

von F —St liegt entweder in Ix oder in Z2> m^ ^em gleichen lokalen Grad yt wie fur/.
fi und/2 erfiillen daher die Voraussetzungen des Satzes.

(iv) Wir beweisen die behauptete Formel durch Induktion nach d. Sie ist richtig
furrf=l.

Es sei dx Grad(/,), i 1, 2. Offenbar ist dY+d2 =d.
Es sei y\ der lokale Grad von/x in Sl9 y'[ der lokale Grad von/2 in Su es ist

Dann ist nach Induktionsvoraussetzung, bei geeigneter Numerierung der Kompo-
nenten von F — Si9 mit j\ +j2 =j+1

l-7a + 7i'+ t

Dies ist der erste Teil der Gleichung. Der zweite ergibt sich aus der folgenden

Bemerkung.
Ist Ar eine Komponente von A und Fl9 Flt=rç]f~1(Ar)9 so ist

2.6 Korollar: f:Sm->Sm9 m^2 sei offert und simplizial. A sei eine Sphâre, die

eine Zelle berandet. Dann besteht A aus Punkten maximalen Defektes.

Beweis. Der Beweis erfolgt durch Induktion nach m und Anwendung von Satz 2.
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Fur m =2 folgt er aus der Hurwitz-Formel (2), weil ein Punkt hôchstens den Defekt
d— 1 besitzen kann.

Es sei m>2, qeA, pef~1(q)n F, U Standard- Umgebung von p, F=/(£/). Sicher
ist Â(f\U')czAv., weil aber Av. eine Sphâre ist, und A{f\U') abgeschlossener Unter-
komplex davon, folgt aus 1.3 (ii) auch A(f\U')=Av.

Es sei Edie von A berandete Zelle. V n E ist ebenfalls eine Zelle (F ist Standard-
Umgebung) und hat als Rand Av.. Daher erfûllt/|C/' die Induktionsvoraussetzung.

Av. besteht also aus Punkten maximalen Defektes bzgl./|C/'. D.h. der Defekt ist
gleich y(p) — 1, daher ist der Defekt stetig in F, und also ùberhaupt auf A.

Damit sind die Voraussetzungen von Satz 2 erfiillt, mit k 1, und aus Formel (5)

folgt: ôt ist maximal.
Bemerkung. Ob ein entsprechender Satz fur F gilt, weiss ich nicht.
2.7. Enthâlt A als eine Komponente eine Sphâre S, die eine Zelle E berandet mit

Ef] A —S, so folgt aus 2.6, dass ô auf S stetig ist. Dann ist/""1^)!! F eine disjunkte
Vereinigung von Sphâren, die lokal-topologisch auf S abgebildet werden (1.4). Die
Beweismethode von 2.5 lâsst sich daher anwenden. Durch Induktion erhâlt man die
Aussage

Korollar: Enthâlt A als Komponenten die Sphâren Si9 Sk9 und berandet St

eine Zelle Ex mit EtÇ] A=St, / 1, k, so ist S\Sl U ••• U Sk stetig und

Die Zahl der in diesem Sinne mit A unverknoteten Sphâren von A ist also durch
den Grad der Abbildung beschrânkt. Auch das zeigt, dass in einer allgemeinen Aussage

iiber die Grosse der Defektmenge die Verknotung eine Rolle spielen muss.
2.8. Fur Abbildungen S3-*S3 lâsst sich noch ein Spezialfall untersuchen. Wir

bemerken vorher, dass, wenn der Defekt als Komponente einen Kreis enthâlt, ô auf
diesem Kreis konstant ist. Das folgt unter Benutzung von Standard- Umgebungen
sofortaus der Hurwitz-Formel. Auf dem Urbild dièses Kreises ist daher y stetig (1.4).

Satz: /:S3->§3 sei offen, simplizial und vom Grade d. A enthalte die unverknoteten

disjunkten Kreise Sl9 •••, Sk. fî(§l) sei ein unverknoteter Kreis St, i l, k. Es sei

y(St) =yr Dann gilt

Der Beweis erfolgt durch Induktion nach dem Grad. Fur d=l ist die Aussage

richtig. Es sei d> 1. Man entferne aus S3 die Sphâre Sx und aus S3 das Bild §t. Da die
Kreise unverknotet sind, ist die Fundamentalgruppe von §3 — §l und von S3 — St

zyklisch und ein erzeugendes Elément der Fundamentalgruppe wird auf das yx- fâche
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abgebildet. /|S3 — St lâsst sich daher ûber eine yr fâche unverzweigte Ûberlagerung
Y A von P - Sx faktorisieren(s. [5], S. 278)undessei/=/*°/A. Die Abbildung/A \S3 - Sx

lâsst sich vervollstândigen zu einer Abbildung/A|S3, indem man YA mit einer
Kreislinie in offensichtlicher Weise komplettiert. Das ist môglich, da h eine endliche
Ueberlagerungsabbildung ist. Die aus YA durch dièse Komplettierung entstehende

Mannigfaltigkeit ist wieder eine 3-Sphâre S A, bei der jedoch St nicht mehr im Defekt
auftritt, der ùbrige Defekt ist unverândert. Es ist d=Gmd(fA)-yvfA genugt den
Voraussetzungen des Satzes 2.8. Nach Induktionsvoraussetzung ist Grad (fA)> IT*)^.

3. Geometrische Eigenschaften des Defektes. Problème

Es ist ein Problem, welche Aussagen sich ûber A und F machen lassen, wenn <5|id

resp. y\F stetig ist. Insbesondere ist die Frage: Ist dann A und F eine Mannigfaltigkeit?

Im folgenden werden partielle Antworten gegeben./:Zm->A"M sei eine offene sim-
pliziale Abbildung.

3.1. Ist y\F stetig, so liegt jedes (m — 3)-Simplex von F in genau zwei (m —2)-
Simplexen von F. Ist darûberhinaus ô\A stetig, so liegt auch jedes (m — 3)-Simplex von
A in genau zwei (m — 2)-Simplexen von A.

Der Beweis erfolgt durch Induktion nach der Dimension. Es sei y\F stetig.
Fur m =2 ist die Aussage richtig (s. 1.3).

Es sei m>2 und a ein {m — 3)-Simplex in F, pea° (fur m 3: ein Eckpunkt). U sei

Standard- Umgebung vonp.f\U'-+V hat den Grad y(p) und genugt der
Induktionsvoraussetzung, aile Punkte in F(f\U) haben maximale Ordnung y(p).

Fur m 3 folgt dann aus der Hurwitzformel (2), dass F(f\U') aus genau zwei
Punkten besteht.

Fur m> 3 darf man annehmen, dass jedes (m-4)-Simplex von F(f\U') in genau
zwei (m — 3)-Simplexen von F(f\U') liegt, und weil Fv der Kegel iiber /Vist, mit der
Spitze in p, folgt die Aussage.

Es sei ô\A stetig. Dann ist y\F stetig (1.4). Fur m =2 ist die Aussage wieder trivial.
Fur m 3 zeigt die Verwendung der Hurwitz-Formel und einer Standard- Umgebung
die Richtigkeit. Der Induktionsschluss verlàuft analog wie vorher, man muss nur
bemerken, dass die Defektfunktion auf dem Rand V einer Standard- Umgebung
stetig ist, weil maximal fur die induzierte Abbildung/:£/'-» V\

3.2. Ist y\F stetig und enthâlt F einen (m-2)-Zyklus £ (bezûglich rationaler

Koeffizienten), so ist der Trâger |Ç| eine Vereinigung von Zusammenhangskompon-
enten von F.

Eine entsprechende Aussage gilt fur stetiges ô\A.

Es sei pe |C| ein Eckpunkt, t/eine Standard- Umgebung, V=f(U). Aufjedem (m- 3)

Simplex a von Fv. mit ac |C| wird eine Vielfachheit und Orientierung induziert durch
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das (m —2)-SimpIex in FV9 in dem a liegt. Dadurch wird Fv. n ICI ein (m —3)-Zyklus £.

f\W hat den Grad y(p), und wegen der Stetigkeit von y ist der lokale Grad in allen
Punkten von Fv. ebenfalls y(p). Daher wird Fv. durch/topologisch abgebildet, und
die Punkte in/4(/| (7 )sindPunkte maximalen Defektes./(£) ist ein Zyklus in A(f\U'),
und nach (4a) ist |/(£)| der ganze Defekt von f\U\ daher |£| die gesamte Windungs-
menge. Das gilt fur jeden Eckpunkt von |(| und weil F Unterkomplex von X ist, liegt
|Ç| isoliert in T.

Ist Ô\A stetig, so auch y, und weil F lokal-topologisch abgebildet wird, folgt die
entsprechende Aussage fur A.

3.3. Als Korollar aus 3.1 und 3.2 ergibt sich: Ist m<4 und y stetig, soist F eine

Mannigfaltigkeit, entsprechend fur A.

3.4 Problème f:Sm->Sm sei offen und simplizial.
(i) A enthalte eine (m—2)-Sphâre aus Punkten maximalen Defektes. Ist sie iden-

tisch mit der gesamten Defektmenge?

(ii) A bestehe aus Punkten maximalen Defektes. Welche Gestalt kann A haben?

Insbesondere: Ist es eine (Homologie-) Sphâre?

(iii) Kann eine nicht orientierbare Mannigfaltigkeit als eine Zusammenhangs-
komponente von A auftreten? (Besonders fur m—4)

(iv) Es sei ra>3 und A bestehe aus disjunkten Sphâren, ô\A sei stetig.

Vermutung: Die Anzahl der Sphâren lâsst sich mit Hilfe des Abbildungsgrades
abschâtzen.

/: Xm-> Ym sei offen und simplizial.
(v) A sei eine Mannigfaltigkeit (nicht notwendig zusammenhângend) und bestehe

aus Punkten maximalen Defektes.
Welche topologischen Eigenschaften besitzt A in Abhângigkeit von X und 7?

(vi) A sei Vereinigung orientierbarer Mannigfaltigkeiten Nt U ••• U Nk.
Es sei D {JiïjNinNj und dim D=m-4.
F sei Vereinigung orientierbarer Mannigfaltigkeiten Mt U ••• U Mt.
Es sei Df \Ji¥tJ Mt n M,und dirnD' =m-4.
Es sei S\A -D stetig und/|F-D'->A -D lokal-topologisch.
Vermutung : Wird jedes (m — 2)-Simplex in A resp. F mit der durch ô resp. y bestimm-
ten Vielfachheit versehen, so gibt es eine Orientierung der Mannigfaltigkeiten Ni9

resp. Mj9 so dass A resp. F ein nullhomologer Zyklus ist.

LITERATUR

[1] Brown, M. A proof of the generalized Schoenfliess-Theorem, Bull. Amer. Math. Soc. 66 (1960),
74-76.

[2] Church u. Hemmingsbn, Light open maps of manifolds, Duke Math. J. 28 (1961),
[3] Dolcher, M. Exceptions to n-coverings for continous mappings ofa plane région, Proc. Int. Congr.

Math. 1954, Amsterdam, Vol II, S. 95.



Ûber den Defekt simplizialer Abbildungen von Mannigfaltigkeiten 59

[4] Hopf, H. Zur Topologie der Abbildungen von Mannigfaltigkeiten, 2. Teil. Math. Ann. 102 (1929/30)
614-23.

[5] Hopf, H. Vber den Defekt stetiger Abbildungen von Mannigfaltigkeiten, Rend. Mat. e Appl., Univ.
Roma 21, (1962), 273-285.

[6] Kneser, H. Die kleinste Bedeckungszahl innerhalb einer Klasse von Flâchenabbildungen, Math.
Ann. 103 (1930).

[7] Tucker, A. W. Branched and folded coverings, Bull. Amer. Math. Soc. 42 (1931).

Eingegangen den 28. April 1966


	Über den Defekt simplizialer Abbildungen von Mannigfaltigkeiten.

