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Orthogonalabgeschlossene Mengen und lineare Topologien

HEINRICH MATZINGER und BRUNO PETER ZWAHLEN

Die Verallgemeinerung eines einfachen Satzes iiber lineare Funktionale fiihrt zu
einem Verbandsisomorphismus zwischen den linearen Teilrdumen eines Vektorraumes
E und den orthogonalabgeschlossenen Teilrdumen des Dualraumes E*. Es wird nun
gezeigt, wie dieser Isomorphismus mit Hilfe des Filterbegriffes auf alle linearen Teil-
rdume von E* erweitert werden kann. Dazu wird jedem Teilraum von E ein ,,linearer**
Filter zugeordnet. Dann besteht ein Isomorphismus zwischen dem Verband dieser
Filter und dem Verband der linearen Teilrdume von E*.

Da dieselben Filter als Nullumgebungssysteme der schwachen linearen Topologien
von E auftreten, wird dadurch auch ein Zusammenhang zwischen den linearen Teil-
rdumen von E* und den schwachen linearen Topologien von E hergestellt. Die line-
aren Topologien werden in Klassen mit gleicher schwacher Topologie eingeteilt.

Es sei also E ein Vektorraum iiber dem Korper K und E* sein Dualraum.

Fiir lineare Funktionale u, u,, ..., u,€ E* mit den Kernen Ker u, Ker u,, ..., Ker u,
gilt dann:

u ist genau dann eine Linearkombination von uy, ..., u,, wenn

n
Ker u o () Ker u;.

i=1
Dieser Satz verallgemeinert sich sofort auf beliebige Familien linearer Funktionale.
u ist genau dann eine Linearkombination von {u,}(yel'), wenn es endlich viele
Y1s ¥2» «-+» ¥ EibL, sO dass
Ker u > () Ker u,,. (%)
i=1
Sei nun & (,) derjenige Filter auf E, welcher von den Teilrdumen Ker u, erzeugt wird
[2]. Dann lautet die Bedingung (*)

Ker ue g (u,).

Es seien V(E) und V(E*) die Verbinde der linearen Teilrdume von E bzw. E*
(Verbandsoperationen: Durchschnitt und lineare Hiille) und ¥’(E) der Teilverband
von V(E) der linearen Teilrdume endlicher Codimension. Ferner bezeichne M * (bzw.
*M*) das orthogonale Komplement einer Menge (aus E bzw. E*). M (bzw. M¥)
heisst orthogonalabgeschlossen, wenn M="M" (bzw. M*="M*") gilt.

In E sind genau alle linearen Teilrdume orthogonalabgeschlossen, in E* sind es
genau diejenigen linearen Teilriume, die orthogonales Komplement eines Teilraumes
von E sind.
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Die orthogonalabgeschlossenen Teilriume von E* bilden einen Verband, V(E*),
wenn als Verbandsoperationen der Durchschnitt und die orthogonalabgeschlossene
Hiille, V/, ist definiert, als

VM= MH, MreV(E*), acA.

Ueber endlichen Familien A ist die lineare Hiille bereits orthogonalabgeschlossen.
Die Zuordnung

M - Mt
V(E) V(E*)

ist 1-1-deutig und kehrt die Ordnung um. Sie stiftet also einen dualen Isomorphismus
zwischen den beiden Verbinden V(E) und V(E*) [1].

Im folgenden wird nun gezeigt, wie dieser Isomorphismus auf ¥ (E*) und eine neu
zu definierende, V(E) umfassende Menge fortgesetzt werden kann.

Die Menge aller Filter auf ¥(E), &, bildet mit den iiblichen Operationen fiir Filter
einen Verband (Ordnungsrelation > ). Entsprechend wird der Verband aller Filter auf
V'(E) mit ¢’ bezeichnet.

Der Verband V(E) wird nun in @’ eingebettet. Dazu wird die Tatsache beniitzt,
dass jeder lineare Teilraum L c E vollstindig bestimmt wird durch die Menge {H,}
der ihn enthaltenden Hyperebenen (H,> L).

L=H,
L—L=§u, = (FIF > L,FeV'(E)
L heisst der durch L erzeugte Hauptfilter. {H,} ist eine Subbasis von L.
Bei dieser Einbettung wird die Ordnung umgekehrt.

Damit kann eine Zuordnung definiert werden zwischen @’ und V(E*).

Die Zuordnung
1l : & ->V(EY

L@=YM, M =F, Fe§
M*eV(E*): L™'(M*) = {F/F* <« M*, FeV'(E)}

ist ein dualer Verbandsisomorphismus, zwischen ¢’ und V(E*). Die Abbildungen
1, 171 sind offensichtlich ordnungstreu.

F> 6o L(F> L(6)
.L-I(M*)> ..L—I(N*)QM*DN*
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Dem Durchschnitt in V(E*) entspricht das Infinum der entsprechenden Filter in ¢’.

LY (M* AN* = L' (M*) n L7Y(N¥),
L@EnB)= L(F)n L(G)

Ebenso entspricht dem Supremum (=lineare Hiille) in ¥(E*) das Supremum der
Filter in @',
L7 M* + N*) = L7'(M*)u L™Y(N%)
L@uvG)= L@+ L(6)

Der Abbildung M*—*M** (orthogonalabgeschlossene Hiille) in V(E*) wird
durch L~ eine Selbstabbildung von @’ zugeordnet. Diese bildet jeden Filter § auf
den Hauptfilter ab, der vom Durchschnitt aller Elemente von §, (\r.g F, erzeugt wird.

Beispiele

1) Zum einleitend erwédhnten Satz iiber lineare Funktionale lédsst sich nun noch folgen-

des bemerken:
Die Familie u,(x€A) ist linear unabhingig, wenn die zugehérigen Hyperebenen
H,, H,=Ker u,, eine minimale Subbasis des von ihnen erzeugten Filters bilden.
(Eine Subbasis eines Filters ist minimal, wenn jede echte Teilmenge einen echt
groberen Filter erzeugt.)

2) Den orthogonalabgeschlossenen Mengen von V' (E*) entsprechen genau die Haupt-
filter in @’. (Auf diesen beiden Teilmengen wird der urspriingliche Isomorphismus
induziert.)

3) Den Filtern mit ,leerem* Durchschnitt (§:(\r.gF=1{0}) sind diejenigen Teil-
rdume von E* zugeordnet, die zu E dual sind.

4) Es sei FeP'(E), K=rcgF.

Dann entspricht jedem linearen Komplementidrraum L von K, K®L=E, KnL=
= {0} eine Darstellung von & als

F=KA(F-K),

wobei
& — K = {F'|F’ = P_(F), P, Projektion auf L, Fe §}.

In E* bedeutet dies:
Jeder lineare Teilraum L* von E* ist Durchschnitt eines orthogonalabgeschlossenen
Teilraumes (seine orthogonalabgeschlossene Hiille) und eines (nur bis auf Isomor-
phien bestimmten) Teilraumes, der zu E dual ist (d.h. der im Sinne von DIEUDONNE
und MACKAY mit E ein Dualsystem bildet [1]).
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Jeder Filter § von @(E) ist Umgebungsbasis der 0 einer schwachen linearen Topo-
logie [1] auf E'). Sein Bild L (%) ist die Menge aller stetigen linearen Funktionale
(beziiglich dieser Topologie).

@’(E) werde in den Verband @(E) aller Filter auf V'(E) eingebettet. Dann kann
1 durch die Definition

L@= 3 F

Fey¥
zu einer (allerdings nicht mehr 1-1-deutigen) Abbildung

L:®(E)- V(E*)
fortgesetzt werden.
Dadurch wird #(E) in Aquivalenzklassen eingeteilt.

Fiq. G:es L(F) = L(6)<F/o' = G/,

wobei /@’ die Restriktion auf den Teilverband @z <@g, bedeutet.

Jeder Umgebungsfilter der 0 einer linearen Topologie auf E ist Element von ¢(E)
und umgekehrt. Zwei Filter auf @(E) sind genau dann dquivalent, wenn ihre schwa-
chen Topologien identisch sind, d.h. wenn sie die gleichen stetigen linearen Funktio-
nale aufweisen. Der Filter .L~'(M?*) ist der grobste der zu M* gehorigen Aquiva-
lenzklasse, der Filter {F/F*cM*, FeV(E)} der feinste.

Die orthogonalen Komplemente der Elemente aus &, F*, sind Teilmengen von
L(&). Die Angabe dieser Teilmengen definiert §. Fiir lineartopologische Rédume
bedeutet dies, dass § bestimmt ist durch die Angabe der stetigen linearen Funktionale
und der stetigen linearen Abbildungen

E- x K, |[A|l=dimE.
aed
In x K, ist die diskrete Topologie zu wéhlen.

In einer zweiten Arbeit soll gezeigt werden, dass mit dhnlichen Uberlegungen eine
Uebersicht iiber die lokalkonvexen Topologien auf einem Vektorraum E gewonnen
werden kann.

LITERATUR
[1] G. KOTHE, Topologische lineare Riume I, Kap. II, §§ 9-13. Grundlehren. Berlin-Gottingen-
Heidelberg, Springer, 1960.
[2] N. BourBakI, Topologie générale, 3¢me édition, chap. I, Actualités Sci. Indust. 1142, Paris 1961.
(Eingegangen, 17. Mai 1966)

Ziirich (zurzeit University of Washington, Seattle) und Genf, Institut Battelle.

1) Es wird von einer linearen Topologie nicht verlangt, dass sie HAUSDORFFSCH sei.
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