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Orthogonalabgeschlossene Mengen und lineare Topologien

Heinrich Matzinger und Bruno Peter Zwahlen

Die Verallgemeinerung eines einfachen Satzes iiber lineare Funktionale fiihrt zu
einem Verbandsisomorphismus zwischen den linearen Teilrâumen eines Vektorraumes
E und den orthogonalabgeschlossenen Teilrâumen des Dualraumes E*. Es wird nun
gezeigt, wie dieser Isomorphismus mit Hilfe des Filterbegriffes auf aile linearen Teil-
râume von E* erweitert werden kann. Dazu wird jedem Teilraum von E ein ,,linearer"
Filter zugeordnet. Dann besteht ein Isomorphismus zwischen dem Verband dieser

Filter und dem Verband der linearen Teilrâume von 1s*.

Da dieselben Filter als Nullumgebungssysteme der schwachen linearen Topologien
von E auftreten, wird dadurch auch ein Zusammenhang zwischen den linearen
Teilrâumen von E* und den schwachen linearen Topologien von E hergestellt. Die
linearen Topologien werden in Klassen mit gleicher schwacher Topologie eingeteilt.

Es sei also E ein Vektorraum uber dem Kôrper K und E* sein Dualraum.
Fur lineare Funktionale u, uu uneE* mit den Kernen Ker w, Ker wl5 Ker un

gilt dann :

u ist genau dann eine Linearkombination von ul9 um wenn
n

Ker u 3 p| Ker ut.

Dieser Satz verallgemeinert sich sofort auf beliebige Familien linearer Funktionale.

u ist genau dann eine Linearkombination von {uY}(yer), wenn es endlich viele

JuJi* •••>}>„ gibt, sodass

Ker m ^ p| Ker uyt. (*)
t=i

Sei nun 3f(wy) derjenige Filter auf E, welcher von den Teilrâumen Ker uy erzeugt wird

[2]. Dann lautet die Bedingung (*)
Ker

Es seien V(E) und V(E*) die Verbânde der linearen Teilrâume von E bzw. E*
(Verbandsoperationen: Durchschnitt und lineare Huile) und V'(E) der Teilverband

von V(E) der linearen Teilrâume endlicher Codimension. Ferner bezeichne M1 (bzw.

XM*) das orthogonale Komplement einer Menge (aus E bzw. E*). M (bzw. M?)
heisst orthogonalabgeschlossen, wenn M~LML (bzw. M* 1M*1) gilt.

In E sind genau aile linearen Teilrâume orthogonalabgeschlossen, in E* sind es

genau diejenigen linearen Teilrâume, die orthogonales Komplement eines Teilraumes

von E sind.
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Die orthogonalabgeschlossenen Teilrâume von E* bilden einen Verband, V{E*\
wenn als Verbandsoperationen der Durchschnitt und die orthogonalabgeschlossene
Huile, V, ist definiert, als

VM; \Y.K*)1, Ke V{E*),

Ueber endlichen Familien A ist die lineare Huile bereits orthogonalabgeschlossen.
Die Zuordnung

M -» M1
m m

V(E) V(E*)

ist 1-1-deutig und kehrt die Ordnung um. Sie stiftet also einen dualen Isomorphismus
zwischen den beiden Verbânden V{E) und V(E*) [1].

Im folgenden wird nun gezeigt, wie dieser Isomorphismus auf V(E*) und eine neu
zu definierende, V(E) umfassende Menge fortgesetzt werden kann.

Die Menge aller Filter auf V(E), <P, bildet mit den ublichen Operationen fur Filter
einen Verband (Ordnungsrelation >). Entsprechend wird der Verband aller Filter auf
V'(E) mit ® bezeichnet.

Der Verband V(E) wird nun in $' eingebettet. Dazu wird die Tatsache benûtzt,
dass jeder lineare Teilraum LczE vollstandig bestimmt wird durch die Menge {Ha}
der ihn enthaltenden Hyperebenen (Haz>L).

~%iL) {F/F id L,FeV'(E)}

L heisst der durch L erzeugte Hauptfilter. {Ha} ist eine Subbasis von L.
Bei dieser Einbettung wird die Ordnung umgekehrt.
Damit kann eine Zuordnung definiert werden zwischen #' und V(E*).
Die Zuordnung

cM*, FeV'(E)}

ist ein dualer Verbandsisomorphismus, zwischen $' und V(E*). Die Abbildungen
±, ±-1 sind offensichtlich ordnungstreu.
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Dem Durchschnitt in V(E*) entspricht das Infinum der entsprechenden Filter in #'.

J_(8fn<5) ±(g)n ±(<S)

Ebenso entspricht dem Supremum lineare Huile) in V(E*) das Supremum der
Filter in &'.

Der Abbildung M*-*1M*1 (orthogonalabgeschlossene Huile) in V(E*) wird
durch _L "l eine Selbstabbildung von $' zugeordnet. Dièse bildet jeden Filter g auf
den Hauptfilter ab, der vom Durchschnitt aller Elemente von g, (~)F€%F9 erzeugt wird.

Beispiele

1) Zum einleitend erwâhnten Satz iiber lineare Funktionale làsst sich nun noch folgen-
des bemerken :

Die Familie ua(<xeA) ist linear unabhângig, wenn die zugehôrigen Hyperebenen
ffa, Ha Ker wa, eine minimale Subbasis des von ihnen erzeugten Filters bilden.
(Eine Subbasis eines Filters ist minimal, wenn jede echte Teilmenge einen echt

grôberen Filter erzeugt.)
2) Den orthogonalabgeschlossenen Mengen von V(E*) entsprechen genau die Hauptfilter

in $'. (Auf diesen beiden Teilmengen wird der urspriingliche Isomorphismus
induziert.)

3) Den Filtern mit ,,leerem" Durchschnitt (3^nFe5F={0}) s™! diejenigen Teil-
râume von E* zugeordnet, die zu E dual sind.

4) Es sci g€#'(£), ^Hf.^.
Dann entspricht jedem linearen Komplementarraum L von K, K®L=E, KnL

{0} eine Darstellung von % als

wobei

5 _ K {F'IF PL (F), PL Projektion auf L,Fe%}.

InE* bedeutet dies:
Jeder lineare Teilraum L* von E* ist Durchschnitt eines orthogonalabgeschlossenen
Teilraumes (seine orthogonalabgeschlossene Huile) und eines (nur bis auf Isomor-

phien bestimmten) Teilraumes, der zu E dual ist (d.h. der im Sinne von Dieudonné
und Mackay mit E ein Dualsystem bildet [1]).
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Jeder Filter g von #(£) ist Umgebungsbasis der 0 einer schwachen linearen Topo-
logie [1] auf E1). Sein Bild JL(5) ist die Menge aller stetigen linearen Funktionale
(beziiglich dieser Topologie).

<P'(E) werde in den Verband $(E) aller Filter auf V(E) eingebettet. Dann kann
J- durch die Définition

zu einer (allerdings nicht mehr 1-1-deutigen) Abbildung

±:<P(E)-»V(E*)
fortgesetzt werden.

Dadurch wird <P(E) in Âquivalenzklassen eingeteilt.

gâq. ©:

wobei /#' die Restriktion auf den Teilverband #(e)C:^(£) bedeutet.
Jeder Umgebungsfilter der 0 einer linearen Topologie auf E ist Elément von <P(E)

und umgekehrt. Zwei Filter auf $(E) sind genau dann âquivalent, wenn ihre schwachen

Topologien identisch sind, d.h. wenn sie die gleichen stetigen linearen Funktionale

aufweisen. Der Filter ±~1(M*) ist der grôbste der zu M* gehôrigen Âquiva-
lenzklasse, der Filter {F(FLcM\ Fe V(E)} der feinste.

Die orthogonalen Komplemente der Elemente aus g, F1, sind Teilmengen von
±(5). Die Angabe dieser Teilmengen definiert Ç. Fur lineartopologische Râume
bedeutet dies, dass 3 bestimmt ist durch die Angabe der stetigen linearen Funktionale
und der stetigen linearen Abbildungen

E-+ x Ka \A\~dimE.
aeA

In x Ka ist die diskrete Topologie zu wâhlen.

In einer zweiten Arbeit soll gezeigt werden, dass mit âhnlichen tîberlegungen eine

Uebersicht iiber die lokalkonvexen Topologien auf einem Vektorraum E gewonnen
werden kann.
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l) Es wird von einer linearen Topoîogie nicht verlangt, dass sie Hausdorffsch sei.
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