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Uber die Eigenwerte der Summe
zweier selbstadjungierter Operatoren

von BRUNO PETER ZWAHLEN

Einleitung
Diese Arbeit befaf3t sich

1. mit Extremalprinzipien fiir Summen von Eigenwerten eines selbst-
adjungierten linearen Operators in einem unitiren Vektorraum L,

2. mit linearen Ungleichungen zwischen gewissen Eigenwerten «,, £,, v,
zweier selbstadjungierter linearer Operatoren A, B und ihrer Summe
C=%"A4 B. n n n

Z“i,+2ﬁj,>2')’k,-
r=1 Tl r=1

Das Problem, Eigenwerte einer Differentialgleichung abzuschitzen, hat schon
DunkerLEY [3] auf dieses Thema gefiihrt; entscheidende Fortschritte wurden
dann durch die Ideen von WEYL [16] und CourAaNT erzielt. Uber die weitere
Entwicklung (bis 1960) gibt [2] eine Ubersicht. Im folgenden werden einige
neue Resultate fiir Summen von Eigenwerten abgeleitet.

Ausgangspunkt unserer Betrachtungen ist die Spurfunktion eines Operators.
Diese Funktion ist fiir alle linearen Teilriume von L definiert und verallge-
meinert in natiirlicher Weise den RavyLEIGHSchen Quotienten. Mit ihrer Hilfe
werden die wichtigsten Extremalprinzipien fiir Summen von Eigenwerten neu
formuliert und bewiesen.

Damit sind die Mittel bereitgestellt, die es uns erlauben, Aussagen iiber
lineare Ungleichungen zu machen. Nach einigen allgemeinen Bemerkungen
werden Resultate von Horx [11] diskutiert und zum Teil erginzt. Dann wird
eine Methode zur Herleitung weiterer Ungleichungen beschrieben. Die meisten
Beweise sind algebraisch-konstruktiver Natur. Sie bestehen darin, Teilrdume
von L zu konstruieren, die gewissen Orthogonalititsbedingungen geniigen, und
auf diese Rdume die Spurfunktion anzuwenden.

Wihrend sich die beiden ersten Kapitel mit Operatoren in einem endlich-
dimensionalen Vektorraum befassen, wird im dritten Kapitel gezeigt, wie die
gefundenen Resultate auf bestimmte Operatoren in HILBERT-Réumen zu iiber-
tragen sind.

Die Anregung zu dieser Arbeit ttammt von Herrn Professor Dr. J. HERSCH.
Ihm méchte ich an dieser Stelle fiir sein stetes Interesse und fiir viele wertvolle
Hinweise und Anregungen herzlich danken. Ferner bin ich Herrn Professor
A. Hogrn, University of California, Los Angeles, sehr zu Dank verpflichtet. Er
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hat Herrn Professor J. Hersch und mir wichtige, noch unverosffentlichte Resul-
tate mitgeteilt!). Seine Uberlegungen haben meine Arbeit, insbesondere die
Abschnitte 2.2. und 2.3., stark beeinfluf3t.

Schlielich méchte ich dem INsTITUT BATTELLE in Genf dafiir danken, daf3
es die Fertigstellung dieser Arbeit unterstiitzt hat.
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3.1. Vollstetige Operatoren; 3.2. Differentialoperatoren

Literaturverzeichnis

1. Extremalprinzipien
1.1. Bezeichnungen

In einem N-dimensionalen unitiren Vektorraum L seien folgende Bezeich-
nungen eingefiihrt: B
«, B, & komplexe Zahlen, & konjugiert komplex zu &; a, b, « Elemente aus L,
o Nullvektor; (x, y) Skalarprodukt; « | y Orthogonalitit; {u,},.. .. ., »
Basis von L, o. orthogonale, on. orthonormierte Basis; 4,,, L,, X, lineare
Teilrdume, dim L, = n, [0] trivialer Teilraum; X, 4+ Y, Summenraum, @
direkte Summe; [a,b, ..., x] lineare Hiille von a, b, ..., z, auch [z, L,] an Stelle
von [x] + L,; ‘L, orthogonaler Komplementirraum von L,; X, 1 Y,
Orthogonalitit von Teilrdiumen, auch « | L, an Stelle von [z] | L,; A, B, ¢
lineare selbstadjungierte Operatoren.

1.2. Operatoren
W : L— L linearer selbstadjungierter Operator
z—> Az, (z, Ny) = Uz, y) firalle z, y.

Es wird stets vorausgesetzt, daB die N reellen Eigenwerte eines Operators der
GroBe nach durchnumeriert und die entsprechenden Eigenvektoren ortho-
normiert seien.

1) Inzwischen im Pac. J. of Math. erschienen [11].
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% Z O = ... = &N,

Na, =«,a,, (@,a,) =6,(r,8=1,2,...,N).

Die Eigenrdume {a,, a,, ..., a,] werden mit A, bezeichnet. Beziiglich einer
on . Basis {u,} wird W durch eine hermitesche Matrix 4,, = {x,,}(,) dargestellt.

N
Nu, = X x,,u,, o, = Au,, uw,)=(u,, Au,) = Wu,, v,) = «,.
8=1

Beschreibt die unitéare Matrix 7' = {7,,}, T* = T, die Basistransformation
{ur} = {vs} ’ N
vy, = 2 t,u,, soist 4., =TA4.,,T*.
t=1
Insbesondere ist 4, = {«,d,,}. Daneben werden natiirlich auch Diagonal-
darstellungen vorkommen, in denen die Diagonalelemente (Eigenwerte) nicht
mehr der Gréfe nach geordnet sind.

1.3. Die Spurfunktion eines QOperators

Unter dem RAYLEIGHSchen Quotienten R4 von W versteht man die Funktion

Ra:L - R
(z, Ux)

x—> RA(x) = @, 2)

Ihr Definitionsbereich erstreckt sich iiber alle x 42 0. Da R4(Azx) = R4(x)
fiir 2 £ 0 ist, 148t sich R4 als Funktion auf der Menge der 1-dimensionalen Teil-
rdume von L interpretieren. Es ist deshalb naheliegend, den Definitionsbereich
auf beliebige Teilriume L, ¢ L zu erweitern.

Definition der Spurfunktion

RA(L,) = Z RA(u,)

r=1

L,cL,1<n<N,{u},.,. - 0 BasisvonlL,.
Bemerkungen
1. Der Funktionswert R4(L,) hingt nicht von der in der Definition auf-

tretenden Basis ab. Eine kurze Rechnung zeigt namlich, daB fiir 2 beliebige
0. Basen {u,}, {v,} von L,

2 RA(u,) = 2 R4(v,)
gilt. re=1 §=1
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2. Spezialfille
n=1 RA(L) = R4(2), [z] = L,
N
n=N RA(L)= 2 «, = Spur (Y).
Allgemein r=1

R4 (L,) = Spur (PAP)
PAP: L, L, Teil von Ain L,
B: L L, o.Projektion.
3. Ist € = A 4 B, so gilt fiir alle L, c L
RC(L,) = RA(L,) + RB(L,).

Die Spurfunktion ist schon in verschiedenen Arbeiten (zunichst implizit)
verwendet worden. Sie gestattet einfache Formulierungen und Beweise der
Extremalprinzipien fiir Summen von Eigenwerten. Siehe [1], [2], (4], [5], [7], [8],
[10], [13], [17].

1.4. Extremalprinzipien

In diesem Abschnitt werden zunéchst in der iiblichen Weise die Eigenwerte
o, von U als Extremalwerte des RaYLEIGHschen Quotienten eingefiihrt. An-
schlieBend wird ein Extremalprinzip von WiELANDT, das eine beliebige Summe
von Eigenwerten charakterisiert, mit Hilfe der Spurfunktion formuliert.

1.4.1. Esist

«;, = minimum R4 (z) = maximum R4 (y) = R4(a;)(t =1, 2,..., N) (1)(2)
xEA,; y._LAz'-l
x F#o y #o A, = [o].

Nach Poincarf bzw. FiscHER/ WEYL/CoURANT kann «, auch «direkt»,
das heiBt ohne explizite Verwendung der Eigenrdume A, charakterisiert werden.

&; = maximum minimum R4 (x) = minimum maximum R4 (y) (3)(4)
X,c L zeX, Y ,cL ylY,,
' G=1,2,...,N)
Y, =[o].
Dabei ist X, = A, optimal (bzw. ¥,_, = A4,_,), ohne im allgemeinen einziger
optimaler Teilraum zu sein. Siehe [15].
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1.4.2. Summen von Eigenwerten

Aus der Definition der Spurfunktion und aus (1)-(4) folgt unmittelbar, dafl

&ip1 + %iys + oo« + &y, = minimum R4 (X)) (5)

X, c 4;,
= maximum R4 (Y ) (6)

Y, 1 A4,
= RA([@;41, 12y -+, By, ]) 0 20, n =1, N > n + 1)
und
*ip1 + %ipe + oo + &y, = maximum minimum R4 (X)) (7)
XincL X,c X,

= minimum maximum R4 (Y ) (8)

Y,c L Y, 17,.
Siehe [1], [2], [4], [5], [7], [8], [10], [13], [17].

Es sei nun (3, %5, ..., %,), 1 <3, <4, < ... <1, <N, ein geordnetes n-

Tupel von Indizes. Dann gilt:
X x, = minimum R4 (X,) = maximum R4 (Y,) (9) (10)
r=1

X, Y,

dim (X, ~4;)=2r dim(Y,~*4, )=Zn+1—r

(r=1,2,...,n) (r=1,2,...,n)

= R4([a,,, a,,, ..., a’in])'

2 &, = maximum minimum R4 (X)) (11)
r=1

X,c...cX, cL X,
dim (X, ~ X, ) = r
(r=1,2,...,n)
= minimum maximum R4 (Y,) (12)
Y,acY, ,c...c Y, sc L Y,
dim (Y, ~+Y, J)=2n+1—7

(r=1,2,...,n).
Siehe [1], [17].
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Bewezs

(9): L, erfiille die Bedingungen dim (L,~4,)>r(r =1, 2, ..., n). Dann
existiert in L, eine o. Basis {z,},_, ,, ..., ., 80 daB

[z, 25, ..., 2,] = L, C Aif(r: 1,2,...,n), Lc Lyc ... c L,.
Damit ist nach (1)

< R4(z), 2 o, < RA(L) (r=1,2,...,n), alsogilt (9).

8s=1

(10): Erfiillt L, hingegen die Bedingungen dim (L, ~ t4, J=n+1—r
(r=1,2,..., n), soexistiert eine 0. Basis {y,},_, , .. ., sodaB

[yls Yas «-+» yr] = LT'LAin-l-l—r“l(r = 1, 2, ooy n), Ll C Lz cC ... C Ln.
Damit ist nach (2)

a’i,. > R4 (yn-}-l—r)’ >) O‘i,. > R4 (Ln)’ &lSO gllt’ (10)

r=1

(11): Es ist zu zeigen, daf sich zu jeder geschachtelten Folge von Teilraumen
X, cX,c..cX, cL ein L, so konstruieren li}t, daB

dim (L, ~ X,)=r und dim (L, ~ lAi’_l) >n+1—r@r=1,2,...,n)
ist.

Diese Konstruktion wird durch folgenden Hilfssatz gesichert:
Es seien

MycM, c..cM,1

Y
NycNy,c...c N, ,1<k<k<..
2 geschachtelte Folgen von Teilrdumen aus L mit
dim M, - dim Nk”“_r——-j, +kpprr=N+1(r=1,2,...,n).

Dann folgt:
Es existieren zwei 0. Vektorsysteme

{xr}r—l,z....,n’ (%, T4) = Ors {ys}a==1, Y (Yr» Ys) = Oy,
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so daB:
a) x,eM,r (r=1,2,...,n)
b) yseNk‘ 8=1,2,...,n)
c) (21, @5 oo o] = (W1, Y2y o5 Ynd = L.

Der Fall n =1 besagt einfach, daB M; ~ N, +# [0]. Davon ausgehend
folgt der Beweis durch Induktion nach =». Siehe [1].

Setzt man nun M, = X, , N, = 1A, _1, 80 ist
Iy r s nt+l—s

jr:ir’kszN‘*_l""in—{—l—s und jr+kn+1—r:ir+N+l”—ir:N+l'

Demnach gibt es zu jeder Folge X, c X; c ... c X; < L einen Teilraum
L, = [z, ,, ..., 2,] = [¥1) Y2y ---» Y,], SO daB

zeX, ,y. LA, _,(r=1,2,...,n).
Damit ist dim (L, ~ X;) > r und nach (10)

«, 2 R4(y,), & «,, = R4(L,) > minimum R4 (X,)
r=1
X
dim (Xn ~ Xi,-) =r.

n

Folglich gilt (11).
(12): Nach dem Hilfssatz existieren in diesem Falle zu jeder Folge

Y, ,c..cY,,cL
ein L, und darin zwei on. Basen {u,}, {v,}, so daB

u, 1Y, 1,v,¢ed,.
Also
).:; «;,, < R4(L,) < maximum R4(Y,)
=1 Y.
dim (Y, ~tY, ;) =20+ 1—r.
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Bemerkung

(1)-(10) sind natiirlich als Spezialfille in (11) bzw. (12) enthalten. Die Basen
{z,},{y,} bzw. {u,, {v,} sind die im Extremalprinzip von WIELANDT auftretenden
Vektorsysteme. Die Spurfunktion ermoéglicht es, zur Berechnung von R4(L,)
eine beliebige o. Basis heranzuziehen. Siehe [1], [2], [7], [8],[10], [17].

2. Ungleichungen
2.1. Problemstellung

Im folgenden seien A, B immer zwei beliebige selbstadjungierte Operatoren
und € =UA 4 B.
Eigenwerte:

M=20=2...20an,fhh=P=... 20N
und
=

V= Y = YN.

Beziiglich der on. Basis {a,} ist dann
Cia =4 +T*B, T,

wobei die unitire Matrix 7' den Ubergang {a,} — {b,} beschreibt, und
A, B, Diagonaldarstellungen sind (vergleiche 1.2.).
Ferner seien 1, j, k drei feste, geordnete n-Tupel von Indizes.

i:—_(il, ’l:z, ...,'in), 1 <'l/1 <7/2 <"'<in <N,

~
jz(jl’ 7.2’ ""jn)’ 1<7 <72 <"'<?.n N,
<

<
k= (kg by k), 1 <ky<by<..<hk, <N.

In diesem Kapitel soll nun untersucht werden, welchen Bedingungen die
Indizes ¢, 5, ¥ unterworfen werden miissen, damit

n
206,-1—2}3,' 2)’1:,.

re=1 r=1

(oder <)

allgemein gilt, das heiBt fiir jedes Paar A, B.

Umgekehrt stellt sich die Frage, welche notwendigen Bedingungen aus der
allgemeinen Giiltigkeit solcher Ungleichungen folgen. Wir beschréinken uns also
von vornherein auf lineare Ungleichungen und verweisen im iibrigen auf die
zusammenfassende Darstellung [2].
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2.2. Allgemeine Bemerkungen

1. Vergleiche [11]. Es gelte allgemein

2 o + Z’ ﬂ,r 2 Vi, (13)

re=1 r=1

N
Aus Sp () + Sp(B) = Z a, + s = 8p(€) = £y, folgt dann sofort dio

r=1 re=1

u (13) komplementire U nglewhung

N—n N—n N—n
Loy + 2By < Xy, (14)
r==1 r=1 r=1

wobei ¢',j', k' fir die (beziiglich {1, 2, ..., N}) zu ¢, j, k¥ komplementiren
Indizesfolgen stehen.
Durch Einsetzen der Eigenwerte von (— ) und (— B),

— N = —OEN_) = .. = — 0, —“ﬂN == '"—ﬁla

n (13) resultiert die symmetrische Ungleichung

n n n
P) XN 41—ip + X ﬂN+l~:‘, < 2 VN i1—kp- (15)

rml re=1 =1

(Daraus erhilt man nochmals eine neue Ungleichung durch Ubergang zum
Komplement.)

Die Dimension N des Grundraumes L spielt bei den meisten der nun folgenden
Uberlegungen nur eine geringe Rolle. Insbesondere bleibt eine in Ly bewiesene
Ungleichung vom Typ (13) in allen hoherdimensionalen Raumen Ly, N' > N,
giiltig.

2. Die ersten solchen Ungleichungen wurden von DUNKERLEY [3] und WEYL
[16] fiir Eigenwerte von Differentialgleichungen bewiesen. In unserer Schreib-
weise lauten diese Resultate:

% + p =9 (bzw. any + v < yn) DUNKERLEY
und

&+ B; =y, falls ¢ +ji<k+1 WEYL (16)
bzw.

o; + B <yp, falls ¢t 47> N+4+Fk WEYL (17)

[Fiir n = 1 wird nicht unterschieden zwischen ¢, und ¢ = (3,)].
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Bekannte Verallgemeinerungen davon sind

n n n
Zl‘xio-w + > ﬂjo+r > >) ))k0+r’ falls io, jo > O: N 2 ko + n, (18)
r= r=1 r=1

i0+j0 <k0’
n n n
o, +Z8>2y,, 1< <i<..<i,<N. (19)
r=1 r=1 r=1

Siehe [1], [4], [5], [7], [8], [10], [13], [16], [17].

SchlieBllich sind die Arbeiten [11], [12] zu erwidhnen, die fiir eine éhnliche
Fragestellung ebenfalls wichtige Resultate enthalten. Insbesondere werden in
2.3. die Ungleichungen von HorN naher diskutiert.

3. Fiir alle angefiihrten Ungleichungen ist es leicht, einen Teilraum L, c L
so zu konstruieren, daf8 nach (11), (12)

2, > RA(L,), 2 B;, = RB(L,)

r=1 r=1

RA(L,) + RB(L,) = R(L)) > Z y,.

re=1

und

Die folgenden Ungleichungen werden ebenfalls nach dieser Methode bewiesen.
4. Notwendige Bedingungen werden durch die Konstruktion von Gegen-
beispielen bewiesen. Zum Beispiel kann durch eine geeignete Wahl 2 reeller
Diagonalmatrizen sofort gezeigt werden, dafl x, + B, > y; nur dann allgemein
gilt, wenn ¢+ + 5 < k4 1 ist.
5. Die Ungleichung

0‘1+0‘3+0‘3+/351+,31,+ﬂj,>7k1+7k,+)’k,

kann unter den gemachten Voraussetzungen nur dann allgemein gelten, wenn
auch

0‘1+0‘3+0‘4+ﬂ;’1+55,+ﬂj. Z Vg T Vig T Viy

ist. Deshalb werden nur Summen von Eigenwerten betrachtet, in denen sich
kein Index (von ¢ oder j oder k) wiederholt. Hingegen werden entartete Eigen-
werte (zum Beispiel oy = «,) weiterhin zugelassen.

2.3.n=1,2,3

In diesem Abschnitt werden gewisse Resultate von Horn [11] diskutiert
und zum Teil ergénzt.
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2.3.1.n=1

Zum besseren Verstindnis der Beweismethoden wiederholen wir zunachst
kurz die urspriinglichen Resultate von WEyL.

Satz 1

Unter den in 2.1. gemachten Voraussetzungen sind folgende drei Aussagen
dquivalent:

a) t+i<k+1.
b) Fiir alle A, B,EC mit € =A 4+ B gilt:
dim (t4;, ,~+B,;~Cy) > 1
das heiflt in L existiert ein
x#o:x ] A, ,,x| B, ;,zeC,.
c) Fiiralle %A, B,EC mit € =A + B gilt:
o; + B; = vi- (16)

Beweis

a)=>b) In C, ist ein Vektor z 7% o0 zu finden, der (2 4+ 7 — 2) Ortho-
gonalititsbedingungen (das heilt (¢ + j — 2) linearen Gleichungen) geniigt.
Nach a) existiert dafiir immer eine nicht-triviale Losung.

b) = ¢) Nach (1), (2) folgt aus
x| A, ,:a, > RA(2)
x| B, ,:8, > RB(x)

zeC): RA(x) + RB(x) = RC(x) >y,

aus

und aus

c) = a) Wie in Bemerkung 4 angedeutet, setzen wir nun ¢ 4 j >k 4 2
(N > max (1, 7, k)) voraus und konstruieren ein Gegenbeispiel.
Matrix A = {«,,} : diagonal,

&ep = 0p(r=1,2,...,N),
Eigenwerte ey =1(r=1,2,...,1—1),
6 =0((r=1,1+1,...,N).
Matrix B = {g,,} : diagonal,
Bes = B8 =1,2,...,N),
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Eigenwerte B,=1(=1,2,...,79—1),
fs=0(@6=43,7+1,...,N).
Matrix C = 4 + B: Eigenwerte
yo=21(@=1,2,.., k<<t +j)—2).
Damit ist
o+ By =0<1<y;.

Dieses Gegenbeispiel wird im folgenden als G'1 zitiert.
Nach Bemerkung 1 (2.2.) gilt damit auch
Satz 1

Unter den in 2.1. gemachten Voraussetzungen sind folgende drei Aussagen
aquivalent:

a) t+j>=>k+ N.
b) Fiiralle A, B und € = A + B gilt:
dim (4, ~ B;~+C,,) > 1.
c) Firalle A, B und € =A 4+ B gilt:
®; + B < V- (17)
2.3.2. n=2
Satz 2

Unter den in 2.1. gemachten Voraussetzungen sind folgende drei Aussagen
aquivalent:

a) htn<hkh+1
it h <k+1
hWtja<k+1
wtiath +iha<k+kh+3.

(Bedingungen von HorN)

b) Es existiert ein L, c (+4; _,~ 1B, _; ~ (), sodaBl
L, ~ ‘LAi,~1 # [0], Ly ~ 'LBj,—l # [o], Ly ~ Ok, # [o] .

c) ®y + %4 + ﬂjl =+ 135. Z Vi, T Vi, (20)
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Beweis
a) = b) KEs seien X,=*4, ,~*B; ,~C,
Y, =14, ,~*+B; ,~C,,
14, 1~+B; 1~ C,
14, 1~*B; ,~C; X, Y, Z c U.

Z
U

I

5

I

8

X, ist also der Raum aller Vektoren x aus C, , die den Orthogonalitdtsbedin-
gungen x | A, ,,x | B, _, geniigen, das heifit X , ist (bzw. eines Koordinaten-
systems) Losungsraum von héchstens (¢, 4 j;, — 2) linearen Gleichungen in C, .
Fiir die Dimensionen p,q,r,s von X, Y,Z, U gilt:

p=k+2—4y —j =1 wegen 1y +j; <k + 1,
q =k +2—1—j =1 wegen 1, +j; <k, + 1,
r 2k, +2—14, —j, =1 wegen 4, + j, < ky + 1,
8§ Z2ky+2—t —j, =2 wegen o, + 5, <k + 1<k,

1.Fall: Y ~Z =D #[o].

D # X. Dann existiert ein L, = [z, d], xe X, # 0, deD, # o, das die in
b) geforderten Bedingungen erfiillt.

D = X. Falls dim X = p > 2, wird b) von jedem L, c X = D erfiillt.
Fir dim X = p =1 kann X durch einen Vektor « %0 aus U,(s > 2) zu
einem L, == [z, u] ergénzt werden.

2. Fall: Y ~Z = [o].
Nach ¢, + %, + 9, + jo < ky + ky + 3 ist dim (Y D 2)
=k +2—tg—5+ ks +2—0 —Jo =k —k, + 1.
= Cy,, ~ (YD Z) = D' # [o].

Nach Konstruktion muB D’ ¢ X sein. In D’ existiert also ein Vektor
d' = x # o, der sich darstellen 148t als

d =y +2, yeY,zeZ.
Fiir y # 0, z + o setzen wir L, = [y, z2].
Fir y # 0, z = o setzen wir L, = [y, 2'], 2'¢Z, #o.
Firy =0,z #osetzen wir L, = [y, 2], ¥y’ Y, #o.

In allen drei Fillen erfiillt L, die in b) geforderten Bedingungen.
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b) =» ¢) Nach (9), (10) gilt
o4, + o, = RA(Ly),
Bi, + B, = RE(Ly),
RA(Ly) + RB(Ly) = RC(Ly) = yx, + 74,
c) => a) Dieser Schritt erfolgt wieder durch Konstruktion von Gegenbeispielen.

Essei ¢ +j, =k + 2, N > max (i,,),, k). Setzt manin Gl1¢ =1,,j = j,
und k = k,, so wird

(x‘i‘ +“ig +ﬁ.’i1 +ﬁfg :0< 1 <yk1 +ykg‘
Wird hingegen %, + j, > k, + 2 vorausgesetzt, so liefert G1 mit 7 = 1,,

jzjls k:kz
*i +0‘i,+ﬂa‘1+ﬂa‘,:1<2<7’k,+7k,-

Desgleichen fiir i, + j, = k, + 2 durch Vertauschen von 4 und B. Es sei
schlieBlich
h+h<kbh+lLbo4+n<kb+1,44+50<k+1,

Wttt hnti=k+k+4 N2k

aber

A = {o,,} : diagonal,
Krr —_—(X,(?‘: 1,2, ‘--sN)>
Eigenwerte
(x,r: 2(7’: 1, 2, ""il "“'1),“7 = 1 (1"—‘—‘1:1, -o.,iz“‘"l)
(x,= O (7‘ ::'iz, R N).
B = {f,,} : diagonal,
ﬂss = ﬂkg-{-l—a(s = 1’29 sasy kz);
ﬂ88:ﬂ8(8=k2+ 1’ ""N)’

Eigenwerte p,=2@=1,2,...,75, —1),
ﬂs: 1 (8:7.1! ""j2—l)ﬂs= 0(8 =j2’ ""N)'

C = A + B hat dann die Eigenwerte:

y.=20=1,2,....,k, 2 k)
ye = 1t < k).
Damit ist
ail+“i$+ﬁjl+‘31ﬂ=2<3<Yk1+ykg° »

Dieses Gegenbeispiel wird im folgenden mit G2 bezeichnet.
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Satz 2/

Unter den in 2.1. gemachten Voraussetzungen sind folgende drei Aussagen
dquivalent:

a) o+ h =k + N
i+ >k 4+ N
ot jo =k + N

Wtiw+hn +le=k+k+ 2N —1.
b) Es existiert ein L, ¢ (4,, ~ B; ~ +C,, ), so daB

L,~ A, # o], Ly~ B, #[o], Ly ~ +C,  # [o].
c) o ooy, + 137'1 =4 135,, K Vg T Yoy (21)

Der Beweis erfolgt wieder durch Einsetzen von — U, — B in Satz 2 oder auch
konstruktiv.

Beuspiel : o+ oyt Pt By Zyn_e + ¥y (Satz 2)
und symmetrisch

2 + oy + B2 + By <2+ 7. (Satz 2')

Die Aquivalenz von a) und c) steht schon in [11]. Punkt b) vervollstindigt den
Satz. Ferner wird eine durchsichtigere Darstellung des Beweises angestrebt.
Damit ist der Fall n = 2 erledigt.

2.3.3. n=13

Dieser Fall hat sich leider nicht vollstéindig erledigen lassen. Immerhin gilt:

Satz 3
Unter den in 2.1. gemachten Voraussetzungen gilt:
a’) und a”) - b), b) - ¢) und c¢) - a’)
a’) L kh+1 —4—h=q
ky+1 —ty—j1=¢
ky+ 1 —1 —jy =145
ks +1 —i3 —j, = ¢,
ks + 1 —ip —3j, =g
ks +1 —i —js =44

L
V V VWV VYV
o © © © o ©
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7. ky +ky+3 —4 —iy —jy —ja=¢, =0
8. ky + ks +3 —ty —i3 —j) —Ja=¢y =0
by ko + 3 — iy —dy — Gy —fa =gy >0
10. ke + ks +3 —tg —4g — 1 —Jo=qu =0
11. ky+ ks +3 —ty—t —Jo—Js=¢n =0
12. ko4 ks +3 —t —13 —); —Js=¢ =0
a") 13. ky + ks + ks + 6 —4 —1p —t5 —J; —Jp —Js = q13=>0.

b) Fiiralle A, Bund € = A + B gilt:
In (+4, ,~ *B;_,~ () existiert ein Ly, so daB

dim (Laq P -LAi'_l) = 2Q, dim (Lao . LA:‘,-—I) q

VoV

dim (Laq m J'Bj’_l) 2q, dim (LSq m .LBj,——l) q

=
dim (Lo ~ Cy) = 2¢, dim (Lg ~ C,) > g.
c¢) Firalle Y, B,C = A + B gilt:
x; + xiy oo, + By A+ By + Biy Z Ve T Ve + Vi (22)

(Ungleichungen von HORN).

Wie ¢ zu wihlen ist, wird aus dem Beweis hervorgehen (meistens darf ¢ = 1
gesetzt werden). Die Bedingungen 1-13 sind nicht unabhingig voneinander.
Wenn 1-6 und 13 gelten, kann hiochstens noch eine der Bedingungen 7-12 nicht
erfiillt sein.

Beweis
a’) und a”) = b) Konstruktion von L,,.
R=14, ,~*B;_,~C,,
U="*4,,,~*B; 1,~C, X=1*4,,~R
V=4, ,~*B; ,~C, Y=*B, ;~R
W=42*4, ;~*B, ,~C,, Z=4'4, ,~'B; ;~C,.

Der Fall ¢,; > 1 1d8t sich einfacher behandeln als ¢, = 0.
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¢s = 1: Es sind nach folgendem Schema mehrere Fille zu unterscheiden.
X ~ Y == [O] (I)

UnV =
w]{xmy¢p“m

dimR:k3+2—i1_7.l

‘ X ~ Y =[o] (IIT)
U~V #Jo]
X ~Y #[o0] (IV)
(V)
(VI)
dim R > ky + 2 — 4, — 9§, wie (I)-(IV)
(VII)
(VIII)

In allen 8 Féllen kann ¢ = 1 gesetzt werden.

LIU@V)r W]~ (XD Y) #[o]
dimU >¢,+ 1,dim X > ¢, + 1, usw.
dm (U@ V)~ W]Zg+1+g+1—(—Fk) =g +1,
¢ +1+dim(X@Y)—dimR>¢,+14 ¢+ 1+ g+ 1—(ks+ 2—i,—j)) = s > 1.

In diesem Durchschnitt gibt es also einen Vektor w # o, der dargestellt
werden kann als

w=u+v=z+y Fo,uelU,veV,....

L = [w, u, x]. Falls dim L = 3, so hat man den gesuchten Raum gefunden.
Andernfalls ist L leicht zu erginzen.

II. L=[u,v,d], ueU, #0, veV, #o0, (u+v)eW,deX~ Y, #o.
Entweder ist dim L = 3, oder L kann entsprechend erginzt werden.

III. U~ V = D # [o]

Falls D ~ W #[0], setze man L = [d, =, y], deD~ W, #0, xzeX, #o0,
YyeY, o0, (x + y)eCy,, und diskutiere dim L. D~ W = [0]. Wegen der
Bedingungen 1,2,3,4,6,7, 12, 13 ist

(W@ D)~ (XD Y) # [o].

7 CMH vol. 40
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Darin

w+d=z+4+y F#o.
Man setze L = [w, d, ] und diskutiere wieder dim L.

IV. L =[w,d',d"], weW, #0,d'eU~V, #0,d"«<X~Y, #£o.
Diskussion und eventuelle Ergénzung von L wie in den vorangehenden
Féllen.

V.-VIII. Aus R kann ein R’ mit dim R’ = k; + 2 — ¢, — j, herausgegriffen
und darin die gleiche Fallunterscheidung wiederholt werden.

Zur Konstruktion von L; kénnen anstatt U, V, W, X, Y, ebensogut die
Réaume Z, U, X, Y, W (in dieser Reihenfolge) oder V, Z, Y, W, X heran-
gezogen werden. Anstelle von 2, 3, 1, 4, 6, 7, 12, 13 werden dann die Bedin-
gungen 5, 2, 4, 6, 1, 10, 8, 13 bzw. 3,5, 6, 1, 4, 11, 9, 13 explizit verwendet.
Diese « Symmetrie » wird im folgenden beniitzt.

¢z = 0: Es sei

m = min {3 — 1), (le — ), (a —J2), 2 — 1), (ks — ko), (b — k1),
(¢-+1),r=1,2,..., 12},

Es wird nun gezeigt, dal entweder ¢ = 1 oder ¢ = m gesetzt werden kann.
Wegen der erwidhnten Symmetrie geniigt es, die Fille

m=¢q+1,q+1,¢+1,g+1, (@G —1) (t—1)
zu diskutieren.

Wir fiihren hier als Modellfall die Diskussion fiir m = ¢;; + 1 durch.
m=qyp+ 1=k + kg + 4 — 4, — i3 —j; —j5. Es darfangenommen werden,
daB alle Teilriume gerade die durch 1-12 bedingten Minimaldimensionen auf-
weisen, zum Beispiel dim U = ¢, + 1 = k, + 2 — 4, — j;. Andernfalls kann
wie in «q;; = 1» vorgegangen werden.

@G>k +2—14, — 3 <0k + kg +4—1,— 43 —7, —j =0
G =>qu=>k+2—64—5h <0k +hk+4—10 —i,—jy—7js =0
Gs— @+ )=k +2—i—jfi=—m =>k1+2“i1‘—7'220 *
(ts — %), Go — 7)), (ke — k) Zm by +2—1d,—7 =0
ky+2—4—35, =20
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Diskussionsschema :

X~ Y #[o] (I)
(X@Y)~ W #[0] (II)

(X®Y)~W=[o]

W ~ Z = [o] (IV)
1. Wiein ¢4 > 1, (II) (oder 1V): L = [u, v, d].

II. L=1z,y,v], 2zeX,yeY, (x+y)eW,ve[zx, Z]~ C,,
(ky + 2 —1p, —jp = 0).

III. Wiein ¢,3 > 1, (III): L = [d, =, y].
IV. dm[(X® YY)~ O ]l=q+ 1 =m.

Da X~ Y =1]o] und ¢, + 1, g4 + 1 = m, existiert ein L,,,, so daBl die
Durchschnitte L,,, ~ X, Ly, ~ Y, Ly, ~ €}, m-dim sind.

dim [Ly, ~(ZD W) Z2m + ¢+ 14+ +1— (ks +2—14 —4j) =
= ¢ + 1 = m, dim [L,,, ~ (ZPD W)] > m. Vermoge der Bedingungen * kann
sofort ein L; gefunden werden.

dim [L,, ~(ZD W)]=m.Wegen Z ~ W = [0] und dim Z, dim W > m existiert
ein L, ,so daf sz ~ Ly, Loy~ W, Ly,, ~ Zm-dim sind. Da W~ (XD Y) = [o],

ist (L,,, ~ W)® L,,, von der Dimension 3m.

(Loy ~ Z) ~ Ly, # [0]: Vermoge * gibt es einen L.

(L2m ~ Z) o L2m = [0]:
LSm = L2m + E2m = L2m@ (Z2m ~ W) = L2m@ (‘Z2m o Z)

ist der gesuchte Raum (g = m).

b) = ¢)

Nach (9), (10) ist
- B4 (Ly,)

Q|

®i + Xig + Kig =

Bin + Biy+ B, = S BB (L)

) e

1 1
_q‘ (RA (Laq) + RB (qu)) = ‘q’ Rc (LSq) = Vi, -} Vg + Vs

Man vergleiche damit den Beweis a) = c) in [11].
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c)=>a') besagt, dal die Bedingungen 1-12 fiir die allgemeine Giiltigkeit von
(22) notwendig sind. Der Beweis erfolgt durch Anwendung von @1 in den Fillen
1-6 und G2 in 7-12.

1-6: Als Beispiel withlen wir 5. Es sei also 4y + j, = k3 + 2, N > k;. Ersetzt
man in G1 (2.3.1.) ¢, §, k durch %,, §,, ks, so wird

o oy ooy, + By, + By, + By, = 2 <3 Ky, + Vi + Vi

Entsprechend mit 1, 2, 3, 4, 6.

7- 12: Beispiel 8

Voraussetzung: 1-6 und 2, + %3 + j, + 7. = k; + ks + 4, N > k. Fiir die
Indizes <, 43, j;, J2, ky, ks ergibt G2:

o, + oy + g, + By, + By + By, = 3 <4 Ky, + Vi + iy

Entsprechend mit 7, 9-12.
Damit ist gezeigt, dafl a’) notwendig ist.

Bemerkungen

1. In [11] wird die Notwendigkeit von a") fiir k; < 16 bewiesen. Durch Kon-
struktion weiterer Gegenbeispiele kann dieses Resultat auf viele weitere Fille
(mit beliebigem k;) ausgedehnt werden. Zum Beispiel ist a”) notwendig, wenn
zwei der Indizes ¢ oder j oder k aufeinander folgen oder wenn &, < ¢, + 5, + 1.

Das folgende Beispiel soll zeigen, auf welche Schwierigkeiten die Behand-
lung des allgemeinen Falles stot.

Essei 1 =45=(1,6,11), k= (2,9, 18).

Obschon 13 nicht erfiillt ist, gibt es mit Diagonalmatrizen A, B kein
Gegenbeispiel. Es ist ndmlich leicht einzusehen, daB zu einem Gegenbeispiel,
o + g + o3 + Pr + Bs + Prn <2+ Y8 + Y15, €in zweites mit den Elgenwerten
Oy = ... =0 =0 > 0= . —“10—“s>“u--- "‘0‘18—-0‘11aﬁ1 =
= ﬂs pr = /36 cer = ﬁlo = fs = I311 = ... = ﬁls = f,; existieren muBte,

und daB zwei Dlagona,lmatrizen mit djesen Eigenwerten kein Gegenbeispiel
liefern kénnen.

Gegenbeispiel mit nicht-diagonalen Matrizen:

4= (AO ‘2,,)E1genwertea1— =g =10, 05 = ... =0 p= 1,

O bédeutet eine Nullmatrix

“11’:..-::“18:0.
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[ 10 0 0 0
0 10 0 0 _
A= ] , Eigenwerte: 10, 10, 1, 0.
0 0 cos’p cosgsing
i 0 cospsing  sinfp
A": diagonal, «f; = oy, = ol =10, afy = ... = ol =1,
n 4
“88 = LI ) == “1" 14 — OQ
!
B = (% —g;) , Eigenwerte f, = «,.
10 cos? 0 0 10 cos & sin & |
B 0 14 9cos?yp 9cosypsiny 0
N 0 9cosysiny 14 9sin’y 0 ’
| 10 cos ¥ sin & 0 0 10 sin?*d

Eigenwerte: 10, 10, 1, 0.
B”: diagonal, ;, < Br.1 ,a(r=1,2,...,13).

0|0

0”

C" = A" 4 B’ hat die Eigenwerte y] = ... = y§ = 10,

7;, =...=y, =L

' = A" 4+ B': Fir die Nullstellen des charakteristischen Polynoms
det (C' — y'E) = P(y') gilt zunichst:

20 >y, 2105 >y, >0,y + 7 + % + v = 42.
Setzt man cos?p = cos?@® = cos?y = 0,9, so wird
P(20), P(10), P(0) >0, P(1) < 0.
20>y, 29, > 10> 9> 1> 9,>0, 9, + 3 + yg> 22.
C hat also die Eigenwerte

20>'}’1:)’;>'}’2=?’;>10='}’3=---=7’8>}’9=7’;>127’103'-'2
=717>718=?’£>0°

“1+0‘s+0‘n+ﬂ1+ﬂe+ﬂn=22<7’2+79+7’13=7’;+?’:;+7;-
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2. Im Falle n = 3 bleiben zwei Fragen offen: Sind die Bedingungen 1-13 fiir
die Existenz eines L3(¢ = 1) hinreichend? Folgt 13 als notwendige Bedingung
aus der allgemeinen Giiltigkeit von (22)?

3. Entsprechendes gilt fiir die symmetrische Ungleichung

Vi, -+ Vi, + Viy = 78 + oy + &4, -+ ﬂ:‘, + ﬂj, + ﬂj,- (23)

Wir verzichten darauf, dazu Satz 3’ explizit zu formulieren.

2.4. n>14

In diesem Abschnitt werden neue Ungleichungen vom Typ (15) hergeleitet.
Dabei dient ein Spezialfall von (23) als Ausgangspunkt. Fiir ein beliebiges
Indizestripel &k = (ky, kg, k3), 1 < ky < by < ks < N, seien @ = (i, i3, 13) =
= (ky, k3 — 1, N), = (41, J2, J3) = (ks — 1, N — 1, N). Dann existiert ein
L, c L, so daB nach (9), (10)

Vi, + Vg 4 Yy = RC(Ls) = RA(L,) + REB(L,),
RA(Ly) > &g T+ Kig =p= Kigs RB(Lg) > ﬁjl -+ ﬁj, + .3;',-

Im Hinblick auf die Verallgemeinerung dieser Ungleichung wollen wir zu-
nichst die Konstruktion von L, skizzieren.

A, ~tC,_1=D#[0]. zeD, #o0. Falls ¢ B, , soist [z, B; ]~ 10y, =
= D" #[0], yeD',#o0. Falls ferner y¢d,, so ist [y, 4,]~ +C,,, =
= D" # [0], 2¢D", 0. Sind =z, y, z linear unabhingig, so erfiillt
L,=[z,y,2] die gewiinschten Bedingungen. Der Beweis wird vervollstindigt
durch die Diskussion der Fille xze¢B;,, yed, und dim [z, y, 2] < 3.

Entsprechend beweist man die Ungleichung fiir ¢ =: (k,, N —1, N),
j=(kg—1, k —1, N).

2.4.1. Diese Beispicle geben AnlaB zu folgender Verallgemeinerung. Es
liege vor: ein geordnetes n-Tupel von Indizes k = (k,, ky, ..., k,), 1 <k <
<k<..<k, <N, zwei Folgen p,, q,

. 0 <P <pe<...<Ppm=p,
O<q1<q2<...<qt=q,t=(m—1)0derm,
mit p+qg=mn

¢ =0 nurfalls m =1, p, = p =n und damit ¢, =q = 0.
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Wir setzen nun

i —_ (il,iz, .--,in)

is:ks (3:1»2,“-,171),
bppts = Kyt gprs — Qr (r=1,2,....m—1),(8=1,2,..., Prys — Pr),
tpps =N —q+38 s=1,2,...,q9),

7= (1> J2s -5 In)
Js = Kpy1s — D1 (8=1,2,...q)
jq,+,:kp,.+,+q,+3""pr+1 (r=1,2,....m —2),(8=1,2,...,9.u—q),
Jam-sts = Koramyrs — P (6=1,2,.., q‘m_"qm-—l)}
Jors =N —p+3 (8=1,2,...,p)
Jamorts = Jgps =N —p+s8 (s=1,2,...,p) falls t =m — 1.

falls ¢ = m, bzw.

Nach diesen Definitionen ist stets

Dann existieren fiir alle %A, B und € = A + B Teilrdume L,, L,, L, c L,
so daf3
L,+L,cL,,
und nach (9), (10)
Y4
RA(L,) > 2 &, RA(L,) > Zoc

t”

ra=l r=1
q
RB(LQ) 2 z ﬁjr, RB( ) Z ﬂzr’ 2 ykf RC(Ln) = RA(Ln) + RB(Ln)
r=1 r=1 Pl
Ausfiihrlicher:
n ”1+aq1 Pa+q1 Py+4as
2 yk‘ 2 ak + 2 ﬁk'-j)l + 2 ak.__ql “'— 2 ﬂkr‘i’a + v -l'_
=1 s=1 s=p1+1 smp1+q1+1 s=py+a1+1 (24)
Pm-1+am—y P+am-1 (*) p+gq
+ 2 ﬂkg‘.‘l’m 1+ 2 “kr—ﬂm 1 + 2 ﬂkg—p+2“N—q+8 +2ﬂN p+e°
d=pm_1+gm-g+1 s=pm-1+Im-1+1 s=p+qm-1+1 =1

Die Summe ™ fillt weg, falls t = m — 1 ist.
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Beweis

Der Beweis besteht darin, Teilrdume L,, L,, L, so zu konstruieren,
daB dim (L,~ 4,) =>r(r=1,2,...,p), dim (L~ B,) > r(r=1,2,...,9),
L,+L,c L,,dm(L,~tC ) Z2n+1—r(r=1,2,...,n).

Nach (9), (10) gilt dann (24).

Die Definitionen von ¢ und j ermdoglichen es, diese Konstruktion wie im
vorangehenden Spezialfall schrittweise durchzufiihren (das heit durch Induk-
tion nach =).

Der Falln = 1ist in 2.3.1. (Satz 1’) enthalten.

Ve=op+pym=1,pp=p=1,¢=¢q=0).

Wir setzen jetzt voraus, die Behauptung sei bewiesen fiir n — 1 (k,, ks, ..., k,_).
Dann sind zwei Félle zu unterscheiden:

1) t=m—1,1,=k%k, —q,
2) t=m,j, =k, —p.
1. Fall: Nach Induktionsvoraussetzung existieren L, ,, L,, L,_,, so dal}
dim (L, ,~4,)>r (r=1,2,...,p—1)
dim (L~ B,) =r (r=1,2,...,9),
und

L,,+L,cL,,,dim(L,;~*C ) =2n—r (r=1,2,...,n—1).

L, , und L,_; werden nun durch Vektoren u, v # o (eventuell u = v) zu den
gesuchten Réumen ergéinzt: L, = [, L, ;] ¢ L, = [v, L,_;]. uwund v werden
durch ein Alternativverfahren gefunden, das nach hochstens n Schritten zum
Ziele fiihrt.

Nach Voraussetzung ist L, , ¢ 4,, < 4, und L, c B,

a) Ist dim (L, ~ 4,) = p, so enthalt Lﬂ_1 berelts ein L,,, das allen

Bedingungen geniigt.
RA(L,,) = LT TR R Kig_y + Ky + aNys g+ oo + oN,
RB(L,,) =2 ﬁ;l + .+ ﬂjq + BNysp + -- + B,

Vig T Vg + o- + Vin_, = R° (Lp—y)-
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1. Schritt: Falls +C,, _,¢ L, ,, existiert in +C, _, ein v¢ L, ;. Wir setzen
L, = [v, L,_,], und der Beweis ist vollstindig. Andernfalls (+C,,_, c L,_,)
gilt

Vit Vg F oo Vinly + Vi = BE (D).

2. Schritt: Falls +C,  _, ¢ L, ,, existiert in +C,, _, ein v' ¢ L, ,, und wir
setzen L, = [v', L,_,]. Andernfalls (*C, ., c L, ) gilt

kn-y

Vi, + Vieg + ...+ Vin_y + Yin_y + Yin = R° (Lip—1)

und es folgt der dritte Schritt mit der Diskussion von +C,, ., ~ L, ;, usw.
Entweder gelingt es, nach weniger als (n — 1) Schritten L, ; zu L, zu er-
génzen, oder es ist schlieflich +C, , < L, ; und damit

Vig T Viy + oo Vi = R° (L) -

In diesem Falle braucht L, ; nur noch durch ein we*C,, _, erweitert zu werden.
Dies ist aber immer mdéglich, weil

dim (1Cp, ) =N+ 1—k >k, +1—k >=n.
b) Es sei jetzt dim (L,_; ~ 4;)) = p — 1. Daraus folgt:
dim (L, ,+ 4, ) =(n—1)+i,—@p—1)=@n—1)+k,—g—(p—1) =k,
1. Schritt: (L,, + 4,)) ~ +C4,—y = D # [o].

Wenn in D ein d ¢ L,_, existiert, wird L, =[d, L, ;] und L, = [d, L,_,]
gesetzt, und der Beweis ist fertig. Andernfalls (D < L,_,) gilt:

Vi, T Vg + oo + Vin_sg + Vin = R° (Lp1)-

2. Schritt: (L,_; + A,)~4Cp n=D,D c D,dim D > 2.

Existiert in D' eind' ¢ L, ,, soist L, =[d', L, ;] und L, = (d', L,,] zu
setzen.

Andernfalls gilt bereits:

Vio + Vg T oo F Yooy + Yooy + Vi = B (Lna),

und es ist der dritte Schritt mit der Diskussion von D" = (L,_, + A, o) tC

kpg—1
einzuleiten.
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Entweder gelingt es auch in diesem Falle L, , und L,_, nach weniger als
(n — 1) Schritten zu ergénzen, oder es ist schlieBlich

(Lpy+ A ) n2Cp =D c L, (r=10,1,2,...,n —2),

D = DO, dim D" >7r 4 1.
Dann gilt aber
Vi, T+ Viy + oo+ Viy = R® (Lp_y),

und da (L,_; + 4,,) ~ +C,,_, = D) mindestens n-dim ist, existiert sicher ein
dnV¢ L, ,,das L, , und L, ; zu den gesuchten L, L, erweitert.

2. Fall
t=m, jq =k, —p.

Hier fiihrt eine analoge Diskussion fiir (L,_, ~ qu) zum Ziele.

Beispiele

1. k beliebig, m = 1,t=0,p,=p=mn,q, =q = 0.
2 Vig = 2 X, + Z BN _nir-
r==1 r=1 r=1

Symmetrisch zur Ungleichung von WiELANDT (19).
2. k beliebiggm=t=1,p,=p,,=¢>0,p+qg=mn>2.

2y, Eock -+ Z’ow_H, + 2 Bry—» + Zﬂzvg,,“
r=1 r=1 r=p+1
Die dazu symmetrische Ungleichung lautet:

q n r q n
2“r+2“k,+2ﬂr+zﬁkr+p>2?k,-
r=1 r=g+1 r==1 Pl ym]

2.4.2. Verschieben von Indizes

Durch die beschriebene Beweismethode kénnen zahlreiche weitere Un-
gleichungen hergeleitet werden.

Zu einem k seien p, q,i,j wie in 2.4.1. definiert, ¢ > 0 (g, = g = 0 siehe
Beispiel). Dann gilt fiir alle

hJ>0mﬁN+1~q>i+h+lN+l—p>%+h+l

Z Vi = 2 gpin T+ 2 O‘N—c wr 1 2 Biprs + 2 ﬁN—p—hH (25)

Tl r==1 re=1



Uber die Eigenwerte der Summe zweier selbstadjungierter Operatoren 107

Beweis
D=Ay_,~ By_,,dim D > N — (b + ).

Ai'+h ~D = A’:f"“h ~ (AN-l ~ BN——h) = Ai7+h ~ BN—h == Ztr’
dim Zi,. =2, (r=1,2,...,p).

B, ,~D=B, ,~An_,=B,, dim B, >j,(r=1,2,...,9).

Damit kann der Beweis von (24) wortlich auf die Folgen 4, < ... ¢ 4,,
B; c ... c B, iibertragen werden.

Beisprel

Falls ¢ = q =0, ist ] = 0 zu setzen. Ist in Beispiel 1 k£, + b << N, so
hat man auch

) Yy = 2 L 2 BN _nnyr-

r==1 r=1 ra=1

Setzt man zu einem k mit n =2m p,=gq,=r(r=1,2,...,m), solautet (24)

n
z Vi, = Ky -+ ﬂkg—l - Xpg—1 - 5k.—2 + ...+ X epy_1—(m—1) +

7=l

+ ﬂkn—m + z (“N—m-{-r + ﬂN-m+r)'

r=1

Diese Ungleichung 1laBt sich folgendermaBlen modifizieren: Fiir jede Folge
81,895 ceey 8y Mit 0 < 8, < kypy — by — 1 (r=1,2,...,m) gilt:

n m m m
z 143 = X Xipt sy + X ﬂ:i,——s,- +- & (“N—m+r =} ﬂN——m-i—r) (26)
r=1 7=l ra=l

re1
ilzkl, izzka‘—‘l, i3:k5“"2,..-, j].::kz_—]" j2=k4—‘2,... Wie Oben.
Offensichtlich ist 2, + 8 <%y + 8, < ... <%, + 8 <%y =N + 1 —m und
1 <7.1—81<7.2""82< ee s <j,m_'8m- Mit 8,'::’02,-—"627_1_1(7': 1,2, ...,m)
werden ¢ und j vertauscht. Der Beweis erfolgt wieder durch das beschriebene
Verfahren und soll hier nur an einem Beispiel durchgefiihrt werden.
Beisprel
k=(1,4,7,11), N> 11,5 = (k, ks — 1, N — 1, N),
j=1(ky—1,k—2, N—1,N).

7’1+)’4+’}’7+7’1120‘14‘/33'{‘063+ﬂ9+0¢N_1+06N+ﬂN-1+13N-
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Fir s, = s, = 1 bzw. s; = 3, = 2 lautet (26)

Og + g + oan_y -+ an + Ba+ Bs + Bv_y + By

Nt rtyvit+m=
| o0 + o6 + awy + ov + By + By + Byy + B

wahrend fiir s, = 2, s, = 3 ¢ und § vertauscht werden.

Wir beweisen etwa den Fall s, = s, = 2.

B; ¢ A;. Dann existiert in 4;® B, ein Vektor x =a + b # 0, aed;,
beB,:x | C;. Istb¢ Ay, so gibt esin [Ag, b]ein L, | Cy. Ly werde von a’, a”,
a” + b aufgespannt. Ist schlieBlich L, ~ B, = [0], L, = [a, a’, a”, a”], so
existiert in L,® B, ein y=5b" 4+ a"""" #0:y | Oy, b'eB,, a'"""el,. L =
= [a,a’""’, b, b'] beweist nach (9), (10) die behauptete Ungleichung. Noch ein-
facher erledigen sich die moglichen Ausnahmefille, etwa B, ¢ A; oder
aela’,a”,a”].

Bemerkungen

1. (24), (25), (26) enthalten fiir » = 1 und n = 2 bereits die allgemeinste
Ungleichung (vergleiche Sitze 1', 2'), erfassen hingegen fiir » = 3 nur Spezial-
falle von (23), da stets entweder ¢, + 1 = 4, oder j, + 1 = j, ist.

Die Methode des « Verschiebens von Indizes» beschrankt sich nicht auf die
Herleitung von (25) und (26); aus (24) konnen dadurch weitere Ungleichungen
gefunden werden.

2. In [11] werden alle n-Tupel i, j, k£ die den Bedingungen a) bzw. a’)
und a”) der Siatze 1, 2, 3 (respektive 1’, 2', 3’) geniigen, in Indizesmengen
TY — T¥ (T¥ — T¥) zusammengefat. Dann folgt eine induktive Definition
von T¥ (T¥), n < N. SchlieBlich wird die Vermutung ausgesprochen,
(¢, 7, k) eT¥ (fl_’f ) habe die allgemeine Giiltigkeit der Ungleichung (13)
(respektive (15)) zur Folge. Fiir alle vorangehenden Ungleichungen ist tat-
siachlich (¢, 7, k) «T¥ (1_',1,v ); der Beweis dieser Vermutung steht aber vorldufig
noch aus. Ferner enthilt [11] ein Beispiel (n = 4), das zeigt, da T¥ (T¥) im
allgemeinen zu eng ist, um alle giiltigen Ungleichungen zu erfassen. Es ist leicht,
weitere Ungleichungen zu beweisen, fiir die (¢, j, k) ¢ 7Y ist. Nach (19) ist

-1 m am a—-1 m
>) 2_'10‘1'(m+1:)+3'1"213r>‘2 z'7’r(m+z»)+:n m=>=1,q=>1,p=>0.
r=0 s=1 r=1 r=0 s=1

Weil die Eigenwerte immer geordnet angenommen werden, folgt daraus
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q-1 -1 -1 m

P Kr(m+p)+1 + 2 ﬂrm+l = [ 2 20‘r(m+ﬂ)+s + Zﬁr]

1
r=0 =0 m r_og=1

7—1 q—1

m
P) Z 7’r(m+p)+s = 2 Yrim+pl+m +

1
mr r=0

Das heiB3t
q q q
2oy, + X B, =2y, (27)
re=1 r=1

F=1
mit
i=0,m+p+1,2m+2p+1,...,(¢—1)(m+p) + 1),
7':—"(l’m+1’2m+17--'7(q—_1)m+1)s

k= (m,2m+p,....,qm + (g — 1) p).

Fir m>2,p>0,¢>3 ist (i,5,k)¢TY, N >q(m+ p), denn die in
Ty enthaltene Bedingung

q ) 1
2(zr+?r"" r) <g‘£q-°2‘_t‘—)‘
r=1
wird nicht erfiillt. Man vergleiche damit auch den Beweis von Satz 3.

Auch durch dieses Verfahren konnen auBer (27) weitere Ungleichungen her-
geleitet werden.

3. Es seien A, B > 0.

Dann besitzt die Gleichung Wz — ABx =0 N reelle Eigenwerte
M =24 >=... 2 Ay > 0. Die Eigenvektoren wu,, u,, ..., uy konnen gleich-
zeitig beziiglich der zwei Skalarprodukte (x, Ay) = (z, y) 0 (%, By) = (x, ¥)p
orthogonalisiert und ferner beziiglich eines der beiden normiert werden, etwa:

(Vr, V)4 = 4004, (V;, ¥)g = by, NV, — 4, By, =0(r,s=1,2,..., N).
Mit den Spurfunktionen

RAIB(L ) — RAIB(xr) _ 5 @ )a
r=1

r=1 (xr ’ xr)B

- 2 (yr: yr)B
RBIA(L ) — X RBlA(y,) = X —In Y8
( ) re=1 (y ) r=1 (yr, yr)

L, c L, {x,} o.Basis bzw. (,)p, {y,} o. Basis bzw. (,),, lassen sich die Ex-
tremalprinzipien (1)-(12) auf die Eigenwerte 4, von Wx — ABx = o und »,

1
von Bx —»WAx =o0, 4, = o iibertragen.
T
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Zum Beispiel
A3 + A3 = maximum minimum R4/B(X,)
XscL X,c X,
= minimum maximum R4/B(Y,)
Y, c L Y, 3 Y,
und

vy + vy = —;—; + —;; = minimum maximum RB/4(X,)
XscL X,c X,

= maximum minimum RB/A(Y,)
Y_,cL Y,;7%,

41, # Orthogonalitit beziiglich (,), bzw. (,)z.
Damit sind die Ungleichungen (16)—(26) bei jeder Zerlegung von U giiltig fiir
die Eigenwerte 4,,, 4,,, 4, von

Wz —241Bx=0, Wpx —4LBxr=0, Ax —ABz =0, A=A, +U,.

In «umgekehrter Richtung » gelten sie bei jeder Zerlegung von B fiir die Eigen-
werte v,,, v, ¥, von

Bx —nUAx =0, Bz —nAxr =0, Br —vAx =0, B =B, + B,.
Zum Beispiel

A+ Ay = Ay L
falls ¢ + 4§ <k + 1.
<

Vi, + Yy Vi

4. Die Ungleichungen dieses Abschnittes wurden (ohne Beweise) zum Teil
schon in [10] verdffentlicht. Die inzwischen erschienene Arbeit [11] gestattet,
sie auch indirekt zu beweisen.

Ein Vorteil der hier beschriebenen Methode liegt darin, daB sie fiir eine rasche
Abschétzung von Eigenwerten explizite Vorschriften angibt.

3. Operatoren in HILBERT-Réumen

In diesem Kapitel wird kurz angedeutet, wie die gefundenen Resultate auf
2 wichtige Klassen von selbstadjungierten Operatoren in HiLBerT-Rédumen
iibertragen werden kénnen. Im allgemeinen ist der Ubergang zum unendlichdim.
Falle ohne weiteres moéglich, wenn die in Frage stehenden Operatoren einseitig
beschriinkte, rein diskrete Spektren aufweisen.
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3.1. Vollstetige Operatoren

Es sei U ein vollstetiger selbstadjungierter Operator in einem HiLBERT-Raum H.

N:H->H
x>z, Az, y) = (x, Ny) firalle z, yeH.
Dann bilden seine Eigenwerte zwei monotone, reelle Zahlenfolgen {«}}, {x,}.

Jede der beiden Folgen kann leer, endlich oder abzihlbar unendlich sein. Trifft
die letzte Moglichkeit zu, so konvergiert die Folge gegen 0.

+ +
1 2

s+

* o o =0

vee=> 0,

> ..
Ky <

AN\
AN\
NV

0‘1 0‘2 n

Die entsprechenden Eigenvektoren a;}, a, kénnen orthonormiert werden.
+ gt - — x"a—
‘uan = Oy Ay sI'Ia‘n = &, Ay .

Wir wollen im folgenden einfachheitshalber annehmen, die Folgen {x}},
{&} (weiter unten auch {8Z}, {yZ}) seien unendlich.

Die Funktion R4 ist fiir alle endlichdim. Teilrdume L, ¢ H (wie in Kapitel 1)
definiert und endlich.

Aus den bekannten Extremalprinzipien

«f = maximum minimum R4 (x) (3*)
Xn c H xeX,,,
= minimum maximum R4(y) (4%)

Y, ,cHylY,,
folgen deshalb auch hier

2 af = maximum minimum R4(X,) (11%)
r=1 X, c...cX, cH X,
dim (Xn ~ er) =r
(r=1,2,...,n)
= minimum maximum R4(Y,) (12%)
Y, nc..c¥Y, ,cH Y,
dim(Y,~*Y, ) >n+1—r
(r=1,2,...,m)

1< <t <. <4y
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Im endlichdim. Falle entspricht jedem Maximumprinzip fiir «; ein Minimum-
prinzip fiir ax,, ; und umgekehrt. Diese Dualitét gilt hier zwischen «," und .
Zum Beispiel entspricht (11%)

2 o, = minimum maximum R4(X,), (117)
r=1 X,c..cX,cH X,
dim (X, ~ X, ) >7r
(r=1,2,...,n)
entsprechend (12-).

Mit zwei vollstetigen selbstadjungierten Operatoren A, B ist auch ihre
Summe € = U + B vollstetig und selbstadjungiert. Vermige (11%), (12%)
konnen deshalb die Ungleichungen (16)-(26) fiir die Eigenwerte « von U,
BE von B und yf von ¢ iibernommen werden.

Zum Beispiel

of + of + B, + B, = vi, + vi, (8,7, k wiein Satz 2) (20%)

n ? q q ?
oy, =z ol + 2B+ Ty + 2B (247)
r=1 r=1 r=1 =2l r=1

k= (k,, ks, ..., k,) beliebig, ¢,(r=1,2,...,p),j.(r=1,2,..., q) wiein (24),
und symmetrisch dazu

ar, + g, + B, + B, < vr, + v, (6,7, k wiein (20%)). (207)
n ? q q P

oy, < o, + 2B, + Xaf + 2B (247)
r=1 r=1 r=1 r=1 r=1

i, J, k wie in (24%).
Der Ubergang zu den komplementéiren Ungleichungen ist im allgemeinen
(das heiBt ohne zusiitzliche Erorterungen iiber die Konvergenz der Reihen

n
2 o, ...) nicht gestattet.
r=1
DaB die Funktion R4 ihre Extremalwerte tatsichlich annimmt, beruht einzig

auf-der Vollstetigkeit von 2. Separabilitit und Vollstindigkeit von H gehen
in den Beweis nicht ein.

Unter dem gemachten Vorbehalt kénnen die Beweise im wesentlichen aus dem
endlichdim. Falle iibernommen werden. Im iibrigen ist es leicht, die Resultate
endlichen (leeren) Folgen {x}}, ..., {y;} anzupassen. Bricht zum Beispiel {x, }
nach n,(>> 0) Gliedern ab, so sind in (24%) alle «, mit » > n, null zu setzen.
Siehe [5], [6], [14], [17].
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Beispiel: Integraloperatoren

Es sei I =[a,b] ein kompaktes Intervall in R, H = L} und K (s, ) ein
HerMmitescher Kern aus L3, ;.
Dann ist der Integraloperator

K: L3> L3
b
z(t)>y(s) = [K(s, t)z(t)dt

selbstadjungiert und vollstetig.

Folglich gelten (11%), (12%) fiir seine Eigenwerte »F. Ferner lassen sich die
Ungleichungen (20%), (24*) usw., auf die Eigenwerte »F, i, £ der Opera-
toren &, &,;, &; jeder Zerlegung

K(s,t) = K, (s, t) + K,(s, t), K,, K, HERMITEsCh, L},

anwenden.

3.2. Differentialoperatoren

Zahlreiche Differentialoperatoren der mathematischen Physik weisen ein-
seitig beschriinkte diskrete Spektren auf. Die Anwendung der bewiesenen Sitze
begegnet deshalb keinen Schwierigkeiten.

Im folgenden wird das Vorgehen an Hand des StuRM-LiouviLLEschen
Eigenwertproblems aufgezeigt.

Differentialgleichung:

(p@®)x' () —q@) =) + Ao(t)x(t) =0

, d
—Et—,a<t<b,

', ¢, ¢ stetigin [a, b], p(f), ¢(¥), ¢(t) > O in [a, b].

Randbedingungen:
z'(a) — dx(a) =0

z'(b) + ex(b) =0, d,e> 0.

Die Eigenwerte dieser Differentialgleichung bilden eine monoton zunehmende
Folge, die sich (im Endlichen) nirgends héuft.

8 CMH vol. 40
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0< <A< ...<A <...> o0,

die entsprechenden Eigenfunktionen w, (), ..., %, (), ... sind paarweise ortho-

b
gonal bez. (z, y)e = [o(t)x()y(t)dt.
a
Der Differentialoperator

1 / !/
Dz(t) = 20 {— @O @) + q@) ()}
ist zundchst definiert fiir alle Funktionen aus C%, ,, die den Randbedin-
gungen geniigen. In diesem Definitionsbereich ist ® wesentlich-selbst-
adjungiert und positiv.

b
(Dz,y) = (x, Dy) = f(p)' )y’ (t) + q(t)z(t)y(t))dt +
+ ep(b)x(b)y (b) + ép(a)z(a)y(a),
(z, Dx) >0, x(t)=£0.

D wird zu einem selbstadjungierten Operator (mit vollstetigem Inversen)

durch AbschlieBen des angegebenen Definitionsbereiches bez. der Metrik

(z, Dz). Durch diese Erweiterung wird das Spektrum {4,} nicht gedndert.
Entsprechendes gilt fiir die Definitionsbereiche von R?:¢, D,, D, (siehe

weiter unten).

Hingegen ist der RayLE1GHsche Quotient

f@0)2*(t) + 40)22 (1) dt + ep(B)22(b) + Sp(a)2*(a)

Do — &
RD-e,, =

b
fe(t)a(t)dt
fiir alle 2 () 5 0 aus C? definiert und positiv.

Fiir die Eigenwerte 4, gilt:

A, = minimum maximum R?:¢(x) = RD:e(y,). (3)
X, cC xeX,

Die Randbedingungen sind natiirlich; sie brauchen bei dieser Definition von
R?:2 yon den in (3’) zugelassenen Funktionen nicht gefordert zu werden.

Mit (3) gelten auch die Extremalprinzipien fiir endliche Summen von Eigen-
werten, und die bewiesenen Ungleichungen sind auf die Eigenwerte der Opera-
toren D, D,, D, anwendbar.
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Dy (f) = ?:t—) (— (&) 2 ) + @) 2()},
D = D1 + D27 1
DX () = —gr {— @O T 0) + 20 20},
pt) =pi(t) + pa(t), q(t) = ¢ (t) + qa(?),
6261+62’ 8=81+€2’

mit p, (), p.(¢t) > O, ... (wie fir D).
Ferner ist

1 . .
—— = maximum minimum

7 W.
" X, cC X,

BDe(z) us

Damit gelten dieselben Ungleichungen in «umgekehrter Richtung» fiir die In-
versen der Eigenwerte 4,, u,, v, von

Dx(t) = peo () (¢),
Dz (t) = vou(t) x(¢)
Dx(t) = o(t)x(?),

und

bei jeder Aufspaltung der Masse in ¢(t) = g, () + 0:(¢).
Zum Beispiel

bbb > o G,k wiein Satz 2).
kg

=
Miy Mig Vi Vig Akl

Entsprechendes gilt fiir die Eigenwertprobleme der Elastizititstheorie, die
Energie-Niveaus der SCHRODINGERgleichung, usw. Siehe [3], [6-10], [16].
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