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tîber die Eigenwerte der Summe
zweier selbstadjungierter Operatoren

von Bruno Peter Zwahlen

Einleitung
Dièse Arbeit befaBt sich

1. mit Extremalprinzipien fur Summen von Eigenwerten eines selbst-
adjungierten linearen Operators in einem unitàren Vektorraum L,

2. mit linearen Ungleichungen zwischen gewissen Eigenwerten oc
?r, p jf, y ^

zweier selbstadjungierter linearer Operatoren 31, 93 und ihrer Summe
S 31 +33-

Zoc +£0,r>Zykr-
r«l r—l r—l

Das Problem, Eigenwerte einer Differentialgleichung abzuschatzen, hat schon
Dunkerley [3] auf dièses Thema gefûhrt; entscheidende Fortschritte wurden
dann dureh die Ideen von Weyl [16] und Courant erzielt. Ûber die weitere
Entwicklung (bis 1960) gibt [2] eine tîbersicht. Im folgenden werden einige
neue Resultate fur Summen von Eigenwerten abgeleitet.

Ausgangspunkt unserer Betrachtungen ist die Spurfunktion eines Operators.
Dièse Funktion ist fur aile linearen Teilrâume von L definiert und verallge-
meinert in naturlicher Weise den RAYLEiGHschen Quotienten. Mit ihrer Hilfe
werden die wichtigsten Extremalprinzipien fur Summen von Eigenwerten neu
formuliert und bewiesen.

Damit sind die Mittel bereitgestellt, die es uns erlauben, Aussagen ùber
lineare Ungleichungen zu machen. Nach einigen allgemeinen Bemerkungen
werden Resultate von Horn [11] diskutiert und zum Teil ergànzt. Dann wird
eine Méthode zur Herleitung weiterer Ungleichungen beschrieben. Die meisten
Beweise sind algebraisch-konstruktiver Natur. Sie bestehen darin, Teilrâume
von L zu konstruieren, die gewissen Orthogonalitàtsbedingungen genugen, und
auf dièse Râume die Spurfunktion anzuwenden.

Wàhrend sich die beiden ersten Kapitel mit Operatoren in einem endlich-
dimensionalen Vektorraum befassen, wird im dritten Kapitel gezeigt, wie die
gefundenen Resultate auf bestimmte Operatoren in HiLBERT-Râumen zu ûber-
tragen sind.

Die Anregung zu dieser Arbeit ifcammt von Herrn Professor Dr. J. Hersch.
Ihm môchte ich an dieser Stelle fur sein stetes Interesse und fur viele wertvolle
Hinweise und Anregungen herzlich danken. Ferner bin ich Herrn Professor
A. Horn, University of California, Los Angeles, sehr zu Dank verpflichtet. Er
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hat Herrn Professor J. Hersch und mir wichtige, noch unverôffentliehte Resul-
tate mitgeteilt1). Seine Ûberlegungen haben meine Arbeit, insbesondere die
Abschnitte 2.2. und 2.3., stark beeinfluBt.

SchlieBlich môchte ich dem Institut Battelle in Genf dafur danken, daB

es die Fertigstellung dieser Arbeit unterstiitzt hat.
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3.1. Vollstetige Operatoren; 3.2. Differentialoperatoren

Literaturverzeichnis

1. Extremalprinzipien
1.1. Bezeichnungen

In einem N-dimensionalen unitaren Vektorraum L seien folgende Bezeichnungen

eingefuhrt :

oc, /?, £ komplexe Zahlen, f konjugiert komplex zu f ; a, 6, x Elemente aus L,
o Nullvektor; (x, y) Skalarprodukt; x J_ y Orthogonalitât; {ur}rmtlt tmttm
Basis von L, o. orthogonale, on. orthonormierte Basis; Am, Ln, Xr lineare

Teilrâume, dim Ln n, [o] trivialer Teilraum; Xr + Y8 Summenraum, ©
direkte Summe ; [a, b,..., x] lineare Huile von a, b,..., x, auch [x, Ln] an Stelle

von [x] + Ln; iLn orthogonaler Komplementârraum von Ln; Xr J_ Y8

Orthogonalitât von Teilraumen, auch x X Ln an Stelle von [x] J_ Ln ; 31, 95, K

lineare selbstadjungierte Operatoren.

1.2. Operatoren

31 : L -> L linearer selbstadjungierter Operator

x->%x9 (x, %y) (%x, y) fur aile x, y.
Es wird stets vorausgesetzt, daB die N reellen Eigenwerte eines Operators der

GrôBe nach durchnumeriert und die entsprechenden Eigenvektoren ortho-

normiert seien.

x) Inzwischen im Pac. J. of Math, erschienen [11].
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31 ar (xrar, (ari a8) <5rg (r, 5 1, 2,..., JV).

Die Eigenrâume [ax, a2, ar] werden mit ^4r bezeichnet. Bezxiglich einer
on. Basis {ur} wird 31 durch eine hermitesehe Matrix Aiu) {&r8}{u) dargestellt.

N
21 ocr8u8> ars (31 ^r, ws) (wr, 31'wj (3I^8, uT) ^gr.

Beschreibt die unitâre Matrix T {rr8}, î1* î1"1, die Basistransformation
{Ur}-+{V9}, N

v8 Z raiut9 soist Aiv) T^(M)T*.

Insbesondere ist ^4(o) {arôrs}. Daneben werden natûrlieh aueh Diagonal-
darstellungen vorkommen, in denen die Diagonalelemente (Eigenwerte) nieht
mehr der GrôBe nach geordnet sind.

1.3. Die Spurfunktion eines Operators

Unter dem RAYLEiGHscAen Quotienten RA von 31 versteht man die Funktion

Ihr Definitionsbereich erstreckt sich iiber aile x ^o. Da RA(Xx) RA(x)
fur A ^ 0 ist, làBt sich RA als Funktion auf der Menge der 1-dimensionalen Teil-
râume von L interpretieren. Es ist deshalb naheliegend, den Definitionsbereich
auf beliebige Teilrâume Ln c L zu erweitern.

Définition der Spurfunktion

RA(Ln) ERA(ur)

Ln c L, 1 <n < tf, K}r-i,...,n o. Basis von Ln.

Bemerkungen

1. Der Funktionswert RA(Ln) hàngt nicht von der in der Définition auf-
tretenden Basis ab. Eine kurze Rechnung zeigt nâmlich, daB fur 2 beliebige
o. Basen {ur}, {v8} von Ln

E RA(ur) E RA(v8)
gilt. f-i •-!
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2. Spezialfâlle

N
n N RA(L) E ar Spur (31).

Allgemein f*sl

RA(Ln)

: Ln -> in Teil von SU in

$ : L-> Ln o. Projektion.

3. Ist (£ 3t + S, so gilt fur aile Ln <z L

Die Spurfunktion ist schon in verschiedenen Arbeiten (zunâchst implizit)
verwendet worden. Sie gestattet einfache Formulierungen und Beweise der

Extremalprinzipien fur Summen von Eigenwerten. Siehe [1], [2], [4], [5], [7], [8],
[10], [13], [17].

1.4. Extremalprinzipien

In diesem Abschnitt werden zunâchst in der ûblichen Weise die Eigenwerte
ar von 21 als Extremalwerte des RAYLEiGHschen Quotienten eingefiihrt. An-
schlieBend wird ein Extremalprinzip von Wielandt, das eine beliebige Summe

von Eigenwerten charakterisiert, mit Hilfe der Spurfunktion formuliert.

1.4.1. Es ist

ct4 minimum RA (x) maximum RA (y) RA (a,) (i 1, 2, N) (1) (2)

xeA y ± A~i

Nach Poincabé bzw. Fischeb/Weyl/Courant kann <xt aueh «direkt»,
das heiBt ohne explizite Verwendung der Eigenràume Ar charakterisiert werden.

<xt maximum minimum RA (x) minimum maximum RA (y) (3) (4)

X4 c L x€Xt Y%_x c L y± Yt__t

(»= 1,2,...,^)
Yo W •

Dabei ist Xt At optimal (bzw. F^ A^), ohne im allgemeinen einziger

optimaler Teilraum zu sein. Siehe [15],
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1.4.2. Summen von Eigenwerten

Aus der Définition der Spurfunktion und aus (l)-(4) folgt unmittelbar, daB

*t+i + at+« + + *i+n minimum RA (Xn) (5)

Xn c At+n

maximum RA Yn) (6)

RA([al+1, al+2, ...,at+n])(i > 0, n > 1, N > n + i)
und

<*«+i + ^t+2 + ••• + ^t+n maximum minimum RA (Xn) (7)

minimum maximum RA {Yn) (8)

Ft c L Yn±Yt.
Siehe [1], [2], [4], [5], [7], [8], [10], [13], [17].

Es sei nun (ix, i2, in), 1 < ix < i2 < < in < N, ein geordnetes n-
Tupel von Indizes. Dann gilt:

n

r«lf= minimum JR^ (Zn) maximum jB^4 Yn) (9) (10)

dim (Xn rs Atf) > r dim (Yn ~ xAtr_x) > n + 1 — r

BA([a%x>a%%, ...,atj).
n

Z oct maximum minimum RA (Xn) (11)
r-l r

J\.. i • « • t Jfk. * CIZ " ^LMt j ¦—. —— — j — yi

dim (Zn - Xlf > r

minimum maximum RA(Yn) (12)

Siehe [1], [17].

dim (y. « J-r^.,) > » + 1 —r

(r=l,2, ...,»).
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Beweis

(9) : Ln erfulle die Bedingungen dim (Ln ^ A t) > r (r 1, 2, n). Dann

existiert in Ln eine o. Basis {xr}r~i,2, ...,n> so daB

[xl9 x29 xr] Lr c At (r 1, 2, n), Lx c L2 c c Ln.

Damit ist nach (1)

ottr^RA(xr), X ott8^RA(Lr)(r= l,2,...,w), also gilt (9).

(10) : Erfûllt Ln hingegen die Bedingungen dim (Ln ^ ¦LAt _x) ^ n + 1 — r
(r 1, 2, n), so existiert eine o. Basis {yr} fs=1>2 n, so daB

[#i> ya> -> Vri Lr-L An+1_r-i(r !> 2> •••> ^)> A c L2 c c Ln.

Damit ist nach (2)

* > ^^ (t/w+1_r), E a > JB^ (Ln), also gilt (10).
r—1

11 : Es ist zu zeigen, daB sich zu jeder geschachtelten Folge von Teilrâumen
Xt% c XH c c Xt c. L ein Ln so konstruieren lâBt, daB

dim (Ln ^ Xtf) > r und dim (Ln ^ J-^^!) > n + 1 — r (r 1, 2, n)

ist.
Dièse Konstruktion wird dureh folgenden Hilfssatz gesichert :

Es seien

iy kt c iV *8 <- • • • c iV kn 9 L ^ Kl < % < • • • < ^n ^ iV >

2 geschachtelte Folgen von Teilrâumen aus L mit

dim Mjf + dim Nkn+l_^r ?'r + *n+1_f > iV + 1 (r 1, 2, n).

Dann folgt :

Es existieren zwei o. Vektorsysteme
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so daB:

a) xrtMJr (r 1, 2, n)

b) Vs*Nkg (s= 1,2, ...,n)

c) [xl9 x2, xn] [yl9 y2, yn] Ln.

Der Fall n 1 besagt einfach, daB MH ^ Nki =fi [o]. Davon ausgehend
folgt der Beweis durch Induktion nach n. Siehe [1].

Setzt man nun M, X, Nh ^A. t, so ist

/f ir, k8 i\T + 1 — in+1_, und /r + kn+1_r ir-\-N+l—ir N+l.
Demnach gibt es zu jeder Folge XH c Xl% d d Xtn c L einen Teilraum

a?rcZff, yrXil,^! (r 1, 2, ...,n).

Damit ist dim (Ln ^ Xlf) ^ r und nach (10)

*„ > ^^ (yr), ^ *H>&A (Ln) > minimum R* (Xn)

Xnr,Xtf)>r.
Folglichgilt (11).

(12): Nach dem Hilfssatz existieren in diesem Falle zu jeder Folge

YH_X c c Y^ c L

ein Ln und darin zwei on. Basen {ur}, {v8}, so daB

Also
n

^ «,, < RA (Ln) < maximum RA (Yn)

dim {Yn « J- 7W) > » + 1 — r.
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Bemerkung

(l)-(10) sind natûrlich als Spezialfàlle in (11) bzw. (12) enthalten. Die Basen

{xr}, {ys} bzw. {ur, {v8} sind die im Extremalprinzip von Wielandt aufbretenden
Vektorsysterne. Die Spurfunktion ermôglicht es, zur Berechnung von RA(Ln)
eine beliebige o. Basis heranzuziehen. Siehe [1], [2], [7], [8], [10], [17].

2. Ungleichungen

2.1. Problerastellung

Im folgenden seien 91, 93 immer zwei beliebige selbstadjungierte Operatoren
und G « + 93.

Eigenwerte :

*X > (H > > *N, Pl> P2> .^ > fa
und

yi> ?2> > 7n.

Bezuglich der on. Basis {ar} ist dann

Cia)=Aia) + T*B{b)T,

wobei die unitâre Matrix T den Ûbergang {ar} -> {6,} beschreibt, und
A{a), B{b) Diagonaldarstellungen sind (vergleiehe 1.2.).

Ferner seien i, j, Je drei feste, geordnete n-Tupel von Indizes.

i (h, H, ...,*„), 1 <h <*a < <in < N,

7 (h> h> -..,7n)> 1 <h <h <...</n <#,
k (kl9k2, ...,*n), 1 ^kt<k2< ...<kn <iV.

In diesem Kapitel soll nun untersucht werden, welchen Bedingungen die

Indizes i,j,k unterworfen werden mûssen, damit

Z ocif + X pif > i ykr
l l lr-l

(oder <)
allgemein gilt, das heifit fur jedes Paar 31, 93.

Umgekehrt stellt sich die Frage, welche notwendigen Bedingungen aus der

allgemeinen Gûltigkeit soleher Ungleiehungen folgen. Wir beschrânken uns also

von vornherein auf lineare Ungleichungen und verweisen im ûbrigen auf die

zusammenfassende Darstellung [2],
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2.2. Allgemeine Bemerkungen

1. Vergleiche [11]. Es gelte allgemein

r >Z ykr. (13)

N N N
Aus Sp (31) + Sp (93) Z ocr + Z pr Sp (£) Z yr folgt dann sofort die

r=l r«l r-l
zu (13) komplementare Ungleichung

N-n N-n N-n
Z ott>r + Z &; < Z yk>r, (14)

r«=l r=l r-=l

wobei i',j'9kr fur die (beziiglich {1, 2, N}) zu i,j,k komplementâren
Indizesfolgen stehen.

Durch Einsetzen der Eigenwerte von (— 91) und (— S),

in (13) resultiert die symmetrische Ungleichung

(Daraus erhàlt man nochmals eine neue Ungleichung durch Ûbergang zum
Komplement.)

Die Dimension N des Grundraumes L spielt bei den meisten der nun folgenden
Ûberlegungen nur eine geringe Rolle. Insbesondere bleibt eine in Ln bewiesene

Ungleichung vom Typ (13) in allen hôherdimensionalen Ràumen LrN, Nr > N,
giiltig.

2. Die ersten solchen Ungleichungen wurden von Dunkerlby [3] und Wbyl
[16] fur Eigenwerte von Differentialgleiehungen bewiesen. In unserer Schreib-
weise lauten dièse Resultate :

*i + Pi ^ ?i (bzw. ocn + Pn < yn) Dunkbrley
und

<*t + Pi > 7k> falls i + < k + Wbyl (16)
bzw.

<*% + Pi<Yk> falls i + j> N + k Weyl (17)

[Fiir n 1 wird nicht unterschieden zwischen % und i



90 Bbttno Pbtbb Zwahlek

Bekannte Verallgemeinerungen davon sind

12?
ocH+r + E fa0+r > 1 r*0+r, falls iù9 j0 > 0, N > k0 + n, (18)

l l l

27 *„ + 27/8, > Eytr, 1 < h < i2 < < tw < N. (19)
r=l r=i r=»l

Siehe [1], [4], [5], [7], [8], [10], [13], [16], [17].
SchlieBlich sind die Arbeiten [11], [12] zu erwâhnen, die fur eine àhnliche

Fragestellung ebenfalls wichtige Resultate enthalten. Insbesondere werden in
2.3. die Ungleichungen von Horn nàher diskutiert.

3. Fur aile angefuhrten Ungleichungen ist es leicht, einen Teilraum Ln c L
so zu konstruieren, daB nach (11), (12)

und r~l r"1
n

R* (Ln) + RB (Ln) Rc (Ln) >ZYkr.

Die folgenden Ungleichungen werden ebenfalls nach dieser Méthode bewiesen.
4. Notwendige Bedingungen werden durch die Konstruktion von Gegen-

beispielen bewiesen. Zum Beispiel kann durch eine geeignete Wahl 2 reeller

Diagonalmatrizen sofort gezeigt werden, daB <xt + fa ^ yh nur dann allgemein
gilt, wenn i + ; < k + 1 ist.

5. Die Ungleichung

<%3 + <xB + ph + pH + ph ^ ykl + yk2 + yk%

kann unter den gemachten Voraussetzungen nur dann allgemein gelten, wenn
auch

% + *3 + *4 + fax + fa2 + fa% > 7kt + y*% + y*§

ist. Deshalb werden nur Summen von Eigenwerten betrachtet, in denen sich

kein Index (von i oder ; oder k) wiederholt. Hingegen werden entartete Eigen-
werte (zum Beispiel <% &4) weiterhin zugelassen.

2.3. » 1,2,3

In diesem Abschnitt werden gewisse Resultate von Horn [11] diskutiert
und zum Teil ergânzt.
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2.3.1, n= 1

Zum besseren Verstàndnis der Beweismethoden wiederholen wir zunàchst
kurz die ursprûnglichen Resultate von Wbyl.

Satzl

Unter den in 2.1. gemachten Voraussetzungen sind folgende drei Aussagen
âquivalent :

a) i + j < k + 1

b) Fur aile 21, 93, (£ mit (£ 21 + 93 gilt:

dim (x^t_1 rs ±B}_t - Cfc) > 1

das heiBt in L existiert ein

x^o: x ±At_lf x J_ #,_!, X€Ck.

c) Fur aile 21, 83, (£ mit (£ 21 + » gilt:

a) =» b) In Cfc ist ein Vektor x ^ o zu finden, der (i + ; — 2) Ortho-
gonalitatsbedingungen (das heiBt (i -\- j — 2) linearen Gleichungen) geniigt.
Nach a) existiert dafur immer eine nicht-triviale Losung.

b) =» c) Nach (1), (2) folgt aus

aus

und aus
: RA ^ + RB ^ Rc ^

c) => a) Wie in Bemerkung 4 angedeutet, setzen wir nun i -\- j ^ k -\- 2

(N ^ max (i, j, k)) voraus und konstruieren ein Gegenbeispiel.
Matrix A {ocr8} : diagonal,

ocrr <xr(r 1, 2, ...,iV),
Eigenwerte ^xf 1 (r 1, 2, i — 1),

«r 0(r t,i+l,...,#)•
Matrix B {/8rg} : diagonal,
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Eigenwerte (t8 1 (5=1,2, j — 1),

Ps O(ê j,j+l9...,N).
Matrix C A + B : Eigenwerte

yt^\ (« 1,2, ...,*<< + ;—2).
Damit ist

*. +A 0< 1 <yfc.

Dièses Gegenbeispiel wird im folgenden als G1 zitiert.
Nach Bemerkung 1 (2.2.) gilt damit auch

Satz V

Unter den in 2.1. gemachten Voraussetzungen sind folgende drei Aussagen
âquivalent:

a) i + j > k + N.

b) Fur aile «, » und (£ ïï + 93 gilt:

dim (Atr, B9rs^Ch^) > 1.

c) Fur aile 91, SB und (£ % + » gilt:

2.3.2. n 2

Unter den in 2.1. gemachten Voraussetzungen sind folgende drei Aussagen
âquivalent :

a) ix + jx < kt + 1

(Bedingungen von Hobn)

h + H + ?i + ?2 < h + h + 3.

b) Es existiert ein L2 c (XAH__1 r> xBh_1 ^ Ck%), so da8

L2 - *-AH_x # [o], X2 - J-B^ # [o], L2 o Cfci ^ [o].

c) *«, + «,, + Af + A, > yfcl + y*,. (20)
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Beweis

a) =£ b) Es seien Xv ±AH_1 ^ 1"Bil_1 ^ Ckl

<f ïj—1 Jj—1 A?2

£/g ±Atl_x - J-B,,.! - Cfcf; Z, F, Z c £7.

Ij, ist also der Raum aller Vektoren x aus Cfci, die den Orthogonalitâtsbedin-
gungen x J_ ^4^^, x J_ J53l_i genugen, das heifit Xp ist (bzw. eines Koordinaten-
systems) Lôsungsraum von hochstens (i± + jx — 2) linearen Gleichungen in Ckl.
Fur die Dimensionen p, q,r, s von X, F, Z, C/ gilt:

ff\ *~"> t» I O a* /} *^> 1 TX/'CkffliTI 1* I A <^* I» I 1
Lt ^J>- A/i ~j ^ v\ t\ ¦^Z' X Wvtvll V\ ~j~ i\ -<^ #l/i —] X

^ ^ &2 + 2 — i2 — jx ^ 1 wegen i2 + /i ^ ^2 + 1
>

r**^ jU 1 O ____
n* ___ /1 *"^> 1 IXT^CTATI V I /l <^*" î» I 1

j^>- /i/2 ~|~ -*-* ___ ^ ^p j^ yy xjp.KDl.1. b\ J~ J2 -5^« A/2 ~| X j

5 ^ fc2 4- 2 — ix — jx ^ 2 wegen ij + ^ ^ /tx -f" 1 ^ k2.

l.Fall: Y ^ Z D ^=[0].
D t£ X. Dann existiert ein L2 [a:, d], œcX, 7^ o, dcZ), 7^ o, das die in

b) geforderten Bedingungen erfullt.
D X. Falls dim Z p > 2, wird b) von jedem L2 cz X D erfullt.

Fur dim X p l kann X durch einen Vektor u =£ o aus C7S (s > 2) zu
einem L2 [x, u] ergânzt werden.

2. Fall: Y r,Z [o].
Nach ix + i2 + jx + j2 < fcx + fc2 + 3 ist dim Y © Z)

Nach Konstruktion muB D' cz X sein. In Z)' existiert also ein Vektor
df x ^ o, der sich darstellen làBt als

df y + z, yeY,zeZ.

Fiir y ^ o, z yéz o setzen wir L2 [y, z].

Fur y ^éz o, z o setzen wir L2 [y, zf]> zf tZ, ^ o.

Fur y o9 z ^ o setzen wir L2 [y, z], y' eY, =£ o.

In allen drei Fâllen erfullt i/2 die in b) geforderten Bedingungen.
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b)=>c) Nach(9), (lO)gilt

Ykx + yk%.

c) => a) Dieser Schritt erfolgt wieder durch Konstruktion von Gegenbeispielen.
Es sei ii + ji^ kt -\- 2

9 N ^ max (i2, ;2, k2). Setzt man in 01 i ix, j ;x
und i fcx, so wird

Wird hingegen i2 + h ^ ^2 + 2 vorausgesetzt, so liefert 01 mit i i2,

«it + *«. + At + A, K 2 < yfcl + y*,.

Desgleichen fur ix + /2 ^ ^2 + 2 durch Vertauschen von ^4 und B. Es sei

schlieBlich

h + h < *i + 1
y H + h < h + 1, h + h < h + 1,

aber
h + i2 + A + h > h + h + 4, iV > 4».

^4 {^rs} : diagonal,
(xrr *T(r 1, 2, ...,#),

Eigenwerte

ar 2 (r 1, 2, ...,ii — l),ixr 1 (r t\, ...,i2 — 1)

<xT 0 (r i2, ...,iVr).
J5 {prs} - diagonal,

Eigenwerte /8, 2 (5 1, 2, ?\ - 1),

C A -\- B hat dann die Eigenwerte :

y, 2(*= 1,2, ...,*!>*,)
y*>l(«<*t).

Damit ist
«*t + **, + At + A, 2 < 3 < ykl + yk

Dièses Gegenbeispiel wird im folgenden mit 02 bezeichnet.
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Satz 2f

Unter den in 2.1. gemachten Voraussetzungen sind folgende drei Aussagen
âquivalent :

a) i2 + jl^>k1 + N

h + H + h + h > h + K + 2N — 1.

b) Es existiert ein L2 c (At% ^ Bi% ^ ±Cki_1), so daB

L2 - Atl ^ [o], L2 r, B3i ^ [o], L2 r, ±Ck% # [o].

c) *tl + **2 + P9l + P,% < ykl + yk2. (2i)

Der Beweis erfolgt wieder durch Einsetzen von — %, — S in Satz 2 oder auch
konstruktiv.

Beispiel: <xx + (xN_x + ft + j^^ > y^_2 + yN_x (Satz 2)

und symmetrisch
*2 + otN + p2 + pN < 72 + y,. (Satz 2')

Die Âquivalenz von a) und c) steht schon in [11]. Punkt b) vervollstândigt den
Satz. Ferner wird eine durchsichtigere Darstellung des Beweises angestrebt.
Damit ist der Fall n 2 erledigt.

2.3.3. n 3

Dieser Fall hat sich leider nicht vollstàndig erledigen lassen. Immerhin gilt :

Satz 3

Unter den in 2.1. gemachten Voraussetzungen gilt :

a') und a") -> b), b) -? c) und c) -> a;)

ax) 1. kx+ 1 -~i1~j1 ql>0
2. Jc2+ 1 -i2-j1 q2^0
3. k2 + 1 — ^ — j2 g3 > 0

4. fc3+ 1 -fB-h Ï4>0
5. fc3+l _i2_?-2 g5>0
6. *3+ 1 —<!—?» îe>0
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7. ^ + k2 + 3 —h—i2 —h —h <li > 0

8. £, + &3 + 3 —H—H —h —h 9b > 0

9. &! + &3 + 3 — it — i2 — jt — ja q9 > 0

10. A-2 + 4,+ 3 — i%— iB -h— h ql0>0
11. *2 + ka + 3 — », — »2 — /s — /, qn ^ 0

12. ^ + «i+3—h—H-/i—7i ?i«^0

a") 13. A;j + k2 + ka+ 6 — », — i2 — i3 — jx — j2 — ja qia > 0.

b) Fur aile %, S und <E <H + 95 gilt:

In (J-^4,1_i <-> ±BH_1 <-. (7fci) existiert ein Lg,, so dafi

dim (L^ ^ ¦L^l,_1) > 2g, dim (L3, ^ J-^,f_1) > g

dim (2,3, - J-5,,.») > 2g, dim {L* - J-B,,^) > g

dim (L3, « Cfcs) > 2g, dim (L^ « 0^) ^ g.

c) Fur aile 91, 33, £ 31 + 93 gilt:

<*,, + «„ + «„ + A, + ft, + A, > y», + y», + y,, (22)

(Ungleichungen von Hobn).

Wie g zu wàhlen ist, wird aus dem Beweis hervorgehen (meistens darf g 1

gesetzt werden). Die Bedingungen 1-13 sind nicht unabhângig voneinander.
Wenn 1-6 und 13 gelten, kann hôchstens noch eine der Bedingungen 7-12 nicht
erfûllt sein.

Beweis

a') und a") =» b) Konstruktion von L^.

^ x^«1-i - ±Bh_1 ~Ckl Z -^^ - J-B

Der Fall g13 ^ 1 lâBt sich einfacher behandeln als g13 0.
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1 : Es sind nach folgendem Schéma mehrere Fâlle zu unterscheiden.

X~Y [o] (I)

dim R ka -f 2 — it — )x

U r,V [o]

U ~ F ^ [O]

dim iî 2 — ij — jt

(V)

(VI)

(VII)

(VIII)

X r, Y=[O] (III)
Z ^ F ,fe [o] (IV)

wie (I)-(IV)

In allen 8 Fâllen kann q 1 gesetzt werden.

dim C7 ^ g2 + 1, dim X ^ g4 + 1
>

dim [(C7 © F) ^ ïf] ^ g2 + 1 + g3 + 1 — (fc2

In diesem Durchschnitt gibt es also einen Vektor w 7^0, der dargestellt
werden kann als

L [w, u, x], Falls dim L 3, so hat man den gesuehten Raum gefunden.
Andernfalls ist L leieht zu ergânzen.

IL L O,v,d], ueU, =£o, v€V, ^=o9 (u + v)€Wy deX^ Y, ^o.
Entweder ist dim L 3, oder L kann entsprechend ergànzt werden.

III. Ur,V^D^[o]
Falls D r, W ^ [o], setze man L [d, a, y], dcD ^W9^=o9 xeX, =£ o,

y*Y, ^0, (x + y)eCk%, und diskutiere dimi. Dr, W [o]. Wegen der
Bedingungen 1, 2, 3, 4, 6, 7, 12, 13 ist

7CMHvol.40
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Man setze L — [w, d, x] und diskutiere wieder dim L.

IV. L [w,d'9 d"], w*W, ^o, d'eU * F, #o, cTcZ~ Y, ^o.
Diskussion und éventuelle Ergânzung von L wie in den vorangehenden

Pâllen.

V.-VIII. Aus R kann ein R mit dim Rf &3 -f- 2 — ix — jx herausgegriffen
und darin die gleiche Fallunterscheidung wiederholt werden.

Zur Konstruktion von L% kônnen anstatt U, F, W, X, Y, ebensogut die
Ràume Z, U, X, Y, W (in dieser Reihenfolge) oder F, Z, T, W, X heran-

gezogen werden. Anstelle von 2, 3, 1, 4, 6, 7, 12, 13 werden dann die Bedin-

gungen 5, 2, 4, 6, 1, 10, 8, 13 bzw. 3, 5, 6, 1, 4, 11, 9, 13 explizit verwendet.
Dièse « Symmetrie » wird im folgenden benûtzt.

g13= 0; Es sei

m min {(i3 — i2), (i2 — ix), (jz — j2), (j2 —jx), (kz — k2), (k2 —kj,

Es wird nun gezeigt, daB entweder q 1 oder q m gesetzt werden kann.
Wegen der erwâhnten Symmetrie genugt es, die Fâlle

^ 2? + 1
> ^12 + 1

> <li + 1
> & + 1

> (H — h)» (h — h)
zu diskutieren.

Wir fûhren hier als Modellfall die Diskussion fur m q12 + 1 durch.

m — 3i2 + 1 &2 + ^3 + ^ — h — h — h —?s« Es darfangenommen werden,
daB aile Teilrâume gerade die durch 1-12 bedingten Minimaldimensionen auf-

weisen, zum Beispiel dim U q2 -f- 1 A;2 + 2 — i2 — ;\. Andernfalls kann
wie in «q13 ^ 1 » vorgegangen werden.

— h - ;t < 0

(h -h)» 0*2 —A), (*i -

4 - t, - i3 — /x — j2 > 0

4— h — i2 — j2 -~ h > °

*i + 2 — ^ — j, > 0

*i + 2 — t, -A > 0

*2 + 2 - i2 - j2 ^ 0
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Diskussionaschema :

XrsY (I)
[0] (II)

(X®Y)r,W=[0]
W

I. Wie in ql3 > 1, (II) (oder IV) : L [u, v, d].

II. L [x,y,v']9 xeX,yeY, (x + y)eW, v'e[x

¥=[<>} (III)

M (IV)

III. Wie in q12 > 1, (III): L [d, x, y].

IV. dim [(X®Y)r, Ck2] qu + 1 m.

Da X ^ F — [o] und g4 -f 1, g6 + 1 ^ m, existiert ein i2w, so daB die
Durchschnitte L2m ^ X, L2m ^ F, L2m ^ (7fc£ m-dim sind.

dim [L2m r, (Z® W)]^ 2m + qb+l+ql+l~(k3+2 — i1 —jx)
(Zi2 + 1 m> dim [^2w ^ (^ © W)] > m. Vermôge der Bedingungen * kann

sofort ein Lz gefunden werden.
dim [L2m ^(Z® W)] m. Wegen Z^W [o] und dim Z, dim W > m existiert

einL2m, so daB L2m ^ L2m,L2mrsW,L2m^Zm-dim sind. Da W^ (X® Y) [o],
ist (L2w ^ TF) © L2w von der Dimension 3m.

(L2m r^ Z) rs L2m ^ [o] : Vermôge * gibt es einen Lz.
(L2m r, Z) rs L2m [o]:

(L2 L2m ® (L2m r, Z)

ist der gesuchte Raum (q m).

b)=»c)
Naeh (9), (10) ist

Man vergleiche damit den Beweis a) =» c) in [11].
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c)=>a') besagt, daB die Bedingungen 1-12 fur die allgemeine Gultigkeit von
(22) notwendig sind. Der Beweis erfolgt durch Anwendung von 01 in den Fâllen
1-6 und G2 in 7-12.

1-6 : Als Beispiel wâhlen wir 5. Es sei also i2 + j2 ^ k3 + 2, N ^ &g. Ersetzt
man in Gl (2.3.1. i, j, k durch i%) ?2, kz, so wird

«n + *., + *., + A* + PH + A, 2 < 3 < yfci + y*, + y,,.

Entsprechend mit 1, 2, 3, 4, 6.

7-12: Beispiel 8

Voraussetzung : 1-6 und ix + i3 + A + ?a ^ ^i + *s + 4, N ^ kz. Fur die
Indizes i1? i3, jl9 ;2, fc^ *3 ergibt G2:

«i, + «., + "., + At + A, + K 3 < 4 < yfci + 7fc8 + yk%.

Entsprechend mit 7, 9-12.
Damit ist gezeigt, daB a7) notwendig ist.

Bemerkungen

1. In [11] wird die Notwendigkeit von a") fur kB ^ 16 bewiesen. Durch Kon-
struktion weiterer Gegenbeispiele kann dièses Résultat auf viele weitere Fâlle

(mit beliebigem k3) ausgedehnt werden. Zum Beispiel ist a") notwendig, wenn
zwei der Indizes i oder ; oder k aufeinander folgen oder wenn kx < % + jx + 1

•

Das folgende Beispiel soD zeigen, auf welche Schwierigkeiten die Behand-

lung des allgemeinen Falles stôBt.
Es sei i j (1, 6, 11), k (2, 9, 18).
Obschon 13 nicht erfullt ist, gibt es mit Diagonalmatrizen A, B kein

Gegenbeispiel. Es ist nâmlich leicht einzusehen, daB zu einem Gegenbeispiel,

% + *e + *n + Pi + A> + #ii < y2 + y9 + 7i8 y ein zweites mit den Eigenwerten

<*i ••• ô^*! >â6 â10 ==*„ >ân =ô18 *n,/?i= "^
A A > A ••• Ao A > Ai ••• As Ai existieren muBte,

und daB zwei Diagonalmatrizen mit diesen Eigenwerten kein Gegenbeispiel
liefern kônnen.

Gegenbeispiel mit nicht-diagonalen Matrizen :

(A' 0
a6 10, «, <x10

O bedeutet elne Nullmatrix ^ _-. #< #== ~ 0.
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Eigenwerte: 10, 10, 1, 0.
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10 0 0 0

0 10 0 0

0 0 cos2ç? cos <p sin <p

0 0 cos <p sin <p sin2ç?

A": diagonal, od[x a& a£ 10, *44 od^ 1,

<xBB <x14>14 U.

\
^ 1 Eigenwerte j5r <xr.

10 cos2 # 0 0 10 cos ê sin #

0 1 + 9 cos2 y> 9 cos y; sin y) 0

0 9 cos y> sin ^ 1 + 9 sin2 ^ 0

10 cos & sin # 0 0 lOsii

B'

Eigenwerte: 10, 10, 1,0.

Bn : diagonal, lff+l(r=l,2,...,13).

o
G" ^ + Éf hat die Eigenwerte yf yf 10,

C A' -\- B' : Fur die Nullstellen des charakteristischen Polynoms
det (C —y'E) P(y') gilt zunachst:

20 > yj > 10,5 > yi-> 0, yi + Yt + Y* + Vi *2-

Setzt man cosa95 cosa# cos2y 0,9, so wird

P(20), P(10), P(0) > 0, P(l) < 0.

=* 20 > yi > yi > 10 > yi > 1 > yi > 0, yi + yi + yi > 22.

C hat also die Eigenwerte

20 > Yi Yi > Yz Yî > 10 y8 - y8 > Y» yi > x ^o •••

+ «6 + «n + A + A + Ai 22 < y. + y» + yw n + n + yi •
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2. Im Falle n 3 bleiben zwei Fragen offen: Sind die Bedingungen 1-13 fur
die Existenz eines Lz(q 1) hinreichend? Folgt 13 als notwendige Bedingung
aus der allgemeinen Giiltigkeit von (22)?

3. Entsprechendes gilt fur die symmetrische Ungleichung

yh + y*2 + y* > *•, + *,. + «„ + p3l + ft, + &,. (23)

Wir verzichten darauf, dazu Satz 3' explizit zu formulieren.

2.4. »>4
In diesem Abschnitt werden neue Ungleichungen vom Typ (15) hergeleitet.

Dabei dient ein Spezialfall von (23) als Ausgangspunkt. Fur ein beliebiges
Indizestripel k (kt, k2, kz), 1 < kx < k2 < kz < N, seien i (ilf i2, i3)

(fci, ^ — 1, N), j {fl9 j2, jB) (k2 — 1, N — 1, N). Dann existiert ein

L3 c iy, so daB nach (9), (10)

y* + y», + y»,

Im Hinblick auf die Verallgemeinerung dieser Ungleichung wollen wir zu-
nâchst die Konstruktion von Lz skizzieren.

AH r, J-C^.x D ^ [o]. xcD, ^ o. Falls a?f JS^, so ist [a;, B$1] * ±0*^
Dr ^ [o], yci)', # o. FaUs ferner yiA%%, so ist [y, AH] - ^Ofc8_x

D" ^ [o], zeD", ^ o. Sind x, y, z linear unabhângig, so erfullt
LB [x,y,z] die gewiinschten Bedingungen. Der Beweis wird vervollstândigt
durch die Diskussion der Fâlle xçBh, yeAl% und dim [x, y, z] < 3.

Entsprechend beweist man die Ungleichung fur i =-- (kx, N — 1, N),

2.4.1. Dièse Beispiele geben AnlaB zu folgender Verallgemeinerung. Es

liège vor: ein geordnetes n-Tupel von Indizes k (fc^ &2> •••> ^J> 1 ^ *i <
< fc2 < < in < JV, zwei Folgen pr, ga

0 ^qt<q2< ...<qt q, t (m — 1) oder m,

mit p + ï ^

^ 0 nur falls m= I,p1 p w und damit qx — g 0.
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Wir setzen nun
*

i8 k8 (s 1, 2, ....ft),
—?* (r !» 2,...,m —1), (5 1, 2,...,pr+1—pr),
5 (* 1,2,...,g),

/. *!»!+•— Pi (« 1, 2, ...gj
— Pr+i (r l,2,...,m —2), («= 1, 2, qr+l — qr),

yg+a N— p + s (s 1, 2, ...,p)
7t+. =-^ — P + 5 («= 1, 2,...,p) falls « m —

Nach diesen Definitionen ist stets

Dann existieren fur aile 51, $8 und (£ 21 + SB Teilrâume L9, Lq, Ln c
so daB

und nach (9), (10)

^ > i ^, 1 Ykr ^ i?c(LJ B^(L.) + B"(Ln).
r**l r=»l r—1

Ausfûhrlicher :

z «^ + r /s,,.^ + r «*_,, + 2: p*,^, + +
1 +l 1 l

P

«-"Pm-i+ïm-2+l «-Pm-i+îm-i+l ««P+«rm-i+l i-l «-1

Die Summe (*> fàllt weg, falls t m — l ist.
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Beweia

Der Beweis besteht darin, Teilrâume Lp, Lq, Ln so zu konstruieren,
daB dim (Lpr,Atf)^r(r= 1,2,...,?), dim (Lq ~ B3f) > r(r 1,2,..., g),
Lp + Lq c Ln,dim(Ln^Cfcf_1)>n + l-r(r= l,2,...,n).

Nach (9), (10) gilt daim (24).
Die Definitionen von i und ; ermôglichen es, dièse Konstruktion wie im

vorangehenden Spezialfall schrittweise durchzufuhren (das heiBt durch Induk-
tion nach n).

Der Fall n 1 ist in 2.3.1. (Satz V) enthalten.

yk>^k + pN(m= I,p1 p= l,ql q 0).

Wir setzen jetzt voraus, die Behauptung sei bewiesen fur n — 1 (kx, Jc2,..., kn_t).
Dann sind zwei Falle zu unterscheiden:

2) t m,jq kn—p.

1. Fall: Nach Induktionsvoraussetzung existieren Lp_lf Lq, Ln_l9 so daB

dim (Lp_x r, AH) > r (r 1, 2, p - 1)

dim(La- Bjf) >r (r 1, 2,..., g),
und

Vi + iff c in-!, dim (Ln_x rs J-O^J > n —r (r 1, 2, w - 1).

Lp__1 und !>„_! werden nun durch Vektoren u, v ^ o (eventuell u v) zu den

gesuchten Râumen ergànzt: j^ [^, i/^^] c Ln [v, Ln_{\. u und v werden

durch ein Alternatiwerfahren gefunden, das nach hôchstens n Schritten zum
Ziele fuhrt.

Nach Voraussetzung ist Lp_t c Alpl c Aip und Lq c Biq.
a) Ist dim (Ln_x ^ A{ )^p9 so enthàlt Ln_1 bereits ein Lp, das allen

Bedingungen genûgt.
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1. Schritt: Falls ±Ckn_1<$Ln_l9 existiert in ±Ckn_1 ein viLn_x. Wir setzen
Ln [v, Ln_i], und der Beweis ist vollstàndig. Andernfalls (^C^^ c Ln_x)

gilt
yh + yk% + •.. + ykn.t + y*n > Rc (4-i) •

2. Schritt: Falls xC'fcn_1_i et Ai-i> existiert in ±Ckni_l ein v' t Ln_ly und wir
setzen Ln [V, Ln_l\. Andernfalls (xCkn_l_1 c I^^) gilt

und es folgt der dritte Schritt mit der Diskussion von ±Ckn_2_1 ^ Ln_x, usw.
Entweder gelingt es, nach weniger als (n — 1) Schritten Ln_x zu Ln zu er-

gànzen, oder es ist schlieBlich ±Ck%_1 c Ln_x und damit

In diesem Falle braucht Ln_t nur noch durch ein we±Gkl_1 erweitert zu werden.
Dies ist aber immer môglich, weil

dim (xCfcl_1) N + 1 — kx > kn + 1 — kx > n.

b) Es sei jetzt dim (Ln_x ^ At p — 1. Daraus folgt:

dim (Lw_x + At9) (n -1) + i, — (p — 1) (n — 1) + fcn —? - (p - 1) fcw.

1. Schritt: (L^ + Alp) - ^(7^ - D ^ [o].
Wenn in Z) ein d t Ln_x existiert, wird Lp [d, Lj,^] und Ln [d, Ln_x]

gesetzt, und der Beweis ist fertig. Andernfalls (D c Ln_x) gilt:

yfcl + y*a + + yfcn_2 + yfcn > i«c(L^).

2. Schritt: (L^ + Atj) ~ xC7fcn_1_1 Df,D c D;, dim D7 > 2.
Existiert in D' ein d't Ln_l9 so ist Lp [df, Lv_t] und Ln (dr, L^J zu

setzen.
Andernfalls gilt bereits :

yh + y*t + + y.n_8 + y^ + ykn > R° (Ln_x),

und es ist der dritte Schritt mit der Diskussion von D" (Ln_x + ^tJ,) ^ xCfcn_2-i
einzuleiten.
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Entweder gelingt es auch in diesem Falle Lv_x und Ln_t nach weniger als
(n — 1) Schritten zu ergânzen, oder es ist sehlieBlich

(Ln_x + Ai9) - ^fcn_H D<'> c Ln_x (r 0, 1, 2, n - 2),

D D<°>, dim D<r> > r + 1.
Dann gilt aber

und da (Ln_x -\- At)^ ±Ckl_1 D^-1' mindestens n-dim ist, existiert sicher ein
d(n-i) ç Ln_ly das Lp_1 und !>„_! zu den gesuchten Lp9 Ln erweitert.

2. Fall

Hier fuhrt eine analoge Diskussion fur (Ln_x rs Bi zum Ziele.

Beispiele

1. k beliebig, m l9t O,p1 p n9q1 q O.

Symmetrisch zur Ungleichung von Wielandt (19).
2. k beliebig, m t l5Pi p,ïi 9f>0,p

Die dazu symmetrische Ungleichung lautet :

Z <xr + E a^ + E fir + Z ^, > E
f—1

2.4.2. Verschieben von Indizes

Durch die beschriebene Beweismethode kônnen zahlreiche weitere Un-
gleiehungen hergeleitet werden.

Zu einem k seien p, g, i, j wie in 2.4.1. definiert, q > 0 (qx q 0 siehe

Beispiel). Dann gilt fur aile

n p q q p

rmmi rm.1 r=l r-l r—1
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Beweis

D AN_t * BN_h, dim D > N — (h + l).

Air+h ^ D Atf+h r> (AN_t r> BN_h) Alr+h r> BN_h Atf,

dim^4tf ^ir(r 1, 2, ...,p).

Bir+l ~ D B>r+l * A*-l Bit* âim Bir > h (r l » 2» •••>?)•

Damit kann der Beweis von (24) wôrtlich auf die Folgen AH c c Alpy

B3l c c B3 ûbertragen werden.

Beispiel

Falls #i # 0, ist 1 0 zu setzen. Ist in Beispiel 1 kn -f h < N, so
hat man auch n n n

Z Vkr > 2 <Xkr+h + Z pN-n-h+r-

Setzt man zu einem k mit n 2m pr gr r (r 1, 2, m), so lautet (24)

Dièse Ungleichung lâBt sich folgendermaBen modifizieren: Fur jede Folge
*ii*2» ••->«•» mit 0 <5r < i2r — k2r_x — 1 (r 1, 2, ...,m) gilt:

Zy*r>X **r+sr + PJf-sr + Z (*N-m+r + /?*_m+r) (26)

h h y h *a — ^ H *5 — 2>..-, ?i K — l> h K—2, wie oben.
OflFensiehtlich ist it + sx < i2 + s2 < < im + sm < im+1 N -f 1 — m und
1 <h—*i<h—*z< -..<?m —«m- Mit 5r fc2r—fc2r_! —l(r= 1,2,...,m)
werden i und ; vertauseht. Der Beweis erfolgt wieder durch das beschriebene
Verfahren und soll hier nur an einem Beispiel durehgefûhrt werden.

Beispiel

k (1, 4, 7, 11), N > 11, t (fci, ^ — 1,^ — 1, ^),
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Fur &! s2 1 bzw. st s2 2 lautet (26)

7u >

wàhrend fur st 2, s2 3 i und 7" vertauscht werden.
Wir beweisen etwa den Fall st $2 2.
I?! cf u43. Dann existiert in ^43© ^ ein Vektor x a -f- 6 ^ o,

beB1: x _L C8. Ist bt A8, so gibt es in [Jl8, 6] ein L3 X Ce • ^3 werde von ar, a",
am -f- 6 aufgespannt. Ist schlieBlich i4 ^ J57 [o], L4 [a, a', a", a"'], so
existiert in I/4© £7 ein y bf + a11" ^o:y ±CW, bf€B7, a"nel^. L

[a, a"", 6, 6'] beweist nach (9), (10) die behauptete Ungleichung. Noch ein-
facher erledigen sich die môglichen Ausnahmefalle, etwa Bx c Az oder
a,€[a'ya",am].

Bemerkungen

1. (24), (25), (26) enthalten fur n — 1 und n 2 bereits die allgemeinste
Ungleichung (vergleiche Sâtze 1', 2;), erfassen hingegen fur n 3 nur Spezial-
fâlle von (23), da stets entweder i2 -f 1 H oder /2 -f 1 jz ist.

Die Méthode des « Verschiebens von Indizes » beschrânkt sich nicht auf die

Herleitung von (25) und (26); aus (24) kônnen dadurch weitere Ungleichungen
gefunden werden.

2. In [11] werden aile w-Tupel i, j, Je die den Bedingungen a) bzw. a')
und a") der Sàtze 1, 2, 3 (respektive 1', 2', 3') genugen, in Indizesmengen

tn __ tn ^n _ j^j zusammengefaBt. Dann folgt eine induktive Définition

von T% (T%), n < N. SchlieBlich wird die Vermutung ausgesprochen,

(i, j, Je) c T* (T%) habe die allgemeine Gultigkeit der Ungleichung (13)

(respektive (15)) zur Folge. Fur aile vorangehenden Ungleichungen ist tat-
sâchlich (i, j, k) € T% (T%); der Beweis dieser Vermutung steht aber vorlâufig
noch aus. Ferner enthâlt [11] ein Beispiel (n 4), das zeigt, daB T^(T^) im
allgemeinen zu eng ist, um aile gûltigen Ungleichungen zu erfassen. Es ist leicht,
weitere Ungleichungen zu beweisen, fur die (i,j,k)i T% ist. Nach (19) ist

ï Lr(m+,)+g + Zpr >ï 2?
yrim+P)+s> m > 1, q > 1, P > 0.

Weil die Eigenwerte immer geordnet angenommen werden, folgt daraus
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q-l q-l j q-l m qm

Z Otr(m+P)+1 + Z Prm+l >~i^ %«r(m+i»)+« +
r—0 r=0 m r=0 ««1

j q-l m q-l
— Z Z yr[m+p)+8 > Z y

r=0 s=l r=0m
Das

mit

heiBt

m + <p-f.lf2m
m+ 1,

(m, 2m

r +

2m

+ 2

jp+i

>, ...,gm +

<? -1)
' — 1) m

¦ (g — 1)

(m

+
P)

+ P)

(27)

Fur m > 2, p > 0, g > 3 ist (i, ?", k) i Tf, iV" > g(m + p), denn die in
Tf enthaltene Bedingung

wird nicht erfullt. Man vergleiche damit auch den Beweis von Satz 3.

Auch durch dièses Verfahren konnen auBer (27) weitere Ungleichungen her-

geleitet werden.
3. Esseien %9 S8>0.
Dann besitzt die Gleichung %x — À%} x o N réelle Eigenwerte

K ^ K ^ • • • ^ %n > 0. Die Eigenvektoren ux, u2, un kônnen gleich-
zeitig bezuglich der zwei Skalarprodukte (x, tyy) (x, y)A, (x, %5y) (x, y)B

orthogonalisiert und ferner bezuglich eines der beiden normiert werden, etwa :

(vT,v8)A Ardrs, (vr, vs)B ôrs9 %vr — Xr%>vr o(r,s 1, 2,

Mit den Spurfunktionen

Ln c i, {xr} o. Basis bzw. (Jjj, {t/r} o. Basis bzw. (,)A, lassen sich die Ex-
tremalprinzipien (1) —(12) auf die Eigenwerte Xr von 31^ — A23#^=o und ^r

von 93a; — v%x o, %T —, ubertragen.
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Zum Beispiel
h + h maximum minimum RAIB(X2)

Xz(z L X2 c Z3

minimum maximum RAIB( Y2)

Yx<zL T,àYl
und

v2 + v3 ~—h y- minimum maximum RBIA(X2)
** ** Xz c L Z2 c Z8

maximum minimum

^,^ Orthogonalitât beziiglich (,)^ bzw. (,)5.
Damit sind die Ungleichungen (16)-(26) bei jeder Zerlegung von 91 gûltig fur

die Eigenwerte klr, X&, Xr von

%x — À1%z o, %x- 2

In «umgekehrter Richtung » gelten sie bei jeder Zerlegung von 33 fur die Eigenwerte

vlr, v2r, vr von

f8xx — vx%x o, f&2x —v2%x o, Sx — i>3lx o, SB SBX + 332.

Zum Beispiel

\ falls i + j < fc + 1.
Vt ~\~ Va *^C V t. Ilî I 2j •- K J

4. Die Ungleichungen dièses Abschnittes wurden (ohne Beweise) zum Teil
schon in [10] verôffentlicht. Die inzwischen erschienene Arbeit [11] gestattet,
sie auch indirekt zu beweisen.

Ein Vorteil der hier beschriebenen Méthode liegt darin, daB sie fur eine rasche

Absehâtzung von Eigenwerten explizite Vorschriften angibt.

3. Operatoren in HiLBERT-R&umen

In diesem Kapitel wird kurz angedeutet, wie die gefundenen Resultate auf
2 wichtige Klassen von selbstadjungierten Operatoren in HiLBERT-Râumen

ubertragen werden kônnen. Im allgemeinen ist der Ûbergang zum unendlichdim.
Falle ohne weiteres môglich, wenn die in Frage stehenden Operatoren einseitig
beschrânkte, rein diskrete Spektren aufweisen.
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3.1. Yollstetige Operatoren

Es sei 3Ï ein vollstetiger selbstadjungierter Operatorin einem HiLBERT-Raum H.

x, (tyx, y) (x, %y) fur aile x, yeH.

Dann bilden seine Eigenwerte zwei monotone, réelle Zahlenfolgen {<*„}, {<*„}•
Jede der beiden Folgen kann leer, endlieh oder abzâhlbar unendlich sein. Trifft
die letzte Môgliehkeit zu, so konvergiert die Folge gegen 0.

Die entsprechenden Eigenvektoren a^, a~ kônnen orthonormiert werden.

Wir wollen im folgenden einfachheitshalber annehmen, die Folgen {<x^},

{&"} (weiter unten auch {/?„}> {?£}) seien unendlich.
Die Funktion RA ist fur aile endlichdim. Teilràume Ln c H (wie in Kapitel 1)

definiert und endlieh.
Aus den bekannten Extremalprinzipien

a+ maximum minimum RA (x) (3+)
Xn c H x<Xn

minimum maximum RA(y) (4+)

folgen deshalb aueh hier

n

E <xf maximum minimum iZ^tXJ (H+)

Xha...ŒXinaH Xn
dira (Zn - XJ ^ r
(r l,2 n)

minimum maximum iî^(rM) (12+)

(r
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Im endlichdim. Falle entspricht jedem Maximumprinzip fur oct ein Minimum-
prinzip fur oc^+i-i und umgekehrt. Dièse Dualitât gilt hier zwischen <x+ und a~.
Zum Beispiel entspricht (11+)

n
S <x^r minimum maximum RA(Xn)9 (H~)

dim (Xn ^ Xif) > r

entsprechend (12~).
Mit zwei vollstetigen selbstadjungierten Operatoren 9Ï, 93 ist auch ihre

Summe (£ 91 + © vollstetig und selbstadjungiert. Vermôge (11*), (12*)
kônnen deshalb die Ungleichungen (16)-(26) fur die Eigenwerte <%* von 91,

/3* von SB und y* von (£ ûbernommen werden.
Zum Beispiel

<*£ + <*tÈ + Ptx + Pî% > Yhx + Yk2 (*"> ?>k w16 in Satz 2) (20+)

n p q q p

Syl >Z"tr +£Ptr +£*ï + SPr (24+)

k= (kx, k2, ...9kn) beliebig, tr(r= 1, 2, p), jr(r 1, 2, q) wiein(24),
und symmetrisch dazu

<*î~ ~f" ^ï~ ~t~ i^r 4" $T ^ yjT "f" YIc (*» ?> ^ wie in (20+)). (20~)

n p q q p

£ Ykr ^ Z <xjr + £ ftjr + 2 <xr -f~ £ Pt (24~)
r«»l r=i r=i r=i r=i

i, j, k wie in (24+).
Der Ûbergang zu den komplementâren Ungleichungen ist im allgemeinen

(das heiBt ohne zusâtzliche Erôrterungen uber die Konvergenz der Reihen
n

E <x+9 nicht gestattet.

DaB die Funktion RA ihre Extremalwerte tatsâchlich annimmt, beruht einzig
auf der Vollstetigkeit von 91. Separabilitât und Vollstândigkeit von H gehen

in den Beweis nicht ein.
Unter dem gemachten Vorbehalt kônnen die Beweise im wesentlichen aus dem

endlichdim. Falle tibernommen werden. Im ubrigen ist es leicht, die Resultate
endlichen (leeren) Folgen {x^},..., {y~} anzupassen. Bricht zum Beispiel {oÇ}

nach nQ(^ 0) Gliedern ab, so sind in (24+) aile <x~ mit n > nQ null zu setzen.

Siehe[5],[6],[14],[17].
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Beispiel: Integraloperatoren

Es sei I [a,b] ein kompaktes Intervall in /?, H L\ und K(s,t) ein
HEBMiTEscher Kern aus L\xl.

Dann ist der Integraloperator

b

x(t)-+y(s) $K(s, t)x(t)dt
a

selbstadjungiert und vollstetig.
Folglich gelten (11=*=), (12±) fur seine Eigenwerte x%. Ferner lassen sich die

Ungleichungen (20±), (24±) usw., auf die Eigenwerte xj, xfn, xfn der Operatoren

Si, $^, i^2 jeder Zerlegung

K(8, t) Kx(89 t) + K2(8, t), Klf K2 HERMITESCh,

anwenden.

3.2. Differentialoperatoren

Zahlreiche DifiFerentialoperatoren der mathematischen Physik weisen ein-
seitig beschrânkte diskrete Spektren auf. Die Anwendung der bewiesenen Sâtze

begegnet deshalb keinen Schwierigkeiten.
Im folgenden wird das Vorgehen an Hand des STUEM-LiouviLLEschen

Eigenwertproblems aufgezeigt.
DifFerentialgleiehung :

(p(t)x'(t))f -q{t)x{t) + Xg(t)x(t) 0

p', q, q stetigin [a, 6], p(t), q(t)9 g(t) > 0 in [a, 6].

Randbedingungen :

xf(a) — ôx(a)=:0

xf(b) + ex(b) 0, <5, e>0.

Die Eigenwerte dieser Differentialgleichung bilden eine monoton zunehmende

Folge, die sich (im Endlichen) nirgends hâuft.

8CMHvol.40
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0< Àx < Aa < < Xn <...-> cx>,

die entsprechenden Eigenfunktionen ^ (J), un (t), sind paarweise ortho-

gonal bez. (x, y)Q Jg(t)x(t)y(t)dt.
a

Der Differentialoperator

{{

ist zunâchst definiert fur aile Funktionen aus C^a,fe], die den Randbedin-
gungen gentigen. In diesem Definitionsbereieh ist D wesentlich-selbst-
adjungiert und positiv.

(X>x,y) (*, Qy) $(p(t)x<(t)y'(t) + q(t)x(t)y(t))dt +

ep(b)x(b)y(b) + ôp{a)x(a)y(a)y

(x,

D wird zu einem selbstadjungierten Operator (mit vollstetigem Inversen)
dureh AbschlieBen des angegebenen Définitionsbereiches bez. der Metrik
(x, !£)#). Durch dièse Erweiterung wird das Spektrum {An} nicht geândert.

Entsprechendes gilt fur die Definitionsbereiche von RDyQi î)1? î)2 (siehe
weiter unten).
Hingegen ist der RAYLEiGHsehe Quotient

2(0 + q(t)x2(t))dt + ep(b)x*(b) + Ôp(a)x2(a)

fur aile x(t) =^ 0 aus C2 definiert und positiv.

Fur die Eigenwerte Àn gilt:

Xn minimum maximum BDtQ(x) RD*Q(un). (3;)

Xn c C2

Die Randbedingungen sind nattirlich; sie brauchen bei dieser Définition von
R°'e von den in (3') zugelassenen Funktionen nicht gefordert zu werden.

Mit (3') gelten auch die Extremalprinzipien fur endliche Summen von Eigen-
werten, und die bewiesenen Ungleichungen sind auf die Eigenwerte der Opera-
toren 3), *X>X, D2 anwendbar.
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mit p^J), p2(t) > 0, (wie fur î>).
Ferner ist

1 1

-y- maximum minimum -^—j—r- usw.
K Xn C C^

U iQ(X)

Damit gelten dieselben Ungleichungen in « umgekehrter Richtung » fur die In-
versen der Eigenwerte Xn, fin, vn von

und

bei jeder Aufspaltung der Masse in g(t) Q1(t) + Q2(t).
Zum Beispiel

1 1 1 > -z h t~ (i,j, k wiein Satz 2).
V>h ?*h vh vh foi **i

Entspreehendes gilt fur die Eigenwertprobleme der Elastizitàtstheorie, die

Energie-Niveaus der ScHRODiNGERgleichung, usw. Siehe [3], [6-10], [16].
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