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Algébres d’opérateurs
non bornés sur un espace de HiLsert

par GEORGES LERESCHE

Introduction

Dans ce travail, § désigne un espace de HILBERT (pour simplifier, on sup-
posera toujours que le corps de base est le corps des complexes C). Par «sous-
espace» de §), nous entendons: sous-espace de la structure hilbertienne (sous-
espace fermé); «sous-espace vectoriel de §» désigne un sous-espace de la struc-
ture d’espace vectoriel sous-jacente de §. L ($) désignera toujours 1’algébre des
opérateurs continus de $)-appelés aussi, par abus de langage, opérateurs bornés.
14 désignera 'opérateur identité sur .

Les méthodes d’investigation algébrique, dans 1’étude des opérateurs de
L($H), ont été largement développées; elles font appel essentiellement & la
théorie des algébres normées. Ces méthodes ne s’étendent pas a 'étude des
opérateurs non bornés. C’est d’ailleurs dans la nature des choses: un opérateur
non borné - encore appelé opérateur sur §, par un abus de langage communé-
ment admis — est un couple (T'; D7), o Dr est le domaine de définition de
Vopérateur 7'; D r est un sous-espace vectoriel de §. En théorie classique (cf.
par exemple [10] et [12]), le « produit » de deux opérateurs est simplement leur
composition en tant qu’applications. Ne tenant pas compte des domaines, un
tel produit ne peut conduire & aucune théorie algébrique.

Des travaux ont été faits, en particulier par FELL et KELLEY (8], pour
étendre certaines algébres d’opérateurs bornés, et atteindre ainsi des opéra-
teurs non bornés. Si U est une algébre de L($)), fortement fermée, abélienne et
unitaire, son spectre de GELFAND Z est un espace stonien (cf. [7]). Si K(Z) est
l'algébre des fonctions contlnues sur Z, & va,leurs complexes, on peut étendre

K(Z) en une algébre K (Z); a toute fonctlon f de K (Z) on peut associer un

opérateur T';, normal non borné sur $ si f n’est pas continue. Si 91 est ’ensemble
des opéra.teurs T; ainsi déﬁms cet ensemble peut étre muni d’une structure

d’algébre transportée de K (Z). Les opérations ainsi définies sur 9 différent des
opérations classiques lorsque les opérateurs ne sont pas bornés. On montre que
tout opérateur normal N de $ appartient & une telle algébre U, extension de
l'algébre fortement fermée engendrée, dans L($), par lg, (lg 4+ N o N*)™?
et No (g + N o N*)* (loc. cit.).

Tra.vaxl réalisé & 1'Institut de mathématiques de ’Université de Neuchétel, avec I'appui du
Fonds national de la Recherche scientifique (rech. 2560 et 3026).
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Il faut cependant remarquer, & propos de ces extensions,

a) que 9 n’est pas isomorphe & une algébre de fonctions continues sur Z;

b) que l'extension n’est faite qu’a partir d’algébres de von NEUMANN de
L($), puisqu’'on part d’'une algébre U unitaire et fortement fermée (cf. [6],
chap. I, § 3, n° 4). On n’obtient ainsi que des algébres dont la «partie bornée »
est une algébre de von NEUMANN de L($)).

Dans [1], BADER et MARTIN introduisent une topologie sur 1’algébre €.

Notre propos, dans le présent travail, est de définir d’une maniére directe des
algebres d’opérateurs non bornés de §, et de prolonger les méthodes algébriques
utilisées dans L($). Nous tentons ainsi de répondre & une question posée a
plusieurs reprises par 1’étude de certains problémes sur les opérateurs non
bornés menée, & I’Université de Neuchatel, par R. BApER. Nous n’apportons
pas une théorie compléte, mais plutét un cadre algébrique et topologique dans
lequel les problémes étudiés puissent étre posés correctement.

Pour les raisons mentionnées plus haut, nous faisons des hypothéses précises
sur le domaine des opérateurs. Nous considérons une classe d’opérateurs dits
réductibles: T est réductible si son domaine contient une famille {§,} de sous-
espaces de §) telle que:

i) 9, réduit 7', et la restriction 7, de T & §, appartient & L($,), V.

ii) U9, est dense dans §.

Nous dirons que 7' est réduit en bornés par la famille {§,}, ou simplement,
réduit-borné par cette famille. Les opérateurs de L($) et les opérateurs normaux
sont réductibles. Nous supposerons, ce qui n’est pas une restriction, que la
famille {§,}, ordonnée par inclusion, est filtrante croissante.

Nous sommes ainsi amenés & considérer les couples (7';{$,}); si (T'; {Sj,,}
appartient & 1’ensemble de ces couples, il en est de méme de (7*; {H,});

posséde alors un prolongement fermé T, unique, tel que (T; {9a}) appartlenne

a I’ensemble considéré. T est la fermeture de 7.
Si maintenant on pose

(T;{9Ha}) = (T"; {Hg})

si et seulement si 7' = 7", on définit, par passage au quotient, ’ensemble des

opérateurs fermés réductibles, qu’on notera L($)). C’est sur cet ensemble que nous
—

introduirons des opérations, partiellement définies, et des structures d’algébres,
munies de topologies compatibles avec les structures d’espaces vectoriels. Ce-
pendant, ’ensemble L (§) est encore trop riche pour permettre la généralisation

e

de certaines théories, en particulier celle des algébres de von NEUMANN. Cest
pourquoi nous introduisons les opérateurs de type «normal ou borné», plus
briévement appelés opérateurs de type (nb). Cette classe d’opérateurs fermés
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réductibles englobe encore les opérateurs normaux, et, naturellement, L($)).
Elle contient donc les xk-algébres abéliennes, dont nous étudions la structure
algébrique et topologique. C’est dans ce cadre que nous tentons de généraliser
la notion d’algébre de von NEUMANN.

La derniére partie du travail est consacrée a la généralisation de I’isomor-
phisme de GELFAND et de la notion de spectre (de GELFAND) des k-algébres
abéliennes. Un prolongement de cet isomorphisme y est également étudié.

Ce travail, élaboré dans le cadre d’une collaboration & des recherches de
R. BADER, doit beaucoup & ce dernier; il a fait ’objet de discussions nombreuses;
les idées et suggestions ne m’ont ainsi pas manqué, qui ont souvent donné &
mon travail une orientation et une impulsion décisives, tout en me permettant

d’éviter un certain nombre d’erreurs... J’en exprime ma vive reconnaissance
a M. R. BADER.

Chap. I Systémes inductifs d’espaces de HILBERT
1. Définition générale

Soit J = {Hy}ses, une famille d’espaces de HILBERT, ou J est un ensemble
ordonné (la relation d’ordre étant notée « <»), filtrant a droite.

Pour tout couple («; B) d’indices de J tel que &« < §, on suppose qu’il existe
une application gg,, linéaire et isoméirique, de $, dans Hg:

g
$u 1% 94,
les conditions suivantes étant réalisées:
) x<B<y=>g,8°098s = 9y8;
ii) g,, = identité, V «.

On notera que gg, est continue et que, sous les conditions énoncées, {Das 9o}
constitue un systéme inductif d’espaces de HILBERT.

Désignons par E la limite inductive des §, (lim d’ensembles):

E =1lim $,.
9, désignera I’application canonique (cf. [2], p. 89):

Io: Hu—> L.

98, étant injective, il en est de méme de g,.
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D’autre part, E est muni d’'une structure naturelle d’espace vectoriel
pour laquelle g, est linéaire. Nous choisissons, sur £, la topologie localement
convexe la plus fine pour laquelle, V«, g, soit continue (cf. [5a], p. 13);
on P'appellera topologie limite inductive; elle fait de £ un espace vectoriel
topologique localement convexe.

2. Produit scalaire sur E. Systéme inductif de sous-espaces
d’un espace de HILBERT

Rappelons d’abord que {$,X Hqy, s X gpo} constitue un systéme inductif,
et que E x E s’identifie canoniquement & lim (§, X §,) (cf. [2], pp. 97 et 98).

Soit alors (x, ¥) = (9,%y> 9u¥s) e EX E ;—-l:;pplica.tion

g:(z,y) (1Y) = (24 1 Ya)>

ou (z, |y,) désigne le produit scalaire sur §,, est une forme sesquilinéaire

continue sur £ X ¥ ; en effet, g o €tant une isométrie, il est immédiat que (z|y)
ne dépend pas de «; en outre, V«, la composition

%9, —> ExE s C

(Tas Ya) (% | Ya)

est continue, d’ou la continuité de o ([5a], p. 13). Enfin, ¢ est positive non
dégénérée, et E peut étre muni d’une structure d’espace préhilbertien séparé,
noté E,. L’application ¢,: $,— E, est isométrique, donc continue; la topo-
logie de E est plus fine que celle de £ . £ est séparé.

Soit §, le complété de E,. L’injection canonique g, permet d’identifier §, a un
sous-espace de §); en outre, dans cette identification, & < = g,(H,) < g(Hp):
car gu(xa) =4gpo° gﬂa(xa)'

- Ainsi le systéme inductif {$,, gg.} peut étre réalisé par une famille de sous
espaces d’un espace de HILBERT §), ordonnée par inclusion, la réunion des sous
espaces étant dense dans §).

Inversément, soit §, un espace de HILBERT, et = {§,},cs, une famille
de sous-espaces, de réunion dense dans §), ordonnée filtrante & droite par
inclusion; posons & < f lorsque $, c $g, et désignons par gg, linjection
naturelle de $, dans §g. Alors {§),, gg,} est un systéme inductif d’espaces de
Hn.erT. Dés maintenant nous admettrons done la définition suivante:
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Définition. On appelle systéme inductif d’espaces de Hirserr toute famille de
sous-espaces d’un espace de HiLBrrr §), ordonnée filtrante a droite par inclusion, la
réunton des sous-espaces de la famille étant dense dans .

Si {9, est un systéme inductif de sous-espaces de §), et si p, est le projecteur

orthogonal de § sur 9, {p,} sera le systéme de projecteurs associé au systéme
inductif {§,}.

3. Propriétés des systémes inductifs

Nous utiliserons par la suite, sans autre référence, les propriétés élémentaires
des systémes inductifs que nous donnons ici:

Lemme. Soit{$),}, un systéme inductif de sous-espaces de §; les deux propriétés
sutvantes sont équivalentes:

i) U9, est dense dans §;
il) pyx =0, Voo = 2 =0 (cf. [5a], p. 31).

Proposition. Soient {H,}, {Hg} deux systémes inductifs de sous-espaces de $;
si, Voo, VB, py o pg = Pg o Py, alors {Ho, N Hp} est un systéme inductif de sous-
espaces de §).

Démonstration. a) Il est facile de voir que {$, N Hg}, ordonné par inclusion,
est encore filtrant croissant.

b) pyopgr=0=x =0, Va,Vf, z¢H; en effet, en appliquant deux fois
le lemme, on a:

Vo, ppopge=0=>pgx =0 — et ceci, Vg, d’ou = 0.
Ainsi U ($,N Hp) est dense dans §, cqfd.
a, B

Chap. II L’ensemble L ($)

—_—

1. Convergence suivant «

Soit § = {§,} s, un systéme inductif de sous-espaces de §.J étant ordonné
filtrant croissant, on appelle section de J relative & x le sous-ensemble de J :

S(x) = {f;x < p}

(cf. [3a], p. 67). Les sections de J engendrent un filtre appelé filire des sections
de J.
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Définition 1. Une application f: J — Y, ou Y est un espace topologique, con-
verge suivant o st f converge suitvant le filtre des sections de J; on notera

f(a)j;y ou lim, f(x) = y.

Lemme. {$,} étant un systéme inductif de sous-espaces de $, Vze$, Uappli-
cation

dist (94, x)

(0,4

converge vers 0 suivant « .

Démonstration. a) Par définition, dist (9,, ) = inf {||y, — x||}; alors
x < f = dist (Hg, z) < dist (H,, z). Va€da

b) U$, dense dans § => 3 une suite y, de U$H,, telle que lim,y, = x:
Ve>0, 3N() tel que dist (H,, %) <e, dou, en vertu de a),

f(8(xye)) < [0, e[, cqfd.

Proposition 1. S {H,} est un systéme inductif de sous-espacesde §y, et (x,) e [ H,;
si, de plus, Papplication & ~~— x, de J dans § converge, alors (x,) définit un
élément x de §. Réciproquement, Vx, xe$ => x = lim, p, x, et (p,x)ellH,.
Cette proposition résulte de ce qui précéde.

2. Opérateurs réductibles

Sans autre mention ultérieure, les opérateurs qu’on considére ici sont &
domaine dense dans §. 7' désignant un tel opérateur, Dr désignera son do-
maine; c¢’est un sous-espace vectoriel de §), et 7' applique linéairement 9r
dans §. S, T étant deux opérateurs, on désignera par S o 7' la composition des
applications — produit des opérateurs au sens classique (cf. [10], [12]). Il faut
remarquer que g, n'est pas forcément dense dans §.

S c T signifiera que Ds ¢ Dy, et que T| Dy = S; on dira aussi que 7
prolonge 8. T = 8§ équivaut & 7' < S et S < T.

T* désignera I'adjoint de 7' — D, n’est pas forcément dense dans ).

Définition 2. Soient T', un opérateur sur §, et 9,, un sous-espace de $; on
dira que §, réduit T s

PeoT € Top, (cf.[12], pp. 31 et ss).
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On remarquera que si §, réduit 7', §, et ;- sont stables par T' (nous désignons
ici par $; le complément orthogonal de §, dans §). Si on pose T, = T'| H,,
T:=T|9HL, alors

H, réduit TS T =T, D TL (loc. cit.).
I1 faut noter que §,, H.- stables par T =» §, réduit 7. Dans ce cas, on a
seulement
Ta @ T&L ; T.
I1 y a deux cas, néanmoins, ou la réductibilité équivaut & une condition de
stabilité :

a) 8l TeL(9), et si §, est stable par T et T*, alors §, réduit 7’ ([12], p. 33).
b) Plus généralement.

Proposition 2. 8: T' est fermé, et s1 ), est stable par T et T*, avec T eL(H,),
Trel(9,) —on Ty et T'x sont les restrictions @ , de T et T* - alors $, réduit T.

Démonstration. Comme p,eL($), on a
(PpgoeTY* =T*op, ([10], pp. 297, 298);
en outre, par hypothése, 7* o p,eL($), d’ou (py o T)*eL($H). Alors
(Do 0 T 0 Pa)* = Pu o (Py 0 T)* = Py o T* o py;
9. étant stable par T' et T'*, cette relation équivaut &
(T o po)* = T* o Py,
d’olr
(T o p)** = (T 0 p)* D Py o T,
comme 7T o p, et T sont fermés, on a finalement ([10], p. 302)
Top, D pyoT cqfd.
Proposition 3. S: §, réduit T, H, rédust T, et
T* = (T)* ® (T4)*;

done T*|H, = (T19y)* = adjoint, dans L(9,), de T |DHy.



288 GEORGES LERESCHE

Démonstration.
PeoT € Top,=p,oT* ¢ T*op, ([10], p. 298, j).

En outre, 97N $, est dense dans §,; en effet, soit z,€$, :

z, = lim, z,, ou {z,} est une suite ¢ QDr;
alors
lim, p, z, = p, %, = %, (continuité de p,), et {p,z,.} € Dr par hypothése.
Alors (T',)* — adjoint, dans L($),), de T'| §, — existe; ’égalité de la proposition 3
est alors un résultat classique ([12], p. 32).

Définition 3. St §, réduit T, et st Ty e L(9,), nous dirons que $, réduit T en
borné, ou que T est réduit borné par $,.
La proposition 3 a pour corollaire:

Corollaire. $,, Hg réduisant T' en bornés, si T est fermé, H,N Hp et Dy~ D
réduisent T en bornés?).

Démonstration. Posons $, = H N Hp; Hys 95 N Has O N Hp sont stables
par T' et T'*, qui sont bornés sur chacun d’eux (pour 7'*, cela résulte de la propo-
gition 3); donc 7' est réduit borné par chacun d’eux, ainsi que par

9V H =9, D H; N H. @ H; N Hp-

Définition 4. Un opérateur T est dit réductible 8’il existe un systéme inductif
{9} de sous-espaces de $), ot chaque ), réduit T en un opérateur borné T, .
Sous les conditions de la définition 4, on dira que T est réduit borné sur {$,}.

Proposition 4. T réduit borné sur {,} = T* réduit borné sur {9,}.
C’est une conséquence immédiate de la proposition 3.

Corollaire. Sous les conditions de la proposition 4, T admet un prolongement
fermé, réductible sur {$),} .

Eneffet, UH, © Dpx= Dy partout dense dans §, et 7' a un prolongement
fermé, en vertu d’un théoréme classique ([12], p. 30). En particulier, 7**,
prolongement fermé minimal de 7', est la fermeture de T', et T** est réductible
sur {$,} (proposition 4).

1) Ha v $Hp désigne la réunion hilbertienne, c’est-a-dire le plus petit sous-espace de § contenant

Ha U Hs.
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3. Une propriété des opérateurs réductibles

Théoréme 1. Soit T, un opérateur réductible, réduit borné sur {§,}; soit
T'=T|U$9,; lafermeturede T' estégale ala fermeturede T.

Démonstration. Soient 7', 7", les fermetures de T et 7.
T cT=T cT.
Montrons que, réciproquement, T c T', et méme, plus simplement, que
T c T
On sait que fermer un opérateur équivaut & fermer son graphe (cf. [10], p. 301);

autrement dit, Gr(f’) = adh. Gr(7").
Montrons alors le

Lemme. QD7 ={z; 29, T o p, z — y}.
«

Démonstration. a) Soit (z,y),avec im 7" o pyz = y: Vn, o (n), a,(n),
tels que 1
x>0 (n) = || pyxr — x|l <;

1
x> o(m) = || T opyx —yll <7
soit alors «(n) majorant «,(n) (1 = 1, 2), et z, = Py, *:

lim,z, = l

= (z, y)e adh. Gr(T") ([10], pp. 297, 301).
lim, 7'z, = y |
b) Soit (x, y)e adh. Gr(7"): 3 une suite z, de U$H, telle que lim,x, = = et
lim, 7"z, = y (loc. cit.); alors

1) limn y 29 Vi z,) = Do Y . e
) par continuité de p, .
hmn PuZn = Py

D’autre part
T"cT

= py ol C pyol € Top, =T opy="Tyopy;
PeoT © Top,
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d’ou

ii) 7" est réduit borné par $,;

iii) lim,, 7" o py 2, = lim,, T, o p, , = T’ o p, « (continuite de 7'.);
mais & cause de ii), et z,€¢9,,, Vn, ona

T op,2, = pyo T z,, dou;

iiii) lim, p, o T2, = lim, p, o "z, = 1" o p, x (iii), et de i) et iiii) résulte
alors:
ch, p(!y _ T, OPaxa
d’out
lim, 7" o p,x = y, cqfd.

La démonstration du théoréme s’achéve alors ainsi:

2eDp=>lim p,oTae=Tx=y,
et
PpoTx=Top,x =T op,z, dol zeDj .

Donec T c 1—‘—’, car, toujours pour ze 9,
Tz = lim, 7" op,z =lim, Top,x =Tz cqfd

Remarque. Parmi les opérateurs réductibles, il y a naturellement les opéra-
teurs continus de §), mais aussi les opérateurs normaux, en vertu de théorémes
classiques ([12], pp. 32, 48 et ss).

4. Systémes induectifs d’opérateurs bornés

Définition 5. Soit {H,}, un systéme inductif de sous-espaces de §; on appellera
systéme inductif d’opérateurs bornés sur § toute famille (T,)eIIL(9H,), telle que
Da € Do = Dy réduit Ty, et Ty |H, = T,.

Si p,, estle projecteur de £, sur $,, onadonc py, 0T, = Ty o Py -

Proposition 5. Sous les conditions de la définition 5, & (T,) est associé un
opérateur fermé reductible T, réduit borné sur {$,} .

Démonstration. Soit 7", défini sur U$,, par T'z = Tz si zeH,. On
vérifie immédiatement que 7"z ne dépend pas de 'indice «, et que c’est un

opérateur linéaire — en fait, 7 = lim 7', au sens de [2], § 7, no 6.
—_—
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De plus, 7" est réduit borné par §),; en effet, 7’ o p,eL($), d’olt
91)“01" == @TI c @T’o Dy ;
soit alors x e QD :
PooT'z =T op,x,

car ze$, , pour un certain indice &', et on peut supposer « < «' — sinon on
remplacerait «’' par un majorant de («, «’') —; alors

PeoT' 2 =pyoToi® = Pogr 0Ty =Ty 0 Po® =T o p,2;

on a bien p,oT' < T' o p,, et ceci V. Ainsi 7" est réductible, et admet un

prolongement fermé 7', réductible sur {§,} (corollaire de la proposition 4, § 2)
cqfd.

Remarques. i) Qp = {z; T o p, * — y};
X

ii) Si (S,) est un second systéme inductif d’opérateurs bornés, auquel est
associé S,

Vo,8, =T, < S8S=T

(en vertu du théoréme 1).
Deés maintenant on désignera par L($) Uensemble des opérateurs fermés réduc-

tibles de §). 7
L($) est x-stable (proposition 4, § 2). En vertu du théoréme 1, 7' fermé

réductible sur {§,} est maximal fermé réductible sur {$,}. En particulier,
Tel(H), T c T* =T = T*

Enfin, 7' réductible et partout défini = T'eL($) ([10], théoréme p. 303).

Définition 6. Deux systémes inductifs d’opérateurs bornés (T,) et (T g), définis
sur deux systémes inductifs {9} et {Hg}, seront dits équivalents s’ils définissent le
méme opérateur de L($).

Proposition 6. Sz {$ g} estun sous-systeme inductif de {9}, et (T'g), la restriction
@ {9} d’'un systéme inductif d’opérateurs bornés (T',) défini sur {$,}, (T,) et (T'g)
sont équivalents.

Démonstration.
(Ty) ~~— T e f@);
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T est réduit borné sur {§,}; soit 7" = T'| U Hg; en vertu du théoréme 1, la
fermeture de 7" est égale & 7'; or la fermeture de 7" est précisément ’opérateur
de L(9) associé & (T'g), cqfd.

Introduisons encore une définition commode pour la suite:

Définition 7. M c L(H), M* = {T*; T« M}, on dira que M est auto-adjoint
— ou M x-stable — st M = J*,

Chap. III  Algébres de L (9)
1. Systémes projectifs d’algébres d’opérateurs bornés

Soit J = {Hs} ey, unsystéme inductif de sous-espacesde §, et, V&, 4, une
algébre d’opérateurs bornés sur H,: A4, < L($H,).

Définition 1. On dira que {A,} est un systéme projectif d’algébres d’opérateurs
bornés si:
o, Bed, a <P, Tgpedpg =, réduit Tp et Tg|Hye4,.

Sous les conditions de la définition 1, si « < §, on & un homomorphisme ¢,g
d’algébres:
4,2 4,

Tﬂ‘gaWTﬁs

ou

et il est immédiat que
i) @u, = identité;
i) a <B<y = @up0Pp, = Pyy-

Par passage & la limite projective, on obtient donc une algébre (abstraite)

A=1mA,.

Proposition 1. L’algébre A s’identifie canoniquement & un ensemble — encore
noté A ~ d’opérateurs de L(9).

Démonstration. 11 résulte immédiatement de la définition de lim 4, que si
P a—
(T,) € im A,, (T,) est un systéme inductif d’opérateurs bornés (chap. II, no 4).

En ver‘tﬁt; de la proposition 5 du chap. I1, et de la remarque ii) qui la suit, on
a une injection 'P
A— L(9H), cqfd.
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Remarques. i) Si, Vo, 4, est x-stable dans L(§),), alors A est une algébre
involutive.

ii) Si, V&, 4, est abélienne, A est abélienne.

2. Topologies sur 4 = lim 4,

Sous les conditions du no 1, munissons 4, de la topologie induite par la
topologie normique de L($,). On a évidemment

Heap(T) Il < 11 TgII;

ainsi @,g est un homomorphisme continu, et A peut étre munie de la topologie
limite projective des topologies normiques ([3a], I, § 4, no 4). Cette topologie
est compatible avec la structure d’algebre de 4 ([5a], § 3, no 13), et nous
I'appellerons topologie uniforme.

De méme, la topologie faible de L($,) induit, sur 4, une topologie définie
par les semi-normes

Pz, u, (Ta) = l (Ta Ty | ya)l ’

ol (Zy; Yo) €Da X Dos Tue Ay ([6], P- 33); si, pour & < B, gg, désigne l'injection

9Bu
De B 9Hp (cf. chap. I),

et si TﬂeAB, on a
I ((Paﬂ (Tﬁ) Zy | ym) l = I (Tﬁ °9Ba (xa) I 98« (yrx)) ‘
ou encore
Pz,v, (‘paﬁ(Tﬁ)) = paga (24), 9px (¥s) (Tﬂ)

Ainsi @, g est continu pour les topologies faibles; nous appellerons topologie
faible sur 4 la topologie limite projective des topologies faibles. Cette topologie
est compatible avec la structure d’espace vectoriel de A. En outre, la multi-
plication sur A est séparement continue pour cette topologie, puisqu’il en est
ainsi sur chaque 4, ([6], p. 34).

Remarque. On peut considérer 4 comme une algébre de L(E), espace des
endomorphismes continus de ’espace vectoriel topologique

E =1lim §, (cf. chap. I);

(x,y)eEXE, TelL(E), Papplication
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7 FPes, (Txly)l

est une semi-norme sur L(¥); la topologie définie sur L(E) par le systéme de
semi-normes {p, ,} ..y e gx g induit sur 4 la topologie faible, comme on peut le
vérifier sans peine.

3. L’algébre L(9)q

—

Soit J = {He}ues, un systeme inductif de sous-espaces de ), et soit
L(9)y ={T;Tel(9H), T réduit borné sur J}.

S, Tel(9H)y, posons S, T, pour les restrictions de S et T' & H,. Il est immé-

diat que TS':o W) Ss + T, (T, (AT,) sont des systémes inductifs d’opéra-

teurs bornés (Chap. 11, no 4). Les opérateurs de L(§))y canoniquement associés

& ces systémes inductifs seront notés respectivement S7', 8 + T, T*, AT.
Ainsi, L ($)y est muni de maniére naturelle d’une structure d’algébre involutive.

Soit,p—;:u' xed, p,, application
L($)y—> L(Sa)
T—~——7T,,

et posons L, = @[L($)]; @y €st un homomorphisme de L($)y sur une sous-

algébre de L($,); de—;ﬁls, {L,} est un systéme projectif d’algebres d’opérateurs
bornés; enfin, pour &« < §, le schéma

L($)g 2 L,
.
N s
Lg

est évidemment commutatif. Ainsi, {p,} est un systéme projectif d’homo-
morphismes. Alors, ¢ = lim ¢, ([2], § 7, no 2) est un homomorphisme de
L($)y dans Lim L. -

R e ‘—-——

Proposition 2. ¢ est un isomorphisme de L(§)y sur lim L,.
—_— <«

Démonstration. Notons encore y I'injection canonique
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im L, — L(9H) (cf. §2);
“«— —

ona Im(y) C L(H)y, et pog est l'identité, en vertu du théoréme 1. De
méme, @ oy est l'identité sur lim L,, cqfd.

L(9)y étant identifiée canoniquement & lim L,, nous considérerons, sur
—_— <—

i(_Sj’)‘.-,’ , les topologies uniforme et faible telles qu’elles ont été définies plus haut.

Proposition 3. Soit 4 c L(H)y: st A est fermé (pour Pune quelconque des
topologies) dans L(9)y, on a
A = lim ¢, (A). (cf. [3a], p. 54).

Proposition 4. Soit {4,, ¢,p}, un systéme projectif d’algébres d’opérateurs
bornés, et soit, pour tout «, W, Uadhérence faible de A, dans L($,); {U,} est un
systéme projectif d’algébres d’opérateurs bornés.

Démonstration. i) U, est un espace vectoriel; de plus, la multiplication, sur
L($,), étant séparément faiblement continue ([6], p. 34), on en conclut sans
peine que A, est une algébre.

ii) Soit, pour & < f, p,g, le projecteur de Hgsur H,. Soit {p,g}’, le commu-
tant de p,g dans L(9g) : {p,p}’ est faiblement fermé; en effet, c’est le noyau de
I'endomorphisme continu de L($g): Sg~~—> Sgo peg — pyp o Sg- Or, par hypo-
thése, A4 g C {Pap}’, d’ol, également, g. Ainsi, Pop 5€ prolonge a g, et, par
continuité, ¢,g(Ag) = U,.

iii) Enfin, les propriétés de transitivité des ¢,g se prolongent également par
continuité, ce qui achéve la démonstration.

Si, par exemple, on revient & L($)y, et si l; est I’adhérence faible de L, on

—

aura, en particulier & cause de la proposition 5 du chap. II, I’égalité d’ensembles
L(H)g = lim L, = lim L,;

de plus, les topologies limites projectives sont les mémes. En effet, L , L, sont
munis de la topologie induite de la topologie faible de L($),); des propriétés des
topologies-produits ([3a], p. 50, corollaire de la prop. 3), et de la transitivité des
topologies induites résulte que les topologies induites sur L(§)y (identifié & un

Sous-ensemble de IIL($,)) par IIL,, L, et IT L(ﬁa)“—s—c;nt identiques. 11

en est encore de méme si, dans ce qui précéde, on remplace «faible» par «uni-
forme »
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Soient maintenant: K = {Hgleexs I = {Do}ues, deux systémes inductifs,
avec & c J. On a une injection évidente (prop. 6 du chap. IT)

{ (5)3 L(D)s

Proposition 5. ®gy est continue, L(Sj)s et L(Sj)R étant tous deuzx munis de la
topologie faible — ou uniforme.

Démonstration. VfeK, on a le schéma commutatif

(5)3 “_" 55)3

\Qs l Ps s

L(bs) 5

Pps © Pgy 6tant continu, Pgq est continu, cqfd.

4. Opérations sur L($)

Définition 2. Sotent S, T e L($); on dira que S et T sont composables 8’1l existe un
—_
systéme inductif J = {Hy}.cs de sous-espacesde § réduisant S et T en bornés.

Proposition 6. 8, T étant composables, les opérateurs ST, 8 + T, définis dans
L(D)y, sont indépendants de 3.
—_—

Démonstration. Supposons que S et 7' soient composables sur deux sys-
témes inductifs J = {H,}, et | = {Hp} — et supposons, ce qui est toujours
réalisable, que {0} appartient & & et J. Soit alors

L ={H,v gﬂ} (cf. note 1, p. 288).

Comme, par exemple, H,v {0} =9H,, ona KR c L, et J c L.
En vertu de ce qui a été vu au chap. II (corollaire de la prop. 3 et prop. 6),

L)1 LG = LS)s,

et, compte tenu de ce qui vient d’étre fait (chap. I1I, no 3),on a
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{-_(_{533 N f@a = 5&3)2,
d’ou la proposition 6.

Remarque. La relation «étre composables» n’est pas transitive, et les opé-
rations définies ci-dessus ne sont que partiellement définies.

Si T < L(H), on dira que T est un ensemble d’opérateurs composables s’il
—_—
existe un systeme inductif J tel que T  L($)y. Les opérations étant définies
—

comme on vient de le voir, si 8,7, U sont des opérateurs de I, on a évidem-
ment

S(TU)= (ST) U
S+T)VU=8U+TU
(STY* = T*8*
(8 + T)* = §* + T*.

On notera encore que, si $,¢J, ST |9, = S, T,, et que, par conséquent,
en vertu du théoréme 1, ST est la fermeturede So 7T ;si S, T el (), ST =8-T.

Définition 3. Soient S, T eL(S9), on dira que S et T commutent, ce qu’on notera

—_—

S8 . T,s S et T sont composables et si ST = T'8.
Soient S, T'eL(H)y, ou J = {H,}; on a

Proposition 7. S . T S VH, eI, Sop, . T o p,.
Démonstration. Par hypothése, S o p,, T o pyel(9); de plus,
(Sopa)(Topa) = S°T°pa: SaoTaopa = TaOSaopuz (Topa)(sopa)°

Réciproquement, si
(So Do) (T opy) = (T © Pq) (S ° Py)>

SoT opy="To80p,,

on a

et, par restriction & §,, S, 0T, = T,08,, VHeeJ, d’ou
ST =TS8, cqfd.

La notion de commutation introduite ici doit étre comparée & la notion
classique. Rappelons que si B et T sont des opérateurs sur §, avec BeL($),
B et T commutent (au sens classique) si

20 CMH vol. 40
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BoT & T o B,

coequonnote B_T (ouT _B,ToB 2 BoT) (cf. [10], p. 298).
Si B et T sont bornés, les deux notions coincident. Plus généralement, on a:

Proposition 8. B, TeL(9), avec B borné,alors B . T= B _T.

Démonstration. BT = TB prolonge BoT et T o B; il suffit donc de
vérifier que Dz, C Dy, 5, Ouencore, puisque Vg, = D7, que V7 € Dyop.

Les notations étant inchangées, par hypothése, 3 J avec B, TelL(9)y.
xeDp &> T, op,x converge (cf.chap.Il, no 4,rem.i). Montrons que ~ —

xeDr = BxeDr (ou:T,op,(Bzx) converge),
ce qui démontrera la proposition:
TyopyoBx=T,0Bop,x (car, par hypothése, Bp, = p, B);
puis
T,oBop,x=T,0B,op,x = B,oT,op,x (parhypothésede commutation), et
By oT,opyx = B(T,o0p,x).

Or T, op,x converge par hypotheése, et, par continuité de B, B(T, o p,)
converge, cqfd.

Remarque. B _ T=> B . T, car il faut supposer en outre que B et 7' sont
composables. De plus, S . 7T peut étre défini alors que S _ 7' ne I’est pas (cas olt
S et T' ne sont pas bornés).

Définition 4. Si NeL(9), et N . N*, N est dit normal. Cette définition est

équivalente & la définition classique (cf. [12], V, 4): NV est normal si N est fermé
et si NoN*= N*oN. En effet, si N est normal au sens classique, N est
réductible ([12], VIII, 1) et No N* = N*oc N = N . N*.

Réciproquement, soit NelL($)y, avec NN* = N*N. Alors, V$H,eJ,

N, est normal au sens classique, et on a (loc. cit.):

| Noopaz|l = || NG o p|| VHeH.
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De cette égalité résulte: V H,, HpeJ,
| Ngopaz — Ngopgz|| = || N7 opyx — N oppzl|,

car si yeJ, y majorant « et 8, et si p,, et pg, sont les projecteurs de §,, respec-
tivement sur §, et Hg, on a

Naopax—Nﬁ°pﬂx=Nyopyc’(pay——pﬂy)opyx:Nyopyy

et, de méme,
Nyop,x —Njopgr=...=NJop,y.

De 14 résulte que
N, op,x converge €& N%op,xz converge,
donc 9y = Q.. Enfin,
| Nz|| = lim, || Nyo puz||, d’ott [[Nz|| = || N*z]|, Vze Dy,

ce qui équivaut également & N normal au sens classique (loc. cit.).

Définition 5. Soit M < L(H), ondira que M est abéliensi S . T VS, VT M.

En vertu de ce qui précéde, si It est abélien et auto-adjoint, les opérateurs de
I sont normaux.

Chap.IV Les opérateurs de type «normal ou borné» (type (nb)).
1. Remarques préliminaires

Soit £, un ensemble, muni d’une relation notée v; si A c F, notons
A = {z; xeE, xvyVyed};
on notera A" = (A'), etec.; ona @' = E.

Propriété 1. B c A = B o 4.
Propriété 2. v symétrique => 4 < A".

Propriété 3. v symétrique = i) 4’ = 4" = ...
ii) 4" = AV = ...
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Eneffet, A’ c (4')" = A" (propr. 2); mais on a successivement: 4 — A4’,
d’ou A’ o (A") = A", ce qui démontre 3, i); en outre i) = ii).
Si E est muni d’une opération partiellement définie, notée xy, et si on pose
xy et yx définis

rty &
ry = yx,

A' s’appelle le commutant de A dans E, A", le bicommutant.
La relation de commutation ainsi définie est symétrique, et on a encore la
propriété suivante:

Propriété 4. A" est le plus petit ensemble égal & son bicommutant et
contenant 4.

En effet, si A c Bc A", avec B = B”, alors A" ¢ B" = B; d’ou
A" = B".

Enfin, et sans supposer la relation symétrique, on a la

Propriété 5. (A UB) =A'nB'; (AnB) o A'UB.

2. La condition (nb)

Définition 1. Soit T eL($); on dira que T est de type (nb) — i.e.: normal ou

borné — ’il satisfait a la condition suivante: 3 un systéme inductif {§),} réduisant
T en bornés, et tel que , ’
{T,T*} < {p},

ot {p,} est le systéme de projecteurs associé 4 {§,}, {T, T*}',{p,}’ étantles commutants
dans L(9).
—_—
Les projecteurs p, jouissent, en un certain sens, de propriétés de projecteurs
spectraux. On dira que {p,} est une (nb)-famille de projecteurs de 7'.

Remarques. i) TeL($H) =T de type (nb), car {§,} = {§} satisfait a la
_condition (nb);
ii) a) S=8* 8 . T, T detype (nb)=8 . p,;;
b) T' auto-adjoint de type (nd), S . T=8 . p,.

Proposition 1. 7' auto-adjoint = T de type (nb).

Démonstration. On sait construire (cf. [10], p. 312) une suite {$,} de sous-
espaces orthogonaux deux-a-deux, et tels que:
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i) 9, réduit 7' en un opérateur auto-adjoint borné.

ii) Bel(9), B__ T = B réduit (borné) par {$,}.

Soit {H,}, le systéme inductif engendré par {§,} — en faisant les sommes
finies de §),. Ce systéme jouit encore des propriétés i) et ii), en particulier &
cause de la proposition 2 et du corollaire de la proposition 3 du chap. II.

Soit SelL(9H), avec S_. T; 3 un systéme inductif {§,} réduisant S et T en

bornés (8,), (Ty), avec Sy o T, =T, ,08,. Alors Sop, _T:
SopuOT c SOTopaz TOSopa;
Sopel(D), Pacl(H) =S op, . py o6 py . p; (i1)).
D’ou
8o (PuoPe) o PouoPe= Pio(PooPo)s
et {H,N H,} est un systéme inductif (chap. I, 3), d’ou S . p, (chap. III,

prop. 7), cqfd.
De la proposition 1 et de sa démonstration résultent:

Corollaire 1. B borné, T auto-adjoint, B_T = B _. T (en d’autres termes,
lorsque B est borné, et 7' auto-adjoint, la commutation «classique» est équi-
valente & la commutation introduite ici).

Corollaire 2. T = T* = toute (nb)-famille de projecteurs de T est abélienne.
Eneffet, T . T =T . p,= p,_ p, (on utilise la remarque ii) b) ci-dessus).

Corollaire 3. 7' = T* = la réunion de toutes les (nb)-familles de T est une
(nb)-famille de T .

Démonstration. Soit {p,}, la réunion des (nb)-familles de projecteurs de 7';
comme plus haut, on vérifie que c’est une famille abélienne, et alors
Po + Pg — Py pg majore p, et pg, et il suffit de vérifier que p, + pg — p,ppg est
encore un projecteur de la famille, autrement dit que

S.T=8_ (P + Pp— PaPp);

mais S . T sous-entend: IJ, avec S, Tel($H)y; mais alors on a aussi

—_
o} © L($)y, et en opérant dans cette algébre, on a sans peine
—_

8 (py + Pp — PaPp) = (D + Pp — PaPp) S
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Définition 2. On appellera (nb)-famille totale d’un opérateur auto-adjoint la
réunson de toutes ses (nb)-familles.

3. Commutants dans ’ensemble des opérateurs de type (nb)

Soit P, un ensemble d’opérateurs de type (nd); on désignera dés maintenant
par I, IM”, ete., les commutants successifs de M dans I’ensemble des opérateurs
de type (nb). La commutation étant une relation symétrique, on appliquera
sans autre les propriétés établies au no 1.

Proposition 2. Soit 4, une algébre de L(H); st M < A, alors M N A est
une algébre. -

Démonstration. Soient S8, UeM' N A4, et TeIN; alors S+ U et SU
appartiennent & 4, et comme It < A, on a, en opérant dans 4 :

S+ T =8T+UT=T8+TU="T(S + U),

et l]a méme chose avec SU, ce qui montre que S + U et SU sont dans IR,
cqfd.

Remarque. Cette proposition est indépendante de la condition (nb).

Proposition 3. Soit M, un ensemble abélien d’opérateurs auto-adjoints: 3 une
algébre B d’opérateurs de type (nb) qui contient M.

Démonstration. Soit €, la réunion des (nb)-familles de projecteurs des
opérateurs de I ; I U € est abélien. En effet, soient 7', 7' e M, {H,}, {Hv}
les (nb)-familles totales de 7' et 7"; on a

T . po=p:i.DPe

T.7T =
P T

Soit alors E = {p; p = produit fini de projecteurs de €}; M U E est
abélien, car Te M, peE =T _ p, en vertu d'une propriété classique ([10],
p. 298, e)), et puisque 7T est auto-adjoint, 7' . p. Soient J, K], &, ..., des
systémes inductifs {§,}, {D+}, {D:}, ---» tels que {p,} c E, etc. Soit By =
= E'n L($)y; By est une algébre (prop. 2 ci-dessus), car E c L($H)g, Vs-

—_— —_—

On définit donc de méme des algébres By, By, ... Ces algébres sont x-stables.
Introduisons alors sur {J, &, &, ...} la relation de préordre
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J<K © By c By;

cette relation est filtrante & droite:

soient J = {§,}, & = {H,}, et soit & = {H,} = {H, N H.};
P = PP k.

Montrons que By C Bg, c’est-a-dire simplement: SeByg=> Sel(H)g.

—
Par hypothese, Se¢E’, d’ou S . p;; S est donc réduit par §, ; comme H, C 9,,
S est réduit borné par §,, d’ou SeL($H)g. Soit, maintenant, pour J < &, Py,
Pinjection naturelle

4533: B:s“"BsU

il est clair que {By; g4} est un systéme inductif d’algébres de E’, et définit
B = lim By, cqfd.

Remarque. Si SeL(H)N E’', alors SeBy, V3; ainsi
L(®)NE c By c B.

Proposition 4. Sous les conditions précédentes, ona M’ c E'.

Démonstration. Soit SeM', S = {§,}, un (nb)-systéme inductif de S; en
gardant les notations de la proposition 3, on a:

Tem= {8, 8} c {T} c {p}
puis

{ps}’ 2 {S: S*}’ 2 {pt}” =) {pt},

compte tenu, en particulier, de ce que S et 7' sont de type (nb). Ainsi

{psy  L(9)s»
d’ou -

€ c L(H)g, puis B c L(H)s;
alors - 7

Sp, = p, 8, Vp,e€ = Sp=pS, Vpel, cqfd

Des trois propositions précédentes résulte alors:
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Proposition 5. I étant un ensemble abélien d opérateurs auto-adjoints, 3 une
algébre A d’opérateurs de type (nb) telle que:
)M ec 4 c.
i) M n L) c 4.
iii) SeW, {U;, ..., U,} < centre de A => 3 un systéme inductif ] = {9}
tel que {8, U,, ..., U,} c L(D)g-

Démonstration. 4 = M’ N B satisfait & i); de plus:
McEB=>2WMWnNLO)cEnL®) cB
(remarque ci-dessus), d’ou ii). Soit alors {U,, ..., U,} ¢ centre de A4, et
SedN' :
a) {py c M NLH) c 4, dou {p} 2 4" > {U,, ..., U,};
b) {U, ..., U,} ¢ By pour une certaine famille J, et Se{p,}' (puisque

SeE').
Alors {p;} < {p,}' (propriété (nb) de S), et

{9:NH} =1{H:} =K

est un systéme inductif satisfaisant a iii), cqfd.

Remarque. MU E c AN A’ = centre de A; pour M, c’est évident, &
cause de i), proposition 5; d’autre part,

EcInL®O)cAdc W c E,
A >E' > E;
EcAnA.

Définition 3. IMM étant un ensemble abélien d’opérateurs auto-adjoints, on
appellera algébre engendrée par M la plus petite algébre de L($H) qui contient N .

Proposition 6. Sous les conditions de la définition 3, I'algébre engendrée par M
est auto-adjointe et abélienne, contenue dans M'.

Démonstration. Cette algébre est contenue dans le centre de A, puisque I
est dans le centre de 4 ; en outre, si M est une algébre contenant i, il en est
de méme de M*, donc aussi de M N M*, cqfd.
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4. Le cas des opérateurs normaux

Soit N, un opérateur normal, et N = {H,}, un systéme inductif de sous-
espaces de §) réduisant N en bornés. On a {N, N*} c L(53
En opérant dans cette algébre, on a:

T,= 5 (N+N% et T,= o (N—N%,
puis v
N: Tl +iT2 N* - T]_"“‘":Tz,

T1T2=:T2T1.

Ainsi N e algébre engendrée par M = {7, T}, systéme abélien d’opéra-
teurs auto-adjoints. Donc N est de type (nb). Enfin, on peut considérer I’al-
gébre engendrée par {N, N*} — dans le méme sens qu’a la définition 3; des
relations ci-dessus résulte que c’est aussi 'algébre engendrée par It; on peut
donc énoncer:

Proposition 7. i) N normal = N de type (nb);
ii) Ualgébre engendrée par M est ausst celle engendrée par {N, N*}.

Proposition 8. Toujours avec les mémes notations, on a {N, N*}' = M.

Démonstration. Désignons par U I'algébre engendrée par I ; en vertu de la
prop. 5 iii), si SeI', S, T, T, sont composables, et

ST, =T, 8(k =1, 2) = Se{N, N¥}' .

Réciproquement, soit Se{N, N*}' c {p,}', ou {p,} est une (nb)-famille de
projecteurs de N ; alors {p,} < {p,}' (propriété (nb) de S), et §, N, N* sont
composables. Alors

Se{N, N*} = Se{T,, T,}', cafd.

Corollaire.

Bel(H),B_N et B_N*= B_. N (et N*).

En effet, onauraaussi B__T, et B_ T, ([12], p. 32),d’ou BeM' (corollaire 1
de la prop. 1 ci-dessus), cqfd.
Si BeL($), et si B__ N et B*_ N, alors B (et B*) . N (et N*).
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N normal, étant de type (nb), on a — si {p,} est une (nb)-famille de projec-
teurs de NV, et puisque N . N*:

{N,N*} c {N, N*} c {p.}'s
d’ou
{p.} D (N, N*} o {N, N*}" 5 {p,}" D {p.};

ainsi {p,} < {p,}, c’est-a-dire que la (nb)-famille de N est abélienne. La
réunion de toutes les (nb)-familles de N est donc encore une (nb)-famille de
projecteurs de N, qu’on appellera la (nb)-famille totale.

Proposition 9. Soit N < L(D), N étant auto-adjoint et abélien: 3 A, algébre
de L(9), telle que M < A < N'; de plus, N' n L(H) < A et les opérateurs de

—
N’ sont composables avec ceux du centre de A dans les mémes conditions qu’en iii)

de la proposition 5.

Démonstration. Soit M — (T’ T =—;~(N+N*) ou T— -23; (N —N%), NeR):

on a, en vertu de la prop. 8, N’ = RN'; de plus, N étant abélien, si T, et The M,
T, et T, sont composables, et on vérifie sans peine que 7,7, = 7T,T,. Ainsi
IR est abélien. La proposition résulte alors de la proposition 5; 3 4, algébre
de L($), telle que
— Mc AW =N,

McA=>Nc d, cqfd

Corollaire. Sous les conditions précédentes, U'algébre engendrée par N (plus
petite algébre de L($) qut contient N) est ausst celle engendrée par IR, une x-algeébre

——
abélienne est engendrée par ses opérateurs auto-adjoints.

En effet, une algébre contenant 9t contient N, et réciproquement.

Proposition 10. Si M est un ensemble d’opérateurs de type (nb), et si W' est
x-abélien, alors M’ est une algébre.

Démonstration. Soit A, l'algébre engendrée par P': A < M", et les
opérateurs de 9N sont composables avec ceux de A (prop.9); S, TeMWM,
UeIR c PM”, on aura:

S+TU=8SU+4+TU=U084+U0T=U8+T1T)
S8T)U = U (ST) cqfd.



Algebres d’opérateurs non bornés sur un espace de HILBERT 307

Corollaire. M xk-abélien = IMM" est une algébre. En effet, IMN" = (M')’ est
x-abélien (P < W' = M" < M").
Soit, maintenant, I < L(H), I étant supposé x-abélien; A désignant

—_

Palgebre engendrée par M, on a:
Proposition 11. A" = IN".

Démonstration. a) IR" est une algébre contenant N, d’out A < IM", puis
QI” cC SUtIIII — E)Jt”-
b) M c A= M c A, donc A" = M".

" est la plus petite algébre contenant IR et égale & son bicommutant.

5. Bicommutant de i, ensemble auto-adjoint d’opérateurs de type (nb).

Lemme. Soit IN, ensemble d’opérateurs de type (nb), avec I\ = WM*; SeM',
{9,} = (nb)-famillede S = p, et Sop,eIN'.

Démonstration. IN = IN* = M’ = (PV')*; ainsi:

S, TeM, {p} = (nb)-famille 8,8 .T=8_p S p
de projecteurs de 7T S.T,T*=p, . T o B

Alors (9,} = {H;N 9.} est un systéme inductif de sous-espaces de $
réduisant S et T' en bornés (S,), (7,), et S . T'= S, . T, . Il en résulte que, si
on fixe ¢, et si S, et 7', sont les restrictions de S et 7' & ,, {Hyn} = {D: N H:}
étant une famille inductive de sous-espaces de ), réduisant S, et 7', en bornés
qui commutent,ona 8, . T',; et comme 7T',eL(9,), onaaussi T, _ S, (chap. I1I,
prop. 8), c’est-a-dire 7,08, c S,0 T,.

D’autre part, si p,, = p,| 9;, on a aussi T, _ p,, (car T, est réduit par §,,(,
et p,, est le projecteur de §, sur §,»). D’ou ([10], p. 298, e)) :

T, _8Siops=(Scpy)] i

Sop, . T, cqfd.

c’est-a-dire

Théoréme 2. Sous les conditions précédentes,

M’ = [M' n LD
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Démonstration. a) M'N L(H) < W' = [M'n L(H)] o W".

b) Montrons qu’on a aussi [IR'NL(H)] < WM": soient Ue[M'N L(H)], {p.},
(nb)-famille de projecteurs de U, associée au systéme inductif {$,}; soient
encore SeIN', {p,}, (nb)-famille de S associée au systéme inductif {§,}; en
vertu du lemme et de ’hypotheése, on a:

{Us DPu> U op“} C [mt, n L(S))],’

car ' N L(H) est auto-adjoint; de méme, on a

{ps» Sopy < M N L(H),

d’ou:i)Ue{p,} = ii){p,, Uep,} < {p,}' (lemme)iii)Sop, . p,etUop, . Sop,;
ii) et iii) = Sop,| D, . V.|, c'est-a-dire S . p,.
Il résulte de 1 que {$,} = {H.N H,} est un systéme inductif réduisant U et
S en bornés (U,) et (S,). De plus, pour un « donné, iii) = U, S, = S, U, (par
restrictionde Uop, . Sop, & §,). Ainsi U . S, cqfd.

Corollaire. Si N < L(H), N auto-adjoint et abélien, et st A est Ualgébre de la

proposition ,ona A' = N".
Eneffet, N'N L(H) c 4 < N’ entraine:

mn — [m/ n L(g)]/ S5 4’5 mn'
Chap.V Algébres de von NEUMANN et x-algébres abéliennes de L($))

1. Algébres de von NEUMANN

Soit A, une algébre de type (nb) —1i. e.: les opérateurs de 4 sont de type (nb).
On désignera par S I’ensemble des projecteurs de 4.

Définition 1. A sera appelée algébre de von Neumany 81 A = S”.
Proposition 1. Les deux propriétés sutvantes sont équivalentes:

i) A est une algébre de von NEUMANN;

ii) A est auto-adjointe, et A = A".

Démonstration. i) = ii) en vertu de la définition 1. Montrons que ii) = i):

A=A"=2AnLH) = A" n L(D),
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d’ou

[4nLH)] =[4"nLH)].
A auto-adjointe = A’ auto-adjointe, d’ou, en vertu du théoréme 2,

A" =[A"n L(H)];
ainsi
[ANL(®) = 4" = A,

et encore

[[ANnLOTNLO)] =4

En restreignant cette derniére égalité & L($), on conclut: la sous-algébre des
opérateurs bornés de A est une algébre de von NEUMANN de L($)), engendrée
par ses projecteurs ([6], p. 4), qui sont aussi ceux de A4 ; exactement:

[S'NLON NLEO)=AnLSD).

Mais © est un ensemble auto-adjoint d’opérateurs de type (nb), d’ou, en
vertu du théoréme 2:

[S' N LH] =67

alors

[&"Nn LH)] =[4n LT,
c’est-a-dire
S = A4’', cqfd.

Remarque. Soit N, un opérateur normal, et R = {N, N*}; RN" est une
algébre de von NEUMANN; soit {p,}, la (nb)-famille totale de projecteurs de ¥ :

{P.} c {p}" = W,

car N' < {p,}' (chap.IV, no 2).

2. Structure d’une x-algébre abélienne A4

Soit 4, une *-algébre abélienne de L($); les opérateurs de 4 sont normaux.

On désignera par S l’ensemble des projecteurs de A”. On a

AcA"=C"cA =6
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NeA=>N={N,N*}cA=>R" c 4". Ainsi {p,} € S, ou {p,} estla
(nb)-famille totale de projecteurs de V. De 1 résulte:

a) P S, Pu(D) = Hy = H, réduit N, VNeA;

b) tout opérateur de A4 est réduit borné par un systéme inductif {§,} tel que

P} © G.
Soit J = {§,}, un systéme inductif de sous-espaces de §, tel que {p;,} c S;

la famille (p,} sera dite compléte — dans S — si:

Pac S, Pa($) = Ho  H; pour un indice ;= §,e3.

Toute famille {p,} peut étre complétée en {p,p}, ou p parcourt .
Soit I={J, K, ...}, I'ensemble des systémes inductifs correspondant a
des familles complétes de projecteurs; introduisons la relation d’ordre

J<K si JoK;
cette relation est filtrante a droite:

I=1{9Ditel, R ={Dijel =L = {9, N Hi}el,

et € «majore» J et K.
Soit alors, pour J < &, @gy, 'homomorphisme défini au chap. I1I, no 3:

Dag: L(H)g — L(D)as

_— —

{L(D)g, Pax} est un systeme inductif d’algébres de L($) — c’est aussi un systéme

—_—
inductif pour les structures d’espaces vectoriels topologiques définies sur les

L(9)y en vertu de la proposition 5 du chap. ITI.
Si uy désigne 'injection
Uy : {-_(;5})3““—’ L(D),

on a, pour ¥ < K, et en vertu du théoréme 1, un schéma commutatif

L($)s s, L(9)
[oss 4,
Lo

Si u = lim uy, u identifie lim L($)y & une algdbre de L($); cette algébre
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est munie de topologies compatibles soit avec la structure d’algébre, soit avec
la structure d’espace vectoriel sous-jacente.

Soit encore Ay = A N L(H)y; il est clair que Pgy(A5) © Ag; ainsi {44}

est un systeme inductif de parties des L(H)y ([2], § 7); » = lim Uy envoie
lim Ay isomorphiquement dans 4, et ’ —
u (lim A5) = 4,

a cause de b) ci-dessus. En définitive, on a le théoréme:

Théoréme 3. Soit A, une kx-algébre abélienne de L($); & A est associé un systéme

inductif {L(H)y; Pas}; A est canoniquement isomorphe & la limite inductive d’un
systéme inductif de sous-algébres des L($)y .

—

Lim L(H)y est une algébre de L($), munie de structures topologiques compatibles
— —

_—
sout avec la structure d’algébre, soit avec la structure sous-jacente d’espace vectoriel.

Remarque.
V3, AnL(9) < 4yg.

3. Structure des algébres de von NEUMANN (a.v.N.) abéliennes

Soit 4, une a. v. N. abélienne, S désignant 1’ensemble de ses projecteurs:
A = &"; avec les notations du no 2, on a

A = lim Ay = lim (S")5.

— —

V3, S c l__ig)s, et S NLE) C 5@33'

Désignons par 6%, 6':'.5 les commutants successifs de © dans L($)y, plus
précisément : -

Gy = 6G'nLB)y OG5=(Sg) N LS.
On a - -
G o Gy> & n L),
" c (Gy)' c[&'nL®I =&,

GII — (6:«,),
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par restriction de cette derniére égalité & L($)y, on a
(6")3 = 63-

Pour $,¢J, posons Gy, = ¢,(S), ou ¢, est 'homomorphisme de
restriction & §, (chap. III, 3); comme & c Ay, {p,(S); @,p} est un
systéme projectif, et il en est de méme des algebres engendrées, dans chaque
L(94), par ¢, (S). Comme 14¢ES, ces algébres sont unitaires, et leur adhérence
faible, dans L($,), donne Sy,, bicommutant, dans L($,), de Sy, ([6], p. 44).
Comme ¢, g est faiblement continu (chap. I11, 3), {Sq.} est aussi un systéme
projectif (cf. [3a], p. 54). On a

G% = lim Gg“;
en effet, désignons encore par 6:% le commutant, dans L($,), de Sg,; alors:
a) T =(T,) elim Gga =T e G%.

Soit, en effet, UeGq = &' NL(H)y: UpeSy,, dou U, .T,, et par
conséquent U . T'. ’
b) Soit T'eSy; alors T, = T'|H,e Sy,, carsi U,eSq,,

U= Uy puc® nLH) c Sy,

et, par conséquent U . T, et,sur $,, U, . T,, cqfd.

Enfin, remarquons que @, (Sg) = Gy, , carsi T,eSy,, T =T, op,eS"NL(H).
En effet, si UeS' NL(H) ¢ Sy, alors U, = U|H,eCy,, dot U, . T,
donec U . T. Ainsi UeB" N L(H), et ona aussi UeSy; par conséquent,

6:"‘,“ = Asa = Qo (As)-

On a ainsi démontré le théoréme suivant:

Théordme 4. Soit 4, une a.v.N. abélienne; avec les notations du théoréme 3, on a

A = lim.A.s,
N —>

on
i) Ay = lim Ay,, Ay, étant une algébre de von Neumany de L(H,).

ii) A peut étre considérée comme une a.v.N. dans L(9)s.

iii) L’homomorphisme canonique @,: Ay —> Ay, est surjectif.
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Chap. VI Isomorphisme de GELFAND
1. Propositions et rappels préliminaires

Soient A, B, des C-algebres abéliennes et unitaires. Un caractére de 4 est
un homomorphisme surjectif y: 4 —» C—0. Le noyaud’un tel homomorphisme
est un idéal maximal strict de 4. Désignons par Z 4 (respectivement Zp) I’en-
semble des caracteres de A (resp. de B), et par M4 (resp.: Mz) 'ensemble des
idéaux maximaux stricts de 4 (resp.: de B). La correspondance

X ~~— noyau ()

est une injection de Z, dans M 4. Soit, maintenant, ¢, un homomorphisme
surjectif
p:B—> A —>0;

@ induit une application y

Z,Bl—ZA

définie par le schéma

B2,

@,

C

Proposition 1. Sous les conditions énoncées, yp est injective.

Démonstration. Soit y: M4 — Mp, définie par
p: I o (D)

on sait que cette application est injective, et on a le schéma commutatif

suivant (avec abus de notation):
0

}

0—Z4s— Ma
lw W
d’out il ressort que y est injective.

21 CMH vol. 40
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Soit maintenant $g un espace de HILBERT, et Ag < L(Hg), Ag étant une
*-algébre abélienne et unitaire, uniformément fermée dans L($g). Ecrivons
Zg pour Z4g; on sait (cf., par exemple, [11]) que:

i) VxgeZg, xp est continu;

i) Zg peut étre muni d’une topologie (induite par la topologie du dual faible
de I'espace de BANACH A g) qui en fait un espace compact.

iii) K(Zgp) désignant l'algébre des fonctions & valeurs complexes, définies et
continues sur Zg, on a un isomorphisme d’algébres normées I'g:

Iy
45 =P Kk(Zp)

(]‘eK(Zﬂ), Nl =sup {If()I, i,‘eZﬁ}); Pﬁ est I'isomorphisme de GELFAND;
Zg est appelé le specire (de GELFAND) de Ag. On a

Ig(Tg): xg~~—> 1p(Tp).

Supposons en outre que §,, sous-espace de g, réduit tout opérateur de Ag;
la correspondance 7'g~~— T'g| $, définit un homomorphisme

L(Ha) <2 4.

Soit 4, la fermeture uniforme, dans L(9,), de ¢,g(4 ), et soit Z,, le spectre
de 4,. ¢,p induit une application

'lpBa: Zm——-> ZB

Xa~>">Xa°PaB -
On a:

Proposition 2. g, est une application injective.

~ Démonstration. y,eZ,=> larestriction de y, & ¢,g(A4p) est un caractére de
cette algébre (car celle-ci contient I’élément unité de 4,). En vertu de la propo-
sition 1,

Voo (Xa) = Yo (Xa) = %o ©b %, coincident sur g,g(4p);

OF 74, %. sont continus, et @,g(A4g) est dense dans 4,, d’o

[

Xo = Xa-



Algébres d’opérateurs non bornés sur un espace de HILBERT 315

Proposition 3. g, est une application continue.

Démonstration. 7' A4, t,: x,~— x,(T,) définit une application de Z, dans
C, et la topologie sur Z, est la topologie initiale définie par les applications £,
lorsque T', parcourt 4, (cf. [3a], I, § 2, 3). La topologie sur Zg est définie de la
méme maniere par les applications fg: yg~~—> xg(Fp), ou Fg parcourt Ag.
V fg, t, — application associée & T, = Fg| 9, — telle qu'on ait:

Z, B 7,
Nlo
U
c,
d’ou la continuité de yg,.

Corollaire. yg, est un homéomorphisme de Z, sur un sous-espace compact
wﬁa(za) de Zﬂ

Ce corollaire résulte immédiatement des prop. 2 et 3 et des propriétés clas-
siques des espaces compacts.

Toujours avec les mémes notations et hypothéses, désignons par ¢, ’lhomo

morphisme induit par yg, ; K(Zp) Peb K (Z,), défini par le schéma
¥ Ba
Zy — Zg

RN
hg o wgy = Paglhpg) N lhﬁ
C;
Proposition 4. On a le schéma commutatif:

A, EB 4,

Fal ) lrﬁ
K(Z,) <E K (Zp) .

Démonstration. Pour T fixé et y, parcourant Z,, on a

Pag (T3 (T) (Xa) = T (Th) [¥pa (Xa)] = [Wpa (1)1 (T'g) = %o © Pap (T) =

= I‘a((pa (T )) (er) .
Ainsi e

EaBOFﬂZPNO(P&B’ cqfd.
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Corollaire. @,g(A4g) = 4,.

En effet, il suffit de remarquer que @,g est surjectif, d’ou résultera — & cause
du diagramme de la prop. 4, que @,g est aussi surjectif. Or yg, identifie Z, &
un sous-espace compact de Zg; une fonction continue, définie sur yg,(Z,), se
prolonge alors en une fonction continue sur Zg (propriété classique des espaces
compacts). Donc ¢,z est surjectif.

2. Spectre de 4 — L(H)q

—

Soit J = {Hy}aes, un systéme inductif de sous-espaces de §), et considé-
rons, sur L($)y, la topologie uniforme (cf. chap. 111, 2 et 3). Soit A, une sous

algébre de L(9)y, *-abélienne unitaire et fermée; les notations étant celles
—_

introduites au chap. I1I, on a:

Théoréme 5. A4 = lim 4, ou:

i) A, est une x-algébre abélienne unitaire, contenue et uniformément fermée dans
L(9Dy)s

ii) « < B => Uhomomorphisme @ug(pap: Tg~~— Tg|H,) est surjectif;

iii) ¢, (4) est dense dans A, .

Démonstration. Posons A, = adhérence uniforme de ¢, (4) (dans L(9,));
les algébres 4, forment un systéme projectif d’algébres d’opérateurs bornés, et
on a

A =1lim 4,
(cf. [3a], p. 54, coroll. de la prop. 9).

@, (4) est évidemment abélienne et unitaire, x-stable en vertu de la prop. 3
du chap. II. Ces propriétés sont conservées par passage & I’adhérence uniforme,
ce qui démontre les points i) et iii). Le point ii) résulte du corollaire de la propo-
sition 4 ci-dessus, cqfd.

Soit alors Z, le spectre de 4,, et, pour « < 8, yg,: Z,— Zg, l'application
définie au no précédent: {Z,, yg,} est un systéme inductif d’espaces com-
pacts.

Soit Z = lim Z,, munie de la topologie finale relative aux applications

canoniques y, (cf.[3a], §2, 4):
Vo'@ Zy—>Z;

Z est le spectre de A. Remarquons que, g, étant injective, il en est de meéme
de y,.
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Proposition 6. Z est l’ensemble des caractéres continus de A .

Démonstration. a) soit 7' = (T',)elim 4,, et soit yeZ: Ja tel que
¥ = Yo%)y OU x,€Z,. Posons —

2 (1) = 24 (To);
pour x < f, ona

¥ B (xa) : Tﬂ M~ Ao (‘paﬁ(Tﬂ)) = Xa(Ta)-

Ainsi y(T') ne dépend pas de « ; en outre, y = %, o ¢,, d’ol la continuité de y.
Enfin, Im (¢,) étant dense dans 4, on a:

XaEZon x;GZw Ao 7 Z; = X © Pou F x; O Py

b) Réciproquement, on va montrer que, pour tout caractére continu y de 4,
dx et y,eZ,, tels que y se factorise en y, o ¢,. Pour cela, montrons d’abord
deux lemmes:

Lemme 1. Soit A, une algébre munie d’une topologie pour laquelle la multi-
plication soit séparément continue; soit B, une sous-algébre dense de A . St I est un

idéal de B, alors son adhérence I dans A est un idéal de A .

Démonstration. Si z,¢ 7, application f: £~~~ xz, de 4 dans A est continue
par hypotheése, et f(B) c I. Alors, par continuité de f, f(B) = f(4) c I;
soit maintenant ae A4, a fixé; ’'application g: £~~~ ax, de 4 dans 4, envoie 1

dans I, en vertu de ce qui précede; on a donc aussi, par continuité de g, g (5 c I,
cqfd.

Lemme 2. A, B étant deux algébres, et @, un homomorphisme surjectif de A
sur B,st M estunidéalde A, (M) est unidéal de B.

Démonstration. En effet, ¢ (M) est un sous-module de B, et si b, b’'eB,
avec bep (M), et si aep1(b) et a'ep~1(b'), on a aa’e M et bb' =gp(aa’)ep (M),
cqfd.

Soit alors y: A - C — 0, y étant un caractére continu de 4 ; M = Ker (y)
—-noyau de y — est un idéal maximal fermé strict de 4. Alors, en vertu des deux
lemmes et du théoréme 5, V&, M, = adh ¢, (M) est un idéal de A4,; de plus,
M étant fermé, on a

M =1lim M, ([3a], p. 54). .
-
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M idéal strict => 15¢ M, donc J« tel que 1g ¢ M,. 3 un idéal maximal strict

N, tel que M, c N, (théoréme de KruLr): N, définit un caractére continu
Ya€Zy, o6 x = yx,0@,, en effet, par construction, M < Ker (y, o ¢,), et
Xe° Po(lg) = 1. Ker (x, o @,) est donc un idéal strict, et M étant maximal,
il ne peut y avoir qu’égalité. La proposition 5 est ainsi démontrée.

3. Isomorphisme de GELFAND, [I'

Nous prolongeons ici la notion d’isomorphisme de GELFAND rappelée au
début de ce chapitre.
On a défini au no 1 I’homomorphisme

KZ) 22 K(2p);
{K(Z,); pag} constitue un systéme projectif d’algébres; posons
K(2) = im K (Z,).
Théoréme 6. i) 3 un isomorphisme d’algébres, continu et bijectif
Ir: A->K(Z);
il) K(Z) s'tdentifie @ Ualgébre des fonctions continues définies sur Z et a valeurs
complexes;
iii) tout caractére continu z de A est de la forme
z2: F~~n— I'(F)(2).

Démonstration. En vertu de la proposition 4, {I',} est un systéme projectif
d’isomorphismes bijectifs et continus, d’ot I' = lim I', satisfait & i).
Soit alors (k,) €lim K(Z,); (h,) est un systéme inductif d’applications

continues, & valeurs complexes, définies sur le systéme inductif {Z,}, et
h =lim h, est une fonction continue sur Z([3a], I, § 2, 4).

In;;rsément, si & est une fonction continue, définie sur Z et & valeurs com-
plexes, (k,) = (h o y,)elim K(Z,), ce qui démontre ii).

Za€ 2y, Fye Ay = 2,(Fy) = Ty (Fo) (24)

comme rappelé au no 1. Sidonc zeZ, & et 2,eZ,, avec:
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a) F = (F,)ed,z(F)=2,(F,) (prop.5);
b)limI',=T: F~—~— ([, (F,);
d’ou
Iy (Fy) (2) = 2 (F) = I'(F) (2).
Le théoréeme est ainsi démontré.

Corollaire. Z est un espace séparé.

Démonstration. z #2' < JFeAd, avec z(F) % 2'(F); la fonction I'(F)
prend alors des valeurs distinctes en z et 2', cqfd.

4. Cas ou J = {H,} est A-compléte
Définition 1. La famille J des nos 2 et 3 est dite A-compléte st

Dar © Hy pour un indice o«
=>5al€3.
ProT €« Top,,,VTed

Sous les conditions du no 2 (4 < L(9)y), on peut toujours compléter la

famille § en lui adjoignant les §),. jouissant des propriétés:
i) aed telque H, < H,;
ii) §, réduit T,V Ted.
Nous supposons, dans ce no 4, que J est 4-compléte. Alors

x<B=Ha = Ha N HpeJ-
Avec les notations introduites au no 2, on a:

Proposition 7. i) Agc A, D A,;
ii) Zg =2, U Z,,,,
o on identifie Z, (resp.: Z,) & gy (Zy) (resp.: ypor (Z4)) -

Démonstration. Le point i) est immédiat, car Tge Ag, et §H,, H,+ réduisant
TB’ on a Tﬂ = Tﬁlﬁa@')Tﬂlﬁa"

Pour le point ii), on sait déja que Z, UZ, < Zg. Soit alors ygeZg,
avec Npg = Ker (xg). ¢.p et @,p étant surjectifs, N, = ¢,g(Np) et .Na, =
= Pwp(Npg) sont des idéaux de 4, et 4,.; 14 3¢N g=> l'un des deux idéaux
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N,, N, est strict — sinon il existerait TgeNg, tel que T'g|H, = 14 _, et
SﬁeNﬂ, tel que SB I 50." = 15“,, d’ou Tp - Sﬁ ——-—TﬁSB = 155€Nﬁ' Sllp-
posons N, strict: 3 un idéal maximal M, de 4, contenant N, (théoréme de
KruLyr). M, définit un caractere continu y,, et yx, o g,p(lg g =1, ce qui
entraine que y, o ¢,g est un caractére de 4g. Par construction, Ker (y,° @,g) 2

2 Npg; Ng étant maximal, P’égalité est seule possible, d’oit xg = x, o Pug,
cqfd

Remarque. Le spectre Z défini au no 3 dépend de la famille . Toutefois,
si A est fermée dans L(sj g il en est encore de méme dans L(S§)3. pour toute

famille ' telle que 3’ 53, et 4 c L(ﬁ) . 1l est facile de voir qu’il existe

une famille maximale §, telle que A C L(®)y= Jn 2 J- 1l semblerait
naturel de définir le spectre de A relativement & cette famille J,,. En parti-
culier, si 4 < L($), on retrouverait ainsi le spectre usuel.

5. Prolongement de Pisomorphisme I

Rappelons que, V(z,, ¥,)€HyX Hy, on peut définir sur Z, une mesure
spectrale v, , définie ainsi:

hy<K(Z,), avec h, = I',(H,) = Veyvs (he) = (Hyxy [ Ys)-

(cf. par exemple, [6], appendice I, ou [11]).

Désignons par B(Z,) I'algébre des fonctions & valeurs complexes définies et
bornées sur Z,, et mesurables pour toute mesure spectrale », , ; il existe une
application @, :

(/]
L(9a) +— B(Z,)

jouissant des propriétés suivantes:
i) &,|K(Z,) = T
ii) h’uEB(‘Za)’ H, = Qa(ha) = Veyva (hu) = (Haxot | Ya);
iii) A, = D, (B(Z,)) < A, (bicommutant de 4, dans L($,), comme plus

haut).
En outre, @, est un homomorphisme d’algébres, continu pour la topologie
normique sur B(Z,) et A,. N,, noyau de @, est 'ensemble des fonctions

négligeables pour toute mesure spectrale.
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Soient maintenant $,, HpeJ, avec « < f; linjection
wﬂa . Za => Zﬁ

est une application propre (application continue d’un compact dans un com-
pact) et on peut définir 'image g, (v,,, ) de la mesure spectrale v, ,

([4b], p. 74). Désignons encore par gg, l'injection naturelle de §, dans Hg,
et soit hgeK (Zg), avec hg = I'g(Hpg); on aura:

vﬂpaz‘,gﬁaya (hﬂ) = (HB 9Bx Lo | 98a ym) = (Ha Zy | ya)’
d’out

v”ﬂa TadBaVu (hB) = v”a Vo EO‘B (hp) = v‘”ex Vo (hB ° v)ﬁa) = WBa(vwa ya) (kﬁ)

et ygy (v;,,,) ©8t encore une mesure spectrale sur Zg.

En vertu des propriétés de I'image d’une mesure, on a alors le schéma commu-
tatif

>
0 —» Ng— B(Zg) —5 %g—> 0

l%ﬁ l%ﬁ lﬂaﬁ
0 —» N, —> B(Zy) —% A, —» 0,

ol 7,g est défini par exactitude. Lorsque x parcourt J, on a un systéme pro-
jectif de suites exactes, d’ou

0 — lim N, — lim B(Z,) — lim U,
avec @|K(Z) = I't. On posera B(Z) = lim B(Z,).

Remarque. Nous laissons de c6té ici I’étude des conditions pour que @ soit
surjectif.

6. Spectre d’un opérateur auto-adjoint T
Soit S I’ensemble des projecteurs de {T'}", et {p,}, la (nb)-famille totale de

projecteurs de 7', c’est-a-dire la sous-famille de S correspondant & des sous-
espaces qui réduisent 7' en borné (cf.remarque de chap.V, 1); posons
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I = {Ps(9)} = {Ha}. Nous munissons L(H)y de la topologie uniforme (cf.

chap. III). -
Soit 4, la fermeture, dans £(§)y, de I'algébre engendrée par T':
A=1lmAd,

ou A, est I'algébre uniformément fermée engendrée par 7, dans L($,). Re-
marquons que si 7' est borné, {H} c J, et {H} est une sous-famille cofinale,
d’olt L(H)g < L(H); ce qui suit se raméne, dans ce cas, & la théorie classique.

—

On appellera spectre de 7' le spectre de 4 :
Z =1lmZ,;
—

il est immédiat que Z, est le spectre de 7', et s’identifie canoniquement a un
compact de la droite réelle R (les résultats utilisés ici de la théorie de GELFAND
pour un opérateur borné se trouvent exposés dans [11]). Nous supposons donc
Z, c R. Pour Ae¢R, la fonction caractéristique de ] <, 1] N Z, est mesurable
pour toute mesure spectrale, et il lui correspond un projecteur E'M ¢, ; pour
« fixé, la famille {£'V}, . n’est autre que la famille spectrale classique de 7',.

Si «a<p, ona Z, c Zg, dot (J«,ANZgNZ,=1<«, N Z,. Llen
résulte que la fonction caractéristique de }«-, A]N Zg, restreinte & Z,, est la
fonction caractéristique de }«, 11N Z,, d’ou

EP| $, = E;
alors
E)= (BY) <D (B(2)).

Pour A parcourant R, {E ,} est la famille spectrale classique de 7'([10], pp. 312
et s8.).
Remarquons que E) ¢ [{T} N L(H)) = {T'}", donec {F,} c S.

" Proposition 8. Pour tout entier naturel n, soit p, = E, — E_,,; {Pn()}nen
est une sous-famille cofinale de .

Démonstration. Z, étant compact, IneN, tel que Z, c I, (ol I, désigne
le segment [—m,n]), linclusion pouvant étre supposée stricte. Alors
Ei™ =104 , 6t B =1y . Ainsi p,p,=p,. Dautre part, p,(H)eJI
(cf.: [10], p. 314), cqgfd.
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On remarquera encore que Z, c [—n,n], etquepour m>n, Z, NI, =
= 2Z,, ce qui découle de la théorie classique. Alors

Z=1lmZ,,
—
en effet, on a une bijection canonique d’ensembles
limZ, — lim Z_,
—_ —>
qui est continue. Montrons que c’est aussi une application fermée: 4 fermé

dans lim Z, & 4 N Z, fermé pour tout n; alors AN Z,=(4nZ,)NZ,

pour n assez grand, est un fermé de Z,, sous-espace de Z,, cqfd.
Proposition 9. Z = lim Z, s’identifie & un sous-espace de R.

Démonstration. Comme U intérieur (I,) est un recouvrement de R, il est
immédiat que R = lim 7,,. Il suffit donc de montrer que l'injection continue

Z=1lmZ, — lim1I,

est fermée. Or Fc Z=>FnlIl,=FnZ,, et Z, étant fermé dans 7,, on
a FnZ, fermé dans Z, si et seulement si F N Z, est fermé dans 1,, cqfd.

Introduction des symboles

3 = {ﬁa}ae.}; hm 5:: P 283 S < T, Tv B P. 297
Do g 288 Z 316
L(D) 291 K(2), T 318
e

lim 4, 292 @ 321

L(D)y, Ly 294 B(Z) 321
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