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Deux théorémes sur les groupes stochastiques compacts

H. CARNAL

§ 1. Introduection et résultats

Dans un précédent article [1], nous avons défini, sur un groupe compact I,
le générateur infinitésimal d’'un semigroupe continu de mesures gaussiennes en
caractérisant algébriquement les propriétés des fonctionnelles correspondant
aux termes iyt et — o*t dans la formule de Livy-CminTcHINE. Nous nous
proposons ici de trouver ’équivalent de cette formule classique pour le groupe
I'. La difficulté principale réside dans la définition, pour xzeI’ et pour une
combinaison linéaire f de coefficients de représentations unitaires de I', c’est-
a-dire sur ’espace I'x & (I"), d’une fonction g (z, f) correspondant au terme —1—%
sous l'intégrale de LEvY-CHINTCHINE ou, plus généralement, au terme X'z, D,f
dans la formule de HunT [2] valable sur les groupes de Lie. Si, pour
une représentation unitaire M de I, M e M ("), nous définissons encore
g(x, M) = (g(x, m;)), nous devons avoir les propriétés :

a) g(x, f) est continue en x.
b) g linéaire en f;

g(xaf) = g(z, f)a
g(, ff;) = fi(e)g(x, fo) + fr(e)g(z, fr)-

¢) g(x, M) = log M(x) pour tout x compris dans un voisinage Upy de
Punité e.

Nous prouverons au paragraphe 2 ’existence d'une telle fonction et, au
paragraphe 3, le

Théoréme 1. Soit {u,;t > 0} un semi-groupe continu de mesures de probabelité
Sur I't popy, = poyyey e s d,. Le générateur du semi-groupe

A (M) =Yim - (] M(2) dufa) — B}

est alors donné par

A(M) = B(M)+ GM)+ | (M(x) —E,, —g(x, M)) dF (). (1.1)
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Inversément, toute fonctionnelle de cette forme est le générateur infinitésimal d'un
semi-groupe de mesures de probabilité.

Dans (1.1), B et G sont des fonctionnelles linéaires sur F(I') ayant les
propriétés (4.1.5) & (4.1.9) de [1] et F est une mesure positive sur I' —e
telle que l'intégrale existe et soit finie:

1. F est définie au moins pour les réunions et intersections finies d’ensembles
de la forme

{x: M (x)e B, B ensemble borélien de U (m) — E,,; m = degré de M} .
2. f (ReTrM(x) —m)dF(x) > —oo.
I'—e

On peut étendre F aux ensembles boréliens de I' ne coupant pas un certain
voisinage de e. G et F sont univoquement déterminés par le semi-groupe alors
que B dépend du g(x, M) choisi.

Dans le dernier paragraphe, nous examinerons les séquences infinitésimales
de mesures de probabilité:

{ﬂnk» 1<k< kn’ min Junk(U(e)) o 1}

1<k<kn

sur I". 11 est bien connu que, sur la droite réelle, les mesures u, = ITE", pi.;
ne peuvent converger que vers des mesures indéfiniment divisibles. Le méme
résultat a été obtenu pour des groupes abéliens localement compacts [3].
Lorsque le groupe n’est pas abélien, une restriction s’impose immédiatement:
il faut que les mesures d’une méme ligne commutent. Jusqu’a présent, toutefois,
le théoréme n’a pas pu étre prouvé sous cette seule condition. Pour des groupes
de Lie, WEHN [4], par exemple, exige de tres fortes restrictions relatives aux
moments du premier et du second ordre. Cependant, pour des groupes compacts
généraux, nous prouverons ici le

Théoréme 2. Soit {u,,} une séquence infinitésimale sur I telle que w,;* pux =
= P ¥ s (1 <G, 6 < Ky) € iy = figg ¥ pag ¥ oo ¥ gz S pho > i, p €8
indéfiniment divisible.

Il ne nous a pas été possible de généraliser la démonstration classique de ce
théoréme. En effet, le procédé consiste & effectuer d’abord une translation des
i, €@ qui ferait perdre la propriété de commutativité. Les conditions de
WEHN permettent précisément d’éviter cette translation. Notre démonstration,
qui peut aisément s’appliquer au cas classique, a 'avantage d’étre plus directe
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que la preuve habituelle. En revanche, elle ne permet pas de donner de condi-
tions pour la convergence vers une limite particuliére. Nous tenons & remercier
ici M. J.-J. LOEFFEL qui nous a apporté la démonstration du lemme 2, clé du

§4.

§ 2. La fonction g (x, M)

Nous considérerons ici I comme la limite d'une suite transfinie de
groupes compacts I',, les premiers étant des groupes de Lik. Nous définirons
la fonction g par induction sur «. Nous remarquerons d’abord que b)
est équivalent &

b’) 1l existe un sous-groupe & un parameétre {£,(x), —oo <t <oco} tel que
M (¢.(x)) = exp tg (z, M).

En effet, le théoréme 9 de [1] assure l'existence, pour ¢ > 0, d’un semi-
groupe ayant g(x, M) comme générateur infinitésimal et I'on voit immédiate-
ment que les mesures de ce semi-groupe sont dégénérées, g(x, M) étant anti-
hermitien et, par conséquent, exp ¢g unitaire.

La condition c¢) est équivalent &

¢’) Si ¢ est un homorphisme de I' sur un groupe de Lik L, le sous-groupe
{p&,(x)} est, pour = compris dans un voisinage de 1'unité, le sous-groupe
canoniquement associé & gx. Il suffit, pour s’en rendre compte, de considérer
une représentation fidéle N de L et la représentation Ng¢ de I

Lemme 1. Soit 2, un produit direct de groupes de matrices unitaires et 2,
le produit direct de X, par un groupe de matrices unitaires U. Soit ¢ un sous-
groupe fermé de ZX,, ¢ ’homomorphisme de projection de X, sur 2; et
H = ¢@. Si h(y, N), satisfaisant a), b) et c), est définie sur H x M (H),
on peut définir une fonction analogue g(x, M) sur G X M(G) telle que

Démonstration. Soit 9 I’homomorphisme de projection de X, sur U, B =
=y@, P le noyaude ¢ dans G et @ celui de y dans G. On a naturellement
PrQ= {e} dans G et, par conséquent, PQ ~ P X Q. La projection de P
par y est un sous-groupe invariant P’ ~ P de R et celle de @ par ¢ un sous-
groupe invariant Q' ~ Q de H. Soit encore § = G/PQ = R|/P' =H|Q', ¢'
’homomorphisme canonique de R sur S et y' celui de H sur S.

R et S sont évidemment des groupes de Lie. Nous introduirons sur S des
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coordonnées s8;(s),% =1, 2, ..., k, continues et canoniques dans un voisinage
W, de I'unité e, . I est alors possible d’introduire sur R des coordonnées r;(p),
t=1,2,...,k 4!, continues, canoniques dans un voisinage W, c ¢'-1(W,)
de I'unité e, et telles que r,(¢) = s,(¢’0), 2 =1,2,...,k. Nous définirons

D, f = 9 (e,) pour une fonction f de R et D;g = %9 (e;) pour une fonction g

de S. or; 08;

Nous avons maintenant, compte tenu des remarques précédant 1’énoncé du
lemme, pour tout zeG, un sous-groupe continu {y’'7,(x)} dans S qui, pour
un voisinage V de e dans G, est canoniquement associé & y'pz. Soit 4, le
générateur infinitésimal de ce sous-groupe:

k
A, (N')= X z,(x) D; N N’ e (S).

i=1

On peut alors définir des fonctions continues z,(x),1 =k 4+ 1,k +2,...,k+1,
de fagon que le générateur

k-t
B,(M') =2 z,(x)D;M' M eM(R)

t=1

définisse un sous-groupe {r,(x)}:
M’ (r,(x)) = exp B, (M)

satisfaisant ¢’ (r,(x)) = s,(x) et canoniquement associé & y(z) pour zeW =
=V ~ y1(W,). Il suffit de définir z,(x) = r,(px) pour xe W et de prolonger
ces fonctions de fagon arbitraire, mais continue, & G.

On remarquera qu’un point heH et un point re¢R définissent de maniere
univoque un point ze@ & condition que y'(h) = ¢'(r). La condition est rem-
plie pour les points r,(x) et #,(px) qui définissent donc un point &,(z)eG. 1l
suffit maintenant de définir g(x, M) comme le générateur infinitésimal du
sous-groupe continu {£,(x)}. 1l est facile de voir que cette fonction satisfait
toutes les conditions requises.

Nous démontrons maintenant ’existence de la fonction g(x, M) sur I’
compact. Soit {M,} I'ensemble des représentations unitaires irréductibles de
T, bien ordonnées par l'indice « < ¢#. On définira I',,x < &, comme la pro-
jection @, de I' sur 2, = IT Ug:

B<a

ot = (M, (x), My (2), ..., Mg(x), ...)
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ou Upg est un groupe de matrices unitaires de méme degré que M. Il existe
des homomorphismes naturels ¢,g de I7, sur I'g lorsque g <«, et l'on a
Pay = PBy PaB -

Si une fonction g, (4, N,), satisfaisant a), b) et c), est définie sur I, x M (I},),
on pourra définir une fonction analogue g¢,,, sur I, X M([,,,) ainsi qu’il
est indiqué au lemme 1. I, et I, jouent iciles rolesde Het G, X, et X,
ceux de 2, et X, et U, celui de U. On aura donc g,., (%, Ny, o) =
=0 (‘pcx+1,a Z, Na) et, si pour tout aB <o« lona ga(xow Nﬁ (PuB) = gﬁ((PaB L, Nﬁ) ’
la méme condition sera remplie avec « + 1 & la place de «.

Si o est un indice sans antécédent, toute représentation N, est de la forme
Nggyp pour certain f <«. Sigg a été défini pour f <, on pourra définir
9o (Zo> Ny) = g (@ap s, Ng), de maniére univoque grace aux relations exis-
tant entre les gg. Il est facile de voir que de g, satisfait encore a), b) et c).

On montre done, par induction transfinie, que g, existe pour tout « < &

et cela implique 'existence de g(x, M) sur I'x M(I'), I' n’étant autre que
Iy.

§ 3. Démonstration du théoréme 1

Nous considérerons ici /" comme la limite projective d’un ensemble {I}
de groupes de Lik compacts, partiellement ordonnés par l'indice x. ¢, sera
un homomorphisme de I" sur I, et, si §<«, ¢,g un homomorphisme de I,
sur I'g de telle sorte que

PapPoa =P8 PByPaf = Pay-

Soit g(x, M) une fonction sur I'x M(I") possédant les propriétés a), b)
et c) et g,(x,, M,) une fonction analogue sur I, x M([,). La condition c)
implique que, pour ze U, (e),

g(x, Myp,) =go(pax, M) M, eM(I,)

et toutes les représentations peuvent s’écrire M, ¢, pour un certain «.

Nous montrerons tout d’abord que la fonctionnelle 4 définie en (1.1) est
bien le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de mesures de probabilité.
A ce but, nous définissions, sur M (I",),

16 CMH vol. 40
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A4,(M,) =A(M,9,) =
= B(Ma(pa) + G(Ma‘Pa) +Fj-—- (Mawa(x) ”"Ema —g(x’ Ma‘pa)) dF(x) =

= B, (M) + G4 (M) + J (M, (zy) — B, —9g(2y, M,)) dF,(z,) +

a b

+ J (ga((pax’Ma)“g(x!Mm(Pa))dF(x)'

r-u,

F, est la projection de F sur I par ¢,, & savoir une mesure positive intégrant
la fonction Xz} et satisfaisant

.f fa (xa) dFa(xa) :‘—’I.!‘ f(x((pax) aF (x)

Ty

lorsque la premiére intégrale existe. Comme F' est bornée en dehors de tout
voisinage de 1'unité et comme la fonction

h(x’Moc) :ga(qyax’Ma)_’"g(statpa)
satisfait, & cause de b), la condition
h(z, M, @ No,) =h(z,M,) ®E, + E, Qh(x,N,),

la derniére intégrale dans la définition de A, sera une fonction B.(M,) de la
méme forme que B,(M,). B. = B, + B, sera une fonction satisfaisant
(4.1.5) et (4.1.6) de [1] et A, aura bien la forme requise dans la formule de
HouNt (cf. aussi [1], lemme 4.2). Les semi-groupes {u,,:, 0 <t <<oo} de
mesures aléatoires sur les I, ayant pour générateurs infinitésimaux les 4,
satisfont les relations de compatibilité

Ha:thgzl’tﬁ!t ﬂ<0"
puisque

A, (Mgpup) = A(Mg,pp,) = A (Mpgog) = Ag(Mp)

et définissent par conséquent un semi-groupe {u,} de mesures aléatoires sur
I u, ;' = pgy,, dont le générateur infinitésimal n’est autre que 4.

Soit inversément {u,} un semi-groupe continu sur I" et A son générateur
infinitésimal. Le semi-groupe {u,,.}, projection du premier sur I, aura un
générateur infinitésimal 4, donné par les fonctionnelles B, et G, et la mesure
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F, G, et F, ne dépendant pas des coordonnées particuliéres (c’est-a-dire
du g,) choisies sur I, et satisfaisant :

Gy (Mgp,p) =Gg(Mpg) MgeM(I'g), f<u
Faq);;::Fﬂ‘

Nous pourrons alors définir de fagon univoque la fonctionnelle G sur M (I")
par G(M) =G (M,) si M =M _ ¢, et G aura les propriétés (4.1.7) a (4.1.9)
de [1]. De méme, pour un ensemble B = ¢;'(E,), E, ensemble borélien de
I, —e,, nous définirons F(E) = F (£ ) et pourrons étendre cette mesure
& tout ensemble borélien de I' ne coupant pas un certain voisinage de 'unité.
Posons

A'(M) = G(M) +F_fe (M (x) — E, —g(x, M)) dF (x)
A(M) — A’ (M) sera, pour M = M, ¢,, égal &
B(M)= A4,(M,) — A" (M, p,) =
= B, (M,) ﬁ_fva{ga (Pa®, My) —g (2, My9,)} dF (x)

et aura les propriétés (4.1.5) et (4.1.6) de [1]. A (M) aura donc bien la forme
(1.1).

§ 4. Démonstration du théoréme 2

Nous ne démontrerons le théoréme que pour les groupes compacts & base
dénombrable, c’est-a-dire tels que les représentations unitaires irréductibles
forment un ensemble dénombrable, en particulier donc pour les groupes de
Lie compacts. Le cas général se raméne aisément & ce cas particulier: on
projettera, comme au paragraphe précédent, les u,, sur les groupes de LiE
Iy g, me = Mop @2t Ces u,, i satisferont encore les conditions du théoréme;

ty = lim u,,, = u@;* sera indéfiniment divisible pour tout «, par conséquent
N>

¢ aura la méme propriété [1, lemme 1.2].

L’idée de la démonstration est trés simple: il s’agit de montrer que, lorsque
n est assez grand, u, se laisse décomposer en K facteurs «& peu prés égaux».
On y arrivera en répartissant les u,, en K groupes, de telle sorte que les produits
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a lintérieur de ces groupes soient de nouveau «a peu pres égaux». Le lemme
suivant forme la base de la démonstration:

Lemme 2. Soit z,,...,z, m vecteurs de I'espace euclidien R, tels que
Nz |l <e, soit @ =2z, et 0 < A< 1. Il existe alors un sous-ensemble I de
{1,2,...,m} tel que

| 2 x;, — Aa|| < me.
i€l

Démonstration. Nous définissons I'application linéaire » de B™ dans R™ de
la maniére suivante :

C=1(C,C vsCp)>C % +Cx+ ... +cCc 2, =1wp(c).

Soit D I'image du cube unité 0 <c, <1 par v et beD (p.ex. b= ia).
L’ensemble

F={c:ypk)=0b, 0<¢c, <1}

est convexe, fermé et non vide. Il posséde par conséquent au moins un point
extrémal f. Nous allons montrer que f n’a pas plus de n coordonnées différentes
de 0 ou 1. Soit en effet f, , ..., f; les coordonnées égales & 0 ou 1. Le systéme
homogeéne de k + n équations

;=0 j3=1,2,...,k; y(c)=0

7

a une solution non triviale ¢, si n + k < m. Pour un « suffisamment petit,
|la| < 8, onaalors f+ «cyeF contrairement & ’hypothése que f est extrémal.
Ceci démontré, on pose 4 = {i:f; =1} etl’'on a

| 22 —bll=1 2o, —yp(Hll =1l 2 fiz:ll<me.
i€d i€4d i10<f;<1
Corollaire 1. Sous la méme hypotheése, on peut répartir les indices 1,2, ...,m

en K classes disjointes A4,, ..., Ax telles que

]|Zw,——2x,”<M& 7,821,2,...,1{

1€dy 1€Ag

ou M ne dépend que de K et de n.
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Soit maintenant M?', M2,..., M! ... un systéme complet de représenta-
tions unitaires irréductibles de I et

Mflﬂc =;Ml (%) d py ().

Soit encore || A4 || la norme d’une matrice A:||4]| = sup ||4dx]].
lz]l <1

Corollaire 2. Soit K, L et ¢ > 0 donnés et fixes. Il existe alors un n, (L, &)
tel que, pour n > ny(L, &), on puisse répartir les indices 1,2,...,%, en
K classes A7, ..., A% de telle sorte que

Wi M, —IT M ll<e 1=1,2,...,L;r,s=1,2,...,K.
kedy kel

Démonstration. La condition d’infinitésimalité implique

1
lgskué)k” WMy — B, |l ;2 0.

Les matrices N}, = log M}, tendront donc uniformément vers 0. Nous
considérerons alors, dans l'espace & m = 2 (m3 4 ... 4+ m?%) dimensions, les
vecteurs z,,1 <k <k,, ayant pour composantes les parties réelles et
imaginaires des coefficients de N},,1 <! < L. Ces vecteurs auront, pour n
suffisamment grand, des normes arbitrairement petites. On pourra donc les
répartir, comme au corollaire 1, en K classes ke A}, ..., ke A% de telle maniére
que les différences entre les sommes y, = X z, et, par conséquent, les normes

_4n
k=4,

1PX Nnk — 2 NnkH
n n
kGAr It=€A.ar

soient arbitrairement petites. On obtient alors le corollaire en remarquant
que, grace & ’hypothése de commutativité,

o, —I1a M, =exp(Z N,){exp( 2 N, — 2 N,)—E,}.

n n n n n
ked, ked, ked; ked, ked,
Soit al =1 =
1t alors ¢7 = T et np = ny(¢z, L). En posant

/‘nz,sr:.nl‘nz,k r=1,2,..., K,
k€Al L
on obtient K mesures telles que
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1
”i!‘ MY(z)duy,,,, (2) —,‘! MHz)dp,,, .0l < A l=1,2,...,L

M.nL :l“'ﬂLll* c o *MnL,K .

On peut alors trouver, dans la suite »,,n,, ..., 7L, ..., une sous-suite ¢ telle
que les u, .. (nrec) convergent vers des mesures aléatoires u, ,. On voit

immédiatement que g, ; = pp s = ... = Uy g = U, et 'on a

U =HUp,1%*.-.* Uy K 2/‘;1{’

Ceci pouvant étre réalisé pour tout K, on voit que u est bien indéfiniment
divisible.

BIBLIOGRAPHIE

[1] CarNAL: Unendlich oft teilbare Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf kompakten Gruppen. Math.
Annalen Bd. 153, 351-383 (1964).

[2] Houwnt G.A.: Semi-groups of measures on Lie groups. Trans. Amer. Math. Soc. 81, 269-293
(1956).

[3] ParTEASARATHY, K.R., RA0 RANGO, VARADHAN S8.R.S.: Probability distributions on locally
compact abelian groups. Illinois J. of Math. 7 (1963).

[4] WERN D.F.: Probabilities on LIt groups. Proc. Nat. Acad. Sci., 1962.

(Regu le 2 juillet 1965)



	Deux théorèmes sur les groupes stochastiques compacts.

