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Deux théorèmes sur les groupes stochastiques compacts

H. Carnal

§ 1. Introduction et résultats

Dans un précédent article [1], nous avons défini, sur un groupe compact F,
le générateur infinitésimal d'un semigroupe continu de mesures gaussiennes en
caractérisant algébriquement les propriétés des fonctionnelles correspondant
aux termes iyt et —a2t dans la formule de Lévy-Chintchine. Nous nous

proposons ici de trouver l'équivalent de cette formule classique pour le groupe
F. La difficulté principale réside dans la définition, pour xeF et pour une
combinaison linéaire / de coefficients de représentations unitaires de F, c'est-

it x
à-dire sur l'espace F X 5 (F), d'une fonction g(x,f) correspondant au terme 21 -)- x
sous l'intégrale de Lévy-Chintchine ou, plus généralement, au terme SxtDJ
dans la formule de Hunt [2] valable sur les groupes de Lie. Si, pour
une représentation unitaire M de F, M e 501 (F), nous définissons encore

g(x, M) (g(%, mt3)) nous devons avoir les propriétés :

a) g(x, f) est continue en x.

b) g linéaire en / ;

9(*> /i/a) fi(e)9(x> h) + h{e)9(x, h).

c) g(x, M) log M (x) pour tout x compris dans un voisinage Um de

l'unité e.

Nous prouverons au paragraphe 2 l'existence d'une telle fonction et, au

paragraphe 3, le

Théorème 1. Soit {/ut ; t > 0} un semi-groupe continu de mesures de probabilité
sur F: ^s//t ^s+<, fitj+ àe. Le générateur du semi-groupe

A (M) lim {J M(x) dfzt(x) - Em)

est alors donné par

J (M(x)-Em-g{x,M))dF{x). (1.1)
r-e
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Inversement, toute fonctionnelle de cette forme est le générateur infinitésimal d'un
semi-groupe de mesures de 'probabilité.

Dans (1.1), B et G sont des fonctionnelles linéaires sur %(F) ayant les

propriétés (4.1.5) à (4.1.9) de [1] et F est une mesure positive sur F— e

telle que l'intégrale existe et soit finie :

1. jP est définie au moins pour les réunions et intersections finies d'ensembles
de la forme

{x : M (x)€ B> B ensemble borélien de U(m) — Em ; m degré de M}

2. J (BeTrM(x) — m)dF(x)> — oo.
r-e

On peut étendre F aux ensembles boréliens de F ne coupant pas un certain
voisinage de e. G et F sont univoquement déterminés par le semi-groupe alors

que B dépend du g(xt M) choisi.
Dans le dernier paragraphe, nous examinerons les séquences infinitésimales

de mesures de probabilité :

sur F. Il est bien connu que, sur la droite réelle, les mesures [in /7Î!Li l^nk

ne peuvent converger que vers des mesures indéfiniment divisibles. Le même

résultat a été obtenu pour des groupes abéliens localement compacts [3].

Lorsque le groupe n'est pas abélien, une restriction s'impose immédiatement:
il faut que les mesures d'une même ligne commutent. Jusqu'à présent, toutefois,
le théorème n'a pas pu être prouvé sous cette seule condition. Pour des groupes
de Lie, Wehn [4], par exemple, exige de très fortes restrictions relatives aux
moments du premier et du second ordre. Cependant, pour des groupes compacts
généraux, nous prouverons ici le

Théorème 2. Soit {junk} une séquence infinitésimale sur F telle que juni * finlc

indéfiniment divisible.
Il ne nous a pas été possible de généraliser la démonstration classique de ce

théorème. En effet, le procédé consiste à effectuer d'abord une translation des

/A,nk9 ce qui ferait perdre la propriété de commutativité. Les conditions de

Wehn permettent précisément d'éviter cette translation. Notre démonstration,

qui peut aisément s'appliquer au cas classique, a l'avantage d'être plus directe
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que la preuve habituelle. En revanche, elle ne permet pas de donner de conditions

pour la convergence vers une limite particulière. Nous tenons à remercier
ici M. J.-J. Loeffel qui nous a apporté la démonstration du lemme 2, clé du
§4.

§ 2. La fonction g (*, M)

Nous considérerons ici F comme la limite d'une suite transfinie de

groupes compacts F^, les premiers étant des groupes de Lie. Nous définirons
la fonction g par induction sur a. Nous remarquerons d'abord que b)
est équivalent à

b') II existe un sous-groupe à un paramètre {Çt(x), —oo < t < oo} tel que
M(St{x)) =exptg (x9M).

En effet, le théorème 9 de [1] assure l'existence, pour t > 0, d'un semi-

groupe ayant g(x, M) comme générateur infinitésimal et l'on voit immédiatement

que les mesures de ce semi-groupe sont dégénérées, g(x, M) étant anti-
hermitien et, par conséquent, exp tg unitaire.

La condition c) est équivalent à

c') Si cp est un homorphisme de F sur un groupe de Lie L, le sous-groupe
{<p£t(x)} est, pour x compris dans un voisinage de l'unité, le sous-groupe
canoniquement associé à yx. Il suffit, pour s'en rendre compte, de considérer
une représentation fidèle N de L et la représentation Nq> de F.

Lemme 1. Soit Ex un produit direct de groupes de matrices unitaires et Z2
le produit direct de Sx par un groupe de matrices unitaires U. Soit G un sous-

groupe fermé de 22, ç? l'homomorphisme de projection de U2 sur Sx et
H (p0. Si h{y,N), satisfaisant a), b) et c), est définie sur H X 3R(H),
on peut définir une fonction analogue g(x, M) sur G X 501 (0) telle que
g(x9N<p)

Démonstration. Soit %p l'homomorphisme de projection de Z2 sur U, R —

^tpGyP le noyau de tp dans G et Q celui de tp dans G. On a naturellement
P ^ Q {e} dans G et, par conséquent, PQ ^P X Q. La projection de P
par yj est un sous-groupe invariant Pf ^ P de R et celle de Q par <p un sous-

groupe invariant Qf ^ Q de H. Soit encore S G/PQ RfPf E\Q\ <p'

l'homomorphisme canonique de R sur S et ipf celui de H sur 8.
R et S sont évidemment des groupes de Lie. Nous introduirons sur S des
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coordonnées s{(g), i 1, 2, h, continues et canoniques dans un voisinage
W1 de l'unité e1. Il est alors possible d'introduire sur R des coordonnées rt(g),
i 1,2, 9k + l9 continues, canoniques dans un voisinage W2 c g/"*1 (Wt)
de l'unité e2 et telles que rt (g) st(<p'ç)9 i 1,2, le. Nous définirons

D{ f —L (^ pour une fonction / de R et T>\g -~- (ex) pour une fonction g
de S. dTi dSi

Nous avons maintenant, compte tenu des remarques précédant l'énoncé du
lemme, pour tout xeG, un sous-groupe continu {y)frjt(x)} dans S qui, pour
un voisinage F de c dans G, est canoniquement associé à ip'opx. Soit Ax le
générateur infinitésimal de ce sous-groupe :

Ax(Nf)=^i: xi(x)DfiNf N'e<m(S).

On peut alors définir des fonctions continues xt(x),i 1c + 1,& + 2,...,A? + Z,

de façon que le générateur

BX{M') T xt(x)DtM! Mf€<m(R)

définisse un sous-groupe {vt(x)} :

M'(rt(x)) exp Bm(Mf)

satisfaisant <pl (rt(x)) ^^(a:) et canoniquement associé à tp(x) pour xeW
F ^ ^^(TFg). Il suffit de définir #t(#) r{(y)x) pour a;e TF et de prolonger

ces fonctions de façon arbitraire, mais continue, à G.
On remarquera qu'un point heH et un point reR définissent de manière

univoque un point xeG à condition que tpr(h) <p'(r). La condition est remplie

pour les points rt(x) et rjt((px) qui définissent donc un point it(x)eG. Il
suffit maintenant de définir g(x9 M) comme le générateur infinitésimal du

sous-groupe continu {it(x)}> H es^ facile de voir que cette fonction satisfait
toutes les conditions requises.

Nous démontrons maintenant l'existence de la fonction g(x,M) sur F
compact. Soit {Ma} l'ensemble des représentations unitaires irréductibles de

F, bien ordonnées par l'indice <x < â. On définira Fa, <x < #, comme la
projection ç?a de F sur 27a II Up :

£<«

9?aa= (M1(x)9 M2(x)9 ...9Mp(x)9
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où Up est un groupe de matrices unitaires de même degré que Mp. Il existe
des homomorphismes naturels yap de Fa sur Fp lorsque fï<<x, et Ton a

Si une fonction ga (xa, Na), satisfaisant a), b) et c), est définie sur jTa X 9JI (Fa)9

on pourra définir une fonction analogue ga+1 sur -Ta+1X $01(7^+1) ainsi qu'il
est indiqué au lemme 1. JHa et ,Ta+1 jouent ici les rôles de H et G, 27a et 27a+1

ceux de Ex et Z2 et Ua celui de £7. On aura donc <7a+i(#a+i, Ncp0L+lt a)

0<x (?«+l. a * » ^J et' si POur tout P < <* Voïi *>9ol{xol>NP ^ai8)
la même condition sera remplie avec oc + 1 à la place de ^.

Si oc est un indice sans antécédent, toute représentation Na est de la forme
Npcpap pour certain fi < oc. Si ^ a été défini pour jl <oc, on pourra définir
<7a(#a, iVa) çpicpapXa, Np), de manière univoque grâce aux relations existant

entre les gp. Il est facile de voir que de ga satisfait encore a), b) et c).
On montre donc, par induction transfinie, que g^ existe pour tout oc <; ê

et cela implique l'existence de g(x, M) sur fx Wft(F), F n'étant autre que

§ 3. Démonstration du théorème 1

Nous considérerons ici F comme la limite projective d'un ensemble {Ta}
de groupes de Lie compacts, partiellement ordonnés par l'indice oc. ç?a sera
un homomorphisme de F sur Fa et, si (3 < oc, cpap un homomorphisme de Fa

sur Fp de telle sorte que

<P <xy '

Soit g(x,M) une fonction sur fx SDÎ(r) possédant les propriétés a), b)
et c) et gOÙ(xa, Ma) une fonction analogue sur Fax 501(7^). La condition c)

implique que, pour x e J7a (e),

et toutes les représentations peuvent s'écrire Ma ç?a pour un certain oc.

Nous montrerons tout d'abord que la fonctionnelle A définie en (1.1) est
bien le générateur infinitésimal d'un semi-groupe de mesures de probabilité.
A ce but, nous définissions, sur 501 («TJ,

16CMHvol.40
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B{Mtx9a) + O(Ma<Pa) + J (Ma9a(x)-Ema-g(x,M<xq,0l))dF(x)
r-e

Ba (Ma) + Oa(Ma) + J (Ma (xa) -Ema-g [xa, Ma)) dF. (xa) +
Fa-**

+ J (9a(Va*>M*)-9(*>M

Fa est la projection de F sur ra par ç?a, à savoir une mesure positive intégrant
la fonction £ x\ et satisfaisant

J fa (*«> dFa(zJ S h (9**) dF (x)

lorsque la première intégrale existe. Comme F est bornée en dehors de tout
voisinage de l'unité et comme la fonction

h (x, Ma) £a (<pa x, Ma) — g {x, M^<pa)

satisfait, à cause de b), la condition

h(z, Ma ® Na) =h(x, Ma) ® Ena + Ema ®h{x, Na),

la dernière intégrale dans la définition de A^ sera une fonction J5^(Jfa) de la
même forme que Ba (Ma). B!fa J5a + B» sera une fonction satisfaisant
(4.1.5) et (4.1.6) de [1] et Aa aura bien la forme requise dans la formule de

Htjkt (cf. aussi [1], lemme 4.2). Les semi-groupes {//«,*, 0 < t <oo} de

mesures aléatoires sur les jTa ayant pour générateurs infinitésimaux les Aa
satisfont les relations de compatibilité

puisque

A* (Mp <Pafi)^A (Mp <P*p Ç>«) ==A(Mp(pp) Ap (Mp)

et définissent par conséquent un semi-groupe {ftt} de mesures aléatoires sur
F: ftttyâ1 /*«,* dont le générateur infinitésimal n'est autre que A.

Soit inversement {fit} un semi-groupe continu sur F et A son générateur
infinitésimal. Le semi-groupe {/Ja,*}, projection du premier sur /^, aura un

générateur infinitésimal Aa donné par les fonctionnelles JSa et Ga et la mesure



Deux théorèmes sur les groupes stochastiques compacts 243

F^, Ga e^ ^« ne dépendant pas des coordonnées particulières (c'est-à-dire
du gra) choisies sur Fa et satisfaisant :

Mpc501 (Fp), p<*

Nous pourrons alors définir de façon univoque la fonctionnelle G sur
par G (M) (?a (Ma) si M MOi <pa et G aura les propriétés (4.1.7) à (4.1.9)
de [1]. De même, pour un ensemble E ç?~1(-Ba), Ea ensemble borélien de

Fa — ea, nous définirons F(E) jPa(JSa) et pourrons étendre cette mesure
à tout ensemble borélien de F ne coupant pas un certain voisinage de l'unité.
Posons

A'(M) G(M) + J (M(x)—Em—g{x,M))dF(z)
r-e

A (M) —Af(M) sera, pour M Ma<pa, égal à

B(M) Aa(Ma) —A1 (ifaç>a)

et aura les propriétés (4.1.5) et (4.1.6) de [1]. A (M) aura donc bien la forme
(1.1).

§ 4. Démonstration du théorème 2

Nous ne démontrerons le théorème que pour les groupes compacts à base

dénombrable, c'est-à-dire tels que les représentations unitaires irréductibles
forment un ensemble dénombrable, en particulier donc pour les groupes de
Lie compacts. Le cas général se ramène aisément à ce cas particulier: on
projettera, comme au paragraphe précédent, les /u,nk sur les groupes de Lie
^a: Vocnk ftnkV*1' Ces /^a,nfc satisferont encore les conditions du théorème;
jWa Km jun t a fi 9?"1 sera indéfiniment divisible pour tout oc, par conséquent

li aura la même propriété [1, lemme 1.2].
L'idée de la démonstration est très simple : il s'agit de montrer que, lorsque

w est assez grand, jun se laisse décomposer en K facteurs «à peu près égaux».
On y arrivera en répartissant les /btn1c en K groupes, de telle sorte que les produits
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à l'intérieur de ces groupes soient de nouveau «à peu près égaux». Le lemme
suivant forme la base de la démonstration :

Lemme 2. Soit xx, xm m vecteurs de l'espace euclidien Rn tels que
\\xt\\ < s, soit a Sxt et 0 < A < 1. Il existe alors un sous-ensemble / de

{1, 2, m} tel que

|| Z xt — Jia\\ <ne.
i€l

Démonstration. Nous définissons l'application linéaire ip de Rm dans Rn de

la manière suivante :

c ((à, c2, cm) -> cx xx + c2 x2 + +cm xin y>{c).

Soit D l'image du cube unité 0 < ct < 1 par y) et beD (p.ex. b Xà).
L'ensemble

F {c\xp{c) b, 0<ct <1}

est convexe, fermé et non vide. Il possède par conséquent au moins un point
extrêmal /. Nous allons montrer que / n'a pas plus de n coordonnées différentes
de 0 ou 1. Soit en effet fH,..., flk les coordonnées égales à 0 ou 1. Le système
homogène de k + n équations

a une solution non triviale c0 si n -\- Je < m. Pour un oc suffisamment petit,
| oc | < ô, on a alors / + oc c0 c F contrairement à l'hypothèse que / est extrêmal.
Ceci démontré, on pose A — {i : ft 1} et l'on a

||Z*,-6|| ||2;a:,-V(/)ll ll ^ Uxt\\<nB.
i€A i€A

Corollaire 1. Sous la même hypothèse, on peut répartir les indices 1,2, m

en K classes disjointes Al9 Ar telles que

|| X xt — S xt\\<Me r9s= 1,2, ,K
i€Ar i€Â8

où M ne dépend que de K et de n.
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Soit maintenant M *, M2,..., Ml, un système complet de représentations

unitaires irréductibles de F et

r
Soit encore \\A\\ la norme d'une matrice A : \\A\\ sup 11Ax|1.

IMI<i

Corollaire 2. Soit iT, L et e > 0 donnés et fixes. Il existe alors un n$ (L, e)

tel que, pour n > no(L, e), on puisse répartir les indices 1, 2, kn en
Z classes A*, ^ de telle sorte que

||/7 JfJ4 — n Mlnk\\<e 1= l,2,...,i;r,5= 1,2,...,Z.

Démonstration. La condition d'infinitésimalité implique

sup

Les matrices N^ log Jflk tendront donc uniformément vers 0. Nous
considérerons alors, dans l'espace à m 2(raj[+ + m%) dimensions, les

vecteurs xk, 1 < h <> kn, ayant pour composantes les parties réelles et
imaginaires des coefficients de N^k ,1 <l < L. Ces vecteurs auront, pour n
suffisamment grand, des normes arbitrairement petites. On pourra donc les

répartir, comme au corollaire 1, en K classes kcA", k*AnK de telle manière
que les différences entre les sommes yr S xk et, par conséquent, les normes

|| S Nnh-S Nnk\\

soient arbitrairement petites. On obtient alors le corollaire en remarquant
que, grâce à l'hypothèse de commutativité,

II Mnk-n Mnk exp S Nnk) {exp Z Nnk-E Nnk) -EJ

Soit alors bl — et ul n0 (sl, L). En posant
Ju

lxnLir 77 ^fe r 1, 2, Jf,

on obtient K mesures telles que
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II J M*(x)dpnL9, (x) - J Mt(x)diAnL99\\ < -g- l 1, 2, L

On peut alors trouver, dans la suite %, ng, ,ul, une sous-suite a telle
que les t*>nL,r(nL*o) convergent vers des mesures aléatoires ju^^. On voit
immédiatement que ixml /^œ 2 ^^^ ^ et l'on a

A* =^00,1* ••• *i"00,ir ^00 •

Ceci pouvant être réalisé pour tout K, on voit que jll est bien indéfiniment
divisible.
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