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Beitrâge zu den Theoremen von Kolmogorov und Smirnov

von Léo Knùsel, Zurich

Im folgenden geben wir zwei Beitrâge zu den klassischen Theoremen von
Kolmogorov und Smirnov zut Stichprobentheorie1).

1. Wir geben einen neuen Beweis fur einen Satz von M. Taha [8]. Wir be-
trachten eine Grundgesamtheit mit der Verteilungsfunktion F(x) *F(z) sei

liberaU stetig, aufier in den Punkten xv(v 1, 2,..., n). Es sei

/2,_1== F(xv-0) (*=l,...,n)
/2, F(xv + 0) (»=1 n)
t. =0
/m+i 1

F(x) kann in jedem Intervall [xv9 xv+1) dargestellt werden als

F(x) f2v + (f2y+1 -f2v) • Gv(x) (v 0, 1,..., n).

Dabei setzen wir
xQ — oo

Jedes Gv(x) ist eine stetige Funktion auf [xv, xv+1). Wenn wir setzen

0 fur — oo < x < xv
Gv(x) fur xv <x< xv+t
1 fur xv+1 <, x < + oo

so ist jedes G*(x) eine stetige Verteilungsfunktion (v 0, 1,..., n). Weiter
seien Xl9 X2i..., X& die Elemente einer Stichprobe aus einer Grundgesamtheit
mit der Verteilungsfunktion F(x) und Sn(x) sei die zugehôrige empirische
Verteilungsfunktion, das heiBt

k
8n(x) -=r=- falls genau ifc-Werte aus der Stichprobe Xl9..., Xn kleiner oder

gleich x sind.

*) Resultate aus meiner Diplomarbeit an der ETH ûber das von Herrn Prof. Dr. W. Saxbr
gestellte Thema.
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162 Léo

Wir setzen

SN(xy— 0)

/. =0

*k =U—ft-i (*=1 2»+l).
Nun sei weiter

^(*) hv + (hv+i — hv) • GAx) fur xv <, x < x,+1 (v 0, 1,..., n)
DN sup \SN{x)—F(x)\

— 00<*<4-00

D% sup [^v (*)— -F (a;)].

Der Satz von Taha lautet :

Um P{N** DN<z}== TIK( A_\ (1)
JVr_>oo v»o \Vs2v+1/

lim P{N* •!>£ <£ z) IIK+ -7==- (2)

wobei :

fur y <: 0

iT(.__l)*.e-2*V fûrj/>0
(3)

flirt, <0
— e~2y fûrt/>0. W

Wir setzen

B2v N *s2v Anzahl der Elemente Xj aus der Stichprobe

Xi,..., Xn mit -ï^ xv (y 1,..., %)

J}2v t ^ • 52p_i Anzahl der Elemente Xi aus der Stichprobe

Zx,..., XNmit #„__! < Xi < xv (v 1,..., n + 1).

Mit «4/!... hn+i bezeichnen wir das Ereignis, das eintritt, wenn aile Gleichungen

#* /* (*=l,...,2n+l)
erfullt sind, und mit B meinen wir das Ereignis, das eintritt, wenn
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ist. Es gilt
P{B}

Die Summation ist ûber aile Tupel (jx,..., j2n+i) mit h + • • • + ?2n+i N zu
erstrecken. Mit P{B/A} bezeichnen wir die bedingte Wahrscheinlichkeit fur
das Ereignis B unter der Bedingung, daB das Ereignis A eingetreten ist. Nun
gilt weiter :

l. sup \SN{x)-F(x)\<:zlAh...Un+l}
— 00<iC<+00

sup \SN(x) - Gv(x)]\ ^ zlAh...hn+1}

Wenn wir setzen (6)

0 fur — oo < x < xv

fur xv+1 <, x < + oo

so kann jedes S*(x) aufgefaBt werden als empirische Verteilungsfunktion zu
einer Stichprobe mit dem Umfang JV«â2v+1 -R2y+i aus einer Grundgesamt-
heit mit der stetigen Verteilungsfunktion G*(x). Weil nun

--QO<a;<+oo

ist, so kônnen wir auf jeden einzelnen Faktor des Produktes (6) das bekannte
Theorem von Kolmogorov anwenden und erhalten :

limP{JB/4...itn+1}=i7Z - (7)

Weiter ist die gemeinsame Verteilung der Bk{h 1, 2,..., 2n + 1) eine Poly-
nominalverteilung mit den Parametern sk. Es gilt daher (Grenzwertsatz fur
die Polynomialverteilung) :

lim P Rk-Nsk
vw < Xh fur &== l,...,2n+ 1

2n+1 ^.i -ixlL (8)
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Dabei ist zu setzen

Léo Knîjsel

X2n+l —

und das Integrationsgebiet G ist festgelegt durch

i | < A2n+i und \xk\ < Xk fur Je 1,..., 2n.

Wir wollen jetzt die Summe (5) aufspalten und dann den Grenzûbergang
JV-> oo machen. Wir betrachten folgende Mengen von Tupeln (jl9..., )2n+i) •

2n+l

j*M\ N
<—i-fûr k=l,...,2n+l

Es gilt

P{B} ZP{Ah...hn+1}-P{BIAh...i,
M

Fur die Glieder der Summe uber Mt gilt :

+
Mi M%

0 fur N-*oo

Damit kônnen wir P{B} wie folgt abschâtzen:

P{B)
M\

inf P{B/Ah...hn+l}.ZP{Ah...hn+l}.
Jfef i 3f i

Wegen (7) und (9) gilt fur N

inf

(9)

(10)
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und wegen (8) und (10):
ZP{Ah...hn+1}-+l,
Mi

so daB wir also erhalten :

lim P{B} ï>nK(—±—) (11)

Andererseits gilt

P{B}:
Ml

Fur N -* oo gilt wegen (7), (8), (9) und (10):

sup P{BIAh...hn+,}->nK

Mi

und somit ist

^^{B} <LIIK[ u—r) (12)

Aus (11) und (12) folgt

lim P{B}

Dies ist das Résultat (1) von M. Taha. Das Résultat (2) kann genau gleich be-

wiesen werden. (Man ersetze im obigen Beweis durchwegs D& durch D% und die
KoLMOGOKOv'sche Verteilungsfunktion K(y) durch die Verteilungsfunktion
K+{y).)

II. A. N. Kolmogorov erwâhnt in seiner Arbeit [3], daB die TestgrôBen Dn
und Dnxn2 (TestgrôBen von Kolmogorov und Smernov) konservativen
Charakter haben, wenn die Verteilungsfunktion F(x) der Grundgesamtheit
unstetig ist. Bewiesen wurde dies fiir den diskreten Fall von G. E. Noether
[5], Wir geben hier einen Beweis fur dièse Tatsache, und zwar fur die Test-
grôBe D# und fur den Fall, daB F(x) endlich viele Unstetigkeitsstellen besitzt.

Es seien Xx,..., Xn die Elemente einer Stichprobe aus einer Grundgesamtheit

mit der Verteilungsfunktion F(x) und 8n{z) sei die zugehôrige empirische
Verteilungsfunktion. Wir setzen :

sup \SN(x)—F(x)\.
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Wenn die Verteilungsfunktion F(x) stetig ist, so ist die Verteilungsfunktion

wohlbekannt (siehe [4]). Sie ist unabhângig von der speziellen Form der
Verteilungsfunktion F(x); F(x) braucht nur stetig zu sein. Insbesondere kennt
man die Grenzverteilung

Km 0N(z) K(z).
N

K(z) ist die KoLMOGOROv'sche Verteilungsfunktion (3). Man kann nundieGrôBe
Dn dazu benûtzen, um die Hypothèse zu prûfen, daB eine vorgelegte Stichprobe
Xt,..., Xn aus einer Grundgesamtheit mit der vorgegebenen stetigen
Verteilungsfunktion F(x) stamme. Dazu berechnet man aus der vorgelegten

Stichprobe und der vorgegebenen Verteilungsfunktion die GrôBe
und bestimmt den kritisehen Wert z0 als Lôsung der Gleiehung

Dabei ist Pa eine vorgegebene Sicherheitssehwelle (Risiko fur einen Fehlent-

scheid). Wenn nun die berechnete GrôBe N* -Djv grôBer ist als der kritische
Wert z0, so verwerfen wir die Hypothèse, daB die Stichprobe aus einer
Grundgesamtheit mit der Verteilungsfunktion F(x) stamme; andernfalls machen wir
keine Aussage. Es stellt sich die Frage, ob sich das Risiko fur einen Fehlent-
scheid vergrôBert, wenn die vorgelegte Stichprobe aus einer Grundgesamtheit
mit einer unstetigen Verteilungsfunktion F' (x) stammt, wir aber den kritisehen
Wert z0 wie oben bestimmen. Dièse Frage kann verneint werden. Das Risiko
fur einen Fehlentscheid vergrôBert sich nicht. Man sagt, die TestgrôBe Dn sei

konservativ. Dièse Behauptung wollen wir nun beweisen.
Es sei Xx,..., Xn eine Stichprobe aus einer Grundgesamtheit mit der stetigen

Verteilungsfunktion F(x) und X[,..., X'N eine Stichprobe aus einer
Grundgesamtheit mit der beliebigen Verteilungsfunktion Fr(x). Weiter seien Dn
und D'N die entsprechenden TestgrôBen und es sei

Wir bestimmen zQ und z0 als Lôsungen der Gleichungen

1—Pa beziehungsweise &'N{z'o) 1 — Pa.
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Die TestgrôBe Dn ist konservativ, wenn fur jede Wahl von Pa gilt: z0 > z'o,

das heiBt wenn
<0'N(z) fur 0<:z<oo. (13)

Wir wollen zunâchst die Beziehung (13) beweisen fur den Fall, daB F' (x)
eine einzige Unstetigkeitsstelle besitzt, und zwar bei x 0. Wir definieren
eine Folge von Verteilungsfunktionen :

F'(x) fur — oo<a;< —-i
rC

F'(x) fur

F*(x)

(i 1, 2,.. Jedes jFfc(x) ist eine stetige Verteilungsfunktion. Fiir jedes k
sei nun X\,..., XkN eine Stiehprobe aus einer Grundgesamtheit mit der
Verteilungsfunktion Fk(x), S^(x) die zugehorige einpirische Verteilungsfunktion
und DhN die entsprechende TestgrôBe. Weiter sei

Mk \x\ — co<a;< — -j- oder + -j- < x < + oo

Es gilt:
D%= sup \S%(x)-F*(x)\>svLV\Sklf{x)-F'<(x)\.

-00<X< + QD Mk

Damit folgt fiir jedes k :

kN(x) — Fk(x)\

Fiir k ->• cxd gilt offensichtlich :

und es folgt somit :

&n(z) < &'N(z) fur 0 < z < oo.

Damit ist (13) bewiesen fiir den Fall, daB F1 (x) eine einzige Unstetigkeitsstelle
besitzt. Wenn F'(x) endlich viele Spriinge hat, kann man den Beweis ganz
analog fuhren, da ja die Unstetigkeitsstellen in diesem Fall isoliert liegen.

Ebenso kann man beweisen, daB die TestgrôBe D£ fiir einseitige Abwei-
chungen und die beiden entspreehenden TestgrôBen Dn^ und D^lN2 beim
Zwei-Stichproben-Problem konservativen Charakter haben.
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Die Beziehung (13) gilt fur jedes N(N 1, 2,... Sie ubertrâgt sich daher
auch auf die Grenzverteilungen bei N -+ oo. Wir setzen:

Es gilt also :

K(z) <> 0(z) fur 0 <. z < oo.

P. Schmid gibt in [6] eine Darstellung der Funktion 0 (z) bei endlich vielen
Sprûngen der Verteilungsfunktion Ff(x).
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