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Beitriige zu den Theoremen von Kormocorov und Smirnov

von Leo KNUSEL, Ziirich

Im folgenden geben wir zwei Beitrige zu den klassischen Theoremen von
Kormocorov und SMIrRNOV zur Stichprobentheorie?).

1. Wir geben einen neuen Beweis fiir einen Satz von M. TauA [8]. Wir be-
trachten eine Grundgesamtheit mit der Verteilungsfunktion F(x)-F(x) sei
iiberall stetig, auBer in den Punkten z,(v =1, 2,...,n). Es sei

fos1=F(x,—0) (»=1,...,n)

foo =F(x,+0) (=1,...,n)

fo =0

f2n+1=1

8 =fe—fra (k=1,...,20+41).

F(x) kann in jedem Intervall [x,, z,,,) dargestellt werden als

F(x)=f2v+(f2v+1_f2v)'av(x) (”=O’ 1:---:”’)'

Dabei setzen wir
xo = - 00

Loyl = + oo.

Jedes G, (z) ist eine stetige Funktion auf [z,, z,.,). Wenn wir setzen

0 fir —co<z<ez,
Gt(x) = G,(2) firz, <z< Ty
1 fﬁl‘ xv+1 Sx<+00

8o ist jedes Q) (x) eine stetige Verteilungsfunktion (» = 0, 1,...,n). Weiter
seien X,, X,,..., Xy die Elemente einer Stichprobe aus einer Grundgesamtheit
mit der Verteilungsfunktion F (z) und Sy () sei die zugehorige empirische Ver-
teilungsfunktion, das heifft

Sy (x) = —1’%— falls genau k-Werte aus der Stichprobe X,,..., Xy kleiner oder

gleich 2 sind.

1) Resultate aus meiner Diplomarbeit an der ETH iiber das von Herrn Prof. Dr. W. SAXER
gestellte Thema.
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162 Leo KNUSEL

Wir setzen

I
-
2

fava = Sn(@, —0) (v

f},, =Sy(z,+0) (@=1,...,n)

)_‘9 =0

f2n+1=1_ _

8 = fr—fia (k=1,...,2n + 1).
Nun sei weiter

F(2) = fay + (favir — o) G, () fiir 2, <z <2, (#=0,1,...,m)

Dn = sup |Sn(z) —F()|

_ —O<TL+} ® _

D} = sup [Sw(z) — F(x)].
—o<I<+®

Der Satz von TAHA lautet:

m POV Dy 2} = 11K (2
Iim P{N°. Dy<z}=1IIK 1
N—>ow { N } ya=0 83,11 ( )
lim P{N%-I_)} <z} =ﬁK+( 2 ) (2)
N—)m y==0 82’_{_1
wobei:
0 firy<o0
_ +®
K(y) = 2 (— k.2 fiiry >0 ®)
ke=— 0
{0 fiir y <0
K+(y)_~{l-—~e"2”' fir y > 0. @
Wir setzen

R,, = N-s,, = Anzahl der Elemente X, aus der Stichprobe
Xy o o, Xymit X, =2,(»=1,.:.,n)
R,, , = N -8,, ; = Anzahl der Elemente X, aus der Stichprobe
. Xy s Xymite, <X, <z, (v=1,...,n 4+ 1).
Mit Aj,... 5,n+1)bezeichnen wir das Ereignis, das eintritt, wenn alle Gleichungen
R, =7, (k=1,...,2n+ 1)
erfiillt sind, und mit B meinen wir das Ereignis, das eintritt, wenn

Né'b—N <z



Beitrage zu den Theoremen von KoLMoGorov und SMIRNOV 163

ist. Es gilt
P{B} =, 2 P{Ah izn+1} * P{B/Ah i2n+1}‘ (5)
j1+...+ign+1=N
Die Summation ist iiber alle Tupel (jy,. .., fa,ya) Mit 5, + ... 4+ Jpp s = N zu
erstrecken. Mit P{B/A} bezeichnen wir die bedingte Wahrscheinlichkeit fiir
das Ereignis B unter der Bedingung, dal das Ereignis 4 eingetreten ist. Nun
gilt weiter:

P{B/Aj,... s} = PINE - sup [ Sw(z) — F(z)| <2ldj,.. iunsi} =
= HP{N% sup |Sw(z) — [for + Savi1+ G (2)]| < 2[Aj,.. jnir) =

y=0 G‘,<x< Z,+1

—fiP @ gt sup | MO b g )4,

=0 Ty ST<Zyy1 S2p41 (82”1)% e danta e
i 6
Wenn wir setzen (6)
0 fir —co<z<uz,
SN (%) — fay ¢
S’: (x) = - 2y fiir x, << xv+1

82v+1

so kann jedes S¥(x) aufgefaBt werden als empirische Verteilungsfunktion zu
einer Stichprobe mit dem Umfang N -8,,,, = R,,,; aus einer Grundgesamt-
heit mit der stetigen Verteilungsfunktion G (x). Weil nun

V-5t sup [N = g o

T, <T<Ty 1 Sav11

=(Ry)t- sup |8*(2)—G*(2)]

—0o<r<+ @

ist, so kénnen wir auf jeden einzelnen Faktor des Produktes (6) das bekannte
Theorem von KoLMogoROV anwenden und erhalten:

lim P{BJ4;, . W}—HK((S )%) (7)
2v+1

N—>w pe=0

Weiter ist die gemeinsame Verteilung der R, (k = 1, 2,..., 2n + 1) eine Poly-
nominalverteilung mit den Parametern s,. Es gilt daher (Grenzwertsatz fiir
die Polynomialverteilung):

R, —Ns,

lim P
" VN

N—>w

< fir k=1, 2n+l§=

on+1 2n4-1 5? (8)

=1 f[(zmﬂﬂnsﬁ 2 S dey-. .. -da,.
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Dabei ist zu setzen
n

Lonyr = "“€Z; z;

und das Integrationsgebiet G ist festgelegt durch

2n
| Ex,-l<lg,,+1 'lllld kal <Ak fﬁl‘ k—-—-— 1,..-, 2n.
i=1

Wir wollen jetzt die Summe (5) aufspalten und dann den Grenziibergang
N — oo machen. Wir betrachten folgende Mengen von Tupeln (j;,. .., ja,p1):

2n+1

M = {j =01, ) Jansa) | i{j:‘ = N}

M, =jeM| h—NNs" < ‘1 fir k=1,...,2n 41
VN
M,=M—M,.
Es gilt
P{B} :EP{Ah---im+1}'P{B/A7'1---im+1} =2...+2....
M M, M,
Fiir die Glieder der Summe iiber M, gilt:
By —Ns, =|,§k—sk|<———--1 — 0 fir N— o (9
N 4
VN
By = Not | - VF s o fiir N> oo (10)
VN

Damit konnen wir P {B} wie folgt abschétzen:

P{B} 2£P{Ai1---im+1}'P{B/Ah---im+1} =
1

= i-nf P{B/Ajl,..7',,‘+1}'2P{Ah...:fan+1}'
M,y M,

Wegen (7) und (9) gilt fiir N — oo:

. s 2
inf P{B/Ah---im+1}°'>nK( %
My =1\ (8gp41)
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und wegen (8) und (10):
ZP{Aj g} > 1,
1

so daB3 wir also erhalten:

lim P{B} 2111{((8 )%) (11)
2y+1

N—>w yu=0

Andererseits gilt

P{B} < sup P{B/Ah i2n+1} ‘ ZP{A“ izn+1} + 1 ZP{AH ian+1}'
M, M, M,
Fiir N — oo gilt wegen (7), (8), (9) und (10):
n z
sup P{B/Ah fzn+1}—>HK (“'"“7)
M r=0 (82p11)
ZP{Aj,.. jsnsr}—>1
M,
51){‘47'1--- im+1}'+ 0’
und somit ist
lim P{B) gIIK( ) (12)
N—>w y=0 (82,+1)%

Aus (11) und (12) folgt
lim P{B} = IIK(

N—>w yux(

(8ay40)? )

Dies ist das Resultat (1) von M. TarA. Das Resultat (2) kann genau gleich be-

wiesen werden. (Man ersetze im obigen Beweis durchwegs Dy durch 1—)_1*(, und die
Kormogorov’sche Verteilungsfunktion K (y) durch die Verteilungsfunktion
K+(y).)

II. A. N. KoLMoGoROV erwihnt in seiner Arbeit [3], daB die Testgrofen Dy
und DNIN’ (TestgroBen von Kormogorov und SMIRNOV) konservativen
Charakter haben, wenn die Verteilungsfunktion F(z) der Grundgesamtheit
unstetig ist. Bewiesen wurde dies fiir den diskreten Fall von G. E. NOETHER
[5]. Wir geben hier einen Beweis fiir diese Tatsache, und zwar fiir die Test-
groBe Dy und fiir den Fall, daB F (x) endlich viele Unstetigkeitsstellen besitzt.

Es seien X,,..., Xy die Elemente einer Stichprobe aus einer Grundgesamt-
heit mit der Verteilungsfunktion F (x) und Sy () sei die zugehorige empirische
Verteilungsfunktion. Wir setzen:

Dy = sup |Swy(x)— F(z)|.

- <<+ ®
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Wenn die Verteilungsfunktion F (x) stetig ist, so ist die Verteilungsfunktion
®y(z) = P{N% .Dy <2}

wohlbekannt (siehe [4]). Sie ist unabhéngig von der speziellen Form der Ver-
teilungsfunktion F(z); F(x) braucht nur stetig zu sein. Insbesondere kennt

man die Grenzverteilung
lim &y(z) = K(2).
N—>o

K (z) ist die KoLmogoroV’sche Verteilungsfunktion (3). Man kann nun die GréBe
Dy dazu beniitzen, um die Hypothese zu priifen, da@ eine vorgelegte Stichprobe
X,,..., Xy aus einer Grundgesamtheit mit der vorgegebenen stetigen Ver-
teilungsfunktion F(x) stamme. Dazu berechnet man aus der vorgelegten

Stichprobe und der vorgegebenen Verteilungsfunktion die Groéfe N H -Dy
und bestimmt den kritischen Wert 2, als Losung der Gleichung

Dy(z) =1 —P,.

Dabei ist P, eine vorgegebene Sicherheitsschwelle (Risiko fiir einen Fehlent-

scheid). Wenn nun die berechnete Grofe N t. Dy grofer ist als der kritische
Wert z,, so verwerfen wir die Hypothese, dal die Stichprobe aus einer Grund-
gesamtheit mit der Verteilungsfunktion F (x) stamme; andernfalls machen wir
keine Aussage. Es stellt sich die Frage, ob sich das Risiko fiir einen Fehlent-
scheid vergroBert, wenn die vorgelegte Stichprobe aus einer Grundgesamtheit
mit einer unstetigen Verteilungsfunktion F'(x) stammt, wir aber den kritischen
Wert z, wie oben bestimmen. Diese Frage kann verneint werden. Das Risiko
fiir einen Fehlentscheid vergréBert sich nicht. Man sagt, die Testgrofe Dy sei
konservativ. Diese Behauptung wollen wir nun beweisen.

Es sei X;,. .., Xy eine Stichprobe aus einer Grundgesamtheit mit der stetigen
Verteilungsfunktion F(x) und Xj,..., X} eine Stichprobe aus einer Grund-
gesamtheit mit der beliebigen Verteilungsfunktion F’(x). Weiter seien Dy
und DY die entsprechenden TestgroBen und es sei

By (z) = P{NY.Dy <72
&, () = P{N¥.D}, <2}.
Wir bestimmen 2, und z, als Losungen der Gleichungen

®y(z) = 1 — P, beziehungsweise @Yy (z) =1 — P,,.
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Die TestgroBe Dy ist konservativ, wenn fiir jede Wahl von P, gilt: 2z, > z,,
das hei3t wenn
Dy(z) < Py(z) fir 0 <z< . (13)

Wir wollen zunéchst die Beziehung (13) beweisen fiir den Fall, daB F'(x)
eine einzige Unstetigkeitsstelle besitzt, und zwar bei x = 0. Wir definieren
eine Folge von Verteilungsfunktionen:

F'(z) fiir ——oo<x<———llc—
P () = F(—%)—{—[F({—)—F(—%)]%(x-{-—;—) fie ——% <z< +%
F' () fiir +%<x<+oo

(k=1,2,...). Jedes F¥(x) ist eine stetige Verteilungsfunktion. Fiir jedes k
sei nun X%,..., X% eine Stichprobe aus einer Grundgesamtheit mit der Ver-
teilungsfunktion F*(x), S% (x) die zugehorige empirische Verteilungsfunktion
und D% die entsprechende TestgroBe. Weiter sei

Mk———zxi——oo<x<-% oder +%<x<+oo;.

Es gilt:
Dy = sup |8%(x)—F*(x)| >sup [Sk(x) — F*()].
Mg

—<T <+ 0o

Damit folgt fiir jedes & :
Py(z) = P{N?.D: <z} < P{N?.sup|Sk(2) — F*(2)| <2}
My
Fiir k— oo gilt offensichtlich:

P{N?%. sup| 8% (2) — F(2)| <2}~ Dy(2)
Mg

und es folgt somit:
Dn(z) < Py(z) fir 0 <z < co.

Damit ist (13) bewiesen fiir den Fall, da F'(x) eine einzige Unstetigkeitsstelle
besitzt. Wenn F'(x) endlich viele Spriinge hat, kann man den Beweis ganz
analog fiithren, da ja die Unstetigkeitsstellen in diesem Fall isoliert liegen.
Ebenso kann man beweisen, dafl die TestgroBe D3 fiir einseitige Abwei-
chungen und die beiden entsprechenden TestgréBen Dy y, und Dj y beim
Zwei-Stichproben-Problem konservativen Charakter haben.
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Die Beziehung (13) gilt fiir jedes N (N = 1, 2,...). Sie iibertriagt sich daher
auch auf die Grenzverteilungen bei N — co. Wir setzen:

lim @Yy (z) = D(2).
N>

Es gilt also:
K(z) <®(2) fir 0 <2< oo.

P. Scemip gibt in [6] eine Darstellung der Funktion @ (z) bei endlich vielen
Spriingen der Verteilungsfunktion F'(z).
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