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Sur le prolongement naturel de fonctions sigma-additives

par R. CatroLx

1. Introduction

L’objet de cette remarque a été fourni par la conjecture de KRICKEBERG-
Pavc [5] que tout prolongement sigma-additif ¢ d’une fonction sigma-additive
p, qui conserve la norme, peut étre interprété comme prolongement naturel
(cf. définition au § 4) relativement & une mesure convenable. Nous envisa-
gerons ce probléme, en étudiant d’abord quelques conditions nécessaires et
suffisantes (théoremes 2 et 3) pour qu’un prolongement puisse étre considéré
comme naturel relativement & une mesure donnée, et ensuite, en déduisant
Iexistence de la mesure prévue dans la conjecture. Un exemple simple
montrera qu’en général il n’existera pas une mesure strictement positive qui
réponde a la méme question. La premiere condition étudiée, dont la nécessité
résulte immédiatement de la représentation intégrale du prolongement, sup-
pose, si u désigne la mesure donnée, I’existence, pour tout nombre réel «,
d’une décomposition de HAHN relative & ¢ + au, dans le domaine de défi-
nition C de y (cf. § 3). La suffisance de cette condition sera prouvée a ’aide
d’une adaptation d’une démonstration connue [4]. L’invariabilité de la
norme, pour tout «, dans le prolongement ¢ 4 au de v + axu|C, est une
condition équivalente et cette invariabilité est assurée par deux conditions
exprimées sous forme d’inégalités (théoréme 3). L.e théoreme 4 établira que
tout prolongement qui conserve la norme est un prolongement naturel.

2. Notations et résultats auxiliaires

Nous utiliserons les mémes notations que dans [6]. B désignera une sigma-
algebre de sous-ensembles d’un ensemble donné E et C une sigma-sous-
algébre de B de méme unité E. Les éléments de B seront désignés par
A, B, C, ... Nous utiliserons, en outre, les notations usuelles: < pour I’ordre,
AB ou AN\ B pour la borne inférieure, 4 \/ B pour la borne supérieure et
A 4+ B pour la différence symétrique. Par partition finie de B on entendra,
comme d’habitude, une suite finie d’éléments B,eB, i =1, 2,...,k, telle
que B,B,=0 si 1#j et qu¢e B= B, + ...+ B,. Les fonctions réelles
mesurables seront désignées par f, les fonctions réelles sigma-additives par les
lettres @, y,y ou ¢ | B,y | C sil'on veut mettre en évidence le domaine de
définition qui entre en considération. La famille des fonctions sigma-additives
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sur B est munie d’une structure d’ordre, si on définit ¢ <y par ¢(B)<y(B),
pour tout BeB. On dit que ¢ est de variation bornée vers le haut (vers
le bas) si I'ensemble des nombres ¢(B), B eB, est borné supérieurement
(inférieurement). La fonction ¢ est dite de variation bornée si elle est de vari-
ation bornée vers le haut et vers le bas. Si ® désigne une famille de fonctions
sigma-additives qui contient au moins une fonction de variation bornée vers le

bas, alors la borne supérieure sup® = sup(p/p ¢ ®) existe ([2], [4]) et si B
désigne un élément de B, elle est définie par

(sup®) (B) = sup(p;(B,;) + @2(Bs) + ... + ¢x(B})), (2, 1)

pour toute partition finie de B et toute suite finie ¢,,..., ¢, ¢, ®, telle
que @,(B;)+ ...+ ¢.(B;) ait un sens. Sous ’hypothése correspondante, la
borne inférieure inf ® existe et est définie de maniére analogue. En particulier,
pour tout ¢, g+ =sup(g,0), g~ =sup(—@,0) et pT =g+ + ¢~ = sup(p, —¢)
existent. ¢T sera par exemple définie par

¢T(B) = sup(p(B,;) — ¢(By)) , (2,2)

pour toute partition B,, B, de B et pour tout B eB. Il résulte immédiate-
ment de (2, 1) que si ® est filtrant pour la relation <, sa borne supérieure
coincide avec I’enveloppe supérieure [5]: (sup®) (B) = (env sup®) (B) =
= sup(p(B)/p ¢ ®), Be B. De méme pour la borne inférieure. Pour que
@ soit de variation bornée, il faut et il suffit que ¢7 (&) soit fini. Dans ce cas,
on appelle ¢T (E) norme de ¢ et on la désigne par || ¢ |].

Les fonctions sigma-additives considérées dans la suite seront toujours sup-
posées de variation bornée. Par conséquent, nous les appellerons simplement
fonctions sigma-additives.

3. Fonctions admettant une décomposition de HAnN dans C

Nous dirons que la fonction sigma-additive ¢ | B admet une décomposition
de Haun dans C, s'il existe une partition ¢', C" de E dans C, telle que
¢t (C") = 0 et ¢=(C') = 0. Soit u une mesure finie sur B. Désignons par £
la famille des fonctions sigma-additives ¢, telles que ¢ + xu admet, pour tout
nombre réel «, une décomposition de Haux dans C. Il est immédiat que si
¢ €$, tout multiple fp appartient aussi & $. En outre, les bornes supérieure
Sup,p; resp. inférieure inf;p, de toute suite (p;);=1,9,... d’éléments de 9,
majorée resp. minorée par une fonction sigma-additive, appartiennent a 9,
car sup,, resp. inf,p; sont alors de variation bornée et on aura, par exemple,
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pour la borne supérieure, si B désigne un élément de B: (sup;(p;+ou)) (B) =
= sup((p;, + ap) (By) + . .. + (@5 + op) (Br)) = sup (g (Bl) + ...+
-+ %k(Bk)) + ap(B), pour toute partie finie Ps0 0w os Pig e (p,;) et toute
partition finie de B, ce qui équivaut & sup; (q), + au) = (sup;p;) + ou.
Or, si on suppose « fixé, ¢, + «u admettant pour tout j une décomposition de
HauN dans C, il en sera de méme de sup;,(p, 4 ou), car si C;, C7 démgne

une partition de E dans C relative & ¢, + «u, alors €' = \/Cj, C" = /\ o
j=1 =1
représente une décomposition de HAHN dans C relative & la borne supérieure.

En particulier, la limite supérieure lim sup,e, = inf,(sup,;<,¢;), la limite
inférieure lim inf,p; = sup,(inf;<, ¢,) et, en cas d’égalité de ces deux fonc-
tions, la limite lim;p; = lim sup,;p; = lim inf,p; de toute suite (¢,) d’éléments
de $, bornée par une fonction sigma-additive, appartiennent aussi & §.
Remarquons que la stricte positivité de u permettrait, grace & un résultat da
a WECKEN ([6], page 380), de généraliser ces assertions & des suites (¢,; T € 0),
ou 6 désigne un ensemble non vide d’indices, filtrant pour une relation transi-
tive <<.

Désignons par € la famille des fonctions de la forme o, uc; + xppcy + ...+
+ &, UCns OU &q,...,x, désignent des nombres réels, n un nombre naturel
quelconque et uc, la contraction de la mesure p sur C,;eC, c¢’est-a-dire lafonction
définie par uc,;(B) = u(C;\ B), pour tout BeB (1 =1,2,...,n). Il est
aisé de voir que € est un espace de Riesz [1], sous-espace de §. La famille €
des limites de suites d’éléments de €, bornées par des fonctions sigma-additives,
est aussi un espace de RiEsz, les opérations linéaires, sup et inf étant continus

par rapport & la limite introduite précédemment. On a € < Ec H.

Théoréme 1. La famille §, des fonctions de $ absolument continues par rapport
a p coincide avec €; c’est-a-dire : pour qu’une fonction sigma-additive @ soit limate
d’une suite de fonctions de la forme o pucy + ...+ oppion, C; € C, il faut et il
suffit qu’elle soit absolument continue par rapport & u et que @ + ou admette,
pour tout réel o, une décomposition de HAHN dans C.

On voit facilement que la condition est nécessaire. Démontrons qu’elle est
suffisante. A cet effet, il suffit de considérer ¢ ¢ $, non négatif. En adap-
tant un procédé connu ([3] page 129), choisissons dans I’ensemble & des
peE tels que 0=y =< ¢, une suite croissante (y,), telle que lim,y,(&) =
=sup (y(B)/py e ®). On a lim;py,=y=<¢. Supposons p+# ¢. En ad-
mettant, pour le moment, que ¢ — v €, il existe, pour tout entier positif »,

une décomposmon de Haunx C,,C, dans C, relative & (p —7) __}-,u

= V C,, C" = /\ C, étant une décomposition relative & ¢ —y, il résulte

Nem] Nl
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que (p —y)(C") =0. On a donc nécessairement (¢ —y)(C')>0 et par
suite ©(C’) > 0. Ceci entraine u(C,,)> 0 pour un certain n,. Désignons

c, parC’et—-—parA On aura alors x(C)>0,A>0et (p—y—Au)(B) =0,

pour tout B S C,C e C. La derniére inégalité entraine: (y; + Auc) (B) =
= 9;(B) + 4u(CB)= y(B) + (p —7) (CB) = y(B —UB)+¢(CB) = ¢(B) ,
pour tout BeB, et par suite (y, + Auc)e ®,j=1,2,... D’autre part,
lim; (y; + Auc) (B) = sup(y(E) [y ¢ ®) + 2u(C) > sup(y(E) [y« ®), ce qui
est impossible. On doit donc avoir ¢ =y ¢ E. Reste & démontrer que
p —7ye$, ou, ce qui revient au méme, que ¢ + y € §, lorsque ¢ désigne un élé-
ment quelconque de . ¢ — uc, C € C, admet une décomposition de HarN
dans C. En effet, il est aisé de vérifier que, si C',C”, resp. C;, O, désigne une
partition de E, dans C, relative & ¢, resp. ¢ — u, (C' — C'C) + (C;0), (C" —
—C"C) + (C]C) représente une partition de E, dans C, relative & ¢ — uc.
On en déduit que ¢ + ap -+ frc admet, pour tout couple «, f de nombres
réels, une décomposition de HAEN dans C, ce qui entraine ¢ + y ¢, pour
tout e €. L’assertion résulte donc du fait que y = lim;y;, pour une suite
(p,) d’éléments de €.

Remarquons que, dans le cas d'une mesure strictement positive, tout

@ € § étant absolument continu par rapport & u, H =

4. Représentation intégrale. Prolongements naturels.

Tout e admet la représentation intégrale u(B) = (xypci+ ...+

+ xppien) (B) = f(eye1 + - -« + &pxc,) d, o yc; désigne la fonction
B

caractéristique de C; (1 = 1,2,...,n). Or, une telle représentation, par un

intégrant C-mesurable, est une propriété de la famille §,. En effet, si

¢ = (fdu, fC-mesurable, O, = {(f + &) =0}, 0" = {(f + «) < 0} repré-

sente une décomposition, dans C, relative & ¢ 4+ au. Réciproquement, si

0<gpe$,, il existe, d’aprés ce qui précéde, une suite croissante (y); d’élé-

ments de € qui converge vers ¢. Si f, désigne l'intégrant de y,, on aura
B) :=Bf (sup;f,) du .

Toute fonction sigma-additive y sur C, absolument continue par rapport &
#|C, peut étre prolongée de maniére naturelle & B. Il existe, en effet, une
fonction C-mesurable et sommable f (intégrant de RapoN-NIKoDYM), te]le
Que (C) = j fdu, pour tout C e C. Le prolongement sigma-additif p de

Y& B, déﬁm par u(B) = j' fdu, BeB, estappelé prolongement naturel de

¥ par rapport & u [4]. Comme corollaire, on aura donc le
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Théoréme 2. Pour que ¢ | B soit le prolongement naturel de y | C par rapport
& u, ol faut et 2l suffit qu’il soit absolument continu par rapport @ u et que ¢ + xu
admette, pour tout nombre réel «, une décomposition de HARN dans C.
Rappelons que la norme de la fonction sigma-additive ¢ sur B est définie
par || ¢ || = ¢T(H) et que, dans le cas ou ¢ est l'intégrale de la fonction
B-mesurable f, ¢T(H) = f|f|du. Si ¢ désigne un prolongement naturel,
E

par rapport & u, de y défini sur C, ¢ + xu est, pour tout «, un prolongement
sigma-additif de y + «u|C qui conserve la norme. Ceci résulte du fait que,
si ¢ est l'intégrale de f, ¢ + apu est lintégrale de f + «, qui est aussi C-
mesurable. Cette propriété est aussi suffisante:

Théoréme 3. St ¢ désigne un prolongement sigma-additif sur B de la fonction
v, définte sur C, et st u désigne une mesure finie sur B, les conditions sutvantes
sont équivalentes:

(1) @ est le prolongement naturel de y par rapport a p.

(2) @ est absolument continu par rapport & u et le prolongement ¢ + ru de
v + ru| C conserve la norme, pour tout nombre rationnel r.

(3) @ est absolument continu par rapport & u et pour tout B e B, tout nombre
rationnel r et tout € > 0, tlexiste C,, C, e C tels que les inégalités (v + ru)(C;y) —
—e=< (p+ ru) (B) = (9 4+ rp) (Cy) + ¢ soient satisfaites.

(4) @ est absolument continu par rapport & u et pour tout B e B, tout nombre
rationnel r = 0 et tout ¢> 0, il existe C,, C,, Cy, C, e C tels que les inégalités
(y* —ru) (C) —e = (¢t —rp) (B) = (" —ru) (Co) +¢ et (v~ —7u) (C5) —
— e (o~ —ru) (B) < (y~ —ru) (C,) + ¢ soient satisfaites.

D’aprés ce qui précéde, (1) entraine (2). Inversement, démontrons que si
@ | B est un prolongement de y | C qui conserve la norme, ¢ admet une dé-
composition de HAuN dans C. Les égalités o¢T(E) = ¢t (E) + ¢~ (E) =
=yT(B) =y+(E)+ ¢~ (B) et p(E) = ¢t (E) —¢~(B) =y (B) =y*(E) —y~ (E)
entrainent ¢*(E) = yt(E) et ¢~ (B) =y (E). Soit C',C"e¢C une dé-
composition de HauN relative & . On a alors y+(E) = ¢ (C') = ¢(C') =
— ¢+(C") —p~(C') < ¢* (). Do, puisque y*(E) = ¢*(E) et ¢+(C') <
< ¢+(E), 9—(C') = 0. De méme, on démontre que ¢*(C") = 0, de maniére
que C’, C" est aussi une décomposition relative & ¢. ¢ + ru admet donc,
pour tout r, une décomposition dans C. Soit (r,) une suite croissante qui
converge vers «. La suite (¢ + 7;u) est croissante et lim,(p + r,u) =
= sup,(p + r;4) = env sup,(p + r;4) = ¢ + au. Ceci implique que, si & est
réel, ¢ + au admet aussi une décomposition dans C. D’aprés le théoréme 2,
(2) entraine donc (1). La condition (3) (sans continuité absolue) est évidem-
ment équivalente & la suivante:
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sup (y(C) +ru(C) [CeC) = sup(p(B) + ru(B) [ BeB)

ot sup (— y(C) —ru(C) | C ¢ C) = sup (— ¢(B) —ru(B) | B¢ B),

c’est-a-dire & la condition (y + ru|C)* (E) = (¢ + ru)* () et (p +ru|C)~(E)
= (p + ru)~(£) qui, en vertu de la premiere partie de cette démonstration,
est équivalente & ||y + ru|C||=|l¢+ rull. (2) et (3) sont donc équi-
valents. Reste & démontrer I’équivalence de (1) et (4). (1) implique que ¢+
resp. ¢~ soient les prolongements naturels, par rapport & u, de y* resp. y—.
Donc, d’aprés ’équivalence déja démontrée de (1) et (3), (1) implique (4).
Inversement, la condition (4), pour r = 0, entraine ¢*(K)=<yp*t(E) et
¢~ (F) = p~(£). On a aussi, d’aprés (2, 1), pt(E) < ¢t (F) et vy (£) < ¢~ (H).
Dou: ¢t(E) =+ (H) et ¢ ()= vy (#). Ces égalités entrainent a leur
tour @t (C) =yt (C) et ¢~ (C) =y (C), pour tout CeC, car, d’aprés
2, 1), on a y*(B) = y*(C) + y*(E — C) < ¢*(C) + ¢*(E —C) = ¢+ (&), ce
qui est possible seulement si ¢+ (C) = p*(C). De maniére analogue on démontre
que ¢~ (C) = p=(C), pour tout C e C. La condition (4) étant aussi satisfaite
pour des r négatifs (dans ce cas on peut poser C;, = Cy; =0et C, = C, = E),
il résulte alors, en tenant compte de 1’équivalence déja démontrée de (1) et
(3), que @t resp. ¢~ sont les prolongements naturels, par rapport & u, de yt
resp. y~. Done ¢ est le prolongement naturel de y, par rapport a u, ce qui
achéve la démonstration.

L’invariabilité de la norme dans un prolongement ne suffit pas, en général,
& assurer I’existence d’une mesure strictement positive, par rapport a laquelle
ce prolongement puisse étre considéré comme naturel. En effet, si ¢|B =0
n'est pas strictement positif et non identiquement nul (on suppose que B
admet des mesures strictement positives) et si C désigne la sigma-sous-algébre
(0, E), les fonctions C-mesurables étant les constantes, une telle mesure serait

un multiple de ¢, ce qui contredirait la stricte positivité. On a, par contre, le
théoréme suivant:

Théordme 4. Si ¢ désigne un prolongement sigma-additif sur B de la fonction
Y définte sur C, qui conserve la norme, il existe une mesure u, par rapport a
laquelle ce prolongement est naturel.

Posons u = @' et montrons que ¢+ + au = (x + 1)p* + ap~ admet
Pour tout nombre réel «, une décomposition de Haux dans C. Cela revient a
démontrer que B+ — ¢~ a cette propriété, pour tout f> 0. On a vu pré-
¢édemment que tout prolongement qui conserve la norme admet une décom-
Position dans C. Soit donc C’, C" une telle décomposition relative & ¢. Elle
et aussi une décomposition relative & B¢+ —g¢—, car (Bot — o)+ (C") =
=sup (Bpt —¢~)(B)/ B< C", BeB) = 0, puisque ¢*+(B) = 0si BSC’,
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et (fgt — ¢7)~(C") = sup(¢p~ — fo*) (B) | B< (', BeB) =0, puisque
¢~ (B) =0 si B<('. On démontre de fagon analogue que ¢~ + au admet
aussi, pour tout «, une décomposition dans C. On en déduit alors, en tenant
compte de la continuité absolue de ¢+ et ¢~ par rapport & u, que ¢t et ¢-
sont les prolongements naturels, par rapport & u, de ¢+ | C resp. ¢~ | C,
ce qui signifie que ¢ est le prolongement naturel de ¢*t|{C — ¢~ |C = v, par
rapport & u.

Les intégrants C-mesurables réalisant le prolongement naturel coincident
@T-p.p. avec yo. — xon, ol O/, C" désigne une décomposition de HAHN relative
a p et ol y, resp. y o~ sont les fonctions caractéristiques de C’, resp. C”.

Etant données deux sigma-sous-algébres C,, C, de B de méme unité & que B,
telles que C; < C,, deux fonctions sigma-additives v, , y, définies sur C,, resp.
C, et deux prolongements ¢, /| B, ¢, | B de v, resp. y,, conservant les normes,
on peut se demander (cf. [5], page 495) §’il existe une mesure u, telle que g, soit
le prolongement naturel de y; relativement & x (¢ = 1,2). Or, sans hypothéses
supplémentaires, ce ne sera pas le cas, car, siC, = C,= (0, E) et si ¢;, ¢,
désignent deux fonctions sigma-additives sur B, non négatives, telles que
01 (B) = @, (E) et ¢ # @p,, lexistence d’une telle mesure entrainerait
@1 = Mhp, @ = u(i, A, nombres réels) et, par suite, ¢, = ¢,, en contra-
diction avec I’hypotheése.
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