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Zur Frage der Eindeutigkeit extremaler quasikonformer
Abbildungen des Einheitskreises II

von Kurt Strebel, Freiburg (Schweiz)

Einleitung

1. Bildet man den Einheitskreis | z \ &lt; 1 durch eine analytische Funktion
z* 0(z) auf eine RiEMANNsche Flâche 12* iïber der z*-Ebene ab, streekt
dièse durch die affine Abbildung w* F(z*) Kx* + iy* (K ^ 1)&gt; wo-
durch sie in eine RiEMANNsche Flâche $* ûber der tt?*-Ebene ûbergefûhrt
wird, und bildet sehlieBlich S* durch die Umkehrfunktion einer im Einheitskreis

| w | &lt; 1 analytischen Funktion W wieder auf den letzteren ab,
so erhâlt man durch Zusammensetzung eine if-quasikonforme Abbildung
/ W~x o F o 0 von | z | &lt; 1 auf | w | &lt; 1. Die Abbildung / induziert eine

topologische Abbildung des Randes | z | 1 auf den Rand | w | 1. Im
ersten Teil dieser Arbeit [4] wurden gewisse Eigenschaften der Flàche jB* an-
gegeben, aus denen folgt, daB / fiir die induzierte Randabbildung die extre-
male quasikonforme Abbildung ist, das heiBt diejenige mit der kleinsten maxi-
malen Dilatation, und es wurden Beispiele gegeben, in denen / wohl eine extre-
male Abbildung, aber nicht die einzige, und solche, in denen / nicht extremal
ist. Insbesondere ist / nach Satz 1 der zitierten Arbeit stets einzige Extremale,
wenn i?* in der Metrik der z*-Ebene endlichen Flâcheninhalt f$ | 0f |2 dxdy hat.

2. Es liegt auf der Hand, daB die Eindeutigkeit der Funktion 0 eine allzu
einschrânkende Voraussetzung in diesem Unitàtssatz darstellt. Bildet man zum
Beispiel den liber | z \ &lt; 1 gelegenen Teil der zweiblâttrigen Flâche der

Quadratwurzel durch die Funktion z* 0(z) zi auf ein dreiblàttriges
Flâchenstuck i?* iiber | z* | &lt; 1 ab, unterwirft dièses der Streckung F,
wodurch es in ein dreiblàttriges elliptisches Flâchenstuck /S* iibergefùhrt wird,
und nachtràglich /S* der Abbildung 0~x, so wird dadurch eine quasikonforme
Abbildung / des schlichten Einheitskreises auf ein schlichtes dreizipfliges Ge-
biet (das man noch konform auf den Einheitskreis | w | &lt; 1 abbilden kann)
induziert. Es ist leicht zu sehen (und wird aus unserem Satz folgen), daB dièse
Abbildung / fur die durch sie induzierte Randabbildung einzige Extremale ist.
Der Beweis von Satz 1 besagt jedoch nur, daB F : 12* -&gt; 8* unter allen quasikon-
formen Abbildungen H von JB* aufdie gestreckte Flâche 8*, die auf dem Rande
mit F ubereinstimmen, die kleinste maximale Dilatation hat. Wenn wir nun
/ mit einer andern quasikonformen Abbildung h gleichen Randverhaltens



78 Kubt Strebel

vergleichen wollen, liegt es nahe, dièse auf die Quadratwurzelflachen ûber
| z | &lt; 1 und | w | &lt; 1 «hinaufzudrucken» und dann den Vergleich auf 22*

durchzufûhren. Aber das kann man nur, wenn h(Q) 0 ist, das heiBt der
Verzweigungspunkt auf den Verzweigungspunkt abgebildet wird. Man môchte
jedoch / mitallen h, dienuraufdemRandemit / ûbereinstimmen, vergleichen.

Ein Horizontalquerschnitt y* von 22* wirddurch F aufeinen Horizontal-
querschnitt -F (y*) von $* der K-fachen Lange und durch eine Vergleichs-
abbildung H auf eine Kurve von mindestens der if-fachen Lange abgebildet,
da sie dieselben Endpunkte auf #* hat wie F (y*). Im Falle eines beliebigen
h wird man 0~1(y^) im Einheitskreis nehmen und deren A-Bild auf die
Quadratwurzelflâehe iiber der w-Ebene hinaufdrûcken. Die entsprechende
Kurve auf $* ist wegen der zwei Blâtter nicht eindeutig bestimmt, aber ihre
Lange ist es, und man kontrolliert leicht, daB dièse mindestens gleich der Lange
von F (y*) ist, auch wenn die Kurve nicht dieselben Endpunkte wie F (y*)
besitzt. Dièse Sachlage gestattet es, die Méthode der ScHWAKZschen Unglei-
chung auch hier anzuwenden.

3. O. Teichmûller [6] hat die extremale quasikonforme Abbildung des

Einheitskreises auf sich bestimmt, die jeden Randpunkt festhàlt, aber den

Nullpunkt in einen gegebenen Punkt w0 ^ 0 ûberfiïhrt. Die Abbildung 0
bildet die zweiblâttrige Ûberlagerungsflàche des Einheitskreises mit Windungs-
punkt im Nullpunkt, W diejenige mit Windungspunkt im Punkte w0 je auf
eine schlichte Ellipse i?* beziehungsweise $* ab, die einander durch F
entsprechen. Die gesuchte Abbildung ist / W~x o F o 0 (Die Zweideutig-
keit von 0 wird durch W wieder aufgehoben.) Eine Vergleichsabbildung h

mit h (0) wQ induziert durch « Hinaufdrûcken » eine Abbildung H von i2*
auf /S*, die mit F auf dem Rande von i2* iibereinstimmt, und hat daher
grôBere maximale Dilatation als /, auBer wenn h / ist. Es ist jedoch
leicht zu sehen, daB in diesem Falle fur Abbildungen h mit h (0) ^ w0 die

Lange des Bildes eines Horizontalquerschnittes y* von U* kleiner als das

2f-fâche der Lange von y* sein kann.

4. In diesem II. Teil wird der Satz 1 auf TEiCHMÛLLERsche Abbildungen
verallgemeinert. Die Bezeichnungsweise ist gegeniiber der fruheren Arbeit,
deren Kenntnis nicht erforderlich ist, etwas anders gewâhlt.

TEiCHMtlLLERSche Abbildungen

5. Wir bezeichnen mit T die Menge aller topologischen Abbildungen f von
| z | &lt; 1 auf | w | &lt; 1, die mit Ausnahme hôchstens isolierter Punkte von der

Form «Jconform oaffin okonform» sind. Das bedeutet: Mit Ausnahme einer
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Punktmenge, die sich hochstens gegen \ z | 1 hauft, besitzt jeder Punkt des

Einheitskreises eine Umgebung U, sodafi in U und F /(£/) je eine einein-
deutige konforme Abbildung 0 0V beziehungsweise W Wy und eine affine
Abbildung F Fu existieren, fur welche in U gilt f W^o F o 0

Mit / istauch f~x eine Abbildung dieser Klasse (von | w \ &lt; 1 auf | z | &lt; 1).

Sind U1 und U2 zwei ausgezeichnete Umgebungen mit nicht-leerem
Durchschnitt und Fx und F2 entsprechende affine Abbildungen mit den
Dilatationen Kx beziehungsweise K2, so ist im gemeinsamen Teil Ux ^ U2

die Abbildung / sowohl Kx als auch iSTg-quasikonform, und es mu8 daher
Kx K2 sein. Da man zwei beliebige ausgezeichnete Umgebungen durch eine
zusammenhângende Kette von solchen miteinander verbinden kann, miissen
aile lokalen affinen Abbildungen dieselbe Dilatation K haben. / ist somit
eine i£-quasikonforme Abbildung von | z \ &lt; 1 auf | w | &lt; 1. Man kann die
lokalen konformen Abbildungen 0 und W durch zusâtzliche Âhnlichkeits-
transformationen so abândern, daB F die Form bekommt

w* F(z*) Kx* + iy* {K &gt; 1)

und damit von der Umgebung U unabhângig wird.
Sei nun K &gt; 1. Die Urbilder der Horizontalen y* konst mittels der

lokalen konformen Abbildung 0X sind die Linien grôBter Richtungsableitung
von /in Ux. Dasselbe gilt fur 0% in U2. Im Durchschnitt Ux ^ U2 mussen
daher 0t und 02 gleich sein bis auf eine Âhnlichkeit mit reellem Koeffizienten
k^O:02 À&lt;!&gt;! + //. Sind Wx und W2 die 0t beziehungsweise 02 ent-
sprechenden lokalen konformen Abbildungen von V1 f(U1) beziehungsweise
F2 /(J72), so besteht eine ebensolche Beziehung zwischen Wx und W2, und
wegen

erhalten wir denselben Koeffizienten A und die additive Konstante v F(fi).
Wàhlt man nun an Stelle des lokalen Abbildungspaares (02i W2) in den

Umgebungen U2, V2 das Paar (02,W2) ij (02 — fi) -j (W2 — v)\ so

stimmen die neuen lokalen Abbildungen in den Durchschnitten Ux ^ U2

beziehungsweise Vx r&gt; V2 mit den alten iiberein. Ein beliebiges Paar (&amp;l9 Wx)

von zusammengehôrenden konformen Abbildungselementen kann demnach in
den beiden punktierten Einheitskreisen | z \ &lt; 1 und | w \ &lt; 1 unbegrenzt
fortgesetzt werden. Die einander entsprechenden Abbildungselemente werden da-
durch zu Funktionselementen je einer i. A. mehrdeutigen analytischen Funktion,
die wir wieder mit 0 beziehungsweise W bezeichnen. Die Bildflâchen nennen
wir jR* beziehungsweise 8*. Die Abbildung / hat nun die Darstellung
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/ W^o F o 0 im grofien. Das Paar (0, W) ist durch / bis auf eine
Transformation X0 + fÂ, AW -\- v, wo A^O reell und v F(/li) ist, eindeutig
bestimmt.

6. Setzt man ein Funktionselement 0X von 0 làngs einem geschlossenen
Weg y, der die Ausnahmepunkte meidet, und das entsprechende Elément
Wx von W lângs f(y) fort, so geht es in X0X + ju, beziehungsweise Aî^ +
-f. v {y F(fjî)) iiber. Wâhlt man an Stelle von 0X ein anderes Ausgangs-
element 02 XX0X + fix, so geht dièses bei der Fortsetzung lângs y ûber in

A^A^ + ^ + ^AU^ + ^ +Ml-^^
das heiBt der Koeffizient A hàngt nur vom Weg, nicht aber von der Wahl des

Ausgangselementes ab. Wir setzen nun voraus, dafî X ± 1 sei fur jeden solchen

Weg y. Das ist fur 0 und W gleichzeitigderFall^undesistgleichbedeuteridda&apos;

mit, dafî &lt;p 0f2 und tp W2 eindeutige analytische Funktionen sind in den

punktierten Einheitskreisen.
Ist zQ, w0 f(z0) ein Paar von Ausnahmepunkten, und setzen wir die ein-

ander entsprechenden Zweige 0t, Wx in hinreichend kleinen Umgebungen U

und F f(U) der Punkte z0, w0 unbegrenzt fort, so sind wegen der Dar-

stellung / Wx x o F o0x beide Zweige zugleich besehrànkt oder unbe-

schrânkt. Bei einmaligem Umlauf von Zq beziehungsweise w0 gehen sie ûber

entweder in 0X + p, Wx + v oder in — 0X + p, — Wx + v, wo v F(ft)
ist. Ist die Konstante /j, 0 und A 1 flir einen Zweig von 0, so ist sie

es fur aile; dann ist auch v 0.
0X ist dann und nur dann besehrànkt in U, wenn q&gt; an der Stelle z0 regulâr

ist oder hochstens einen Pol 1. Ordnung besitzt. Ist nâmlich 0X besehrànkt, so

muB im ersten Falle [x — 0 sein und daher 0X eindeutig in U und gleich einer

Potenzreihe in z — z0, woraus die Regularitât von 9? folgt. Im zweiten Fall

ist 0X eine eindeutige Funktion von Ç \/ z —zQ (0X reproduziert sich bei

zweimaligem Umlauf) und, da besehrànkt, eine Potenzreihe in f. Daraus folgt

offenbar, daB (-^-)= (~^±~ l hôehstens einen Pol erster Ordnung

hat. Die Umkehrung ist évident, denn aus

q&gt;(z) (z —«o)w(an + an+x(z — z0) +...), n &gt; — 1 an ^ 0

folgt n+2
0{z) (z—zo)~(co + cl(t—zo)+...), co^O

Es sind dann ofifenbar aile Zweige von 0 und W ïiber U beziehungsweise V

besehrànkt. Die Entwicklung von f im Punkte w0 hat die Fonn

y&gt;(w) (w—wo)m(bm + bm+1(w—w0) +...), m^ — l,bm^0
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und ro+2

Wir wollen zeigen, da6 m n ist. Der Fall 0X -&gt; (Px + fx, W1-^W1-\- v

entspricht offenbar geraden Werten n und m, der Fall ^-^—0X +
+ fi, ï7! -&gt; — !Pi + v ungeraden. Die Exponenten m und n sind daher
beide gerade oder beide ungerade. Bei geradem n wird eine einblâttrige Um-

71 -f- 2
gebung von z0 durch $x auf eine — blâttrige von 01 (z0) abgebildet, und

da bei F die Blâtterzahl unverândert bleibt, mufi der Exponent m n sein.
Bei ungeradem n wird eine zweiblàttrige Umgebung von z0 auf eine n -f- 2-

blâttrige abgebildet, und es muB daher aus demselben Grunde m n sein.
Eine beliebige Jf-quasikonforme Abbildung w(z) besitzt fast ûberall ein

totales Differential dw pdz -f- ^^z, und der Betrag der komplexen

Dilatation x — ist | x | ^ Jfc -~r-—— Zwei quasikonforme Abbildungen
p A + 1

mit fast ûberall derselben komplexen Dilatation unterscheiden sich nur um
eine konforme Transformation des Bildgebietes (Lehto &amp; Virtanen [2]). Die
komplexe Dilatation unserer Abbildung / ist auBer in den kritischen Punkten

von / gleieh xf Je Sei nun umgekehrt (p bis auf Pôle hôchstens erster

Ordnung regulâr in |«|&lt;1,O&lt;&amp;&lt;1, und / quasikonform mit der

komplexen Dilatation x k Wir betraehten im Einheitskreis der z-Ebene
I 9 I

eine hinreichend kleine Umgebung U, die keinen kritischen Punkt von q&gt;

(Pol oder Nullstelle) enthâlt und V f(U). U wird durch einen Zweig von
0 fy (p(z)dz konform auf eine schlichte Umgebung U* in der z*-Ebene
abgebildet, die wir der Horizontalstreckung F mit der Dilatation K unter-
werfen. Das Bild sei F*. Die Abbildung F o 0 von U auf F* hat die komplexe

Dilatation k und es gibt daher eine konforme Abbildung W von
V auf F*, so daB in U f W^o F o0 ist. / ist daher von der Form
/ y-ioF o0 im groBen, mit 0&apos;2

ç&gt;.

Définition: Unter einer TEiCHMVLLEnschen Abbildung f von | z | &lt; 1 auf
I w I &lt; 1 verstehen wir eine quasikonforme Abbildung mit der komplexen Dilatation

k ¦ ¦ wo (p bis auf Pôle 1. Ordnung in \ z \ &lt; 1 regular analytisch

und 0 ^ k &lt; 1 ist.1) Ist insbesondere cp regular, so nennen wir f regular.

x) Wenn man nicht einen einheitlichen Parameter z hat, wie das hier der Fall ist, so ist das
quadratische Differential cpdz2 die invariante Grôfîe.

6 CMH vol. 39
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7. Wir betrachten nun speziell regulâre TEiCHMÛLLERsehe Abbildungen.
Ist 0 eindeutig, so ist

JJ | 0&apos; |2 da% JJ
j ||

gleich dem ïnhalt der Bildflâche R* ûber der z*-Ebene, und die Endlichkeit
dièses Intégrais, die nur von / abhângt, ist hinreichend dafûr, daB / einzige
Extremale ist. Wir wollen nun zeigen, daB das auch im allgemeinen Falle gilt.
Die geometrische Bedeutung von jj | &lt;p\dxdy ist évident: Zerlegt man den

Einheitskreis in ein oder mehrere einfach zusammenhângende Gebiete Gj}
die keine kritischen Stellen Nullstellen) von &lt;p im Innern enthalten, und
so, daB die gesamte Berandung den Flâcheninhalt null hat - zum Beispiel in
ein Gebiet, indem man von den kritischen Stellen aus zum Rand | z \ 1

radial aufschlitzt - so kann man in jedem derselben einen eindeutigen Zweig von
0 auswàhlen. Das Intégral ^ | 0r |2 dxdy J^ \ y \dxdy ist von der Wahl

G? G7

dièses Zweiges unabhângig und Jj | &lt;p\dxdy gibt den Gesamtflâcheninhalt der

Bilder aller durch die Zweige 0,.
Satz: Eine regulâre TEicHMVLLmsche Abbildung f von \ z | &lt; 1 auf \ w | &lt; 1

mit endlichem JJ |
ç&gt; | dxdy ist fiXr die durch aie induzierte Randabbildung die einzige

extremale quasikonforme Abbildung.

DieMetrik \&lt;p\\ \dz\

8. Sei &lt;p(z) analytisch im Einheitskreis. Wir betrachten die Metrik
| &lt;p |2 | dz |.2) Die lokalen Eigenschaften der Geodâtischen findet man am be-

quemsten, wenn man in der Umgebung des interessierenden Punktes z0 die

Abbildung 2* 0(z) J \S &lt;p(z)dz einfuhrt, womit | dz* \ --=— \dz\
z CLZ

| (p |2 | dz I wird. Auf dem Flâchenstûck jR* existiert die kiirzeste Verbindung
zweier hinreichend nahe am Nullpunkt gelegenen Punkte stets und ist eindeutig
bestimmt: Sie besteht aus der Verbindungsstrecke, falls die beiden Punkte im
selben Halbblatt liegen, und sonst aus den beiden Verbindungsstrecken zum

Windungspunkt. Bei ungeradem n sind dabei Punkte auf R*, deren
Argumente sich um (2 -f- n)n unterscheiden, als gleichwertig zu betrachten, da

ihre Urbilder iibereinanderliegen. Daraus folgt auch, daB zwei Teilbogen einer

geodâtischen Linie stets mindestens einen Winkel von ——— bilden.

2) Die Sâtze dieser Nr. finden sich in der Literatur und sind hier nur der Vollstândigkeit halber
wiedergegeben. Siehe zum Beispiel Ahlfors [1], S. 28/29.
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Tst y eine rektifizierbare Jordankurve in | z \ &lt; 1, die mindestens an den
Nullstellen zk von &lt;p einseitige Tangenten besitzt, deren innere Zwischen-
winkel wir mit tok bezeichnen, so ergibt das Argumentprinzip

Jd &lt;p(z) En,+ E^nki
h

wobei die n5 die Vielfachheiten der inneren Nullstellen von cp und die nk
diejenigen der Nullstellen zk auf dem Rande y sind: Nullstellen auf dem
Rande sind nur zu einem Teil, nâmlich mit dem Bruckteil des inneren Winkels
von 2n zu rechnen. (Sind auch Pôle vorhanden, so sind deren Vielfachheiten
mit Minuszeichen mitzunehmen.)

Unter einem geodàtischen Polygonzug verstehen wir eine Kurve, deren Seiten

geodâtische Linien sind, die nieht durch kritisehe Punkte von cp gehen. Die
«Ecken» sind die kritischen SteUen von cp und dazu beliebige weitere Punkte,
aber hôehstens endlich viele. Ein geodâtisches Polygon ist auBerdem eine
Jordankurve. Lângs einer Seite eines geodàtischen Polygons ist offenbar das Argument

von d&amp;2 &lt;pdz2 konst und daher d(arg &lt;p) — 2d(arg dz). Da die
gesamte Drehung des Argumentes von dz auf den Seiten 2tz—E(n—cok) ist,
erhalten wir *

Jd(arg &lt;p) Zn, + Z ^nk -i (2n -Z(n -
und daraus die Winkelrelation

und die Ungleichung Ex 1 — —-cok (2 + nk)) &gt; 2
k \ In j

Aus dieser Ungleichung schlieBt man leicht, daB sich zwei Punkte zx und z2

hôehstens durch eine geodâtische Linie verbinden lassen. Sind nâmlich yx
und y2 zwei kurzeste Verbindungskurven von z1 und z2&gt; die nicht zusammen-
fallen, so gibt es zwei Punkte z&apos;x und z&apos;2, die beide sowohl auf yx als auch auf
?2 liegen, aber so, daB die beiden Verbindungsbogen dieser Punkte ein
geodâtisches Polygon bilden. Wenden wir auf dièses die obige Ungleichung an,

so ergibt sich ein Widerspruch, da aile Winkel œk &gt; —^- sind, auBer
nk -f- l

hôehstens bei z[ und zf2, wo sie aber jedenfalls noch positiv sind.
Bei diesem Eindeutigkeitsbeweis benutzt man nur, daB yx und y2 lokal

geodâtisch sind. Eine Kurve heiBt lokal geodâtisch, wenn jeder Punkt eine
Umgebung besitzt, in der sie zwischen zwei beliebigen ihrer Punkte die
kurzeste Verbindung darstellt. Wir haben somit bewiesen :



84 Kubt Strebel

Lemma 1 : Zwei Punkte z1 and z2 lassen sich hochstens durch eine lokal
geodâtische Linie verbinden.

Dies gilt aueh, wenn z1 z% ist. Eine geschlossene Linie, die aufierhalb
hochstens eines ihrer Punkte lokal geodâtisch ist, reduziert sich auf diesen Punkt.
Ist nâmlich z1 dieser Punkt, so kônnte man andernfalls einen weiteren Tei-
lungspunkt z2 einfiihren. Die Kurve miiBte dann aus einem einzigen Ver-
bindungsbogen der Punkte z1 und z2 bestehen und wàre bei z2 nicht lokal
geodâtisch. Das ist jedoch nur eine scheinbare Verschàrfung des Eindeutig-
keitssatzes, wie das folgende Lemma zeigt.

9. Lemma 2 : Eine Verbindungskurve y zweier Punkte zx und z%, die lokal
geodâtisch ist, ist es auch im gro/3en.

Beweis: Sei y eine lokal geodâtische Verbindungslinie von zx und z2

und y eine beliebige weitere Verbindungskurve. Es ist zu zeigen, daB die

Lange | y | ^ | y | ist. Wir diirfen die Kurve y als geodâtischen Polygonzug
voraussetzen, da wir sie sonst hinreichend fein unterteilen und die einzelnen
Intervalle durch lokale Geodâtische ersetzen kônnten; dabei wurde die Lange
hochstens verkleinert.

Wir wâhlen z[ und z2 so, daB sie auf beiden Kurven liegen und die Zwi-
schenstucke keine weiteren Punkte gemeinsam haben. Da eventuell vorhan-
dene gemeinsame Stiicke von y und y gleiche Lange haben, genûgt es, die

Ungleichung fur solche Jordanpolygone zu beweisen und dann aufzusummieren.
Wir kônnen also zum vorneherein voraussetzen, daB y und y zusammen ein

geodâtisches Polygon bilden. Unter allen Verbindungskurven von zx und z2,

die in der abgeschlossenen Huile G des Innengebietes G dièses Polygons liegen,

gibt es eine kiirzeste. Ist nâmlich l0 &gt; 0 die untere Grenze der Lângen aller in

G gelegenen Verbindungskurven, so gibt es jedenfalls eine Minimalfolge yn,
ln= | yn | -&gt; l0. Sei gn(t), 0 &lt; t &lt; 1, die Parameterdarstellung von yn, wobei

der Parameter t -—- und sn die Bogenlânge ist. Jeder Punkt z € G ist

Mittelpunkt eines geodâtischen Kreises in | z \ &lt; 1 von einem Radius q

(entsprechend einer Kreisumgebung in der (P-Ebene), so daB auch der Kreis
mit dem Radius 2 g auBer hochstens z keinen kritischen Punkt von &lt;p ent-

hâlt. Durch endlich viele solcher Umgebungen U kônnen wir G iiberdecken
und dann eine Unterteilung des Parameterintervalles in gleiche Teile so vor-

nehmen, daB das grn-Bild jedes Teilintervalles flir jedes n ganz in einem U liegt.
Die Teilungspunkte bezeichnen wir mit ti, und wir kônnen eine Teilfolge der gn

finden, die auf den ts konvergiert; die Limites nennen wir zv Dièse zj ver-
binden wir nun mit den benachbarten Punkten durch die lokale Geodâtische,
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falls die betreffende Umgebung ganz in G liegt; andernfaUs durch die

kiirzeste Verbindung in U ^G, die offenbar auch existiert. Wir erhalten

dadurch einen geodâtischen Polygonzug yQ, der z1 mit z2 in G verbindet,
und dessen Lange daher | y0 | ^ l0 ist. Anderseits ist dièse fur hinreiehend
groBe n offensichtlich beliebig wenig grôfier als | yn \, woraus | yQ | Zo

folgt.
y0 ist naturlich ein Jordanbogen und hat daher zwei Seiten. Wir bezeichnen

die Winkel auf der Seite von y als die inneren. Wir diirfen auf y0 zusàtzliche
Teilungspunkte wâhlen, so da8 die Seiten lokale geodâtische werden, die keinen
kritischen Punkt von &lt;p enthalten. Sei z0 nun eine Eeke von y0. Wâre

der innere Winkel a&gt;0 &lt; —~ so kônnte z0 nicht auf y liegen, und man
n0 -f- 2

kônnte daher einen Bogen von y0, der z0 enthâlt, durch einen kûrzeren er-

setzen, der auch in G liegt, was auf Grund der Konstruktion von y0 nicht sein

kann. Es sind daher aile inneren Winkel &gt; —- und man sehlieBt wie
n* + 2

oben, da8 y y0 sein mufi. Daraus folgt wegen | y0 | ^ | y \, daB | y \ ^ | y |,

q. e. d.

Korollar: Das Urbild y 0~1(y:¥) einer Geraden y* auf 22*, die durch
keinen Windungspunkt von i?* geht, ist durch arg (d&amp;)2 — arg cpdz2

konst ausgezeichnet. y heiBt insbesondere eine Trajektorie oder orthogonale

Trajektorie von &lt;p, wenn dièses Argument gleich 0 beziehungsweise n,
das heiBt q&gt;dz2&gt; 0 beziehungsweise &lt; 0 ist. Eine solche Linie ist zwischen
zwei beliebigen ihrer Punkte geodàtisch.

Geometrische Hilfsbetraehtungen

10. Jede Trajektorie y ist ein Querschnitt von \ z \ &lt; 1. Nach Lemma 1

kann y keinen Doppelpunkt haben und ist daher ein offener Jordanbogen.
Die beiden Enden von y haben keinen Hâufungspunkt in | z \ &lt; 1. Wâre
nâmlich z0 ein solcher Hâufungspunkt, so gâbe es eine Folge von Punkten
zn auf y*, die gegen den Rand von i?* gehen, und deren Urbilder zn

^~1(2*) nach z0 streben. Wir wâhlen eine Umgebung U von z0 so klein,
daB darin zwei beliebige Punkte sich geodàtisch verbinden lassen, und m und
n t^ m so groB, daB zmeU, zneU, aber der Verbindungsbogen von zm und
zn nicht ganz in U liegt. Dieser ist eine von der lokalen kûrzesten Verbindung
verschiedene lokal geodâtische Linie zwischen zm und zn, im Widerspruch zu
Lemma 1.
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11. Wir betrachten ein senkrechtes offenes Intervall /?* auf 1?*, das
keinen Windungspunkt von iZ* trifft, und ziehen von den Punkten von
/?* aus die Horizontalen y* bis zum nachsten Windungspunkt beziehungs-
weise bis zum Rand von Jï*. Wir erhalten auf dièse Weise ein offenes, einfach
zusammenhangendes, uber der z*-Ebene sehlichtes Gebiet (?* auf JS*, das

wir einen offenen Horizontalstreifen (den zu /?* gehorigen) nennen wollen.
G 0~1(G^) ist ein sehlichtes Gebiet des Einheitskreises. Gabe es namlich
zwei Punkte z* und z* ^ zi *n G*, ^e au^ denselben Punkt z abgebildet
werden, so konnten vorerst z* und z* nicht auf derselben Horizontalen liegen,
sonst ware das 0-Urbild des Intervalles z*.. .z* eine geschlossene Trajektorie
Liegen sie auf verschiedenen Horizontalen, so betraehten wir das Zwischen-
intervall auf (l* Dessen Urbild ist eine orthogonale Trajektorie, deren beide

Endpunkte auf der Trajektorie durch den Punkt z liegen, was wieder einen
Widerspruch gegen Lemma 1 bedeutet. G &amp;~X(G*) besteht aus einer ortho-
gonalen Trajektorie fi und den durch ihre Punkte gehenden Trajektorien, wo-
bei jedoch kritische Punkte von q&gt; nicht uberschritten werden.

Unter einem Horizontalstreifen E* verstehen wir eine Teilmenge von
Horizontalen eines offenen Streifens, deren Ordinaten eine meBbare Teilmenge von
/?* darstellen. Auch fur dièse gilt daher, daB E 0~1(E^) schlicht ist in
| z | &lt; 1. Dem Streifen E* ordnen wir eine Funktion Z(«/*) zu: Ihr Wert ist
gleich der Lange der Horizontalen in J?* mit der Ordinate t/*, wenn es eine

d0~1 2

g dx*dy* &lt; n folgt aus der

ScHWABZschen Ungleichung, daB fast aile Urbilder der Horizontalen eines

Streifens endliche Lange, und daher um so mehr konvergente Enden haben. Das
FlachenmaB eines Streifens ist JJ | &amp;&apos; |2 dxdy ^ Jj \

&lt;p \ dxdy &lt; oo
E \z\&lt;l

12. Auf der Flache iî* laBt sich eine Folge auBerhalb voneinander liegen-
der Streifen E* angeben, deren Urbilder En 0~1(E*) keine gemeinsamen
Punkte haben und | z \ &lt; 1 bis auf eine Punktmenge vom MaBe null (sogar
bis auf die kritischen Punkte von &lt;p) ausschopfen. Zum Beweis wahlen wir
auf i?* eine uberall dichte, abzahlbare Punktmenge {P*} und durch jedes P*
eine offene Vertikalstrecke /?* (die wir etwa bis zum Rande oder bis zum
nachsten Windungspunkt verlangern). Zu jeder dieser Strecken konstruieren
wir den offenen Horizontalstreifen G*, offenbar liegt jeder Punkt P* e jR*&gt;

der kein Windungspunkt ist, in mindestens einem Cr*, und daher jeder nicht-
kritische Punkt von | z | &lt; 1 in einem G,. Wir zerlegen nun | z | &lt; 1 in der

folgenden Weise:

Gi + (0*-Gi) + (G* -(Gi-G,)) + •. + (Gn -{G^G^.. .-GU)) + •

Die En Gn — {Gx ^ G2 ^ ^ Gn-X) sind offenbar getrennt und schôpfen

solche gibt, sonst null. Wegen $$
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| z | &lt; 1 bis auf die kritischen Punkte von &lt;p aus. Ist z eGn ^ Gm, so gilt dies

fur aile Trajektorien, die durch eine Umgebung von z gehen, und daher ist der
Teil JS7* von G*, der durch 0~x auf En abgebildet wird, offenbar ein Streifen.
Das sind die gesuchten Streifen E*.

Der Eindeutigkeitsbeweis

13. Sei / W-1 o F o 0 eine regulare TEiCHMULLERsche Abbildung von
| z | &lt; 1 auf | w | &lt; 1 mit endlichem JJ | &lt;p \ dxdy und h eine Vergleichs-

abbildung. Mit yz bezeichnen wir eine konvergente Trajektorie von &lt;p. Die
Kurve f(yz) yw ist dann eine konvergente Trajektorie von ¥*, dennsieist
das îP-Urbild eines Horizontalquerschnittes von 8* und konvergiert, weil /
quasikonform ist. Das A-Bild von yz, das wir mit h(yz) =yw bezeichnen, ist
em Querschnitt von | w | &lt; 1 mit den selben Endpunkten wie yw. Da

—— | dw | | y) |2 | dw | eindeutig ist, hat yw in dieser Metrik

eme bestimmte Lange (die oo sein kann). Wir erhalten sie, indem wir ein
(nicht eindeutig bestimmtes) ÎF-Bild von yw betrachten und die Lange des-
selben in der Metrik der w*-Ebene messen. Wir konnen uns etwa auf diejenigen
yw beschranken, die durch keinen kritischen Punkt von tp gehen, indem wir
nur Trajektorien zulassen, die die A-Urbilder der kritischen Punkte von
%p m | z | &lt; 1 meiden. Fur dièse Lange gilt | y w

| J | xp \i \ dw | ^ | y w
\

Zum Beweis benutzen wir Lemma 2 und die Forderung, daB JJ | cp \ dydx &lt;oo

ist. Die Trajektorie yw ist zwischen zwei beliebigen ihrer Punkte Geodatische.
Sei wQ ein Endpunkt von yw. Wir betrachten die von den Punkten von yw
ausgehenden Bogen auf den Kreisen \w — wo\ =- q solange sie in | w |&lt; 1

hegen und keinen kritischen Punkt von %p treffen. Fast aile haben einen Punkt
m^ 7w gemeinsam. Ihre Lange, gemessen in der Metrik \ip\z \dw\,
bezeichnen wir mit L(q) J | xp \$ \ dw | =- J | y&gt; \ig de. Aus der Schwarz-
schen Ungleichung ergibt sich auf bekannte Weise

und daraus

r L2(p) ^ c r, 7 n rr P r, 7 7
J =— dq ^ n - J J 1^1 Qdqdir n K J J | op \ dxdy &lt; oo.
0 Q \w\&lt;l \z\&lt;l

Daher gibt es fur beliebig kleine Werte von q beliebig kurze Verbindungs-
bogen von yw und yw. Daraus folgt ofFenbar | yw \ &gt; | yw |.
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14. Das totale Differential dw pdz + qdz der Abbildung h existiert
fast uberall in | z | &lt; 1. Lokal lassen sich die drei Abbildungen 0*1, h, W

auBerhalb der kritischen Punkte von q? und tp zusammensetzen; dabei
existiert das Differential dw* p*dz* + q*dz* der Zusammensetzimg fast
ûberall auf R* und ist bis auf das Vorzeiehen eindeutig bestimmt. Der Fla-
cheninhalt der Vereinigungsmenge der Streifen E*, gemessen in dieser
Metrik, ist offenbar

JJ(I î&gt;* i2 - I ?* \*)dx*dy* ïï | y&gt;\dudv K Sf | &lt;p | dxdy KZ\E*\,
ZE* \w\&lt;l \z\&lt;l ji *

wâhrenddem die Lange L3(y*) eines Horizontalquerschnittes von E* nach
obigem fur fast aile y*

A(»*) J 1 dw* I J I P* + ^* I ^* &gt; Kh(V*)

wird, wo ^(y*) die Lange der Horizontalen von E* in der Metrik der zu
Grande liegenden z*-Ebene bedeutet. Wenden wir nun die Méthode der
ScHWABZschen Ungleichung auf die Vereinigung der Streifen E* an, so erhalten
wir folgendes : Z r J W)«^ &lt; J J | ^ + g* | dx*dy*

j ZE*

daraus mittels der ScHWARZschen Ungleichung

K*(Z | E* \f &lt; Jf | j&gt;* + q*
j ZE*

(7*
Hier ist «* -~^ die eindeutig bestimmte komplexe Dilatation des Diffe-

p
rentials dw* ^*da;* + g*dz* p*0&apos;(z)dz + q*0f(z)dz. Aus dw* —^— dw

folgt ^ 1 g*0S ^*7^7 und daher

| Ptf | ^ k fast ûberall, wobei K —-i-^r die maximale Dilatation der Ab-
1 —k

bildung h bedeutet. Die Abschâtzung

| 1 + ** |*= 1 + | «* |a + 2iîe«* &lt; (1 + kf — 2(jfc— Rex*)
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und damit

JF(271 E* | )2 &lt; K(E | E* \)(k(E | E* |) ^/ \ i 1 — &amp;2 f
^KK(Z\E^\f.

Daraus folgt K &lt; K, und das Gleichheitszeichen gilt dann und nur dann,

wenn fast iiberall x* k und daher ^ i ist.
I &lt;P I

Die komplexe Dilatation der Abbildung / mit dem Differential dw

2 2 | p |

Aus der Gleichung K K folgt soinit, dafi A und / fast iiberall in | z \ &lt; 1

dieselbe komplexe Dilatation haben und daraus, dafi sie bis auf eine konforme
Transformation der w-Ebene gleich sind. Wegen der Ûbereinstimmung auf
dem Rand \w\ l miissen sich somit identiseh sein.

LITERATUR

[1] L. V. Ahlfors: On quasiconformal mappings. J. d&apos;analyse math. III (1953/54), 1-58.
[2] O. Lehto-K. Vertanen: On the existence of quasiconjormal mappings with prescribed complex

dilation. Ann. Acad. Sci. Fenn. 274 (1960), 1-23.
[3] E. Reioh: Sharpened distortion theorems of quasiconformal mapping. Notices of the Ajner.

Math. Soc. 10 (1963) 81.
[4] K. Strebel: Zur Frage der Eindeutigkeit extremaler quasikonformer Abbildungen des Einheits-

kreises. Comment. Math. Helv. 36 (1962), 306-323.
[5] O. Teichmuixer : Extremale quasikonforme Abbildungen und quadratische Differentiale. Abh.

Preuss. Acad. Wiss. math.-naturw. Kl. 22 (1939), 1-197.
[6] O. Teichmuller : Ein Verschiebungssatz der quasikonformen Abbildung. Deutsche Mathematik

7 (1944), 336-343.

(Eingegangen den 10. Oktober 1963)


	Zur Frage der Eindeutigkeit extremaler quasikonformer Abbildungen des Einheitskreises II.

