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Zur Frage der Eindeutigkeit extremaler quasikonformer
Abbildungen des Einheitskreises II

von KURT STREBEL, Freiburg (Schweiz)

Einleitung

1. Bildet man den Einheitskreis |z | < 1 durch eine analytische Funktion
z* = @(z) auf eine RiEMaNNsche Fliche R* iiber der z*-Ebene ab, streckt
diese durch die affine Abbildung w* = F(2*) = Ka* 4+ iy* (K > 1), wo-
durch sie in eine RiEmMaNNsche Fliche S* iiber der w*-Ebene iibergefiihrt
wird, und bildet schlieBlich S* durch die Umkehrfunktion einer im Einheits-
kreis | w | < 1 analytischen Funktion ¥ wieder auf den letzteren ab,
so erhdlt man durch Zusammensetzung eine K-quasikonforme Abbildung
f=%Y1oFo® von |2|<1 auf |w|< 1. Die Abbildung f induziert eine
topologische Abbildung des Randes |z| =1 auf den Rand |w|=1. Im
ersten Teil dieser Arbeit [4] wurden gewisse Eigenschaften der Fliche R* an-
gegeben, aus denen folgt, dafl f fiir die induzierte Randabbildung die extre-
male quasikonforme Abbildung ist, das hei3t diejenige mit der kleinsten maxi-
malen Dilatation, und es wurden Beispiele gegeben, in denen f wohl eine extre-
male Abbildung, aber nicht die einzige, und solche, in denen f nicht extremal
ist. Insbesondere ist f nach Satz 1 der zitierten Arbeit stets einzige Extremale,
wenn R* in der Metrik der z*-Ebene endlichen Flicheninhalt [[| @' > dzdy hat.

lz] <1

2. Esliegt auf der Hand, daB} die Eindeutigkeit der Funktion @ eine allzu
einschrinkende Voraussetzung in diesem Unitatssatz darstellt. Bildet man zum
Beispiel den iiber |z|< 1 gelegenen Teil der zweiblittrigen Fliche der

Quadratwurzel durch die Funktion z* = @(z) = 2% auf ein dreiblittriges
Flachenstiick R* iiber |2*|< 1 ab, unterwirft dieses der Streckung F,
wodurch es in ein dreiblittriges elliptisches Flichenstiick S* iibergefiihrt wird,
und nachtriiglich 8* der Abbildung @1, so wird dadurch eine quasikonforme
Abbildung f des schlichten Einheitskreises auf ein schlichtes dreizipfliges Ge-
biet (das man noch konform auf den Einheitskreis |w | < 1 abbilden kann)
induziert. Es ist leicht zu sehen (und wird aus unserem Satz folgen), dal diese
Abbildung f fiir die durch sie induzierte Randabbildung einzige Extremale ist.
Der Beweis von Satz 1 besagt jedoch nur, da8 F : R*— S* unter allen quasikon-
formen Abbildungen H von R* auf die gestreckte Fliche §*, die auf dem Rande
mit F iibereinstimmen, die kleinste maximale Dilatation hat. Wenn wir nun
f mit einer andern quasikonformen Abbildung % gleichen Randverhaltens
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vergleichen wollen, liegt es nahe, diese auf die Quadratwurzelflichen iiber
lz|<1 und |w|<1 «hinaufzudriicken» und dann den Vergleich auf R*
durchzufithren. Aber das kann man nur, wenn % (0) = 0 ist, das heilt der
Verzweigungspunkt auf den Verzweigungspunkt abgebildet wird. Man mdchte
jedoch f mit allen A, die nur auf dem Rande mit f iibereinstimmen, vergleichen.

Ein Horizontalquerschnitt y* von R* wird durch F auf einen Horizontal-
querschnitt F(y*) von S* der K-fachen Lange und durch eine Vergleichs-
abbildung H auf eine Kurve von mindestens der K-fachen Linge abgebildet,
da sie dieselben Endpunkte auf S* hat wie F(y*). Im Falle eines beliebigen
h wird man @-'(y*) im Einheitskreis nehmen und deren A-Bild auf die
Quadratwurzelfliche iiber der w-Ebene hinaufdriicken. Die entsprechende
Kurve auf 8* ist wegen der zwei Bldtter nicht eindeutig bestimmt, aber ihre
Lénge ist es, und man kontrolliert leicht, dal diese mindestens gleich der Linge
von F(y*) ist, auch wenn die Kurve nicht dieselben Endpunkte wie F (y*)
besitzt. Diese Sachlage gestattet es, die Methode der Scawarzschen Unglei-
chung auch hier anzuwenden.

3. O.TeicEMULLER [6] hat die extremale quasikonforme Abbildung des
Einheitskreises auf sich bestimmt, die jeden Randpunkt festhilt, aber den
Nullpunkt in einen gegebenen Punkt w, 7 0 iiberfiihrt. Die Abbildung @
bildet die zweiblittrige Uberlagerungsfliche des Einheitskreises mit Windungs-
punkt im Nullpunkt, ¥ diejenige mit Windungspunkt im Punkte w, je auf
eine schlichte Ellipse R* beziehungsweise S* ab, die einander durch F
entsprechen. Die gesuchte Abbildung ist f =%"1o F o ®. (Die Zweideutig-
keit von @ wird durch ¥ wieder aufgehoben.) Eine Vergleichsabbildung 4
mit A(0) = w, induziert durch « Hinaufdriicken» eine Abbildung A von R*
auf S*, die mit F auf dem Rande von R* iibereinstimmt, und hat daher
grolere maximale Dilatation als f, auller wenn A = f ist. Es ist jedoch
leicht zu sehen, dal in diesem Falle fiir Abbildungen %2 mit %(0) +# w, die
Lénge des Bildes eines Horizontalquerschnittes y* von R* Kkleiner als das
K-fache der Liange von p* sein kann.

4. In diesem II. Teil wird der Satz 1 auf TercEMULLERsche Abbildungen
verallgemeinert. Die Bezeichnungsweise ist gegeniiber der friiheren Arbeit,
deren Kenntnis nicht erforderlich ist, etwas anders gewéhlt.

TercHMULLERsche Abbildungen

5. Wir bezeichnen mit T die Menge aller topologischen Abbildungen f von
lz1 <1 auf |w|<<1l, die mit Ausnahme hochstens isolierter Punkte von der
Form «konform o affin o konform» sind. Das bedeutet: Mit Ausnahme einer
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Punktmenge, die sich hiochstens gegen |z | =1 hduft, besitzt jeder Punkt des
Einheitskreises etne Umgebung U, sodafin U und V = f(U) je eine etnein-
deutige konforme Abbildung @ = Dy beziehungsweise ¥ =¥y und eine affine
Abbildung F = Fy existieren, fiir welche in U gilt f =¥ F oD

Mit f istauch f~! eine Abbildung dieser Klasse (von |w| <1 auf |z | < 1).

Sind U, und U, zwei ausgezeichnete Umgebungen mit nicht-leerem
Durchschnitt und F; und F, entsprechende affine Abbildungen mit den
Dilatationen K,; beziehungsweise K,, so ist im gemeinsamen Teil U, ~ U,
die Abbildung f sowohl K, als auch K,-quasikonform, und es muf3 daher
K, = K, sein. Da man zwei beliebige ausgezeichnete Umgebungen durch eine
zusammenhiéngende Kette von solchen miteinander verbinden kann, miissen
alle lokalen affinen Abbildungen dieselbe Dilatation K haben. f ist somit
eine K-quasikonforme Abbildung von |z| <1 auf |w|< 1. Man kann die
lokalen konformen Abbildungen @ und ¥ durch zusitzliche Ahnlichkeits-
transformationen so abiandern, dafl F die Form bekommt

w* =F(z¥) = Kz* +iy* (K>1)

und damit von der Umgebung U unabhingig wird.

Sei nun K > 1. Die Urbilder der Horizontalen y* = konst mittels der
lokalen konformen Abbildung @, sind die Linien gréfiter Richtungsableitung
von f in U;. Dasselbe gilt fiir @, in U,. Im Durchschnitt U, ~ U, miissen
daher @, und ®, gleich sein bis auf eine Ahnlichkeit mit reellem Koeffizienten
A#0: Dy, = AD; + pu. Sind ¥; und ¥, die D, beziehungsweise @, ent-
sprechenden lokalen konformen Abbildungen von ¥V, = f(U,) beziehungsweise

V, = f(U,), so besteht eine ebensolche Beziehung zwischen ¥, und ¥,, und
wegen
Y, =F(9,) = F(AD, + p) = AF (D)) + F(p) = A¥; + F(u)

erhalten wir denselben Koeffizienten A und die additive Konstante » = F (u).
Wahlt man nun an Stelle des lokalen Abbildungspaares (®,, ¥;) in den
1 1

Umgebungen U,, V, das Paar (52,Y~’2) ( 7 (Dy — ), —/—1—(?’2 ———v)) , 80

stimmen die neuen lokalen Abbildungen in den Durchschnitten U, ~ U, be-
zichungsweise V, ~ ¥, mit den alten iiberein. Ein beliebiges Paar (®,, ¥,)
von zusammengehirenden konformen Abbildungselementen kann demnach in
den beiden punktierten Einheitskreisen |z|< 1 und |w|< 1 unbegrenzt
fortgesetzt werden. Die einander entsprechenden Abbildungselemente werden da-
durch zu Funktionselementen je einer i. A. mehrdeutigen analytischen Funktion,
die wir wieder mit @ beziehungsweise ¥ bezeichnen. Die Bildflichen nennen
Wir R* beziehungsweise S*. Die Abbildung f hat nun die Darstellung
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f=¥"1F o® im groflen. Das Paar (@, ¥) ist durch f bis auf eine Trans-
formation A® 4 u, A¥ 4-v, wo A#0 reellund » = F(u) ist, eindeutig
bestimmt.

6. Setzt man ein Funktionselement @, von @ lings einem geschlossenen
Weg v, der die Ausnahmepunkte meidet, und das entsprechende Element
¥, von ¥ lings f(p) fort, so geht es in A9, + u beziehungsweise AY, +
+ v (v = F(u)) iber. Wahlt man an Stelle von &, ein anderes Ausgangs-
element @, = 4,®P, + u,, so geht dieses bei der Fortsetzung lings y iiber in

MAD, +u)+ = A2(A,Dy + 1) + (1 —2) 4+ Ay = APy + py (1 — 4) 4 Ay,

das hei3t der Koeffizient 4 hingt nur vom Weg, nicht aber von der Wahl des
Ausgangselementes ab. Wir setzen nun voraus,dafl A = 4 1 set fiir jeden solchen
Weg y. Dasistfir @ und ¥ gleichzeitig der Fall, und es ist gleichbedeutend da-
mit, daf @ = D% und yp = ¥'? eindeutige analytische Funktionen sind in den
punktierten Einheitskreisen.

Ist 2,, wy = f(2,) ein Paar von Ausnahmepunkten, und setzen wir die ein-
ander entsprechenden Zweige @,, ¥, in hinreichend kleinen Umgebungen U
und V = f(U) der Punkte 2z,, w, unbegrenzt fort, so sind wegen der Dar-
stellung f =% 1o F o®, beide Zweige zugleich beschrinkt oder unbe-
schrinkt. Bei einmaligem Umlauf von 2z, beziehungsweise w, gehen sie iiber
entweder in @, + u, ¥, +» oderin — @, + u, — ¥, + v, wo » = F(u)
ist. Ist die Konstante y = 0 und A=1 fiir einen Zweig von @, so ist sie
es fiir alle; dann ist auch » = 0.

D, ist dann und nur dann beschrinkt in U, wenn @ an der Stelle z, regulir
18t oder hochstens einen Pol 1. Ordnung besitzt. Ist nimlich @, beschrinkt, so
muB im ersten Falle 4 = 0 sein und daher @, eindeutigin U und gleich einer
Potenzreihe in z — z,, woraus die Regularitit von ¢ folgt. Im zweiten Fall
ist @, eine eindeutige Funktion von { = Ve —2, (@, reproduziert sich bei
zweimaligem Umlauf) und, da beschrinkt, eine Potenzreihe in ¢. Daraus folgh

2 2
offenbar, daf3 ( L ) == ( 4P, 1 ) hochstens einen Pol erster Ordnung

T\ d¢ 2V'z —z,

dz
hat. Die Umkehrung ist evident, denn aus

(p(Z)—-_- (z“zo)n(an+an+l(z_"z0)+ -'-): n}’ ""1’ a’n #O
folgt ni2
D)= (2—2)2 (+clz—2)+...), G#0

Es sind dann offenbar alle Zweige von @ und ¥ iiber U beziehungsweise 14
beschrénkt. Die Entwicklung von g im Punkte w, hat die Form

V’(w)‘——_ (w—‘wo)m(bm+bm+l(w—'wo)+ "°)s m> ""1: bm :#O
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und m+-2

Yw)=(w—wy) 2 (dy +dy(w—wy)+ ...), dy#0.

Wir wollen zeigen, dal m = n ist. Der Fall &, > &, + u, ¥, ¥, +»

entspricht offenbar geraden Werten n und m, der Fall &, —» — &, +

+ u, Y>> —Y, +» ungeraden. Die Exponenten m und 7 sind daher

beide gerade oder beide ungerade. Bei geradem = wird eine einblittrige Um-

n -+ 2
2

gebung von z, durch @, auf eine

-blattrige von @, (z,) abgebildet, und

da bei F die Blitterzahl unverindert bleibt, mu3 der Exponent m = n sein.
Bei ungeradem n wird eine zweiblidttrige Umgebung von z, auf eine n -+ 2-
blattrige abgebildet, und es mull daher aus demselben Grunde m = n sein.

Eine beliebige K-quasikonforme Abbildung w(z) besitzt fast iiberall ein

totales Differential dw = pdz + ¢dz, und der Betrag der komplexen Dila-
tation x ==% ist x| <k= %———_{_—j—l Zwei quasikonforme Abbildungen
mit fast iiberall derselben komplexen Dilatation unterscheiden sich nur um
eine konforme Transformation des Bildgebietes (LEATO & VIRTANEN [2]). Die
komplexe Dilatation unserer Abbildung f ist auBler in den kritischen Punkten

von f gleich », =k % . Seinun umgekehrt ¢ bis auf Pole hochstens erster

|9
Ordnung regulirin [z] <1, 0<k<1, und f quasikonform mit der kom-

plexen Dilatation x = kT%T Wir betrachten im Einheitskreis der z-Ebene

eine hinreichend kleine Umgebung U, die keinen kritischen Punkt von ¢
(Pol oder Nullstelle) enthélt und V = f(U). U wird durch einen Zweig von

® = [V @(z)dz konform auf eine schlichte Umgebung U* in der z*-Ebene
abgebildet, die wir der Horizontalstreckung F mit der Dilatation K unter-
werfen. Das Bild sei V*. Die Abbildung F o ® von U auf V* hat die kom-

plexe Dilatation kﬁp—?—l , und es gibt daher eine konforme Abbildung ¥ von
V auf V*, sodaBin U f=%¥1F o® ist. f ist daher von der Form
[=¥1F o ® im groBen, mit ® = .

Definition: Unter einer Trrcamvrierschen Abbildung f von |z | <1 auf
lw| <1 verstehen wir eine quasikonforme Abbildung mit der komplexen Dila-
tation k]%l— , wo @ bis auf Pole 1. Ordnung in |z| <1 regulir analytisch

und 0 < k<1 ist.l) Ist insbesondere ¢ regulir, so nennen wir f regulir.

!) Wenn man nicht einen einheitlichen Parameter z hat, wie das hier der Fall ist, so ist das
quadratische Differential pdz? die invariante GroBe.

6 CMH vol. 39
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7. Wir betrachten nun speziell regulire TEICHMULLERsche Abbildungen.
Ist @ eindeutig, so ist [f1 & P dedy = [[ | | dedy

2| <1 |z} <1
gleich dem Inhalt der Bildfliche R* iiber der z*-Ebene, und die Endlichkeit
dieses Integrals, die nur von f abhéngt, ist hinreichend dafiir, dafl f einzige
Extremale ist. Wir wollen nun zeigen, dal das auch im allgemeinen Falle gilt.
Die geometrische Bedeutung von [[ | ¢ |dxdy ist evident: Zerlegt man den

Izl <l
Einheitskreis in ein oder mehrere einfach zusammenhingende Gebiete G,,

die keine kritischen Stellen (= Nullstellen) von ¢ im Innern enthalten, und
so, dal die gesamte Berandung den Flicheninhalt null hat — zum Beispiel in
ein Gebiet, indem man von den kritischen Stellen aus zum Rand [z]| =1
radial aufschlitzt — so kann man in jedem derselben einen eindeutigen Zweig von
@ auswihlen. Das Integral j' [19 P dedy = f j | p |dzdy ist von der Wahl

dieses Zweiges unabhingig und [ 1 ¢ ldzdy glbt den Gesamtflicheninhalt der
|zj<1

Bilder aller G; durch die Zweige @,.

Satz: Eine reguldre TeicamtvLLERsSChe Abbildung f von |z | <1 auf |w| <1
mit endlichem [[| ¢| dady ist fir die durch sie induzierte Randabbildung die einzige

|zj<1

extremale quasikonforme Abbildung.

Die Metrik |¢|? |dz|

8. Sei ¢(z) analytisch im Einheitskreis. Wir betrachten die Metrik
| @ l% | dz |.2) Die lokalen Eigenschaften der Geoditischen findet man am be-
quemsten, wenn man in der Umgebung des interessierenden Punktes z, die

Abbildung 2* = &(z) = f V @(2)dz einfithrt, womit |dz* | = c(iidi |dz| =

=|g li’ |dz | wird. Auf dem Fliachenstiick R* existiert die kiirzeste Verbindung
zweier hinreichend nahe am Nullpunkt gelegenen Punkte stets und ist eindeutig
bestimmt: Sie besteht aus der Verbindungsstrecke, falls die beiden Punkte im
selben Halbblatt liegen, und sonst aus den beiden Verbindungsstrecken zum
Windungspunkt. Bei ungeradem =» sind dabei Punkte auf R*, deren Argu-
mente sich um (2 4 n)7 unterscheiden, als gleichwertig zu betrachten, da
ihre Urbilder iibereinanderliegen. Daraus folgt auch, daB zwei Teilbogen einer

5 bilden.

geoditischen Linie stets mindestens einen Winkel von

2) Die Satze dieser Nr. finden sich in der Literatur und sind hier nur der Vollstandigkeit halber
wiedergegeben. Siehe zum Beispiel AELFORS [1], 8. 28/29.
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Ist y eine rektifizierbare Jordankurve in |2 | < 1, die mindestens an den
Nullstellen z, von ¢ einseitige Tangenten besitzt, deren innere Zwischen-
winkel wir mit «, bezeichnen, so ergibt das Argumentprinzip

1 . Wy,
—é;yjdarg ?’(z)-zj'nri‘{"g;;nk,

wobei die n; die Vielfachheiten der inneren Nullstellen von ¢ und die =,
diejenigen der Nullstellen z, auf dem Rande 3 sind: Nullstellen auf dem
Rande sind nur zu einem Teil, nimlich mit dem Bruchteil des inneren Winkels
von 2n zu rechnen. (Sind auch Pole vorhanden, so sind deren Vielfachheiten
mit Minuszeichen mitzunehmen.)

Unter einem geoddtischen Polygonzug verstehen wir eine Kurve, deren Seiten
geoditische Linien sind, die nicht durch kritische Punkte von ¢ gehen. Die
«Ecken » sind die kritischen Stellen von ¢ und dazu beliebige weitere Punkte,
aber hochstens endlich viele. Ein geoddtisches Polygon ist auflerdem eine Jor-
dankurve. Lings einer Seite eines geodatischen Polygons ist offenbar das Argu-

ment von d®? = @dz® = konst und daher d(arg ¢) = — 2d(arg dz). Da die
gesamte Drehung des Argumentes von dz auf den Seiten 27 — X (n — w,,) ist,
erhalten wir g

-—Ljd(ar )y=2n +22’9-n ———1(2 —Z(n — wy)

27 . g @) = ; 7 E o2n kE — 7T 7T T T Wy,

und daraus die Winkelrelation

1
2+%’nj=%'<1—~2—;wk(2+nk))

und die Ungleichung 2(1 -——2%0),, (2 + nk)) =2.
k

Aus dieser Ungleichung schlieBt man leicht, daB sich zwei Punkte 2z, und z,
hochstens durch eine geoddtische Linie verbinden lassen. Sind némlich 1y,
und y, zwei kiirzeste Verbindungskurven von z, und z,, die nicht zusammen-
fallen, so gibt es zwei Punkte 2; und z,, die beide sowohl auf p, als auch auf
7. liegen, aber so, daB die beiden Verbindungsbogen dieser Punkte ein geo-
ditisches Polygon bilden. Wenden wir auf dieses die obige Ungleichung an,

80 ergibt sich ein Widerspruch, da alle Winkel w, > sind, aufler

2n
n, + 2
hochstens bei z, und z,, wo sie aber jedenfalls noch positiv sind.
Bei diesem Eindeutigkeitsbeweis beniitzt man nur, daB y, und y, lokal
geoditisch sind. Fine Kurve heiBt lokal geoditisch, wenn jeder Punkt eine
Umgebung besitzt, in der sie zwischen zwei beliebigen ihrer Punkte die kiir-
zeste Verbindung darstellt. Wir haben somit bewiesen:
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Lemma 1: Zwei Punkte z, und 2z, lassen sich hichstens durch eine lokal
geoddtische Linie verbinden.

Dies gilt auch, wenn 2z, = 2, ist. Hine geschlossene Linie, die auferhalb
hichstens eines threr Punkte lokal geoddtisch ist, reduziert sich auf diesen Punkt.
Ist ndmlich 2, dieser Punkt, so konnte man andernfalls einen weiteren Tei-
lungspunkt 2, einfiihren. Die Kurve miiite dann aus einem einzigen Ver-
bindungsbogen der Punkte 2, und 2, bestehen und wire bei z, nicht lokal
geodidtisch. Das ist jedoch nur eine scheinbare Verschiarfung des Eindeutig-
keitssatzes, wie das folgende Lemma zeigt.

9. Lemma 2: Eine Verbindungskurve y zweier Punkte z, und z,, die lokal
geoddtisch ist, ist es auch im grofen.

Beweis: Sei y eine lokal geodétische Verbindungslinie von 2z, und »z,
und p eine beliebige weitere Verbindungskurve. Es ist zu zeigen, daB die
Linge |y | > |y | ist. Wir diirfen die Kurve y als geoditischen Polygonzug
voraussetzen, da wir sie sonst hinreichend fein unterteilen und die einzelnen
Intervalle durch lokale Geodéatische ersetzen konnten; dabei wiirde die Lange
héchstens verkleinert.

Wir wihlen z; und 2, so, daB sie auf beiden Kurven liegen und die Zwi-
schenstiicke keine weiteren Punkte gemeinsam haben. Da eventuell vorhan-
dene gemeinsame Stiicke von y und y gleiche Linge haben, geniigt es, die
Ungleichung fiir solche Jordanpolygone zu beweisen und dann aufzusummieren.
Wir kénnen also zum vorneherein voraussetzen, da y und y zusammen ein
geoditisches Polygon bilden. Unter allen Verbindungskurven von 2, und z,,

die in der abgeschlossenen Hiille @ des Innengebietes @ dieses Polygons liegen,
gibt es eine kiirzeste. Ist nimlich 7,> 0 die untere Grenze der Léngen aller in

G gelegenen Verbindungskurven, so gibt es jedenfalls eine Minimalfolge v,
I, = v, 1—>10. Seig,(t),0 <t <1, die Parameterdarstellung von y,, wobei

n

der Parameter { = —';—~ und s, die Bogenlinge ist. Jeder Punkt 2z e G ist

Mittelpunkt eines geoditischen Kreises in |2| <1 von einem Radius ¢
(entsprechend einer Kreisumgebung in der @-Ebene), so dall auch der Kreis
mit dem Radius 2p aufler hochstens z keinen kritischen Punkt von ¢ ent-

hilt. Durch endlich viele solcher Umgebungen U konnen wir G iiberdecken
und dann eine Unterteilung des Parameterintervalles in gleiche Teile so vor-

nehmen, daf das g,-Bild jedes Teilintervalles fiir jedes » ganz in einem U liegt.
Die Teilungspunkte bezeichnen wir mit #;, und wir kénnen eine Teilfolge der g,
finden, die auf den ¢, konvergiert; die Limites nennen wir z;. Diese z; ver-
binden wir nun mit den benachbarten Punkten durch die lokale Geoditische,
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falls die betreffende Umgebung ganz in @ liegt; andernfalls durch die

kiirzeste Verbindung in U ~ (f, die offenbar auch existiert. Wir erhalten

dadurch einen geodétischen Polygonzug v,, der 2, mit 2, in @ verbindet,
und dessen Linge daher |y,| >, ist. Anderseits ist diese fiir hinreichend
grole n offensichtlich beliebig wenig grofler als |y, |, woraus | y,| =1,
folgt.

v, ist natiirlich ein Jordanbogen und hat daher zwei Seiten. Wir bezeichnen
die Winkel auf der Seite von y als die inneren. Wir diirfen auf y, zusitzliche
Teilungspunkte wihlen, so dal die Seiten lokale geoditische werden, die keinen
kritischen Punkt von ¢ enthalten. Sei z, nun eine Ecke von y,. Wire

der innere Winkel w, < so konnte 2z, nicht auf y liegen, und man

27
ng + 2°
konnte daher einen Bogen von y,, der z, enthilt, durch einen kiirzeren er-
setzen, der auch in G liegt, was auf Grund der Konstruktion von y, nicht sein

kann. Es sind daher alle inneren Winkel > und man schlielt wie

2n
n; + 2
oben, daB y = ¥, sein muB. Daraus folgt wegen |y, | < |7 |, daB |y | < |71,
q.e.d.

Korollar: Das Urbild y = @-1(y*) einer Geraden p* auf R*, die durch
keinen Windungspunkt von R* geht, ist durch arg (d®)? = arg pdz? =
= konst ausgezeichnet. y heit insbesondere eine Trajektorie oder ortho-
gonale Trajektorie von ¢, wenn dieses Argument gleich 0 beziehungsweise 7,
das heiit @dz? > 0 beziehungsweise < 0 ist. Eine solche Linie ist zwischen
zwer beliebigen threr Punkte geoddtisch.

Geometrische Hilfshetrachtungen

10. Jede Trajektorie y st ein Querschnitt von |z |<<1. Nach Lemma 1
kann p keinen Doppelpunkt haben und ist daher ein offener Jordanbogen.
Die beiden Enden von v haben keinen Haufungspunkt in |z | < 1. Wire
nimlich z, ein solcher Haufungspunkt, so gibe es eine Folge von Punkten
2, auf p*, die gegen den Rand von R* gehen, und deren Urbilder z, =
= @1(Z}) nach z, streben. Wir wihlen eine Umgebung U von 2z, so klein,
daB darin zwei beliebige Punkte sich geoditisch verbinden lassen, und m und
n % m so groB, daB z,, €U, 2z, €U, aber der Verbindungsbogen von z, und
%, nicht ganz in U liegt. Dieser ist eine von der lokalen kiirzesten Verbindung

{erschiedene lokal geoditische Linie zwischen z,, und z,, im Widerspruch zu
emma 1.
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11. Wir betrachten ein senkrechtes offenes Intervall g* auf R*, das
keinen Windungspunkt von R* trifft, und ziehen von den Punkten von
p* aus die Horizontalen yp* bis zum nichsten Windungspunkt beziehungs-
weise bis zum Rand von R*. Wir erhalten auf diese Weise ein offenes, einfach
zusammenhéngendes, iiber der z*-Ebene schlichtes Gebiet G* auf R*, das
wir einen offenen Horizontalstreifen (den zu p* gehorigen) nennen wollen.
G = @1(G*) ist ein schlichtes Gebiet des Einheitskreises. Gibe es namlich
zwei Punkte 2§ und 2} # 2 in G*, die auf denselben Punkt z abgebildet
werden, so kénnten vorerst 2} und z; nicht auf derselben Horizontalen liegen,
sonst wiire das @-Urbild des Intervalles z} ...z} eine geschlossene Trajektorie.
Liegen sie auf verschiedenen Horizontalen, so betrachten wir das Zwischen-
intervall auf p*. Dessen Urbild ist eine orthogonale Trajektorie, deren beide
Endpunkte auf der Trajektorie durch den Punkt z liegen, was wieder einen
Widerspruch gegen Lemma 1 bedeutet. G = @-1(G*) besteht aus einer ortho-
gonalen Trajektorie f und den durch ihre Punkte gehenden Trajektorien, wo-
bei jedoch kritische Punkte von ¢ nicht iiberschritten werden.

Unter einem Horizontalstreifen E* verstehen wir eine Teilmenge von Hori-
zontalen eines offenen Streifens, deren Ordinaten eine meBbare Teilmenge von
p* darstellen. Auch fiir diese gilt daher, dal K = @-1(£*) schlicht ist in
|z| < 1. Dem Streifen E* ordnen wir eine Funktion I(y*) zu: Ihr Wert ist
gleich der Léange der Horizontalen in E* mit der Ordinate y*, wenn es eine

—1 |2
solche gibt, sonst null. Wegen ff '%l da*dy* < n folgt aus der
Ex*x

Scrwarzschen Ungleichung, dafl fast alle Urbilder der Horizontalen eines
Streifens endliche Linge, und daher um so mehr konvergente Enden haben. Das
Flichenmaf eines Streifens ist [[| @' 2dzdy < [[ | ¢ | dody < oo.

E

lz]<1

12. Auf der Fliche R* liaBt sich eine Folge auBlerhalb voneinander liegen-
der Streifen E) angeben, deren Urbilder E, = ®-1(E}) keine gemeinsamen
Punkte haben und |z | <1 bis auf eine Punktmenge vom Mafle null (sogar
bis auf die kritischen Punkte von ¢) ausschépfen. Zum Beweis wihlen wir
auf R* eine iiberall dichte, abziihlbare Punktmenge {P;} und durch jedes P}
eine offene Vertikalstrecke ﬂ’," (die wir etwa bis zum Rande oder bis zum
niichsten Windungspunkt verlingern). Zu jeder dieser Strecken konstruieren
wir den offenen Horizontalstreifen G7; offenbar liegt jeder Punkt P* e R*,
der kein Windungspunkt ist, in mindestens einem G}, und daher jeder nicht-
kritische Punkt von |z | <1 ineinem G,. Wir zerlegen nun |z | <1 in der
folgenden Weise:

G+ (Ge —Gy) 4 (G —(GLv @) + ... + (G, —(Gyv G ~G))
Die E,=G, —(Gyv Gyv ... v @, ) sind offenbar getrennt und schopfen
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|z | < 1 bis auf die kritischen Punkte von ¢ aus.Ist ze@G, ~ G,,, so gilt dies
fiir alle Trajektorien, die durch eine Umgebung von z gehen, und daher ist der

Teil EX von G}, der durch @' auf E, abgebildet wird, offenbar ein Streifen.
Das sind die gesuchten Streifen K.

Der Eindeutigkeitsheweis

13. Sei f=%W1oF o® eine regulire TEICHMULLERsche Abbildung von

l21<1 auf |w]|<1 mit endlichem [[| ¢ |dxdy und h eine Vergleichs-
lz]<1
abbildung. Mit y, bezeichnen wir eine konvergente Trajektorie von ¢. Die

Kurve f(y,) = y,, ist dann eine konvergente Trajektorie von ¥, denn sie ist
das ¥-Urbild eines Horizontalquerschnittes von S* und konvergiert, weil f
quasikonform ist. Das 2-Bild von y,, das wir mit A(y,) = y,, bezeichnen, ist
ein Querschnitt von |w|<1 mit den selben Endpunkten wie y,. Da

| dw* | =

% i |dw| = |y ¥ |dw| eindeutig ist, hat 3, in dieser Metrik

eine bestimmte Linge (die = oo sein kann). Wir erhalten sie, indem wir ein
(nicht eindeutig bestimmtes) ¥-Bild von y,, betrachten und die Linge des-
selben in der Metrik der w*-Ebene messen. Wir kénnen uns etwa auf diejenigen
v beschrinken, die durch keinen kritischen Punkt von y gehen, indem wir
nur Trajektorien zulassen, die die A-Urbilder der kritischen Punkte von

p in |z | <1 meiden. Fiir diese Liinge gilt ]ﬁwlzflzpl%[dw|>lyw|.

Yw

Zum Beweis beniitzen wir Lemma 2 und die Forderung, da8 [[| ¢ | dydxr <o
ist. Die Trajektorie y,, ist zwischen zwei beliebigen ihrer Punkte Geodéitische.
Sei w, ein Endpunkt von y,. Wir betrachten die von den Punkten von y,,
ausgehenden Bogen auf den Kreisen |w —w,|=p, solange siein |w|<1
liegen und keinen kritischen Punkt von y treffen. Fast alle haben einen Punkt

mit }w gemeinsam. lhre Linge, gemessen in der Metrik |y l% |dw |, be-

zeichnen wir mit L(p) = [ | y % | dw | = [l I%g d9. Aus der SCHWARZ-
schen Ungleichung ergibt sich auf bekannte Weise

LX) < om [ |y |odd
und daraus

L2
[ G <. [f1plodedd —n- K [[1p|dedy< .
o O || <1 lz] <1

Daher gibt es fiir beliebig kleine Werte von p beliebig kurze Verbindungs-
bogen von y, und %,. Daraus folgt offenbar |, | > |y, |.
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14. Das totale Differential dw = pdz + qﬁ der Abbildung % existiert
fast liberall in |z | < 1. Lokal lassen sich die drei Abbildungen @1, h, ¥
auBerhalb der kritischen Punkte von ¢ und y zusammensetzen; dabei exi-

stiert das Differential dw* = p*dz* + q*gz; der Zusammensetzung fast
iberall auf R* und ist bis auf das Vorzeichen eindeutig bestimmt. Der Fli-
cheninhalt der Vereinigungsmenge der Streifen E}, gemessen in dieser
Metrik, ist offenbar

[f(p* 2 —| g* P)da*dy* ‘*ff!wldudv~K”I¢Idxdy—~KEIE*I,
EE;(' lwl<1 |z|]<1
2

wiahrenddem die Linge L,(y*) eines Horizontalquerschnittes von E} ; nach
obigem fiir fast alle y*

Li(y*) = [1dw* | = [| p* + ¢* | da* > K1, (y¥)
wird, wo [,(y*) die Linge der Horizontalen von E;" in der Metrik der zu
Grunde liegenden z*-Ebene bedeutet. Wenden wir nun die Methode der
ScawaRrzschen Ungleichung auf die Vereinigung der Streifen E} an, so erhalten
wir folgendes: K 2 [Ly*)dy* < [[1p* + ¢* | da*dy*
i ZE*
i 9
daraus mittels der ScrwARrzschen Ungleichung
K2(ZE7 1< ([ 1p* 4 ¢* | da*dy*) <
i SE*
i 7

% X 12
JLOp* P —1g* P)dady* Jf I‘,{’lﬁﬁql  do*dy*
j 7

_ * ' 1 + LAl P TR
_K(%‘IE, 1) sz"E’.e g dx*dy* .
i
*
Hier ist »* = L_ die eindeutig bestimmte komplexe Dilatation des Diffe-
p* .

rentials dw* = p*dz* 4 ¢* de* = ¥’ (z)dz + q*d)’ (z)dz Aus dw* = —%—— dw =

x

*x B/ .
= ¥’ (w)(pdz + qdz) folgt x =—% Z*g,g; *% und daher |x*|=

=|xz|< A fast iiberall, wobei 12 = 1 + die maximale Dilatation der Ab-
bildung % bedeutet. Die Abschétzung
|14 a% =14 |s* 2+ 2Rexn* < (1 4+ k)2 — 2(k — Rex¥)
ergibt * N
&1 | 1 4 »* |2 <K 2

1 — w2 11—k

(k — Rex*)
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und damit

K(E B <K(E | B [)( 1B —— 2 [[(F— Rex*yda*dy* ) <
i i 1 — i 2ix
7

S KKZ | B R,
7

Daraus folgt K < K, und das Gleichheitszeichen gilt dann und nur dann,

wenn fast iberall »* = k und daher x — ——g—l— % ist.
Die komplexe Dilatation der Abbildung f mit dem Differential dw =

:g.”id * = -1 K+1(dz*+kdz*) Pt K+l(¢dz+¢’kdz>lstkm

Aus der Gleichung K = K folgt somit, daBl A und f fast iiberallin |z | <1
dieselbe komplexe Dilatation haben und daraus, daf} sie bis auf eine konforme
Transformation der w-Ebene gleich sind. Wegen der Ubereinstimmung auf
dem Rand |w | = 1 miissen sich somit identisch sein.
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