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Fonctions d’ensemble et intégration

par R. CairoL1, Zurich

Introduction: Le présent travail a pour but, premiérement, d’étudier une
possibilité d’associer une intégrale & une intégrale supérieure ot 4 une fonction
numérique d’ensemble, non négative, définie sur la classe des sous-ensembles d'un
ensemble donné S; deuxiémement, d’établir le rapport qui existe entre 'intégrale
obtenue et le théorie connue de la mesure et de I'intégration. La mesure asso-
ciée a la fonction d’ensemble sera réalisée & ’aide d’une intégrale supérieure et
d’une condition de mesurabilité, celle-ci présentant une analogie évidente avec
la condition de mesurabilité de CArRaTHEODORY dans la théorie de la mesure
extérieure. En effet les ensembles u*-mesurables sont définis comme les
ensembles qui coupent tous les autres ensembles de maniére additive par
rapport & la mesure extérieure u*. Ici on dira qu’une fonction est mesurable si
ses parties positive et négative coupent toute fonction positive de maniére
additive par rapport a l'intégrale supérieure (la définition exacte sera donnée
au paragraphe 4).

A Paide de cette notion de mesurabilité nous pourrons ensuite transposer
dans la théorie de l'intégrale supérieure quelques notions de la théorie de
la mesure extérieure, comme, par exemple, les notions d’intégrale induite et
d’intégrale supérieure réguliére.

Dans I’étude des rapports avec la théorie de la mesure nous supposerons que
la constante 1 soit mesurable. Cette hypothése est toutefois nécessaire parce
que 'ensemble donné S est u*-mesurable.

Sous I'hypothése que l'intégrale supérieure satisfasse & une condition ana-
logue & la notion o-fini dans la théorie de la mesure, il nous sera aussi possible
d’étudier le rapport entre les fonctions mesurables et ’enveloppe de BAIRE de
l'espace vectoriel engendré par les fonctions caractéristiques des ensembles
p*-mesurables. Nous introduirons parallélement la notion d’intégrale supé-
rieure o-finie.

Sur maintes questions, les trois articles de H. M. STONE « Notes on Integration,
I, II et I1I» [4] nous ont fourni une source précieuse de renseignements. L’idée
de définir une intégrale supérieure 4 I’aide d’une fonction positive d’ensemble
a, par exemple, ces articles pour origine. Nous ferons constamment emploi des
notations f+ = sup (f,0), f~ = sup (—f, 0), => (implication) et de la défini-
tion 000 = 0,

J’ai le plaisir d’exprimer ma plus vive gratitude & M. le Prof. Dr. A. PFLUGER,
qui a suivi mon travail, pour ses précieux conseils.
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2 R. Carrornt

1. Détinition d’une intégrale supérieure & partir d’une fonction numérique
d’ensemble : Soit S un ensemble quelconque non vide. Supposons donnée une
fonction numérique d’ensemble y (finie ou non), non négative, définie sur la
classe de tous les sous-ensembles de S. Désignons par § la classe de toutes les
fonctions numériques (finies ou non) définies sur § et par F* celle des fonc-
tions non négatives. Si f appartient & §*, on appellera intégrale supérieure de f
par rapport & y le nombre

() =inf{ Za,p(B) 1< Za,p5,a,20) (L)

ol gz désigne la fonction caractéristique de I'ensemble £, c 8, c’est-a-dire:

. lsizel
PE(®) =\ 0gizeS —E.

Comme les termes des séries apparaissant dans la définition (1,1) sont positifs,
les sommes existeront toujours, parce qu’on admettra co comme valeur possible
de ces sommes. Remarquons aussi que toute fonction f € §F*+ est majorée par au
moins une série du type de celles qui apparaissent dans (1,1), ne serait-ce que
par co.ps 4+ 0404 ...

2. Propriétés de 1’intégrale supérieure: La fonction j qu’on vient d’intro-
duire vérifie les propriétés ordinaires d’une intégrale supérieure.

Propriété 2.1: Pour toute fonction feFt ona 0= 5(f) < oo.

Propriété 2.2: j(pr) = y(E), E c §.
Ces deux propriétés sont évidentes.

Propriété 2.3: j(Af) = Aj(f),feFH, 1= 0.
Le cas 2 = 0 est évident. Supposons donc 4 > 0. Si j(f) est fini, il existe,

pour tout ¢ > 0, une série X' a,¢g, = f telle que X a, (B ,) < j(f) + ¢. Or,

© y=1 (-] y=1
comme Af< X Aa,@g,, on aura: j(Af) < X ia,yw(E,)< A(j(f)+¢). Onen
y=1 y=1

déduit, comme ¢ est arbitraire, que j(1f) =< 4j(f). Evidemment, cette inégalité
reste aussi vraie dans le cas ou j(f) =oo. D’autre part, en posant g = if,

1 : . . . . .
p=- on aura j(eg) = pj(g), c’est-a-dire Aj(f) < j(Af), ce qui achéve la

démonstration.

Propriété 2.4: [ < Zf,, f,f «F = i< Zi(f,).

y==1 p=1

La propriété est évidente si, pour un indice » quelconque, j(f,) = co. On
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suppose done j(f,) < oo pour tout indice. Dans ce cas, il existe, pour tout v et

oo [ -]
pour tout ¢ > 0, une série X' a; pg; majorant f, telle que X' a; v (E}) < j(f,) + —267

r=1 Pexl

co w© o«
Puisque {2 f, <2 2algg ,ona:

y=1 y=1 r=1
insZ Zap@E) < Z(it) +5) = 2 + .
y=1 r=1 y=1 y=1

Le nombre ¢ étant arbitraire, on en déduit I'inégalité & démontrer.
Comme cas particuliers, on a les deux corollaires suivants:

h=fe hilbeF"=7(f) = i(fs). (1)
i(h + )= i(h) +ifa)- (2)

Remarque: Les propriétés 1, 3 et 4 restent aussi vraies si, dans la définition
(1,1), » est une fonction numérique d’ensemble, non négative, définie dans une
sous-classe € de la classe de tous les sous-ensembles de S. Dans ce cas, il faudra
alors définir j(f) = oo, si f n’est pas majorée par une série du type

o0
Za,,qog,,, a, =0, Ev eC.
y=1
3. Quelques propositions concernant des propriétés vraies presque partout:
On utilisera I’abréviation p. p. (presque partout) pour affirmer qu’une certaine
propriété est vraie pour tout x ¢ S n’appartenant pas & un ensemble £ — 8
tel que j(@Eg) = 0.
Dans ce paragraphe, comme précédemment, on désignera par f une fonction
numérique appartenant a +.

Proposition 3.1: f(z) =0 p.p. < j(f) = 0.
Proposition 3.2:  f,(2) = f(2) p. p. = j(h) = 7 (f2).
Proposition 3.3: j(f) <oco=>f(x) <oo p. p.

Ces assertions résultent facilement des propriétés 2.3 et 2.4, en utilisant les
méthodes usuelles de la théorie de 'intégration.

Désignons par E l'ensemble {x | z ¢S, f(x) # 0}. La condition (E) = 0
entraine alors, d’aprés la propriété 2.2, j(gr) = 0. D’ot1, comme corollaire, la
proposition suivante:

Proposition 3.4: a) p({z/z 8, f(z) # 0}) = 0=>j(f) = 0.
b) y({x [z eS8, fi(2) # fo(2)}) = 0=>j(H) =j(fa).
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4. Fonctions mesurables: D’habitude l'intégrale supérieure et les fonctions
intégrables sont obtenues comme prolongement d’une intégrale élémentaire,
c’est-d-dire d’'une mesure préalablement donnée. Ici, I'intégrale supérieure a
été obtenue sans mesure donnée d’avance, mais & I’aide d’une fonction numé-
rique d’ensemble positive, non nécessairement additive. Le probléme que nous
aborderons sera donc de définir une mesure & I’aide d’'une condition définissant
les fonctions qu’on appellera mesurables. La condition que nous proposons ici
nous semble appropriée parce qu’elle nous permettra d’établir assez aisément
toutes les propriétés usuelles d’une intégrale.

En utilisant, comme d’habitude, les deux notations fV g = sup (f,g) et
f A g =inf (f,g), nous pourrons écrire, pour tout couple f,g de fonctions
appartenant & F+:5(f)<j(f A g9) + 7[(f —g)*]; car, ceci est une consé-
quence immédiate de I'égalité f= (f A g) + (f —g)* et de la propriété
2.4 (2) (on suppose que g soit finie).

Nous dirons qu’une fonction finte g ¢ F+ est mesurable, si ’égalité
i =it Ag)+il(f—97] (4,1)

est satisfaite pour toute fonction fe F+.

Nous désignerons la classe de ces fonctions par Jt+. Elle ne sera pas vide,
car elle contiendra au moins la fonction g = 0.

Remarquons que pour démontrer ’appartenance d’une fonction non néga-
tive & M+, il suffira de démontrer que la condition (4,1) soit satisfaite pour toute
fonction feJt telle que j(f) <oo, car, si j(f) = oo, 1’égalité résulte de la
propriété 2.4 (2). Ainsi, dans les démonstrations des propriétés suivantes, nous
supposerons toujours j(f) < oo.

Propriété 4.1: g eI+, 1= 0= 1g ¢ PW+.
Le cas 2= 0 est évident. Supposons alors 2 > 0. Comme g appartient &

W, on aura: () =i(4 A g)+3|( — o] |, oubten i) =570 A 20) +
+ - 4lf — 2], Sestadire (/) = (f A 4g) + j[(f — 2g)] pour toute

fonction f e+, ce qui achéve la démonstration.

Propriété 4.2: ¢,,9, ¢ M+ =>¢g;, + ¢, ¢ M.

De DPégalité fA (9 +g2) = Ag)+[(f—9)"] A g on déduit:
NG+ @RI=9(fAq) + 7l(f —g)*" A g2]. D’our, comme le dernier terme
est fini: j(f A g1) = 7[f A (91 + 901 —7[(f —g)" A 91 V. On a d’autre part:
i) =i(fAg) +7l(f —g)t]1®. De @ et @ on déduit l'inégalité j(f) =
= Jlf A (g + 921 + i1(f — g1 — 7 [(f —g)" A .1 ®. Par hypothése, on a
aussi la relation suivante: j[(f —g,)*]1 = j[(f —g)* A g1 + 7[[(f —g1)+ — ga1*]-
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En remplagant dans @ et en tenant compte de I’égalité [(f — g;)t — o]t =
= [f — (91 + 92)]*, on obtient: j(f) = j[f A (91 + 92)] + 7[[f — (91 + 92)17].

L’inégalité opposée étant aussi vraie, la démonstration est achevée.

Propriété 4.3: g,,9, ¢ M+ =g, A g, e M.

On a par hypothese: j(f A g1) = jI(f A ¢1) A ga] + JIL(F A 91) - 9:11]
et j(f) = j(f A g) + JI(f — g)*]. Dou: j(f) = jil(f A g) A g2 +
+ 3l A g1) — @11 + 7 [(f —g)*1®. De Pégalité [f — (g, A g:)]T =
= [(f A 1) — g:]t + (f —¢g1)* on déduit aussi, comme l'intégrale supérieure
du dernier terme est finie: J[[(f A g1) — gI"] = F[[f — (g1 A ¢2)TT] —

—jl(f —g)*]. En remplacant dans ' on obtient: j(f) =j[f A (9. A g2)] +
+ 7[lf — (91 A 92)11], ce qui achéve la démonstration.

Propriété 4.4: ¢,,9,« M+, g1 = 95, (g2) <00 =>g;, — g ¢ M.

Il suffira de démontrer I'inégalité j(f) = j[f A (91 — g2)] + jI[f—(9:—92)1*]
qui, d’aprés I'hypothése j(f + g2) = j[(f + g2) A ¢u] + 5[(f + g2 — 9)*],
pourra étre écrite aussi sous la forme équivalente suivante: j§(f) +
+il(f + ) Al =5 A (92 — 921 + 51l — (91 — 9)1F] + 3[(f+92) A ¢1) =
= j(f + g2) + j[f A (91 — g2)]. Comme g, ¢ M+, on aura: j[(f + g5) A ¢1] =
=jl(f + g2) A 91 A 91 + GII((Ff + 92) A 91) —¢e]*]; ce qui donne, si on tient
compte des égalités g, = (f + ¢g.) A g1 A g €t

FA(91—92) = [((f 4+ g2) Ag1)—gel: 5 [(f+92) Agul = 7(92) + 71f A (91—92)1-

Dou: j(H)y+il(f+ 9 Aal=7(f) +7(g) +ilf AN (G —gd]1=i(f + 92) +
+ 5[f A (g1 — ga)], ce qui achéve la démonstration.

Nous dirons qu’une fonction finie g e est mesurable st ses parties positive g+
et négative g— appartiennent @ M*. Nous désignerons la classe de ces fonctions
par k. .

Proposition 4.1: I a les propriétés suivantes:
g €« M, « nombre réel =—> xg ¢ M. (1)

G192 €« M, 7(|gu]) et j(|g:]) <co=91 + 92, 91 V G2, 91 A o € M. (2)

L’assertion (1) est évidente. En outre (g, + ¢.)* = (g + g7) —
— g + 97) A (97 + 97)]1 = 0 appartiendra & M+, en vertu des propriétés
4.2, 4.3, 4.4 et du fait que I'intégrale supérieure du dernier terme de la diffé-
rence est fini. La fonction (g, + g,)—, comme partie positive de [(—g,) + (— g2)],
appartiendra aussi & M+. Donc ¢, + g, ¢ M. En utilisant les deux égalités
hV =g+ (9—g) 6 Ags=9 —(ga —¢,)", on voit aisément que les
fonctions g, v g, et g, A g, appartiennent aussi a .
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Pour démontrer la proposition suivante, nous aurons besoin du

Lemme 4.1: Soit {g,} une suite non décroissante de fonctions mesurables non
négatives et g = lim g, - On aura alors: im j(f A g,) = 7(f A g) pour toute

>0 n—>w
fonction non négative f et, en particulier, lim j(g,) = 7(g).
n—>0
La suite f A g, est non décroissante et fAg=1limfAg,. Supposons
n—>0o

d’abord j(f A g,) <oo pour tout indicen. On aura alors: fAg = Z‘ [(f AG,)—
—(fAg,)], ou gy=0. Dou: j(fAg)= 2? JEAg)—(f A yv_l)] En

outre, en vertu de la mesurabilité de g¢,_,, on pourra écrire: j(f A g,) =
=jl(f AN g) A gual +il((f A g)) —9,.0)*]. En tenant compte des égalités
FANGINGyr=FANGgya 6 [(FAG)—ga" =[FAg)—(Ag)], on
en déduit: j(f A ¢,) = j(f A o) + §[(f A 9) — (f A g,-)]. Done, comme
7(f A gv—l) <OO.7(.f A gv) “j(f A gv—-l) = j[(f A gv) - (, A gv—-l)]' Il1 s’en-

suit: (A9 ST AG) — (G A gDl =ZG0Ag) —if A goo)] =

y=1 y==1
= lim j(f A g,). D’autre part, en vertu de la propriété 2.4 (1), limj(f A g,) =
n—>o n—>0
<j(fAg). On en déduit que limj(f A g, =j(f Ag). Dans le cas ou, &

n—>0
partir d’un certain indice n, j(f A g,) = oo, le lemme est évident.

Proposition 4.2 : 8¢ la fonction finie g est limite d’ une suite non décroissante {g,,}
de fonctions mesurables non négatives, elle sera aussi une fonction mesurable.
Pour toute fonction feJF+ et tout indice n, on a, par hypothése: j(f) =

= j(f A ¢.) +7[(f —g.)t], donc, en vertu du lemme 4.1, j(f) = limj(f A ¢,) +

n—y0

+ lim j[(f —g.)*1 = 5(f A 9) + bm j[(f —g.)* 1= 7(f A g) + j[(f —9)*], car

n—>w n—>00
la suite {j[(f —g,)*]} est non croissante et par conséquent j[(f —g,)t]=

2 j[(f —g)*] pour tout indice n. D’autre part: j(f) < j(f A g) + jl(f —9)*],
ce qui acheve la démonstration.

Proposition 4.3: S la fonction finie g est limite d’une suite monotone {g,} de
fonctions mesurables telle que j(|g,|) < oo pour tout n, alors g sera ausst une
fonction mesurable.

Supposons d’abord que la suite {g,} soit non décroissante. On aura g 4 g+

n—>0
et g, | ¢ La fonction g+ sera alors, d’aprés la proposition 4.2, mesurable.
n—>o0

Démontrons que g— est aussi mesurable: les fonctions (g7 —g,),n = 1,2,..,
sont, en vertu de la propriété 4.4, mesurables; g; — g—, comme limite de la suite
non décroissante {g; — g, }, 'est aussi; g~ = g7 — (97 —g~) appartient alors
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a M. Donc g est mesurable. Si la suite est non croissante, on considére la
suite {—g,}.

Ces propriétés établies, qui d’ailleurs ne sont pas exactement toutes les
propriétés ordinaires d’une classe de fonctions mesurables, il nous sera mainte-
nant aisé d’introduire I’espace des fonctions intégrables.

5. Fonctions intégrables: Nous désignerons par £ la classe des fonctions
g « M telles que j(|g]) < oo.

Proposition 5.1: L est un espace vectoriel réticulé, c’est-a-dire:
g e, nombreréel —>ng e L. (1)

G1:9:€ L=+ 02, 1 V Ga, 1 A g2 € £. (2)

L’assertion (1) est évidente. Il est aussi évident, d’aprés les propriétés de la
classe M, que g, + g, appartient & L. Démontrons, par exemple, qu’il en sera
de méme de g, A g;- A cet effet, il suffit de prouver que j(|g, A g.|) est fini.
Mais ceci résulte de I'inégalité j(|g: A gz|) = jl(91 A 92)*]1 + 7[(g1 A 92)7], puis-
que les deux termes du membre de droite sont finis, étant majorés par j(g;")
resp. j(9; + g5 ), finis par hypothese.

Nous dirons qu'une fonction g est intégrable si elle appartient & L et on appel-
lera intégrale de g par rapport & y le nombre

1(g) = 7(g*) —7(97)-
La fonction ¢ vérifie les propriétés ordinaires d’une intégrale:
Propriété 5.1: geL,9=0=—>1(9) =j(g9) = 0.
Propriété 5.2: ¢,,9, ¢ L = (g, + 95) = 1(g1) + ¢(g,)-

Remarquons d’abord que si 2eMNt et feFt, alors j(h+f) = j[(A+f)AR] +
+ [k + f —Rh)*] = j(h) + j(f). Ceci établi, on aura, en vertu des égalités
G+ )t + [gF +95) A g7 + 921 =91 + 95 et (g1 + g2)~ +[(97 +95) A
Aoy + 921 =90 + g2 :jllgn + 92)*] 7167 +95) A (g7 + )1 =17(g) +
+7(95) et (g + 92071+ illg" +95) A (97 +92)1=137(97) +7(9z). En
soustrayant la deuxiéme égalité de la premiére, on obtient: j[(g, + ¢2)t] —
— 1o + 271 = [(g7) —i @)1 + U(g5) —i(g2)], Clest-d-dire i(g, + gs) =
= 1(g1) + ©(ge).

Propriété 5.3: g e Q, x nombre réel —> i(ng) = xi(g).

En effet, si « =0 on a i(xg) =jxg*) —j(xg™) =a[jg*) —jg)] =
=0fi(9)- Six <0:i(xg) =1[(—a)(—g]= (—a&)i(—g) = (—x)[[(— 9)*]—
==l = (—a)[i(g) —7(g")] = xi(g).
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Propriété b.4: Sie une suile monotone de fonctions g, e L converge vers
g € &, alors la suite {i(g,)} converge vers i(g).

11 suffit de considérer le cas ou la suite est non décroissante. On aura alors
gn 1 g7 et g7 | g~ Done: limi(g,) = lim [j(gy) —j(g,)] = limj(g5) —

R—>0 n—>0 n—>0o N—300 n—>0

— lim §(g, ). Le premier terme de la différence sera égal, en raison du lemme 4,1,
n—>wo

& j(g*). Enoutre (97 —g,) 1 (97 —g~) entraine j(9;7 —g,) + jlg1 —97),

cest-a-dire [j(g7) —j(gx)] 1 [j(gr) —j(g)]. enrésulte que lim j(g;)=7(g")
n—>0 n—>0
et par conséquent lim i(g,) = j(9t) —7(97) = ¢(9).
n—>co

Propriété 5.5: Si une suite monotone de fonctions g, € & est telle que la suite

{¢(g,)} soitbornée, alors la fonction limite g coincide p. p. avec une fonction intégrable.

I1 suffit de considérer le cas ou la suite est non décroissante. On aura alors:

gr 4 9%.9, | g-. Par hypothése, la suite {j(g7) —j(g,)} est bornée. La
fn—>w

n—>w0
suite {j(g, )} étant aussi bornée, il en sera de méme de {j(g,)}. La proposition

résulte alors du lemme 4.1 et des propositions 3.3 et 4.3, en tenant compte
que, si f appartient & £(M) et f = f p.p., f’ finie, alors /' appartient aussi
a LEm).

Le lemme suivant (FATOU), dont nous aurons besoin dans la suite, résulte
des propriétés établies, en utilisant la démonstration de la théorie de I'inté-
grale de LEBESGUE.

Lemme 5.1: 8¢ la suite {f,} de fonctions non négatives intégrables converge
p.p. vers une fonction finie f et st la suite des intégrales {i(f,)} est bornée, alors f

sera ausst intégrable et on aura: i (f) < lim inf s (f,).
n—>0

Remarque: La définition (4,1) de mesurabilité se révéle donc comme un
outil approprié dans la construction de l'intégrale. Il s’agit, briévement,
de choisir parmi les fonctions numériques définies dans S, & intégrale supé-
rieure de la valeur absolue finie, celles dont les parties positive et négative
coupent toutes les fonctions positives de facon additive par rapport a 'intégrale
supérieure.

6. Discussion de la propriété 4.4. Intégrale supérieure o-finie: Nous avons
déja remarqué qu’en vertu des résultats établis jusqu’ici I ne doit pas néces-
sairement vérifier toutes les propriétés usuelles d’une classe de fonctions mesu-
rables. Ceci dérive du fait que la propriété 4.4 a été démontrée seulement sous
I’hypothése j(g;) <oo. Sans cette restriction, N aurait toutes les propriétés
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mentionnées plus haut: elle admettrait donc les structures d’espace vectoriel,
d’ensemble réticulé et la propriété de classe monotone. En effet, les propositions
4.1 et 4.3 resteraient vraies sans les hypotheéses j(|g11),7(|g2|) <oo et §(]g,]) << o0
pour tout n. Nous nous proposons, dans ce paragraphe, d’établir quelques condi-
tions qui maintiennent la validité de la propriété 4.4, sans ’hypothése j(g,) <oo.

Condition 6.1: M+ contient une suite {f,} telleque X f, # 0 et j(f,) <oo
pour tout indice n. r=1

n

Désignons X' f, par k,. Les fonctions g, A nk, et g, A nh, (n = 1,2,...)
=1

appartiennent“ a IM+. En outre, de l'inégalité j(g, A nh,) < nj(h,) =
=mn 2'j(f,) on déduit que j(g, A nh,) est fini pour tout entier positif n.

y=1
En raison de la propriété 4.4, la fonction [(g, A nk,) — (g, A nh,)] appar-
tiendra alors, pour tout n, & JR+. D’autre part, la suite de ces fonctions est non
décroissante et converge vers ¢, —g,. D’aprés la proposition 4.2, on aura
donc g, — g, ¢ M*.
11 est peut-étre utile de formuler le cas particulier suivant:

Condition 6.2: L’ensemble S est la réunion d’une suite d’ensembles {E,} tels que
@k, € M+ et j(pE,) <oo.
Si la condition 6.1 est satisfaite, alors toute fonction fe &+, et, en parti-

oo
culier toute fonction f e IR+, est majorée par une série X g,, g, ¢ M,

® y=1
telle que j(g,) <oo pour tout indice »; car, lasérie X g,,,, OU g, = 7f,., & bien
nm=1
cette propriété. Ceci nous propose alors une derniére condition, plus faible que

les précédentes:
Condition 6.3: Pour tout feIN+ il existe une suite {f,}, f, ¢ M+, telle que
[ Zf, et j(f,) <oo pour tout indice n.

N=]

@
En effet, si ¢, < X f,, ou f,eM+ et j(f,) <oo pour tout n, et si on

n=1

désigne X f, par h,, la suite non décroissante {(g; A k,) — (g2 A h,)}

y=1
converge vers g, — ¢, qui, d’aprés la proposition 4.2, appartiendra a IR+.
L’analogie entre la derniére condition et la notion o-fini dans la théorie de la
mesure est évidente. Par conséquent, nous dirons qu’une intégrale supérieure j
est o-finie st elle vérifie la condition 6.3. On en déduit la

Proposition 6.1: Si I’intégrale supérieure j est o-finie, M est un espace vectoriel
réticulé monotone de fonctions numériques finies sur S.
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7. Relation avee la théorie de la mesure: L’intégrale supérieure obtenue au
premier paragraphe nous permet de définir, sur la classe des sous-ensembles
de S, une fonction d’ensemble u*, en posant u*(E) = j(¢g). Elle aura, d’aprés
les propriétés 2.1 et 2.4, les propriétés d’'une mesure extérieure:

,u*(@'):O, (1)
EcF,E,Fc8— 0< u*(E) < u*(F), 2)
E=0UE,E, c S= u*B) S 2 u*(B,). 3)

y=1 y=1
Nous dirons, comme d’habitude, qu’'un ensemble 4 c S est u*-mesurable,
8’1l satisfait la condition de CARATHEODORY u*(E) = u* (& ~ 4) + p*(E — 4),
pour tout E c S. Nous appellerons, d’autre part, les ensembles A4 tels que
@4 € M ensembles mesurables.

Proposition 7.1: Tout ensemble mesurable est u*-mesurable. Pour que tout
ensemble u*-mesurable soit mesurable, il faut et il suffit que la constante 1 appar-
tienne o IN.

Soit 4 mesurable. ¢ 4 appartient alors & M, c’est-a-dire j(f) =7 (f A @4) +
+ 7[(f — @ 4)*] pour toute fonction fe F*+. Pour tout Z c S on aura alors
j(¢e) = j(9e A @a) + jl(pe — @4)t], clest-d-dire u*(E) = p*(&~ A4)+
+ pu*(E — A). Mais ceci signifie que 4 est y*-mesurable.

La nécessité de 'appartenance & It de la constante 1, pour que la deuxiéme
partie de la proposition soit vraie, est évidente, puisque I’ensemble S est p*-
mesurable. Pour démontrer que cette condition est aussi suffisante, on prouvera
d’abord que si 4 est u*-mesurable, alors j(f) = j(f@a) + j[f(1 — pa)] pour
toute fonction f e F*+. Ici, comme précédemment, il suffit de considérer
les fonctions fedt telles que j(f) <oo. Il existe alors, pour tout ¢ > 0,

une série Za,, vE, = f,a,=0, telle que Z' a,v(E,) <j(f) + . En outre:

oo v=1 y=1
f(PA =2 [a’vtpsz“l] et f(l - (PA) = Zl[avq)Ev(l - (PA)] D’oti: 7(’?714) +
=1 y=

4+ /(1 — g4l = 2“»[7(¢Ev?’A) + jloe,(1 — @a)]]. A est p*-mesu-

p==]
rable, par hypothése, donc u*(E)= u*(¥ ~ 4) + p*(& — A) pour tout
E c S. La derniére égalité peut étre écrite aussi sous la forme suivante:
jee) = j(pe A 94) + jl(9r — @a)*] = j(pe9a) + jlee(l — @4)], o1 ¢
est une fonction caractéristique quelconque. On en déduit, en tenant compte

de la propriété 2.2: j(fe4) + jII(1 — @)l = 2 a,j(9e,) = 2 a,p(B,) =

y=1 y=]

<j(f) + . Il résulte, ¢ étant arbitraire: j(f)=j(fop4) + j[f(1 — @)l
Comme f=f@s+ f(1 — @4), l'inégalité opposée sera aussi vraie. D’ou:
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7(f) =7(fpa) +9[f(1 — pa)] Y, pour toute fonction feF+. Cette égalité et
la condition d’appartenance de la constante 1 & I, nous permettrons mainte-
nant de compléter la démonstration. On aura: j(paf) = j[(paf) A 1] +
+ j[l(@ af) — 117], pour toute fonction fe F+. En remplagant dans @, on
obtient: j(f) = j[(paf) A 1]+ jl[(¢af) —11¥] +j[/(1 —94)]®. En outre en
remplagant f par (j— p.)* dans @, on aura: j[(f— p.4)*] = j[(f— pa)* @] +
+ 7[(f — pa)t (1 — @ 4)]. En vertude cette égalité et des égalités (paf) A 1 =
=fApa, (f —@a)tpa=[paf) — 11" et (f — @)t (1 —ga)=[(1 —9pu),
de ® on déduit: j(f) = j(f A pa) + j[(f — pa)*], pour toute fonction
fedt, cest-d-dire @4 eIR.

Proposition 7.2: Sil’intégrale supérieure § est a-finie,ou st 1IN, les ensembles
mesurables forment un o-anneau et u(A) = j(p ) une mesure compléte sur cet anneau.
Cette proposition est, d’apres les propriétés de I et de 7, évidente.

8. Relation avec I’enveloppe de BAIRE: Au paragraphe 7, nous avons intro-
duit les ensembles y*-mesurables a l'aide de la condition de mesurabilité de
CArRATHEODORY. Formons maintenant l'espace vectoriel B des fonctions

n
f=2a,pr,, ou les a, sont des nombres réels et les £ des ensembles
1 4 99 1 4 v 1 4

y=1

u*-mesurables, deux & deux sans point commun. On dit qu’une classe de fonc-
tions réelles est monotone, si elle est fermée par rapport aux limites finies de
suites monotones. La plus petite classe monotone contenant ’espace B est
appelée enveloppe de BAIRE et ses éléments fonctions de BAIRE. Nous dési-
gnerons cette classe par B. Il est connu que B est une classe réticulée, fermée
par rapport aux opérations algébriques. Notre prochain probleme sera d’étu-
dier la relation entre les deux classes B et Jt. Nous supposerons, au cours de ce
paragraphe, que l'intégrale supérieure j soit o-finie.

Proposition 8.1: Pour que Bc M, i faut et il suffit que la constante 1
appartienne & N .

La condition est nécessaire, parce que 1 e B, mais aussi suffisante, car, si
1 eI, tout ensemble u*-mesurable E sera, en vertu de la proposition 7.1,
mesurable, c’est-d-dire ¢g ¢ M. On en déduit que B < M et, comme M est
une classe monotone (proposition 6.1) contenant B, en raison de la définition
de la classe B, que B c M.

Proposition 8.2: Pour que M c B, il suffit que la constante 1 appartienne
a M.

11 suffit de démontrer que si f < M+, f est limite d’une suite monotone de
fonctions appartenant & B. A cet effet nous utiliserons un procédé connu.
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Désignons par E, I’ensemble {x ¢S [f(x) = a, a nombre réel positif }. Les
fonctions [n(f —(f Aa)] A1 (n=1,2,...) appartiennent a I+ et
forment une suite non décroissante qui converge vers gg,. On en déduit
que E, est mesurable, donc u*-mesurable. Désignons par E,, l'ensemble
{xeS/a=f(x) <b,a,b nombres réels positifs, a < b}. Puisque K, =
=K, —KE,, B, sera u*-mesurable. Il en résulte que, si n désigne un nombre
entier positif, la fonction.

y — 1 . y — 1
fol@) = 2

n,sif(x) =n

<f(x) < % y=1,2,..,2%

appartient & B. En outre, la suite {f,} est non décroissante et converge vers f.
Donc feB.
Comme corollaire, on aura la

Proposition 8.3: Pour que B = M, il faut et il suffit que la constante 1 soit
mesurable.

9. Spécialisation de la fonction d’ensemble y: Rappelons que la fonction
d’ensemble v, dont on s’est servi au paragraphe 1 pour définir l'intégrale
supérieure j, n’était soumise qu’a la seule condition d’étre non négative.
Rappelons aussi que l'intégrale supérieure obtenue vérifiait la condition
i (@) = p*(B)< y(E), pour tout ensemble E c S (cf. propriété 2.2). Nous
nous posons maintenant la question suivante: existe-t-il des conditions, satis-
faites par la fonction d’ensemble yp, telles que u* (E) = y(E) ? Nous pouvons
écrire immédiatement la condition suivante:

Proposition 9.1: Pour que p*(E)=vy(E),EcS, i faut et il suffit que
Uinégalité op = Za,,qog,,,a 0,E,c 8, entraine yp(EB) < Z.'a,:p( ).

y=1 y=1

La nécessité de cette condition est d’apres (1,1), évidente. D’autre part, si

p(EB) < Z'a,,zp(E ), pour toute série Z.’ a, 9E, = @£, alors u*(E) = p(X). Cette

p=1

1négahté et la propriété 2.2 entrament u*(B) = yp(&).
Comme corollaire, on a la

Proposition 9.2: Une condition nécessaire pour que p*(E)=vy(B),Ec S, est
n n
que Uinégalité @< X a,@g,,a,=0,E,c 8, entraine p(E)< X a,p(H,).

y=1 p=]1

On dit qu’une fonction d’ensemble y est semi-continue inférieurement en
EcS8, silimy(#,) =vy(&), pour toute suite non décroissante {£,}, £, c S,

>0
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telle que U £, = E. On dit que y est semi-continue inférieurement quand

y=x]

elle est semi-continue inférieurement pour tout £ c 8.

Proposition 9.3: St y est semi-continue inférieurement en E c S, la condition
de la proposition 9.2 est suffisante pour que p*(E) = p(E).
Il suffit de démontrer que u*(E)=y(E). Soit ¢r< X a,pg,. Si on

n v=1
pose h, = X a,q@g,, la suite {h,} est non décroissante, puisque les a, sont
y=1

=]
non négatifs, et limh, = 2 a,¢r, = @r. En outre, si ¢ désigne un nombre
n—»w y==1

positif plus petit que 1, les ensembles M, = {xe¢E [h (x) <1 —¢} (v =

=1, 2,...) forment une suite non croissante telle que N M, = &, ou
=1

& désigne ’ensemble vide. Sinon, il existerait au moins un point z ¢ £ qui

appartient a tous les M ,, ce qui signifierait que k,(x) <1 —¢ pour tout

indice », c’est-d-dire que limA (x) <1 —e¢, en contradiction avec I’hypo-
¥—>c0 n n
thése lim h, = ¢g. En outre, la relation £ —n M, = U (E — M)

$—>-0 y=1 y=1
[04]
entraine U (£ — M,) = E. Or, puisque la suite {£ — M,} est non décrois-
y=]
sante, en vertu de I’hypothése, on aura lim (B — M,) = yp(E). Comme

n—>oo
h,(x) = 1 —¢, pour tout x e (& — M,), onaura aussi: b, = (1 — &) gg_u,>

n
c’est-d-dire X a,9r, = (1 — &) pg_py,- On en déduit, en utilisant la con-
y=1 n
dition de la proposition 9.2: X a,p(E,)= (1 —e)p(F — M,). Si on fait
y=1 o0

tendre » vers l'infini, on obtient: X a, p (¥ )= (1 — &)y (£) et, puisque ¢ est
o0

y=1

o
arbitraire, 2 a ,y(£,) = p(E). Ceci étant valable pour toute série X a , ¢g,

v=1 v=1
majorant g¢g, il résulte que o (&)= u*(X), ce qui achéve la démonstration.
Toute mesure extérieure réguliére y étant semi-continue inférieurement (cf.
par ex. [2] ou [3]), on aura, comme corollaire, la proposition suivante:

Proposition 9.4: v étant une mesure extérieure réguliére, u*(E) = yp(E)
pour tout K — 8.

En effet, il est aisé de voir que y verifie la condition de la proposition 9.2,
pour tout £ c S.

10. Les espaces normés F et L: Dans l'espace vectoriel F des fonctions
fe& telles que |f|,5(/f]) <oo,|lfll =7(|f]) est une pseudo-norme. En identi-
fiant, dans F, les fonctions f, et f, telles que f, = f, p.p., ou, d’aprés la propo-
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sition 3.1, ce qui revient au méme, telles que j(|f, —f.|) = 0, ]|f|| devient
une norme. L’espace normé F sera complet (pour la démonstration cf. M. H.
StoNE [4]).

Désignons par L I’espace des fonctions fe £, avec la méme identification
que dans F'. L est un sous-espace de F.

Proposition 10.1: Dans la topologie de la morme, L est un sous-espace
fermé de F'.
En effet, soit {f,} une suite de fonctions intégrables telle que lim ||f, — f||=

n—>
=0, ou |f|,j(|f|)<oo. Nous pouvons définir une suite croissante {n,} d’en-

tiers positifs telle que (| f,,k+1 — fuil) = 27%. 11 existe alors (cf. M. H. STONE,
loc. cit.) une fonction g telle que g = limf, p.p. et limj(|f,, —g|) = 0.
k—> k k—> k

L’hypothése lim j({f,, —f|) =0 entraine donc f=gp.p., c’est-a-dire
k—>-0
}= gimfn,, p.p. Dou: f+=1lim {7 p.p.,f~ =k1im fap P-P. Lasuite {i(|f, [) =
-—3»00

300 k>
= j(|fs,])} est convergente, donc bornée. Les suites {i(f;.)} et {i(f;,)} le
seront aussi. En raison du lemme 5.1, f+ et f~ appartiendront & £, ce qui
prouve que f appartient & L.
Comme corollaire, on a la proposition suivante:

Proposition 10.2: L est un espace de Banach.

11. Considérations générales: Soit S, comme précédemment, un ensemble
quelconque non vide.

Rappelons que par intégrale supérieure on entend une application j de la
clagse §* de toutes les fonctions numériques positives (finies ou non) définies
sur S, dans [0, oo], satisfaisant aux deux propriétés suivantes:

1) J(Af) = 4j(f), f e G+, 22 0;
@ 1S Z bl 8 =>i)S Z ji(h).

Par intégrale, on entendra un couple (£, ¢) qui satisfait aux axiomes suivants:
(1) L est un espace vectoriel réticulé de fonctions numériques (finies), définies
dans S. ¢ est une forme linéaire positive sur ¢ ;

(2) fnn_i f’ f’fn5£:>?’(fn)n_1w?’(f),
(3) fo t f, [.e8, supi(f,) <oo=>f coincide p.p. avec geQ

Le symbole p.p, signifiera ici: ¢, <heQ,i(h) =0. Il est aisé de vérifier
que si f,ge®, f=gp.p.t(|f—gl) =0, et que dans (3) i(f,) 1 i(g)-

17—
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La condition (4,1) nous permet de résoudre le probléme suivant: déterminer,
en partant d’une intégrale supérieure j, une intégrale (£,¢) telleque j (| f|) =+ (| f])
pour toute fonction fe . En effet, en raison des résultats des paragraphes 4
et 5, si on désigne par L la classe des fonctions finies g e i telles que j(|g]|) <oo
et que la condition

i =70 Ag)+illf —g)], on g=g*t et g=g-, (1L1)

soit satisfaite pour toute fonction fe F* et si on désigne j(9*) —j(97) par
i(g), le couple (£,¢) ainsi défini aura les propriétés mentionnées plus haut.
On Vappellera intégrale induite par U'intégrale supérieure j.

12. Prolongement d’une intégrale élémentaire: La condition (4,1) nous offre
aussi la possibilité de prolonger une intégrale élémentaire. Le but de ce para-
graphe sera d’examiner cette possibilité, puis d’établir la relation entre la
prolongement obtenu et ceux de STONE [4] et BoURBAKI [1]. Supposons donnée
une tntégrale élémentaire (€, e), ou € désigne un espace vectoriel réticulé de
fonctions numériques (finies) définies dans I’ensemble S et e une fonction
numérique sur &, qui vérifie les axiomes de STONE [4] :

,9¢ €, & nombroréel —> e(xf) = xe(f), ef +9) = e(f) + (g), e(f)=0; (1)
folneG,|fl < ilfnlzw(!fl)é ie(mn. (@)

Désignons par §, comme précédemment, la classe de toutes les fonctions

numériques f (finies ou non) définies dans S. Considérons sur F+, d’apres
StoNE [4], la fonction

—inf( Ze(fu) /1< ZUfals fueG),

n=1 n=1

J(f) | si une telle suite {f,} existe,

= oo Sinon.

j a les propriétés d’une intégrale supérieure. En outre, si fe €+, j(f) = e(f).
Nous appellerons j intégrale supérieure induite par Uintégrale élémentaire (E,e).
Si (8, 4) désigne I'intégrale induite par j, on aura la

Proposition 12.1: L’intégrale (L, 1) est un prolongement de Uintégrale élémen-
tarre (€, e).

Pour démontrer que € c £, il suffit de prouver que si 0<g¢E, alors ge Q.
Soit ¢ un nombre positif et fe F+ une fonction telle que j(f) <oo. Il existe

alors une suite {g,}, g, « €*, telleque f< X g, et que X e(g,) <j(f) +e¢.

y=1 =1
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D’ou:

i) +e=Ze@)= L elg,) = e( Zg,)=el( Z g,) A gl + ell( £ g,) —g1*],

r=1 y=1 y=1 y=]1 p=1

qui entraine

i) + & = lim e[ _E"Igv) A g] + lim e[[( Z g,) —g*].

n—yo n—>o0 yu=]

Considérons maintenant une suite non décroissante de fonctions #4, ¢ €t
- ]

et désignons par % la limite de cette suite. On aura, comme A = X (b, - 5h,,),
ot hy = 0:j(h)< % [e(h) — e(h, )] = lim e(h,). D’od, puisque la suite
est non déeroi:ssa,nt(:’1 lime(h,) = j(h) = 7"6:)& Cette propriété, appliquée a
notre cas, nous donne :Mm

i)+ e 21 E 0, A gl + 3T £ g.) — )1

=it A9 +Il(F —9)*].

Si P’on tient compte de la propriété 2.4 (2), il résulte, ¢ étant arbitraire: j(f)
=j(fAg)+il(f —g)*]. Donec gef. En outre, pour tout geE, e(g) =
= e(gt) —e(g~) = j(gt) —7(g~) = ©(g), ce qui achéve la démonstration.

M. SToNE obtient, dans les travaux cités, le prolongement (2',¢) de
(€, e) en prenant 'adhérence de E (espace normé associé a l'intégrale élémen-
taire) dans F (cf. paragraphe 10) dans la topologie de la norme j(|f|). Nous
avons démontré (proposition 10.1) que L est fermé dans F. D’olu, comme
I'identification de fonctions dans ' est la méme que dans £, la proposition
suivante:

|

Proposition 12.2: Soit § Uintégrale supérieure induite par Uintégrale élé-
mentaire (€,e). Siv (8',4') désigne le prolongement de STONE de (&, e) et (2,1)
Dintégrale induite par §, alors (£',4') c (8, 7).

La proposition reste vraie si (€, ¢) désigne une mesure de RADON sur P'espace
¢ des fonctions continues a support compact, définies dans un espace séparé
localement compact et j, resp. (£',¢'), I'intégrale supérieure, resp. le prolon-
gement de BOURBAKI.

La méthode de prolonger une intégrale élémentaire présentée plus haut se
résume donc & une construction d’une intégrale supérieure (intégrale supérieure
induite) et & une condition — (11,1) — qui fixe directement la classe £ des fonc-
tions intégrables (intégrale induite). L contient I’adhérence L’ de E dans F'. Le
probléme de savoir si £ coincide avec ' sera traité dans la proposition suivante:
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Proposition 12.3: Soit § Uintégrale supérieure induite par Uintégrale élé-
mentaire (&€,e). St (L,1) désigne une intégrale quv prolonge (€, e), telle que
1(|f1) = 7(lf]) pour toute fonction f € &, alors (8,1) c (L',7').

11 suffit de démontrer que si g ¢ 8+, il existe, pour tout ¢> 0, une fonction
keB’ telle que j(|k —g|)<e¢. Comme j(g)<oo, il existe, si ¢> 0, une série

Z’f =g, ou f,eCEt, telle que j(g)= 2 e(f,)<j(g) + . Sion pose k, =

y=1 n y=]1

= 2 [,, lasuite {k,} est non décroissante et sa limite coincide p.p.avecke2' N L,
p==1

puisque k,eEet {e(k,)} est une suite bornée. Donc j(g) =¢(g) < lim e(k,) =
n—>o

=1(k)<j(9) + e =1(9) + ¢. On en déduit, comme k=g p.p.: (k) —i(g) =

=1i(k—g)=j(|k—g|)<e, ce qui achéve la démonstration.

Corollaire 12.1: St (R,1) désigne U'intégrale induite par j, alors (8, ¢) =
= (¥',7).

13. Intégrale supérieure réguliére: Supposons donnée une intégrale supé-
rieure j. Formons l'intégrale induite (,¢) et & 'aide de celle-ci I'intégrale
supérieure induite 5. Si j' (f) < oo, on aura:

mwMéwmgémmm

Il existe donc, pour tout & >0, une série X |f,| telle que 2 i(|f,]|)=

<j(f) + ¢ ce qui donne, puisque i(f,)) = j(lf]): i) = Z i(f]) =

o0 r=1
Zi(f,)) =<7 (f) + €. € étant arbitraire, on aura:
=1

iHh=75 (13,1)

pour toute fonction f e +, cette inégalité restant vraie si §'(f) = oo.
En général, les deux fonctions 5 et j' ne seront pas identiques. Si j(f) = 5’ (f)

pour toute fonction f ¢ *, nous dirons que l'intégrale supérieure ; est
réguliére.

I

Proposition 13.1: Pour qu’une intégrale supérieure soit réguliére, il faut et ¢l
suffit qu’elle soit induite par une intégrale élémentaire.

La nécessité de la condition étant évidente, supposons que l'intégrale
supérieure j soit induite par l'intégrale élémentaire (&, e) et désignons par
(8, 1) l’mtégrale 1ndu1te par j. Pulsque € c 2, on aura, si j(f) < 0 :j(f) =

—inf{Ze ellf,)) = Z i LD 1= z If,1, fe@t, f,e € =inf { 2 7(|fv|)/,S

y=1 r=1 y=1

2 CMH vol. 39
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< 2? [f,l, fe&t, f, e} =14"(f). Donec j(f)=4'(f) pour toute fonction feF,

y=1
cette inégalité étant aussi vraie si j(f) = oco. On en déduit, si on tient compte
de (13,1), que j'(f) = j(f) pour toute fe F+, ce qui achéve la démonstration.
Une intégrale supérieure réguliére est donc toujours engendrée par une me-
sure. Etant donnée 'intégrale supérieure, la relation (11,1) nous permet de
reconstruire cette mesure.

14. Intégrale supérieure produit: Soient S, et S, deux ensembles non vides.
On désigne par S; X S, leur produit cartésien, c’est-a-dire ’ensemble des couples
ordonnés (z, y) tels que ze¢S; et y ¢8,. On appelle rectangle un sous
ensemble de S; xS, de la forme £ =Ax B, ol Ac8, e¢ BcS,. Soient
v, et p, deux fonctions numériques d’ensemble non négatives, définies dans la
classe des sous-ensembles de S;, resp. de S,. Nous pouvons définir, dans la
classe des rectangles 4 X Bc S; XS, (4, B ensembles non vides), une fonction
d’ensemble non négative y, en posant:

p(4 X B) =y, (4)y:(B) .

A Taide de y nous obtenons, d’aprés la remarque du deuxiéme paragraphe,
une intégrale supérieure j sur la classe §+ des fonctions numériques non néga-
tives f, définies dans 8; X S,, en posant:

7(!) = lnf{ >) avW(AvX Bv) /fé > av(pA,,:!:B,,’avg 0 ’
v=1 y=1

A,c 8, et B,c S, ensembles non vides} .

Dans ce qui suit, les différentes classes de fonctions introduites aux para-
graphes précédents seront désignées par les mémes lettres, affectées de 'indice 1,
resp. 2, si elles sont associées & S; resp. S,.

Nous dirons que j est 'intégrale supérieure produit de j, par j, .

Proposition 14.1: 8i f(x) e & et g(y) €Ty, alors j[f (2)g ()] < [f (x)15a[9 ()],
sauf éventuellement dans le cas o le membre de droite de 'inégalité est de la

forme 0 -co.
On peut supposer j;[f(x)] <oo et j,[g(y)] <oo. Il existe alors, si ¢ désigne

un nombre positif, deux séries X a,@4,(2)=f(z) et X b,¢5,(y) = 9(y),
y=1 ®© e=1
ot a,=0,5,=0, 4,8, B,C8,, telles que 2 a,y (4,)=<j[f(x)] + ¢

y=1

et X b,y (B,) < j2[9(y)] 4 ¢. D’autre part f(2)g(y) = 2'a, 9a,(2) X bpp(y) =

= % a,b,p4, (@) 98, () = 2 0,8, 94,28, (¥, y). Donc j[f(2)g(y)] =

v,0=1 v,0=1
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= 2 ab,p(4,X B) = X a,b,y,(4,)y,(B,) = Eavwl(A )Zbng(B)S

v,0=1 v,0=1 y=1
< [11[f(x)]+ €] [72[g9 (¥)] + €]. Puisque ¢ est arbitraire,on en dedult 7[f z)g(y)]=
= hlf(2)]19:[9 ()], ce qui achéve la démonstration.

Proposition 14.2: 8i f(x, y) € §t, alors

; = jl[jz [f(x, y)]]
@D 25 @ ol

la premiére intégration de Uintégrale supérieure double devant s’effectuer en tenant
x resp. y fixé.

Il suffit de démontrer la premiére de ces inégalités. On peut supposer
i[lf(z,y)] <oo. Il existe alors, si ¢ désigne un nombre positif, une série
20,945, y)2[f(z,y), oh a, 20,4, c 8 et B, c §,, telle que

r=1

Za,y(4,)p:(B,) = jlf(x,y)] + e. Dautre part, si x est fixe: j,[f(x, y)] =

p=1

< 2 jyla, 94, (%) 9B, (¥)] = Za y @4, () (B,). Dou: j,[5[f(x, »)]] =

v=1 v—l

271[a P4, (T)ya(B,)] = 27 avwl(Av)%(B ) < jlf(x,y)] + e. Comme ¢ est

y=1

arbitraire, il résulte que 7[f (x, )] = 1lslf(x, 1.
Comme corollaire on a la proposition suivante:

Proposition 14.3: Si f(z) T et g(y) &y, alors j[f (x)g(y)]=n[f (x)17.[9 W)],
sauf éventuellement dans le cas ou le membre de droite de Uégalité est de la

forme 0 - co.

15. Intégration dans 1’espace produit: Considérons la classe des fonctions

d
© la forme @, y) = h(@9h0) + - - - + f.(2)9.0),

ou f, (x)el; et g,(y)e LS. Soit € une sous-classe qui comprend, avec %, et
hy, by A\ by et, sihy = hy, by — h,. L’espace vectoriel engendré par € sera alors
réticulé et son élément général aura la forme h(z,y) = ht(x,y) —h (z,¥),
ou ht(x,y) et h~(x,y) appartiennent & €. Désignons par L 1’adhérence,
dans F', de 1’espace normé associé & cet espace (cf. paragraphe 10) et posons,
pour toute fonction f(x,y)e L:

i[f(x, 9)] = j[f* (=, )] —jlf~ (=, y)].

Proposition 15.1: (8,7) est une intégrale telle que i(|f]) = j(|f|), pour
toute fonction fe Q.
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11 suffit de prouver, en vertu des propriétés de 7, que si &, et h, appartiennent
a ¢, alors j(h, 4 hy) = j(h,) + j(h,y), ¢ étant alors le prolongement de STONE
d’une intégrale élémentaire. Mais cette additivité est, en vertu de la proposi-
tion 14.3, une conséquence immédiate de 1’égalité

it 2 f,(2)g, )] = 3: il @ialg, @)1, 1, (@) € 8F , g, () < &5

y=1

que nous allons démontrer. En vertu de la proposition 14.2, on pourra écrire:

iLZ 1,(@),0] 2 AliLE (=),

y=1

n
Comme la fonction X' f,(z)g,(y) appartient, si x est fixé, & £, on aura:

y=1

WL Z @0 @] = Z f (@9, @),

y=1 y=1

et, comme le membre de droite de 1’égalité appartient & £, :

WL E £,(@)g, 00 = £ il @)inla, 0]

y=1

D’ou:

n

iU E 1 (@), )] = L @)ialg, 0]

y=1 p=

D’autre part, d’aprés la proposition 14.3, on aura:

iLZ L@, @] < Z il @g, @] = Z il @)ilg, @)1,

v=1 y=1 y=1
ce qui achéve la démonstration.

Nous pouvons maintenant formuler, pour les fonctions f ¢ £, la proposition
suivante (pour la démonstration, directement applicable & notre cas, si on
désigne par f,(x,y) une fonction appartenant & l'espace engendré par €,
cf. SToNE [4], II1, page 485):

Proposition 15.2 : L'intégrale d’une fonction f(x,y) L peut étre exprimée par une
double intégration, c’est-a-dire: i[f(x, y)] = u[i:[f(z, ¥)]] = sl f(x, y)]]-
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