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Fonctions d&apos;ensemble et intégration

par K». Caibou, Zurich

Introduction: Le présent travail a pour but, premièrement, d&apos;étudier une
possibilité d&apos;associer une intégrale à une intégrale supérieure où à une fonction
numérique d&apos;ensemble, non négative, définie sur la classe des sous-ensembles d&apos;un

ensemble donné 8; deuxièmement, d&apos;établir le rapport qui existe entre l&apos;intégrale

obtenue et le théorie connue de la mesure et de l&apos;intégration. La mesure associée

à la fonction d&apos;ensemble sera réalisée à l&apos;aide d&apos;une intégrale supérieure et
d&apos;une condition de mesurabilité, celle-ci présentant une analogie évidente avec
la condition de mesurabilité de Carathéodory dans la théorie de la mesure
extérieure. En effet les ensembles //*-mesurables sont définis comme les
ensembles qui coupent tous les autres ensembles de manière additive par
rapport à la mesure extérieure /^*. Ici on dira qu&apos;une fonction est mesurable si
ses parties positive et négative coupent toute fonction positive de manière
additive par rapport à l&apos;intégrale supérieure (la définition exacte sera donnée
au paragraphe 4).

A l&apos;aide de cette notion de mesurabilité nous pourrons ensuite transposer
dans la théorie de l&apos;intégrale supérieure quelques notions de la théorie de
la mesure extérieure, comme, par exemple, les notions d&apos;intégrale induite et
d&apos;intégrale supérieure régulière.

Dans l&apos;étude des rapports avec la théorie de la mesure nous supposerons que
la constante 1 soit mesurable. Cette hypothèse est toutefois nécessaire parce
que l&apos;ensemble donné S est /^-mesurable.

Sous l&apos;hypothèse que l&apos;intégrale supérieure satisfasse à une condition
analogue à la notion cr-fini dans la théorie de la mesure, il nous sera aussi possible
d&apos;étudier le rapport entre les fonctions mesurables et l&apos;enveloppe de Baire de
l&apos;espace vectoriel engendré par les fonctions caractéristiques des ensembles
^*-mesurables. Nous introduirons parallèlement la notion d&apos;intégrale

supérieure à-finie.
Sur maintes questions, les trois articles de H. M. Stone «Notes on Intégration,

I, II et III » [4] nous ont fourni une source précieuse de renseignements. L&apos;idée

de définir une intégrale supérieure à l&apos;aide d&apos;une fonction positive d&apos;ensemble

a, par exemple, ces articles pour origine. Nous ferons constamment emploi des
notations /+ sup (/, 0),/~ sup — /,0), =&gt; (implication) et de la définition

0 • oo 0.
J&apos;ai le plaisir d&apos;exprimer ma plus vive gratitude à M. le Prof. Dr. A. Pfltjger,

qui a suivi mon travail, pour ses précieux conseils.

1 CMH vol. 39
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1. Définition d&apos;une intégrale supérieure à partir d&apos;une fonction numérique
d&apos;ensemble : Soit 8 un ensemble quelconque non vide. Supposons donnée une
fonction numérique d&apos;ensemble tp (finie ou non), non négative, définie sur la
classe de tous les sous-ensembles de 8. Désignons par Ç la classe de toutes les

fonctions numériques (finies ou non) définies sur 8 et par g+ celle des fonctions

non négatives. Si / appartient à g+, on appellera intégrale supérieure de f
par rapport à y&gt; le nombre

j(/) inf{^al,v(^)//^lav^,air^O} (1,1)

où q&gt;E désigne la fonction caractéristique de l&apos;ensemble Ev c S, c&apos;est-à-dire:

1 si xeE

Comme les termes des séries apparaissant dans la définition (1,1) sont positifs,
les sommes existeront toujours, parce qu&apos;on admettra oo comme valeur possible
de ces sommes. Remarquons aussi que toute fonction / e 3f+ est majorée par au
moins une série du type de celles qui apparaissent dans (1,1), ne serait-ce que
par oo.q&gt;s + 0 -|- 0 -+-...

2. Propriétés de l&apos;intégrale supérieure : La fonction ,; qu&apos;on vient d&apos;introduire

vérifie les propriétés ordinaires d&apos;une intégrale supérieure.

Propriété 2.1 : Pour toute fonction / € g+ on a 0 ^ j(f) ^ oo.

Propriété 2.2: j{&lt;ps) ^ y&gt;(E),E c 8.
Ces deux propriétés sont évidentes.

Propriété 2.3: j(Xf) A;(/), / € g+, A ^ 0.
Le cas A 0 est évident. Supposons donc A &gt; 0. Si /(/) est fini, il existe,

pour tout e &gt; 0, une série S av(pEv â / telle que E av%p(Ev) ^j(f) + e. Or,
00 V=l 00 V»l

comme A/ &lt;£ E lav&lt;pEv&lt;&gt; on aura: j(Xf) «g E Aavy&gt;(Ev)^* &amp;(j(f) + e). On en
»i

déduit, comme e est arbitraire, que /(A/) g A/(/). Evidemment, cette inégalité
reste aussi vraie dans le cas où j(f) oo. D&apos;autre part, en posant g A/,

li—-j on aura j(ftg)^*/u&gt;j(g), c&apos;est-à-dire A;(/)^7(A/), ce qui achève la

démonstration.

Propriété 2.4: / £ Efv, /, /v c g+ =&gt; ;(/) ^ £ j (/,).

La propriété est évidente si, pour un indice v quelconque, ;(/„) oo. On
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suppose donc j(fv) &lt; oo pour tout indice. Dans ce cas, il existe, pour tout v et
oo oo

pour tout e &gt; 0, une série E apr &lt;pEvr majorant /„ telle que Eapr\p (Evr) ^ j (/„) + —.
r«i f«-i

&quot;

00 00 00

Puisque f ^E fv^E Eavr &lt;pEvr, on a:

Le nombre e étant arbitraire, on en déduit l&apos;inégalité à démontrer.
Comme cas particuliers, on a les deux corollaires suivants :

fl^ft, fl&gt;f2^+=&gt;Hfl)^J(k). (1)

7 (/! + /.)£/(/!)+/(/•)• (2)

Remarque: Les propriétés 1, 3 et 4 restent aussi vraies si, dans la définition
(1,1), y&gt; est une fonction numérique d&apos;ensemble, non négative, définie dans une
sous-classe G de la classe de tous les sous-ensembles de S. Dans ce cas, il faudra
alors définir j(f) oo, si / n&apos;est pas majorée par une série du type

3. Quelques propositions concernant des propriétés vraies presque partout:
On utilisera l&apos;abréviation p. p. (presque partout) pour affirmer qu&apos;une certaine
propriété est vraie pour tout x e S n&apos;appartenant pas à un ensemble E cz S
tel que j(&lt;pe) 0.

Dans ce paragraphe, comme précédemment, on désignera par / une fonction
numérique appartenant à 3f+.

Proposition 3.1 : /(a;) Op, p. &lt;=&gt; j(f) 0.

Proposition 3.2 : /x (x) f2 (x) p. p. =&gt; j (/x) j (f2).

Proposition 3.3 : j (/) &lt; oo =&gt; f(x) &lt; oo p. p.

Ces assertions résultent facilement des propriétés 2.3 et 2.4, en utilisant les
méthodes usuelles de la théorie de l&apos;intégration.

Désignons par E l&apos;ensemble {x / x c S, f(x) ^ 0}. La condition \p{E) 0

entraîne alors, d&apos;après la propriété 2.2, j{(fE) 0. D&apos;où, comme corollaire, la
proposition suivante :

Proposition 3.4: a) y)({x / x € S, f(x) # 0}) 0 =&gt; j(f) 0.

b)
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4, Fonctions mesurables : D&apos;habitude l&apos;intégrale supérieure et les fonctions
intégrables sont obtenues comme prolongement d&apos;une intégrale élémentaire,
c&apos;est-à-dire d&apos;une mesure préalablement donnée. Ici, l&apos;intégrale supérieure a
été obtenue sans mesure donnée d&apos;avance, mais à l&apos;aide d&apos;une fonction numérique

d&apos;ensemble positive, non nécessairement additive. Le problème que nous
aborderons sera donc de définir une mesure à l&apos;aide d&apos;une condition définissant
les fonctions qu&apos;on appellera mesurables. La condition que nous proposons ici
nous semble appropriée parce qu&apos;elle nous permettra d&apos;établir assez aisément
toutes les propriétés usuelles d&apos;une intégrale.

En utilisant, comme d&apos;habitude, les deux notations / V g sup (/, g) et
/ A g inf (/, g), nous pourrons écrire, pour tout couple /, g de fonctions
appartenant à 2f+ : Hf) ^ Hf A g) + j[(f — 0)+] *&gt; car&gt; cecî es^ une
conséquence immédiate de l&apos;égalité / (/ A flO + (/ — ôO+ e^ de *a propriété
2.4 (2) (on suppose que g soit finie).

Nous dirons qu&apos;une fonction finie g c g+ est mesurable, si Végalité

==?(/A fiO

est satisfaite pour toute fonction f c $+.
Nous désignerons la classe de ces fonctions par S01+. Elle ne sera pas vide,

car elle contiendra au moins la fonction g 0.
Remarquons que pour démontrer l&apos;appartenance d&apos;une fonction non négative

à 30t+, il suffira de démontrer que la condition (4,1) soit satisfaite pour toute
fonction / e g+ telle que j(f) &lt;oo, car, si j(f)=oo, l&apos;égalité résulte de la
propriété 2.4 (2). Ainsi, dans les démonstrations des propriétés suivantes, nous

supposerons toujours j(f) &lt; oo.

Propriété 4.1 : g e 2R+, A ^ 0 =&gt; Xg e 2R+.

Le cas A 0 est évident. Supposons alors A &gt; 0. Comme g appartient à

2R+, on aura : / (^j j(t Ag^ + j^IL _ gj+j, Ou bien 1 j (/) jj (/ A kg) +
+ jj[(f — ^)+], c&apos;est-à-dire j(f) j(f A kg) + j[(f ~ Agr)+] pour toute

fonction / € 5+&gt; ce qui achève la démonstration.

Propriété 4.2 : gx, g2 € 2R+ =&gt; gx + g2

De l&apos;égalité / A (fr + 9%) (/ A 9i) + [(/ — ^i)+] A g2 on déduit:

j [/ A (0i + &amp;)] ^ (/ A 0i) + j[(f — ^)+ A 02] • D&apos;où, comme le dernier terme
est fini: /(/ A gi) ^ j[f A (&amp; + 02)] —/[(/ —gi)+ A 02] (1)- On a d&apos;autre part:
j(f) Hf A £i) + /[(/—0i)+](2). De (1) et ») on déduit l&apos;inégalité j(/)^
^ Jïf A (0i + 02)] + i [(/ ~ 0i)+] - 7 [(/ - 0i)+ A 02](3) • Par hypothèse, on a
aussi la relation suivante : j [(/ — ^)+] 7&apos; [(/ — gx)+ A 02] + 7[[(/ — 0i)+ — ^l4&quot;] •
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En remplaçant dans &lt;3) et en tenant compte de l&apos;égalité [(/ — gt)+ — g2]+

[/ - toi + ?,)]+, on obtient: /(/) ^ j[f A toi + flf.)] + ?[[/ - toi + 02)]+] •

L&apos;inégalité opposée étant aussi vraie, la démonstration est achevée.

Propriété 4.3 : gl9g2e $01+ =&gt; gx A g2 € 5DI+.

On a par hypothèse: j(f A gx) ?[(/ A ft) A 02] + ?[[(/ A 0i) - &amp;]+]

et ;(/) ?(/ A gx) + j[(f - jrJ+L D&apos;où: ;(/) ?[(/ A fc) A firj +
+ ;[[(/ A fc) - ?J+] + / [(/ - gi)+] (4). De FégaUté [/ - (9l A ?.)]+

[(/ A &lt;7i) — ^]+ + (/ — 9i)+ °n déduit aussi, comme l&apos;intégrale supérieure
du dernier terme est finie: j[[(f A 0i) — 02]+] ^ ?&apos;[[/ — (gx A ^2)]+] —
— j[(f —?)+]« En remplaçant dans (4) on obtient: ;(/) ^&gt;j[f/\ (gx A g2)] +

(#1 A 9^2)]+] » ce qui achève la démonstration.

Propriété 4.4: gl9 g2 e SPÎ+, gx è g2, /(g2) &lt; oo =&gt; ^ —jr8 € 2R+.

Il suffira de démontrer l&apos;inégalité j(f) è 7 [/ A toi — &amp;)] + ?[[/—toi—^2)]+],
qui, d&apos;après l&apos;hypothèse j(f + g2) j[(f + g2) A ?J + ?[(/ + g2 — ^i)+]&gt;

pourra être écrite aussi sous la forme équivalente suivante : j (/) +
+ [(/ + ft) A jrj ^ 7 [/ A toi - g2)] + j[[f - toi - ft)]+] + j[(/+fc) A fc)

Hf + 92) + ?U A toi — &amp;)]• Comme g2 € 9W+, on aura: j[(f + g2) A 9i\
?[(/ + 92) A &amp; A g2] + ?&apos;[[((/ + 02) A 9i) — 02]+l î ce qui donne, si on tient

compte des égalités g2 (/ + g2) A gx A g2 et

/A toi-&lt;72) [((/ + g2)Aâri)-g2]+:?[(/+g2)A0i] 7toi) + j[/A toi-0i)L
D&apos;où: 7(/) + 7[(/ + gt) A 0i] 7(/) + îto.) + ?[/ A toi -0,)] ^ j(f + 92) +
+ Hf A toi — 02)], ce qui achève la démonstration.

Nous dirons qu&apos;une fonction finie ge^ est mesurable si ses ^parties positive g+
et négative g~~ appartiennent à 2R+. Nous désignerons la classe de ces fonctions
par 9K.

Proposition 4.1 : SR a les propriétés suivantes :

g € 3JI, oc nombre réel =&gt; ag € 9Jt. (1)

et J(\9%\) &lt;°°=&gt;9i + 92,9i V 92,9i A^^ÎR- (2)

L&apos;assertion (1) est évidente. En outre (gx + g2)+ (g? + g2) ~
~ l(9Î + 9Î) A (9Î + ?2~)] ^ 0 appartiendra à S01+, en vertu des propriétés
4.2, 4.3, 4.4 et du fait que l&apos;intégrale supérieure du dernier terme de la
différence est fini. La fonction (gx + g2)-, comme partie positive de [(—gx) + (— g2)],
appartiendra aussi à 2R+. Donc gt + g2 cïïïl. En utilisant les deux égalités
9i V ff2 9\ + (92 — 9i)+&gt; 9% A g% g2 — {g2 — 0i)+, on voit aisément que les
fonctions gx V g2 et gx A g2 appartiennent aussi à 9M.



6 B. Catroli

Pour démontrer la proposition suivante, nous aurons besoin du

Lemme 4.1 : Soit {gn} une suite non décroissante de fonctions mesurables non
négatives et g lim gn • On aura alors: lim /(/ A gn) j(f A g) pour toute

fonction non négative f et, en particuliery lim j(gn) j(g).
n—&gt;oo

La suite f /\gn est non décroissante et f /\ g lim / A gn • Supposons

d&apos;abord j(f Agn) &lt;oo pour tout indices. On aura alors: ff\g E[(f f\gv) —

-(/Affv-i)L où &lt;70 0. D&apos;où: ;(/Ag)^^;[(/A^)-(/Â&quot;îv_i)]. En

outre, en vertu de la mesurabilité de &lt;7v_i, on pourra écrire: j(f A gv)

?[(/ A 0v) A gv-i] + ?[((/ A gv) — gv-i)+]- En tenant compte des égalités
(/ A gv) A g^i f A 0,-i et [(/ a gv) - jr^]+ [(/ A gv) - (/ A g,-i)L on
en déduit: /(/ A gv) ?(/ A gv-i) + j[(f A gv) — (/ A 0v-i)]. Donc, comme

;(/ A gv-i) &lt;oo:j(fAgv)- j(f A SW) j[(f Ajv) ~ (f A fl^)]. H

s&apos;ensuit: j(f Ag)^ Ej[{f A gv) -(f A gv-t)] - E \j(f A gv) - j(f A gv^)]

lim j(f A gn) •
D&apos;autre part, en vertu de la propriété 2.4 (1), lim j(f A gn) ^

«—&gt;e» n—&gt;oo

^j{f/\9)&apos; On en déduit que lim?#(/ A &lt;7W) — j(f A g). Dans le cas où, à
n—&gt;oo

partir d&apos;un certain indice n&gt; j(f A gn) ~ °°&gt; ^e lenanie est évident.

Proposition 4.2 : Si la fonction finie g est limite d&apos;une suite non décroissante {gn}
de fonctions mesurables non négatives, elle sera aussi une fonction mesurable.

Pour toute fonction / cÇ* et tout indice n, on a, par hypothèse: ;(/)
(/ A gn) + J [(/ — 9n)+] » donc, en vertu du lemme 4.1, j (f) lim j (/ A gn) +

n-&gt;oo

+ lim /[(/ -gn)+] j(f A g) + lim /[(/ -9J+] ^ /(/ /\ g) + /[(/ - jf)+], car
n—&gt;oo n—&gt;oo

la suite {;[(/—gn)+]} est non croissante et par conséquent ;[(/—gn)+] ^
^ Kif —9)+1 P°ur tout indice ^- D&apos;autre part: j(f) ^ ;(/ A g) + ?&apos;[(/ — g)4&quot;],

ce qui achève la démonstration.

Proposition 4.3 : Si la fonction finie g est limite d&apos;une suite monotone {gn} de

fonctions mesurables telle que j(\gn\) &lt; oo pour tout n, alors g sera aussi une
fonction mesurable.

Supposons d&apos;abord que la suite {gn} soit non décroissante. On aura g+ f g+

g-. La fonction g+ sera alors, d&apos;après la proposition 4.2, mesurable.

Démontrons que g&quot; est aussi mesurable: les fonctions (grf —g~),n 1,2,..,
sont, en vertu de la propriété 4.4, mesurables; gr£~ — g~, comme limite de la suite
non décroissante {grf —g~), l&apos;est aussi; g~ g± —(grf —g-) appartient alors
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à 3Ji+. Donc g est mesurable. Si la suite est non croissante, on considère la
suite {—gn}.

Ces propriétés établies, qui d&apos;ailleurs ne sont pas exactement toutes les

propriétés ordinaires d&apos;une classe de fonctions mesurables, il nous sera maintenant

aisé d&apos;introduire l&apos;espace des fonctions intégrables.

6, Fonctions intégrables: Nous désignerons par fi la classe des fonctions
g c50l telles que j(\g\) &lt;oo.

Proposition 5.1 : fi est un espace vectoriel réticulé, c&apos;est-à-dire:

g c fi, oc nombre réel =&gt; ocg c fi. (1)

g1,g2€&amp;=&gt;g1 + g29 gx V &amp;, 0i A g% « fi. (2)

L&apos;assertion (1) est évidente. Il est aussi évident, d&apos;après les propriétés de la
classe $01, que gx + 9% appartient à fi. Démontrons, par exemple, qu&apos;il en sera
de même de gx A g%- A cet effet, il suffit de prouver que j(\gx A ftl) es^ &amp;***-

Mais ceci résulte de l&apos;inégalité j(\gx A g*\) ^ j[(gx A g2)+] + ?[(9i A &amp;s)&quot;~L P^8&quot;

que les deux termes du membre de droite sont finis, étant majorés par j(gx)
resp. j(gx + Q%)&gt; finis par hypothèse.

Nous dirons qu&apos;une jonction g est intégrable si elle appartient à fi et on appellera

intégrale de g par rapport àxple nombre

La fonction i vérifie les propriétés ordinaires d&apos;une intégrale :

Propriété 5.1 : g e fi, g ^ 0 =&gt; i(g) j(g) ^ 0.

Propriété 5.2 : gx, g% c fi =&gt; i (gx + g2) i (gx) + i (g2).

Remarquons d&apos;abord que si h€$Dt+ et /c(Ç+, alors j(h+f) j[(h+f)/\h] +
+ / —^)+] JQ1) + ?(/). Ceci établi, on aura, en vertu des égalités

(0i + 9è+ + l(9Î + 02+) A far + flf)] ^ + ^ et tel + g%)~ + [(9i + g*) A
a ter + g%)1 gï + g% • [tel + ?2)+] + Mgt + gi) a ter + g%)1 î(gt) +
+ ?te«+) et 7[tei + fc)-] + j[tei+ + ^+)Ater + y,-)] 7ter) + 7ter)^ En
soustrayant la deuxième égalité de la première, on obtient: j[(gx + &lt;/2)+] —
— Jl(gi + g*)-] U(g?) —j(gï)] + [?(?2+) —j(g*~)]&gt; c&apos;est-à-dire i(gx + g2)

Propriété 5.3 : g c fi, oc nombre réel =&gt; i (ocg) oci(g).

En effet, si oc à 0 on a i(*g) j(ocg+) —j(ocg-) &lt;x[/te+) — j{g~)]
Si a &lt; 0 :»(*0) t[(_«)(_^)] (_«)»(-g) (-«)[;[(- jr)+]-

-?te+)] «te).
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Propriété 5.4 : Sie une suite monotone de fonctions gn c fi converge vers

g € fi, alors la suite {i (gn)} converge vers i (g).
Il suffit de considérer le cas où la suite est non décroissante. On aura alors

g+ f g+ et g~ 4, gr. Donc: lim i(gn) lim \j{g+) — j(g~)] lim j(g+) —
n—X» n—x» n—x» n—X» n—x»

— lim 7 (gr~ Le premier terme de la différence sera égal, en raison du lemme 4,1,
n-&gt;oo

à j(g+). En outre (g~ —g~) f (jrf — g~) entraîne jfà —g&quot;) f j(9ï — ?&quot;),

n—x» n—x»
c&apos;est-à-dire [? (yf —y (g&quot; )] f \j (yf —; (g-)]. Il en résulte que lim j (g~ (jf-)

n—x» n—x»
et par conséquent lim i(gn) j(g+) — j(g~) i(g).

n—x»

Propriété 5.5 : Si une suite monotone de fonctions gn e fi est telle que la suite

{i (gn)} soit bornée, alors la fonction limite g coïncide p.p. avec une fonction intégrable.
Il suffit de considérer le cas où la suite est non décroissante. On aura alors:

9% t 9+&gt;9n I 9~- Par hypothèse, la suite {j(g+ — j(g~ )} est bornée. La
n—X» n—x»

g£)suite 0(^n)} étant aussi bornée, il en sera de même de {j{g£)}. La proposition
résulte alors du lemme 4.1 et des propositions 3.3 et 4.3, en tenant compte
que, si / appartient à fi(9Jl) et / /&apos; p.p., f finie, alors f appartient aussi

à£(9W).
Le lemme suivant (Fatou), dont nous aurons besoin dans la suite, résulte

des propriétés établies, en utilisant la démonstration de la théorie de l&apos;intégrale

de Lebesgue.

Lemme 5.1 : Si la suite {/„} de fonctions non négatives intégrables converge

p.p. vers une fonction finie f et si la suite des intégrales {i(fn)} est bornée, alors f
sera aussi intégrable et on aura: i (f) ^ lim inf i (fn).

n—x»

Remarque: La définition (4,1) de mesurabilité se révèle donc comme un
outil approprié dans la construction de l&apos;intégrale. Il s&apos;agit, brièvement,
de choisir parmi les fonctions numériques définies dans S, à intégrale
supérieure de la valeur absolue finie, celles dont les parties positive et négative
coupent toutes les fonctions positives de façon additive par rapport à l&apos;intégrale

supérieure.

6. Discussion de la propriété 4.4. Intégrale supérieure or-finie: Nous avons
déjà remarqué qu&apos;en vertu des résultats établis jusqu&apos;ici 501 ne doit pas
nécessairement vérifier toutes les propriétés usuelles d&apos;une classe de fonctions
mesurables. Ceci dérive du fait que la propriété 4.4 a été démontrée seulement sous
l&apos;hypothèse j(g2) &lt;oo. Sans cette restriction, 2R aurait toutes les propriétés
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mentionnées plus haut: elle admettrait donc les structures d&apos;espace vectoriel,
d&apos;ensemble réticulé et la propriété de classe monotone. En effet, les propositions
4.1 et 4.3 resteraient vraies sans les hypothèses j(\gi\),j(\g2\)&lt;°° et j(\gn\)&lt; oo

pour tout n. Nous nous proposons, dans ce paragraphe, d&apos;établir quelques conditions

qui maintiennent la validité de la propriété 4.4, sans l&apos;hypothèse j (g2) &lt; oo.
00

Condition 6.1: 90?+ contient une suite {fn} telle que Efv=£O et j(fn) &lt;oo

pour tout indice n. psstl

n

Désignons E fv par hn. Les fonctions gx A nhn et g2 A nhn (n 1,2,...)

appartiennent à 2R+. En outre, de l&apos;inégalité j(g2 A nhn) ^ nj(hn)
n

n E j(fv) on déduit que j(g2 A nhn) est fini pour tout entier positif n.

En raison de la propriété 4.4, la fonction [(gx A nhn)—(^ A w^n)]
appartiendra alors, pour tout n, à 9JI+. D&apos;autre part, la suite de ces fonctions est non
décroissante et converge vers gx —g2. D&apos;après la proposition 4.2, on aura
donc gx — g2 e 2FI+.

Il est peut-être utile de formuler le cas particulier suivant :

Condition 6.2 : L&apos;ensemble S est la réunion (Tune suite d&apos;ensembles {En} tels que
(pEneWl+ et j((pEn) &lt;°°-

Si la condition 6.1 est satisfaite, alors toute fonction / cg+, et, en parti¬
es

culier toute fonction / € SCR+, est majorée par une série E gv, gv c 3SI+,
00 »=1

telle que j (gv) &lt;oo pour tout indice v ; car, la série E gnm, où gnm nfm, a bien

cette propriété. Ceci nous propose alors une dernière condition, plus faible que
les précédentes:

Condition 6.3 : Pour tout f c 501+ il existe une suite {fn}, fn € 9W+, telle que
00

/ ë* E fn et j(fn) &lt; oo pour tout indice n.
n=-l

00

En effet, si gx^ E /n, où fn € 9K+ et j(fn) &lt;oo pour tout w, et si on
n n=l

désigne E fv par hn, la suite non décroissante {(gt A K) — (?2 A ^n)}

converge vers gx — g2, qui, d&apos;après la proposition 4.2, appartiendra à 2R+.

L&apos;analogie entre la dernière condition et la notion or-fini dans la théorie de la
mesure est évidente. Par conséquent, nous dirons qu&apos;une intégrale supérieure j
est a-finie si elle vérifie la condition 6.3. On en déduit la

Proposition 6.1 : Si l&apos;intégrale supérieure j est o-finie, 501 est un espace vectoriel
réticulé monotone de fonctions numériques finies sur S.
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7. Relation avec la théorie de la mesure : L&apos;intégrale supérieure obtenue au
premier paragraphe nous permet de définir, sur la classe des sous-ensembles
de 8, une fonction d&apos;ensemble /**, en posant /** (E) j &lt;pe) Elle aura, d&apos;après

les propriétés 2.1 et 2.4, les propriétés d&apos;une mesure extérieure:

0, (1)

EaF,E,Fcz8=&gt;0^ti*{E)^ ju*(F), (2)

E u EV,EV c 8=&gt; fji*(E)^. E p*(Ev). (3)

Nous dirons, comme d&apos;habitude, qu&apos;un ensemble A c S est jn*-mesurable,
s&apos;il satisfait la condition de Carathéodoby fi*(E) /u,*(E r, A) + ju*(E — A),
pour tout EczS. Nous appellerons, d&apos;autre part, les ensembles A tels que
Va € 30? ensembles mesurables.

Proposition 7.1: Tout ensemble mesurable est ^-mesurable. Pour que tout
ensemble ju*-mesurable soit mesurable, il faut et il suffit que la constante 1 appartienne

à 90?.

Soit A mesurable. &lt;pa appartient alors à 50?, c&apos;est-à-dire ;(/) ;(/ A Va) +
+ ;[(/ — Va)+] pour toute fonction / € g+. Pour tout E c 8 on aura alors
j(çpE) j(ve A Va) + ?[(ve — Va)+], c&apos;est-à-dire fi*{E) jll*(E ^ A) -f
+ /J*(i? —A). Mais ceci signifie que A est /j*-mesurable.

La nécessité de l&apos;appartenance à 501 de la constante 1, pour que la deuxième

partie de la proposition soit vraie, est évidente, puisque l&apos;ensemble 8 est /^*-
mesurable. Pour démontrer que cette condition est aussi suffisante, on prouvera
d&apos;abord que si A est /^-mesurable, alors j(f) j{fq&gt;A) + ?[/(! — Va)] pour
toute fonction / € 2f+. Ici, comme précédemment, il suffit de considérer
les fonctions / c 3f+ telles que j(f) &lt;oo. Il existe alors, pour tout e &gt; 0,

00 00

une série E av&lt;pEv 2^ /, a&gt;v ^ 0, telle que E av%p(Ev) ^j(f) + e. En outre:
00 V—l 00 f=l

fVA^E [avVEvVA] et /(l — 9?^) &lt;£ 27 [av^v(l — 9^)]. D&apos;où:

Z av[j(&lt;pEv(pA) + JIveA1 — &lt;Pa)]]. A est /**-mesu-
*»=i

rable, par hypothèse, donc p* (E) p* (E rs A) + p* (E -—A) pour tout
EczS. La dernière égalité peut être écrite aussi sous la forme suivante:
j{&lt;ps) ?(ç?jt A va) + j[(vb — &lt;Pa)+] J(veVa) + J[&lt;Pe(1 — Va)], où &lt;pE

est une fonction caractéristique quelconque. On en déduit, en tenant compte

de la propriété 2.2: jtf&lt;pA) + j[f(l — va)] ^ Z avj((pEv) ^ Eavxp(Ev)S

^ ?(/) + «• H résulte, e étant arbitraire: j(f)^j(fvA) + j[f(l — VA)]-
Comme / fvA + /(l — v*)&gt; l&apos;inégalité opposée sera aussi vraie. D&apos;où:
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j(f) j(f&lt;pA) + j[f(l — va)] (1), pour toute fonction / c fjf+. Cette égalité et
la condition d&apos;appartenance de la constante 1 à 501, nous permettrons maintenant

de compléter la démonstration. On aura: j(&lt;fAf) j[(&lt;pAf) A 1]+
+ JliïVAf) — 1]+], pour toute fonction / c Qf+. En remplaçant dans (1), on
obtient: /(/) j[(&lt;pAf) A 1] + JVL(va1) —1]+] + ?[/U — 9 a)] (2). En outre en
remplaçant / par (/— &lt;pA)+ dans (1), on aura: j[(f—q&gt;A)+] ?[(f—&lt;PA)+&lt;PA] +
+ ?[(/ — &lt;Pa)+(1 — 9 a)]* En vertu de cette égalité et des égalités (ç?Af) A 1

fA&lt;pA,(f-fA)+9A [(9Ai) - 1]+ et (/ - 9A)+(l - &lt;pA) /(l - &lt;pA),

de (2) on déduit: /(/) j{f f\yA) + j[(f — 9a)+]9 pour toute fonction
/ e g*, c&apos;est-à-dire &lt;pA e 9Jt.

Proposition 7.2 : /Si Vintégrale supérieure j est o-finie, ou si 1 €501, les ensembles

mesurables forment un a-anneau etju,(A) j(q&gt;A) une mesure complète sur cet anneau.
Cette proposition est, d&apos;après les propriétés de 9K et de /, évidente.

8. Relation avec l&apos;enveloppe de Baire : Au paragraphe 7, nous avons introduit

les ensembles /i*-mesurables à l&apos;aide de la condition de mesurabilité de
Caeathéodory. Formons maintenant l&apos;espace vectoriel 93 des fonctions

n

/= Z av&lt;pEv, où les av sont des nombres réels et les Ev des ensembles

//*-mesurables, deux à deux sans point commun. On dit qu&apos;une classe de fonctions

réelles est monotone, si elle est fermée par rapport aux limites finies de
suites monotones. La plus petite classe monotone contenant l&apos;espace 95 est
appelée enveloppe de Baire et ses éléments fonctions de Baire. Nous
désignerons cette classe par 93. Il est connu que S est une classe réticulée, fermée

par rapport aux opérations algébriques. Notre prochain problème sera d&apos;étudier

la relation entre les deux classes S et SDÎ. Nous supposerons, au cours de ce

paragraphe, que l&apos;intégrale supérieure j soit cr-finie.

Proposition 8.1: Pour que 23cS0t, il faut et il suffit que la constante 1

appartienne à 501.

La condition est nécessaire, parce que 1 € S, mais aussi suffisante, car, si
1 cSDÎ, tout ensemble /**-mesurable E sera, en vertu de la proposition 7.1,
mesurable, c&apos;est-à-dire &lt;pe € 501. On en déduit que 93 c 501 et, comme 501 est
une classe monotone (proposition 6.1) contenant 93, en raison de la définition
de la classe 93, que SB c 501.

Proposition 8.2 : Pour que 501 c 93, il suffit que la constante 1 appartienne
a an.

Il suffit de démontrer que si / c 50l+, / est limite d&apos;une suite monotone de
fonctions appartenant à 93. A cet effet nous utiliserons un procédé connu.
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Désignons par Ea l&apos;ensemble {x e 8 / f(x)^a, a nombre réel positif }. Les
fonctions [n(f — (/A a))] A 1 (n 1,2,...) appartiennent à 2R+ et
forment une suite non décroissante qui converge vers ç&gt;#o. On en déduit
que Ea est mesurable, donc /^-mesurable. Désignons par Eab l&apos;ensemble

{x c 8 I a^ f(x) &lt;b9a,b nombres réels positifs, a ^6}. Puisque Eab

Ea — Eb, Eab sera ^*-mesurable. Il en résulte que, si n désigne un nombre
entier positif, la fonction.

^-, si ï=±^f(z)&lt;-^, v=l,2&gt;..,2«n

n, si f(x) ^ n

appartient à 3?. En outre, la suite {/n} est non décroissante et converge vers /.
Donc /cSB.

Comme corollaire, on aura la

Proposition 8.3: Pour que 23 2R, il faut et il suffit que la constante 1 soit
mesurable.

9. Spécialisation de la fonction d&apos;ensemble y&gt;: Rappelons que la fonction
d&apos;ensemble y, dont on s&apos;est servi au paragraphe 1 pour définir l&apos;intégrale

supérieure j, n&apos;était soumise qu&apos;à la seule condition d&apos;être non négative.
Rappelons aussi que l&apos;intégrale supérieure obtenue vérifiait la condition
j(&lt;pE) p*(E)^y)(E), pour tout ensemble EaS (cf. propriété 2.2). Nous
nous posons maintenant la question suivante : existe-t-il des conditions,
satisfaites par la fonction d&apos;ensemble tp, telles que p* (E) y (E) Nous pouvons
écrire immédiatement la condition suivante :

Proposition 9.1: Pour que ju*(E) y&gt;(E), E a 8, il faut et il suffit que
00 00

Vinégalité &lt;pe^ E av&lt;pEv, av^0,Eva8, entraîne \p(E)&lt;L E avtp(Ev).

La nécessité de cette condition est, d&apos;après (1,1), évidente. D&apos;autre part, si
00 00

l^g E avip(Ev), pour toute série E av&lt;psv^ ç&gt;e, alors p¥(E)^\p(E). Cette

inégalité et la propriété 2.2 entraînent n*(E) y&gt;(E).

Comme corollaire, on a la

Proposition 9.2 : Une condition nécessaire pour que p* (E) ip(E),E a 8, est
n n

que V inégalité (ps^ E av&lt;PEv, av^0,Ev&lt;z8, entraîne ip(E)&lt;^ E avip(Ev).

On dit qu&apos;une fonction d&apos;ensemble y) est semi-continue inférieurement en
E c 8, si lim y&gt; (Ev) y&gt; (E), pour toute suite non décroissante {Ev}, Ev c S,
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00

telle que U Ev E. On dit que ip est semi-continue inférieurement quand

elle est semi-continue inférieurement pour tout E c 8.

Proposition 9,3 : Si %p est semi-continue inférieurement en E &lt;z8, la condition
de la proposition 9.2 est suffisante pour que fi*(E) tp(E). ^

II suffit de démontrer que (i*(E)^xp(E). Soit cpE ^S E avq&gt;Ev- Si on
n r=l

pose hn E avq&gt;Ev, la suite {hn} est non décroissante, puisque les av sont
V=l 00

non négatifs, et lim hn E avq&gt;Ev ^ ys- En outre, si e désigne un nombre

positif plus petit que 1, les ensembles Mv ~ {x € E I hv(x) &lt; 1 — e} (v
00

1, 2,...) forment une suite non croissante telle que n Mv 0, où

0 désigne l&apos;ensemble vide. Sinon, il existerait au moins un point x € E qui
appartient à tous les Mv, ce qui signifierait que hv(x) &lt; 1 —e pour tout
indice vy c&apos;est-à-dire que Mm.hv(x) ^ 1 —e, en contradiction avec Phypo-

r-X» n »
thèse lim hv ^ ç&gt;#. En outre, la relation 2? — n Mv U (E — Mv)

00

entraîne U (i? —Mv) E. Or, puisque la suite {E — Mn} est non décrois-

santé, en vertu de l&apos;hypothèse, on aura lim^(J5—Mn) ip(E). Comme
n-»oo

hn(x) ^ 1 — s, pour tout x e (E — Mn), on aura aussi: hn ^ (1 — e) (P(E-Mn)&gt;
n

c&apos;est-à-dire S avq)Ev è (1 —^J^-Mn)- ^n en déduit, en utilisant la con-
f=l n

dition de la proposition 9.2: E avip(Ev) ^ (1—e)ip(E—itfj. Si on fait
I&gt;=1 00

tendre n vers l&apos;infini, on obtient: E avip(Ev) ^ (1 — e)y&gt;(E) et, puisque e est
00 V=l 00

arbitraire, Z1 avip(Ev) ^ ^(^)* Ceci étant valable pour toute série E avcpEv
v=l v=l

majorant &lt;pe, il résulte que y)(E)^fi*(E), ce qui achève la démonstration.
Toute mesure extérieure régulière ip étant semi-continue inférieurement (cf.

par ex. [2] ou [3]), on aura, comme corollaire, la proposition suivante:

Proposition 9.4: xp étant une mesure extérieure régulière, ju*(E) tp(E)
pour tout E c S.

En effet, il est aisé de voir que ip vérifie la condition de la proposition 9.2,
pour tout E c 8.

10. Les espaces normes F et L: Dans l&apos;espace vectoriel F des fonctions
/e$ telles que |/|,/(|/|) &lt;oo, ||/|| j(\f\) est une pseudo-norme. En identifiant,

dans F, les fonctions fx et /2 telles que fx /2 p.p., ou, d&apos;après la propo-



14 R. Caiboli

sition 3.1, ce qui revient au même, telles que j(\fx —/2|) 0, ||/|| devient
une norme. L&apos;espace norme F sera complet (pour la démonstration cf. M. H.
Stone [4]).

Désignons par L l&apos;espace des fonctions / c fi, avec la même identification
que dans F. L est un sous-espace de F.

Proposition 10.1: Dans la topologie de la norme, L est un sous-espace
fermé de F.

En effet, soit {/„} une suite de fonctions intégrables telle que lim \\fn — /11
n—x»

0, où |/|,/(|/|)&lt;oo. Nous pouvons définir une suite croissante {nk} d&apos;entiers

positifs telle que j(\fnk — fnk\) ^ 2~fc. Il existe alors (cf. M. H. Stone,
loc. cit.) une fonction g telle que g lim/n p.p. et lim;(|/w —g\) 0.

L&apos;hypothèse lim?(|/n—/|) 0 entraîne donc / ^p.p., c&apos;est-à-dire

*-&gt;oo

/ lim/njfep.p. D&apos;où: /+ lim/^p.p.,/- lim/^ p.p. Lasuite {i(\fn\)
jfc—X» k—&gt;oo k—&gt;oo

;(|/ |)} est convergente, donc bornée. Les suites {*(/£,)} et {i(fnk)} le

seront aussi. En raison du lemme 5.1, /+ et /~ appartiendront à fi, ce qui
prouve que / appartient à fi.

Comme corollaire, on a la proposition suivante :

Proposition 10.2 : L est un espace de Banach.

11. Considérations générales : Soit S, comme précédemment, un ensemble

quelconque non vide.
Rappelons que par intégrale supérieure on entend une application / de la

classe 3f+ de toutes les fonctions numériques positives (finies ou non) définies

sur S, dans [0, oo], satisfaisant aux deux propriétés suivantes:

(1)

(2) i
Par intégrale, on entendra un couple (fi, i) qui satisfait aux axiomes suivants :

(1) £ est un espace vectoriel réticulé de fonctions numériques (finies), définies
dans S. i est une forme linéaire positive sur fi ;

(2) /„ t /. /,/„«£=&gt;•(/„) t »&apos;(/);

(3) fn t /&gt; fn « £ &gt; »up i(fn) &lt; oo =&gt; / coïncide p. p. avec g c fi

Le symbole p.p, signifiera ici: (fy^g) ^ hc fi, i(h) 0. Il est aisé de vérifier
que si /, g € fi, / g p.p. &lt;=&gt; i(\f — g\) 0, et que dans (3) i(fn) f %{g).

n-X»
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La condition (4,1) nous permet de résoudre le problème suivant: déterminer,
en partant d&apos;une intégrale supérieure j, une intégrale (fi, i) telle que j (| /1 i (| /1

pour toute fonction / c fi. En effet, en raison des résultats des paragraphes 4

et 5, si on désigne par £ la classe des fonctions finies g e g telles que j (| g | &lt; oo
et que la condition

?(/ A + ?[(/ -?)+], où g=g+ et g=g~, (11,1)

soit satisfaite pour toute fonction / c 5+ ©t si on désigne j(g+) —j(fT)
i (g), le couple (fi, i) ainsi défini aura les propriétés mentionnées plus haut.
On l&apos;appellera intégrale induite par Vintégrale supérieure j.

12. Prolongement d&apos;une intégrale élémentaire: La condition (4,1) nous offre
aussi la possibilité de prolonger une intégrale élémentaire. Le but de ce
paragraphe sera d&apos;examiner cette possibilité, puis d&apos;établir la relation entre la
prolongement obtenu et ceux de Stone [4] et Bourbaki [1], Supposons donnée

une intégrale élémentaire ((£, e), où (£ désigne un espace vectoriel réticulé de
fonctions numériques (finies) définies dans l&apos;ensemble S et e une fonction
numérique sur (g, qui vérifie les axiomes de Stone [4] :

O; (1)

f,fnc$,\f\£ 2 \fn\=*e(\f\)£ £ e{\fn\). (2)

Désignons par g, comme précédemment, la classe de toutes les fonctions
numériques / (finies ou non) définies dans 8. Considérons sur 2f+&gt; d&apos;après

Stone [4], la fonction

Hf) si une telle suite {fn} existe,

oo sinon.

j a les propriétés d&apos;une intégrale supérieure. En outre, si /c (E+, j(f) e(f).
Nous appellerons j intégrale supérieure induite par Vintégrale élémentaire ((£, e).
Si (fi,i) désigne l&apos;intégrale induite par j, on aura la

Proposition 12.1 : Lfintégrale (fi, i) est un prolongement de l&apos;intégrale élémentaire

((£, e).
Pour démontrer que © c £, il suffit de prouver que si 0 &lt;£ g e ©, alors g e fi.

Soit e un nombre positif et / c 5+ une fonction telle que j(f) &lt;oo. Il existe

alors une suite {gv}, gv € (E+, telle que f^Egvet que E e(gv) ^ j
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D&apos;où:

/(/) + e â Z e{gv) ^ S e{gv) e( Zgv) e[( E gv) Ag] + e[[( Z gv) -
qui entraîne

[(Zgv)Ag] + ]im e[[( Ê gv) - g]+]
n—&gt;oo v—l n—&gt;oo *«=l

Considérons maintenant une suite non décroissante de fonctions hn e (£+
00

et désignons par h la limite de cette suite. On aura, comme h 27 (Av — Av-1),
00 f&gt;s=»l

où h0 0 : j(h) ^ S [e(hv) — ^(hv-i)] lim ^(^n)- D&apos;où, puisque la suite

est non décroissante: lim e(hn) j(h) j(h). Cette propriété, appliquée à
n—&gt;oo

notre cas, nous donne :

?(/) + e ^ ?[( Z srj A g] + j[[( Z gv) -g]+]

Si Ton tient compte de la propriété 2.4 (2), il résulte, e étant arbitraire: j(f)
j(f A 9) + ?l(f —9)+]- ^nc g € fi. En outre, pour tout g c (g, e(gr)

e(^+) —«(^~) j(9+) —j(g~) i(9)&gt; ce qui achève la démonstration.
M. Stone obtient, dans les travaux cités, le prolongement (fi&apos;, i&apos;) de

((£, e) en prenant l&apos;adhérence de E (espace norme associé à l&apos;intégrale élémentaire)

dans F (cf. paragraphe 10) dans la topologie de la norme /(|/|). Nous
avons démontré (proposition 10.1) que L est fermé dans F. D&apos;où, comme
l&apos;identification de fonctions dans fi&apos; est la même que dans fi, la proposition
suivante :

Proposition 12.2 : Soit j Vintégrale supérieure induite par Vintégrale
élémentaire (Ê,e). Si (Qf,if) désigne le prolongement de Stone de (G,e) et (fi,i)
Vintégrale induite par j, alors (fi\ i&apos;) c (fi, i).

La proposition reste vraie si ((£, e) désigne une mesure de Radon sur l&apos;espace

(£ des fonctions continues à support compact, définies dans un espace séparé
localement compact et j, resp. (fi;, i&apos;), l&apos;intégrale supérieure, resp. le
prolongement de Botjrbaki.

La méthode de prolonger une intégrale élémentaire présentée plus haut se

résume donc à une construction d&apos;une intégrale supérieure (intégrale supérieure
induite) et à une condition - (11,1) - qui fixe directement la classe fi des
fonctions intégrables (intégrale induite). L contient l&apos;adhérence L&apos; de E dans F. Le
problème de savoir si fi coïncide avec fi&apos; sera traité dans la proposition suivante :
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Proposition 12.3 : Soit j l&apos;intégrale supérieure induite par Vintégrale
élémentaire ((£,c). Si (fi,i) désigne une intégrale qui prolonge (®,e), telle que

i(\f\) f(|/|) pour toute fonction f e fi, alors (fi, i) c (fi&apos;, i&apos;).

Il suffit de démontrer que si g e fi+, il existe, pour tout e &gt; 0, une fonction
fcefi&apos; telle que j(\k—g\)&lt;e. Comme ; {g) &lt; oo, il existe, si e&gt;0, une série

E fv^g, où /v€©+, telle que j(g)^ E e(fv)^j(g) + e. Si on pose fcn

v=l n v=l
27 / v, la suite {fcn} est non décroissante et sa limite coïncide p. p. avec k € £&apos; n fi,

puisque in€®et {e(fcn)} est une suite bornée. Donc j(g) i(g)^ lim e(kn)
w—&gt;oo

i(k) g /(jr) + « *(?) + £• On en déduit, comme k ^ g p. p. : i(&amp;) —i(g)
i (k — g) j» | fc — g | ^ g, ce qui achève la démonstration.

Corollaire 12.1: Si (2,i) désigne l&apos;intégrale induite par j, alors (fi, i)

13. Intégrale supérieure régulière : Supposons donnée une intégrale
supérieure j. Formons l&apos;intégrale induite (Û,i) et à l&apos;aide de celle-ci l&apos;intégrale

supérieure induite f. Si /&apos; (/) &lt; oo, on aura:

Il existe donc, pour tout e &gt; 0, une série E \fv\ telle que E i(\fv\)^
00

^ j&apos;{f) + s, ce qui donne, puisque i(\fv\) j(\fv\): j(f) g 27 j(\fv\)
00 l»=l
E i (| /y| ^ ^v (/) + £ • ^ étant arbitraire, on aura :

If if) (13,1)

pour toute fonction / c g+, cette inégalité restant vraie si f (f) oo.
En général, les deux fonctions j et ?*&apos; ne seront pas identiques. Si /(/) f (f)

pour toute fonction / c g+, nous dirons que l&apos;intégrale supérieure / est

Proposition 13.1 : Pour qu&apos;une intégrale supérieure soit régulière, il faut et il
suffit qu&apos;elle soit induite par une intégrale élémentaire.

La nécessité de la condition étant évidente, supposons que l&apos;intégrale

supérieure j soit induite par l&apos;intégrale élémentaire ((£, c) et désignons par
(fi, i) l&apos;intégrale induite par j. Puisque © c fi, on aura, si /(/) &lt; oo :/(/)

*=1 »=1 v=l r=»l

2 CMH vol. 39
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^ £\fv\, /«g+, /.e £} ?&apos;(/). Donc ?(/)â?&apos;(/) pour toute fonction /«$+,
cette inégalité étant aussi vraie si 7 (/) 00. On en déduit, si on tient compte
de (13,1), que ;&apos;(/) j(f) pour toute / c 2f+, ce qui achève la démonstration.

Une intégrale supérieure régulière est donc toujours engendrée par une
mesure. Etant donnée l&apos;intégrale supérieure, la relation (11,1) nous permet de
reconstruire cette mesure.

14. Intégrale supérieure produit : Soient Sx et S2 deux ensembles non vides.
On désigne par Si x S2 leur produit cartésien, c&apos;est-à-dire l&apos;ensemble des couples
ordonnés (x, y) tels que x e 8t et y e 82. On appelle rectangle un sous
ensemble de 8X x 82 de la forme E A x B, où Ac:81 et BczS2. Soient
tpx et tp2 deux fonctions numériques d&apos;ensemble non négatives, définies dans la
classe des sous-ensembles de 8l9 resp. de 82. Nous pouvons définir, dans la
classe des rectangles AxB c^xSj (A, B ensembles non vides), une fonction
d&apos;ensemble non négative y, en posant :

A l&apos;aide de \p nous obtenons, d&apos;après la remarque du deuxième paragraphe,
une intégrale supérieure j sur la classe 5+ des fonctions numériques non négatives

/, définies dans 8tx S2, en posant:

inf { Z avW(AvX Bv)lf^Zav &lt;pA^ av 2&gt; 0

Avcz81 et Bva82 ensembles non vides}

Dans ce qui suit, les différentes classes de fonctions introduites aux
paragraphes précédents seront désignées par les mêmes lettres, affectées de l&apos;indice 1,

resp. 2, si elles sont associées à 8X resp. 82.
Nous dirons que j est l&apos;intégrale supérieure produit de jx par j2.

Proposition 14.1 : Si f(x)e%+ et g{&amp;)€%+, alors j[f(x)g(y)]^j1[f(x)]h[g(y)l
sauf éventuellement dans le cas oit le membre de droite de Vinégalité est de la
forme 0 • 00.

On peut supposer h[f(x)] &lt;ooet h\g(y)\ &lt;oo. Il existe alors, si e désigne
00 00

un nombre positif, deux séries E av&lt;pAv(%) ^ f(x) et Z bQ&lt;pBQ(y) ^ g(y),

où av ^ 0, bQ ^ 0, A cSl9 BQaS2, telles que Z av^(Av) ^ À[/(*)] + e

» 00 c»

etZbQy&gt;2(BQ)^j2[g(y)] + e. D&apos;autre part f(x)g(y)£ Zav&lt;pAv(x) Z bQ&lt;pB(y)

00 00

E avbt&lt;pAAx)&lt;PBQ{y) Z avb9&lt;pAvXB (x, y). Donc j[f
i i
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avbey&gt;(AvxBe) Z aveQ1 V,Q=1 V=l
Di [/(#)] + £] [?2[ff(y)] + fi]- Puîsqueeest arbitraire,on en déduit: j[/(a?

» ce 9uî achève la démonstration.

Proposition 14.2 : Si f(x,y) e %+, alors

la première intégration de Vintégrale supérieure double devant s&apos;effectuer en tenant
x resp. y fixé.

Il suffit de démontrer la première de ces inégalités. On peut supposer
j[f(x,y)] &lt;oo. Il existe alors, si e désigne un nombre positif, une série

00

£av&lt;PAvxBv{x&gt; y) ^ f(x&gt; y)&gt; où av °&gt; Av c 8i et Bv c s^ telle que
00

E avy)t(Av)y)2(Bv) ^ j[f(x, y)] + s. D&apos;autre part, si x est fixe: j2[f(x, y)] ^
00 00

v=l

27 AK^^^(^^(-Bv)] ^ -27 av^i(^v)V2(J?v) ^ /[/(^j ^)] + e- Comme e est
v=l

arbitraire, il résulte que j[f(x, y)] ^ h[j2[f(x, y)]].
Comme corollaire on a la proposition suivante :

Proposition 14.3: Si /(aO«Si+ et g(y)€^9 alors jlfix^
sauf éventuellement dans le cas où le membre de droite de Végalité est de la
forme 0 • oo.

15. Intégration dans Pespace produit: Considérons la classe des fonctions
de la forme

^(^5 ^) fi(x)9i(y) + • • • +
où /„(#) € fi^ et ^v(t/) c £^&quot;. Soit (E une sous-classe qui comprend, avec ^ et
^2

&gt; ^i A ^2 e^&gt; gi hx^h2,hx — A2 • L&apos;espace vectoriel engendré par G sera alors
réticulé et son élément général aura la forme h(x9y) h+(x, y) — h~(x, y),
où h+(x,y) et h-(x,y) appartiennent à (£. Désignons par L l&apos;adhérence,

dans F, de l&apos;espace norme associé à cet espace (cf. paragraphe 10) et posons,
pour toute fonction f(x, y) c £ :

Proposition 15.1: (fl,i) e*6 i^Tie intégrale telle que i(\f\) j(\f\), pour
toute fonction f € £.
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II suffit de prouver, en vertu des propriétés de j, que si hx et h2 appartiennent
à (£, alors j(ht + h2) j{hx) -j- JiK)) * étant alors le prolongement de Stonb
d&apos;une intégrale élémentaire. Mais cette additivité est, en vertu de la proposition

14.3, une conséquence immédiate de l&apos;égalité

JlZJv(x)gv(y]\ Zh[fA*)1h\9v&lt;!t)h fÀ*) * %t, 9ÀV) « Q£

que nous allons démontrer. En vertu de la proposition 14.2, on pourra écrire :

il i 1Ax)gAv)\ ^ hM £ fA*)9Aym •

»*=1 v=l
n

Comme la fonction Z fv(x)gv(y) appartient, si x est fixé, à fi^, on aura:

n n

et, comme le membre de droite de l&apos;égalité appartient à £,£ :

D&apos;où:

;[ E fv(x)gv(y)\ è

D&apos;autre part, d&apos;après la proposition 14.3, on aura:

j{ z fv(x)gv(y)\ &lt; i j[
ce qui achève la démonstration.

Nous pouvons maintenant formuler, pour les fonctions / c fi, la proposition
suivante (pour la démonstration, directement applicable à notre cas, si on
désigne par fn(x,y) une fonction appartenant à l&apos;espace engendré par (£,
cf. Stone [4], III, page 485) :

Proposition 15.2 : L&apos;intégrale d&apos;une fonction f(xfy)eQ peut être exprimée par une
double intégration, c&apos;est-à-dire: i[f(x, y)] h[»a[/0*&gt; V)]] h[hif(^, y)]].
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