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Distributions et opérateurs différentiels
homogeénes et invariants

par PIERRE JEANQUARTIER, Lausanne

Introduction

L’opérateur de la chaleur (cf. ScEwaArTz [12], t. 1, p. 145) et 'opérateur
B B P R 7 R P

est un dalembertien de signature quelconque (cf. [5] ou [6]), admettent chacun
une solution élémentaire ¥, invariante par le groupe G des transformations
linéaires de R"+!3 (z, t) conservant ¢ et la forme quadratique

2 2 2 2
U=z + ...+, —Tp ;, —...—%,,

et homogéne au sens suivant: lorsque « et ¢ sont changés en Az et A2t(4 > 0),
E est multipliée par A—".

Plus généralement, a étant un nombre rationnel > 0 quelconque, nous con-
sidérerons 1’espace H, des distributions f sur R"*!, invariantes par le groupe
G, et homogénes de degré v au sens suivant: f(Az, A%t) = AVf(«x, t) pour tout
A> 0. Soit H la réunion des H, lorsque » parcourt le corps C des nombres
complexes. L’opérateur différentiel linéaire & coefficients constants le plus
général conservant H est de la forme

D = [O"(9/at)k X' a,; (1% (8]0t) m-i)e

j=0
ot a;eC,h,k, m entiers > 0,b et ¢ étant les entiers > 0 premiers entre
eux tels que a = 2b/c. Pour tout »eC, D applique H, dans H,, avec u =
=9 —2h —ak —2bm. Le but du présent travail est de répondre aux
questions suivantes: Etant donné geH,, l'équation Df =g a-t-elle des
solutions feH,? L’opérateur D admet-il une solution élémentaire dans H
(donc dans H,, avec » = — (n + a) + 2h + ak + 2bm, puisque la mesure
de Dirac deH,, avec up = — (n 4 a))?

Dans une premiére partie, on donne une représentation paramétrique de H,,
& I'aide du dual d’un espace de fonctions d’une variable. La méthode suivie
est analogue & celle utilisée par GARDING, Roos et TENGSTRAND dans I'étude
des distributions invariantes par un groupe orthogonal de signature quelconque
(cf. [13]). Supposons d’abord que la forme quadratique u soit non définie. En
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remarquant que lapplication (z,¢) »>w = u|t|?* est régulitre dans
Pouvert 2 de R"+', défini par | x|t #* 0, on montre que, pour tout feH,,
il existe deux distributions A, et h_e D' (R), telles que

o) = <hy, M 9> + by, M @),

pour tout ¢@eD(L2), lapplication M,: ¢ — (M}e, M, ¢) étant linéaire
continue de D (L) surle produit D(R) X D(R). Sih, et h_sont des fonctions,

on a f=|t]"e[Y )k, (w) + ¥ (— t)h_(w)]

dans 2, en désignant par Y (f) la fonction d’HEavisipE. Il est possible de
prolonger M, en une application linéaire de D (R"+!) sur un espace vectoriel K,
formé de couples de fonctions d’une variable s, de classe C® pour s 0,
et ayant, lorsque s tend vers 0, — co ou + oo, des développements asympto-
tiques de types particuliers (§2). On peut alors munir K, d’une structure d’espace
de FrECHET (§3), de sorte que 'application M, : D(R"**) — K, soit continue,
et que sa transposée M, : K, — D' (R™*) ait pour image un sous-espace fermé
K, = M.,K, de D'(R"*) contenant H,. K, est somme directe topologique de
H, et d’un espace vectoriel de dimension finie. L’application M/, qui est un
isomorphisme vectoriel de K, sur K., fournit une représentation paramétrique
de H, au moyen d’un sous-espace H,, de codimension finie, de K. (§5). En fait,
ona H,= K, et H, = K, sauf pour une suite discréte de valeurs négatives dev.

Les distributions de H, et K sont tempérées et la transformation de FOURIER
établit un isomorphisme de H, sur H,,, avec »' = — (v + n + a). Nous con-
sidérerons également l'image de Fourier K, de K,: K, = FK,. K, est
somme directe topologique de H, et d’un espace vectoriel de dimension finie;
on a H, = K, sauf pour une suite croissante de valeurs réelles de » (§6).

Dans une deuxiéme partie, on considére ’opérateur D défini précédemment.
D applique K, dans K, avec p =v» — 2h —ak — 2bm. Par transformation
de FOURIER, et & I’aide des isomorphismes M,, et M, , Iapplication D : K, > K,
est remplacée par une application P': K, —»K L, transposéede P:K, —K,,
P étant une application linéaire continue, analogue & la multiplication par un
polynéme (§7). L’étude de P’ (§9) conduit aux résultats suivants:

Pour tout ve C, l'application D: K, — K, est surjective; son noyau est de
dimension finie (th. 9.1). En particulier, D admet toujours une solution élé-
mentaire dans K, pour v = — (n + a) + 2h + ak + 2bm; autrement dit, D
admet toujours une solution élémentaire somme d’une distribution invariante
et homogéne de degré », et d’'une combinaison linéaire de distributions de la
forme w @tk ullog|u| @, wlog|lu| @, w @t log|t],

avec jeR et keN (th.9.3 et §6).
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Par contre, D:H, — H, n’est pas surjective dans tous les cas (th.9.2)
et D n’admet pas toujours de solution élémentaire dans H (th. 9.3 et exemple
du § 10).

Des résultats analogues sont valables lorsque la forme quadratique u est
définie (cas euclidien, §§ 11 & 14).

Les résultats de ce travail ont été annoncés dans la note [7].

1. Distributions homogénes et invariantes

Soit ¥ un ouvert d’un espace numérique R™. Nous désignerons par D (V)
I'espace des fonctions & valeurs complexes, de classe C®, & support compact
dans V, et par D'(V) le dual de D(V), c’est-a-dire ’espace des distributions
sur V.Si fe D'(V) et pe D(V), la valeur de f pour ¢ sera notée {f, ¢>. Nous
désignerons par S(R™) l’espace des fonctions & décroissance rapide sur R™,
et par S’'(R™) l'espace des distributions tempérées sur R™ (cf. ScHWARTZ [12]).
Pour la transformation de FOURIER F et sa conjuguée F nous adopterons les
définitions suivantes: Fe(y) = fe-=Vp(x)dx et Fo(y)= et Vo (r)dx
pour peS(R™), d’ou Ff et Ff par continuité, pour feS’(B™). Nous utili-
serons la notation fonctionnelle f = f(x) pour marquer que f est une distri-
bution sur R™3x. Si« est un difféomorphisme de R™, etsi f(x) e D' (R™), nous
définirons f(ax)e D' (R™) par I'égalité <{f(az), p(x)> = {f(x),p(atx)|J(2)]),
pour tout e D(R™),J(x) étant le jacobien de l'application «™1; si f(x)

)

est une fonction, cette définition coincide avec la définition habituelle.

Dans la suite, = = (x,,...,%,) sera toujours un point de l’espace R",

|| = (22 + ...+ 22)} La partie entiére de
considérons la forme quadratique

5 sera notée n. Sur R",

2 2 2 2
U=+ oo+ Ty — Xy g — oo — Xy

de signature (p, ¢), avec 1 < p <n, g =n — p. Nous distinguerons quatre
cas:

1er cas: p et ¢ impairs > 1,
2¢ cas: p impair > 1 et g pair > 1,
3¢ cas: petqpairs > 1,
4¢ cas (cas euclidien): p = n, g = 0.
Le cas p pair et ¢ impair se raméne au 2¢ cas, et le cas p = 0, ¢ = n au 4¢ cas.
Soit @ le groupe des transformations linéaires de B* qui laissent » invariante.
Dans l'espace R"+3(x,t), nous dirons qu'une distribution fe D’ (R"™) est
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invariante si f(Lx,t) = f(x, t) pour tout Le @. Sif est invariante, on a

0

0 .
<simi—é—£—e,-xj%i—)f—0, bsf=1;.0s,0; (1.1)

avec ¢, =1 8i ¢ <p et ¢, =—1 8i 2> p (cf. METHEE [8] et TENGSTRAND
[13]).

Soit @ un nombre > 0. » étant un élément quelconque du corps C des nombres
complexes, nous dirons que fe D' (R"H) est homogéne de degré v si f(Ax, A%t) =
= A’f(x,t), pour tout 42> 0. Lorsque a =1, f est homogéne au sens
habituel (cf. [3] et [4]); le cas a = 2 a été envisagé dans [6]. Si f est homogeéne
de degré v, on a la relation d’EuLER

iflxi%-i-atg—i:vf. (1.2)

Nous désignerons par H, le sous-espace vectoriel fermé de D'(R"+!) formé
des distributions invariantes et homogénes de degré v. Si U est un ouvert de
R*+1 invariant par les transformations (x,t) - (Lx,t), LeG et (x,t) —
— (Ax, A%t), A > 0, on peut considérer de fagon analogue l’espace H,(U)
formé des distributions de D’(U) invariantes et homogénes de degré ». Des
ouverts de ce type sont, par exemple, '’ensemble £2 des points de R"+! tels que
| x|t # 0, et les parties 2, et 2_ de 2 définies respectivement par ¢ >0 et
t < 0. Dans 2, nous poserons w = u |t |~2/¢.

Deés maintenant, et jusqu’a la fin du §10, nous supposerons que la forme
quadratique u est non définie (1T, 2¢ et 3¢ cas).

L’application u:(x,t) > w de £ sur R est réguliére et a des restrictions
u 82, >Ret y_:Q2 — R. Comme y, est une application surjective, on peut
lui associer une application linéaire, continue, surjective, u, :D(2,) — D(R),
telle que, si @eD(2,), <u,p, D> = {p, utyy, pour tout yeD(R), ol
wiy(x,t) =y(w) (cf. pE REAM [10], p. 55—57 ou GARDING [3], p. 388—389).
L’application transposée u’ :D'(R) — D'(£2,) est linéaire, continue, injective,
et il est clair que u, D'(R) ¢ H,(£2,). Inversement, si feH,(£2,), les relations
(1.1) et (1.2) entrainent df A dw = 0, ol ’'on considére f comme un courant de
degré 0. D’autre part, si la sous-variété w = constante de 2, n’est pas connexe,
il existe un élément Le G tel que la transformation (z,t) — (Lz, t) échange
ses composantes connexes. Par des méthodes classiques (cf. [8], démonstration
du théoréme 2, [13], lemme 5.1 ou [6], lemmes 4.1 et 4.2), on en déduit qu’il
existe heD'(R) tel que u’ h=f. De méme, on peut associer & u_ une appli-
cation linéaire continue u_: D(2_) - D(R), dont la transposée u_ : D'(E)—~
— D’ (£2_) soit injective et ait H,(L2_) pour image.
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Soit maintenant ve C quelconque. L’application [ —|t|¢f de H,(R)
sur H,(2) est un isomorphisme. Par suite, si fe H,(£2), il existe deux distri-
butions h, et h_e D' (R), déterminées de facon unique, telles que f = | ¢|"ou’ h,
dans 2, et f=|t|"u’ h_ dans Q_. Si @eD(R) a des restrictions
p,eD(L2,) et p_e D(£_), posons

Myip=np,(t]e), M;p=up_(t|"e]). (1.3)
Comme <f, ¢> = <{f,¢,> + <f,9_)>, ona donc
o) =<hy, M @> + <h_y My @) = <h, M, 9>,

en posant M, @ = (M}, M;9)e D(R) X D(R) = D(R)?, et en considérant
h=(h,.,h_)eD'(R) X D'(R)=D'(R)? comme un élément du dual du produit
D(R)2. On peut donc énoncer:

Proposition 1.1. A4 tout élément feH,(Q2), on peut associer un couple
h=(h,, h_) e D' (R), déterminé de fagon unique, tel que <{f, o> = <h, M @),
pour tout ¢ € D(Q), M, étant une application linéaire continue de D (Q) sur le
produit D(R)?: M ¢ = (M} ¢, M, @), avec (1.3).

En d’autres termes, 'application transposée M., de D’(R)* identifié au
dual de D(R)?, dans D'(R), est injective et admet H,(2) pour image.

2. Prolongement de Papplication M,
Soit F (A1) une fonction méromorphe de A e C, & valeurs dans C ou dans un

espace de distributions. En un péle 4, de F(A), nous appellerons prolongement
naturel de F(A) le coefficient ¢, du développement de LAURENT

c_
de F (1), et poserons F(4,) = c,. Par exemple, pour RA> — 1, les fonctions
ty = Y(6)* et £ = Y(—t)|t|* (¥ (t), fonction ’HEAVISIDE) sont locale-

ment intégrables sur R. Considérées comme fonctions de A & valeurs dans
D'(R), . et t* sont prolongeables en fonctions méromorphes de AieC
ayant les points A = — 1, — 2,... pour pdles simples. Nous définirons ces
distributions pour tout 1eC par prolongement naturel. De maniére analogue,
bour tout AeC, nous définirons par prolongement naturel, les distributions
€gales & ¢} log|t| = Y(f)t\logt et & log|t|= Y (—t)|t| log|¢| pour
RA>—1 (cf [4], chap. I, § 3 et § 4)
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Rappelons qu’a toute fonction ¢(x) e D(R™) on peut associer une fonction
®(v), d’une variable veR, de classe C® pour v # 0, & support compact,

telle que () = ({5 0)dv, (2.1)
Rn

pour tout fe D(R) (cf. METHEE [8], DE RHAM [11] ou TENGSTRAND [13]).
Avec les notations de [13]: ¢ = N¢. Si @eS(R"), on peut également lui
associer @(v), de classe C® pour v s 0, telle que (2.1) soit vérifié; au lieu
d’étre & support compact, ¢ est alors & décroissance rapide. Lorsque v — 0,
@ admet un développement asymptotique de la forme

P () = Z(K4;, @) + <{B;, 9>y (v))v! 4 R, (v), (2.2)

j=0

ot R,(v)eC™, R (v) = O™ **¥) pour k <m, et

log | v| dans le 1er cas,
y(v) = Y(w))/v  dansle 2¢ cas, (2.3)
Y (v) dans le 3¢ cas,

Y (v), fonction d’HEAvISIDE. A, et B, sont des distributions tempérées sur
R", invariantes par le groupe G; 4, est & support u = 0, B, = 0sij <, et si

] =n, B, = 4, ""6(x), (2.4)

ou A, est une constante non nulle et §(x) la mesure de Dirac (cf. [8], [11] et
[13])).

Prenons maintenant ¢ € S(R") fonction d’un parameétre ¢ € R, de sorte que
@(x,t) appartienne & S(R"+), et soit @ = g@(v,t) la fonction correspon-
dante. En reprenant, par exemple, les calculs de TENGSTRAND ([13], p. 208—212)
on obtient les résultats suivants (on pose D, = 8/dv, D, = 9/9t et on désigne
par N I'ensemble des entiers > 0):

Lemme 2.1. Soit ¢ € S(R"*). La fonction ¢(v,t) est de classe C® pour
v # 0. Pour toute fonction o(v)eC®, telle que o(v) = 0 au voisinage de
0, x(v) =1 pour |v| assezgrand,on a «p = «(v)@(v, t) € S(R?), et Lappli-
cation ¢ — o de S(R*1) dans S(R?) est continue.

Pour v £ 0, et pour tout m e N, on a

70, ) = o, (®) + B0y ()9 + Bo(0, ), (2.5)
avec: J=l :

1° a;(t) = <(A4;(x), p(x, 1)), B;(t) = (B;(x), p(x, 1)),

de sorte que les applications ¢ —o; et ¢ — B; de S(R"+') dans S(R) sont
continues.
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2° Toutes les dérivées de R, (v,t) d’ordre k <m en v, et d’ordre jeN en
t, existent et sont continues. Il existe des constantes C,;, (p) telles que

IDS DR (v, (1 + 3 | < Oy (g) | 0|44
pour tout (v, t)eR?*, k < m,jeN,reN. St ¢ -0 dans S(R"1), C;, (p) 0.

Cherchons alors & prolonger l'application M, : D(2) — D(R)?. D’apres
(1.3) et la définition de u, et u_, on a, pour ¢ € D(£2),

CD 2 v4-2
Mto(s) = fp(ste, 1)t @ dt. (2.6)
0
Supposons maintenant que ¢ appartienne a S(R"*!). Pour s % 0, d’apres
le lemme 2.1, l'intégrale (2.6) conserve un sens si Rv> —(a + 2), et
définit une fonction holomorphe de v dans ce demi-plan. D’apres (2.5) on peut
écrire

Mo 2;(<Aw @> + <BE, @)y (8))s’ + F,(s), (2.7)
j=

avec 5 "

Fz (s) = ij(st , k)t e dt.

Les distributions 4% et B sont tempérées; on a

v4+2542 v4+-2542

) e 4+ B. T a er
Ak Aj(x) @t o +aB,(x) R, log |t|, dansle 1¢r cas, 2.8)
i) v 42542 ’
A;(x) @ t, « , dans les 2¢ et 3¢ cas;
B e dans 1
(x) ®t, ¢ , dansles 1T et 3© cas,
Bt 1" = (2.9)
y4-2543
B;(x) ® t, « , dansle 2¢ cas.

Comme ¢t} et ¢} log|¢| sont fonctions méromorphes de A € C, les distributions
A5 et Bf sont fonctions méromorphes de v e C, et nous étendrons leur
définition pour tout » € C par prolongement naturel. Les égalités (2.8) et
(2.9) sont donc valables pour tout veC, et AL, BEeS'(R"Y) pour tout

v)?

veC. Les poles de A% et Bj se déduisent de ceux de #, et ¢ log|¢|

(cf. [4]). A% a donc un pdle en v = —2(j + 1) —a(k + 1), keN, de
résidu k
¢, = aEZ:—Il)—A,.(x) ® 6 (1) . (2.10)

Ce pole est simple, sauf dans le 1¢r cas si j > n; le pole est alors double et le
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coefficient ¢_, du développement de LAURENT est

FY g

c_g = —2a i i(x) ® oI (2) . (2.11)

Dans les 1€r et 3¢ cas, Bf a un pole simpleen » = —2(j + 1) —a(k + 1),
ke N, de résidu 1y

6y = a%)—— B;(x) ® 6™ (t) . (2.12)

Dans le 2¢ cas, Bf a un pole simple en v = —2j —3 —a(k + 1), keN,

dont le résidu est encore donné par (2.12).

D’aprés le lemme 2.1, pour s # 0, la fonction v — FZ (s) est holomorphe
dans le demi-plan Rv > — (a + 2m + 3). L’égalité (2.7), avec m arbitraire-
ment grand, entraine donc que MI¢(s) est prolongeable en une fonction
méromorphe de v e C. Pour s # 0 et pour tout v e C, nousdéfinirons ME ¢ (s)
par prolongement naturel. Le lemme 2.1 montre aussi que, pour R» > —
—(a + 2m + 3), FZ,(s) est de classe C™ pour s # 0, et que, lorsque

§ >0
DEFE (s) = O(s™ %) | bk <m.

Grace & (2.7), on en déduit le résultat suivant:

Lemme 2.2. Soit ¢ € S(R"?). Pour tout veC, M} p(s) et M, @(s) sont
des fonctions de s € R de classe C® pour s #~ 0. Pour tout m e N on a

p(s) = 2(<A”, @> + (B, pv(s))s + Fi(s),

avec Ft, (s)eC™ et,s1 0 <k <m,

DFF= (s) = O (s"*+1)
lorsque s — 0.

Etudions maintenant le comportement de MFe(s) lorsque |s| — oo.
En supposant toujours ¢ e S(R"H), pour Rv>—(a+ 2), on déduit de
(2.6)

v+a+2 a

Myp@s)=Is| * TP o(£|s| 2), (2.13)
avec
a ® a v+a
T#p(s) -2—j P(£v,sv2)v 2 dv.
0

Pour Ry > — (a + 2), TF¢(s) est une fonction C® de se R. Ona

4 vta(k+1)
DkT»i(P(S)'—‘%?D’f(?(:};v,sv?)v s dv. (2.14)
0
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Le lemme 2.1 permet d’écrire

1 v+a(k+1)+2f
DETE@(0) = 5 2 + 1) | (P (0) + B (0)y (£ v))v 2 dv + F,,(»),
7=0 0
avec a © - v+a(k-+1) al v+a(k+1)
Fm(v)=—2—jD’g<p(iv,O)v dv + S [ Dy R,(£ 0,000 2 dv.
1 0

La fonction F,(v) est holomorphe de » dans le demi-plan Rv > —
— (@ + ak + 2m + 3). Il en résulte que D*T5 ¢(0) est prolongeable en une
fonction méromorphe de » € C'. On peut alors écrire, pour Ry > — (a + 2),

m—1 k 8 _t)m—l

Tepls) = £ 47 DTo0) + =00

k!
ou D™T*g(t), donné par (2.14), est fonction holomorphe de » dans Ry > —
— (@ + am + 2). Par conséquent, T'F¢(s) est prolongeable en une fonction
méromorphe de » € C. Pour tout » € C, définissons 7't ¢ (s) par prolongement
naturel; avec cette définition, il résulte de (2.15) que 7'F ¢ est une fonction
C® de s € R, pour tout » € C.

D™ T (t)dt (2.15)

Pour tout j € N, posons

bo) = —2Tet 42 (2.16)

k,(7), dans les 1¢€r et 3¢ cas,
kG)=1 v+a+2ji+3

a

(2.17)

, dansle 2¢ cas.

Soient d’autre part N, et N/ les parties de ’ensemble N des entiers > 0

dl .
éfinies par — {jeN; k(j)eN}, (2.18)
= {jeN; j=mn, k,(j)eN}. (2.19)

Pour tout »eC,N, et N : sont finis. Chacun des ensembles N, et N, est
vide sauf pour une suite discréte de valeurs négatives de ».

En tenant compte des égalités (2.10) & (2.12), par prolongement naturel de
la relation (2.13), on obtient:

Lemme 2.3. Soit ¢ € S(R**). Pour s #0 ona

v+a+2 a
MFp@s)=|s| 2 T¥* @(k|sl”2)+log|s| 2 (£ ethes +
Tty (2.20)
+ y(s)log | s| Z (£ 1) De;s,

jeN,

15 CMH vol. 39
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ci=“'§ A <A5(x)®a(k)(t)’ ¢>’k=kv(7)’ 7€NV!
- ___.a_.__(""_.____l)k (k) — k(). 7eN’
Cj = & ! <B:i(x) ® o™ (¢), >, k=1Fk(j), jeN,,

o =4 dansle 1T cas, o« = 2 dans les 2¢ et 3¢ cas. T} ¢ et T, ¢ sont des fonc-
tions C® de seR.

L’application M, qui, & toute fonction ¢ e S(R"+!), fait correspondre le
couple M,p = (M} @, M;¢) de fonctions d’une variable s, de classe C%
pour s # 0, est un prolongement de l'application M,: D(Q) — D(R)2.
Nous allons montrer que I'image de D (R"*') par M, est un espace vectoriel
K, caractérisé par les propriétés énoncées dans les lemmes 2.2 et 2.3.

3. Espaces K, et K|

Désignons par K, ’espace vectoriel sur C formé des couples ¢ = (p+, ¢~) de
fonctions d’une variable réelle s, ayant les propriétés suivantes:

1° pt(s) et ¢—(s) sont de classe C® pour s # 0.

2° Lorsque s — 0, ¢+ et ¢~ ont des développements asymptotiques de la
forme

9= (8) ~ Z (Lof , 9> + <BF, ¥ (9) ¢, (3.1)
j=0

ol y(s) est la fonction définie par (2.3), les <{af, ¢> et (BF, ¢> étant des
nombres complexes, {fF, > =0 si j<n. Les dérivées successives de ¢*
et ¢~ admettent les développements déduits de (3.1) par dérivation terme &
terme.
3° Pour s £ 0,
v+a,+2

pr(s) =8| 2 xe(x|s| + IOgISI{-;(i 1)y, oy sl +
j€Ny
+ y(s)log|s| Z (£ By, prs?, (3.2)

jeN;
avec les définitions (2 16) & (2.19), x+*e et y~¢ étant des fonctions C® de
seR, <y 9> et (yj, 9peC.

Munissons K, de la structure d’espace vectoriel topologique définie par les
semi-normes

Pz (p) = Z’|<ﬂ ¢>I+EF<IiID’°(¢ (8)—-7(8)2<ﬁ;,¢>8f)|

m
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g (9) = sup [Deyto(s) |, (@) =Z [y ed |+ Z <y,

B:Kl jeN jeN,
m

ou m e N. On vérifie sans peine que K, est alors un espace de FRECHET (cf.
[2]). 1l est clair que D(R)? c K,, l'injection étant continue.

D’autre part, d’aprés les lemmes 2.2 et 2.3, si peS(R"*), M,p =
=(M}p, M, ¢)eK,. De plus, en vertu du lemme 2.1, M ¢ -0 dans K, si
¢ - 0 dans S(R"+!). On a donc:

Proposition 3.1. L’application M,: D(Q) — D(R)?* admet un prolongement
linéarre continu M,: S(R**) > K,.

Nous noterons encore M, la restriction a D(R"*') de lapplication
M,: S(R*t!) - K,. Nous aurons besoin du lemme suivant:

Lemme 3.1. Soit S le sous-espace vectoriel fermé de K, formé des éléments
@ tels que <{Bf, @) = <B;, 9> =0, pour tout entier j >mn. Il existe une
application linéaire continue L, de S dans D (R") telle que Uapplication
composée M, L, soit égale a U'identité. On a D(R)® ¢ S et l'tmage de D(R)?
par L, est contenue dans D(£2).

Soit en effet @ € S. En vertu de (3.1), on a ¢* et p~eC®. D’aprés TENG-
STRAND ([13], lemme 4.3), il existe ; e D(R"), pour tout je N, tel que

<Ak’ ﬁj> —_ 6’(:5’ <Bk’ 19J> = O, k € N 1y
et w, e D(R"), pour tout j e N,j > n, tel que
<Ak’ wj> =0 ’ <Bk, (U,-> - 6kj7 k €N “
Soit ¢ (¢) € D(R) n’ayant aucune dérivée nulle & ’origine. D’aprés le lemme 2. 3,

il existe des constantes 4;, pour j e N,, et u,, pour j e N, telles que, si

Dy (2, 1) :;3\; A; <yi» @2 9;(x)o()

+ 2y <7’;'> @) w;(x)e(t),
jeN?

on ait ys» M, D3 = <y;, >, pour tout jeN,, et <'}’;"Mv¢a> = <7;" @),
pour tout j e N,. L’application ¢ —~®, de S dans D(R"+) est linéaire
continue,

Soient o (s) et oy(s) € C®, telles que o + ap =1, o (s) nulle pour |s|>2
et a,(s) nulle pour |s|< 1. Les éléments ¢, = oy (p — M ,P;5) et ¢, =
= oy(p — M,D,) appartiennent & K,. Soit a« e D(]0, 1[) telle que

© w2
fa(t)f e dt=1,
0
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et soit f(x)eD(R"™), nulle au voisinage de I’origine, telle que B(v) =1 pour
| v| < 3. Posons

2 2

Py (2, t) = () [a(t) i (u]t] o)+ a(—t)or(u|t] 2)]

On a &,eD(R"1) et, d’aprés (2.6), M,D;, = ¢,. De plus, 'application
@ — D, est linéaire continue de S dans D(R"*!). D’aprés (3.2), on a

v+a+2

oy (s) =8| P (L] 5),
ou p*+ et yp~ appartiennent & D(R). Soit $eD(]0, 1[) telle que

2 v+2
)‘ (te)t o dt =1,
0
Posons

By (2, 1) = B(&)IP (W)yH (| u| ) + O(— w)y(t] | 1],

On a P,eD(R"*') et, d’apres (2.6), M,D, = @,. L’application ¢ — P, de S
dans D(R"*') est linéaire continue. Posons alors L,p = &, + @, + P,.
L’application L,:S — D(R"*') est donc linéaire continue et 'on a M L, =
= ¢, pour tout @eS. En outre, si ¢ e D(R)?, on a (y,,¢> =0 pour
jeN,, {y;,p> =0 pour jeN, et yp*(s) = 0 au voisinage de I'origine, de sorte
que L,p eD(RQ), c.q.f. d.

Proposition 3.2. L’application M,: D(R"*) — K, est surjective.
Soit en effet ¢ = (¢*, p~)eK,. D’apreés (2.9) et (2.4), il résulte d'un théo-
réme classique de BorEL, qu'il existe @ ¢ D(R"*) de la forme

D(z, 1) = p(2)a(t) + y_(2)a(—1),

avec vy, et y_eD(R"), xeD(]0, 1[), a(t) > 0, telle que (Bj, P) =
= {BF, >, pour tout j >n. En vertu dulemme 2.2, on a donc <,6;’=,M D) =
= {f#, ¢) pour tout j>mn, de sorte que ¢ — M, P = ¢, appartient au
sous-espace S du lemme 3.1. Si &, =L, ¢, ona M (D + D) = M , D+ ¢, =
=@, c.q.f.d.

Soit K le dual de K,. Les coefficients du développement (3.1) définis-
sent des éléments o, o (jeN) et Bf, By (n <keN) de K,. De méme les
coefficients de (3.2) définissent des éléments p;(jeN,) et y;(jeN,) de K.
Nous considérerons également les éléments ¢f et & de K, donnés par
&F, ) = Diy*e(0)(j e N), pour ¢ e K,.

Comme linjection D(R)? c K, est continue, 3 tout élément % e K,, on
peut associer deux distributions 54, , h_e D'(R) telles que

<hs <P> = <h+, (P+> + <h-—’ (p‘> ’
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pour tout ¢ = (p*, ¢7) e D(R)2.. Mais D(R)* n’étant pas dense dans K,
h, et h_ ne déterminent pas A. On vérifie que si h, = h_= 0, h est combi-
naison linéaire des éléments B, f; (n <jeN), y;(jeN,), v;(jeN,), &,
¢y (keN).

Soit M. : K, — D'(R") la transposée de l'application M,: D(R") - K.
Des propositions 3.1 et 3.2 résulte immédiatement:

Proposition 3.3. L’application linéaire continue M. : K, — D' (R"+) est
injective. Son image M. K. est contenue dans S’ (R"+).

4. Eléments de H, nuls dans Q

Dans 'espace R", considérons les fonctions localement intégrables ! =
=Y u)u’ et w> = Y(—u)|u|’, pour Rv> —1. Si peD(R"), ona,d’apres
(2.1),

Wy, 9> = (Y ()| ulg@)de = [ v* p(+ v)dv.
Rn

0

Compte tenu du développement (2.2), on en déduit que u’ et u’ sont pro-
longeables en fonctions méromorphes de veC' & valeurs dans D'(R"), avec

poles simples ou doubles » = — (k + 1) et v = _(37’2__{_ k), keN (cf.[4],
chap. ITI, § 2); les coefficients c_, et c_; des développements de LAURENT
s’expriment simplement & I'aide des distributions A; et B,. Nous définirons
u’ et u” pour tout veC par prolongement naturel (voir § 2); ce sont des
distributions invariantes par le groupe @. Si» est un entier de signe quelconque,
nous poserons W=, + (— 1)l
Pour 4> 0, ona,lorsque v # —1, —2,...¢et v;r’:——g—, —%———1,...
u (Ax) = A2ul (). (4.1)
Dans le 1er cas, si v = — (k + 1), keN,
wy (Az) = A2 [u) (x) + 2log A(+ 1)k A4, (x) — 2log2A(+ 1) B, ()] . (4.2)
Dans le 2¢ cas, si v = — (k + 1), keN,
uly (Ax) = A2[ul, (%) + 2log A(£ 1)* A4, (2)], (4.3)
etsi y = ——(—’23+ k) keN,

uly (Az) = 2[ul (x) + 2log A Y (£ 1) By, ()] . (4.4)
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Enfin, dans le 3¢ cas, si ¥ = — (k + 1), ke N,

wy (Ax) = 22[u (x) + 2log A(L£ 1)¥A4,(x) + 2log AY (4 1) Bi(x)]. (4.5)
D’autre part, on vérifie facilement que

A20+0[A4 (x) — 2 log AB,(z)], dans le 1€r cas,
A,(Az) = { ! L (4.6)

A~20+0) 4 (z), dans les 2¢ et 3¢ cas;

A~20+) B.(z), dans les 1T et 3¢ cas,
B,(az) =1 (4.7)
A-@?i+3) B (), dans le 2¢ cas.

Soit alors feH,, une distribution nulle dans 2. Dans |z | # 0, f est &
support dans ¢ = 0, donc est de la forme ZXg,(x) ® 6% (¢) (cf. ScHWARTZ
[12], t. 1, th. 36, p. 101), avec g,(x)eD’'(R"), invariante par G et homogéne
de degré v + a(k + 1). Par suite, il existe des constantes ¢i et ¢; telles que

v+a(k+1) r+a(k+1)
gr(@) =cfu, 2 Hcgu_ 2+ hy(x),
ol h,(x) est une distribution sur R", invariante par le groupe G, nulle dans
Pouvert u(x) £ 0. Il en résulte (cf. [8], [11] et [13]) que A,(x) est combi-
naison linéaire des A,(x) et des B,(x). En exprimant que g,(x) est homo-
géne de degré v + a(k + 1), compte tenu des formules (4.1) & (4.6), on voit
que, dans |z | # 0,
v+a(k+1) v4a(k+1)

opy 2 +Pru_ 2, s8i k#k,(j) pour tout jeN,,
apu T + B, A,(x), si k=k,(),jeN,,

g (2) = (4.8)

o, et B, étant des constantes. Ainsi, dans | | 54 0, f est égale &
h=2Zg.(z) @ 6% (), (4.9)

ot les g, sont de la forme (4.8), la somme (4.9) ne comportant qu’un nombre
fini de termes.

Dans ¢ # 0, f est & support dans | x| = 0, donc est de la forme
ZP,(0/0x)d(x) ® h,(t) (ScHWARTZ, loc. cit.), ou P, est un polynéme homo-
géne de degré k. Comme f est homogéne de degré », il faut que A, () soit

homogene de degré ——ﬂj:——- au sens habituel, donc que dans ¢ 7% 0
i’+”+k v+n+k
(t) = a/;:t + a’lo ¥ ’

avec ai et aj eC. D’autre part, pour que f soit invariante, il faut que
P.(9/dx) soit, & un facteur constant prés, un dalembertien itéré. D’aprés les
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égalités (2.4) et (2.9), on a donc f = f, dans ¢ # 0, avec

f, = Zaf B}, + Za; B;, (4.10)

les sommes étant finies, a;, a; ¢C. Remarquons que,si 1> 0,
0,sij¢N., (4.11)
Pt BN EBHE 0 arrtog 1L B @ 000, s, k=)

Posons alors f; = f —f, —f,, avec (4.9) et (4.10). Il résulte de ce qui
précéde que f; est une distribution invariante, nulle dans le complémentaire de
I'origine, donc que f, est combinaison linéaire des distributions B;(x) @ 6% (t),
i, keN,j > n. Enfin, & l'aide des formules (4.1) & (4.7) et (4.11), en expri-
mant que f est homogéne de degré », on obtient le résultat suivant:

Proposition 4.1. Une base de l’espace vectoriel des distributions de H, nulles
dans 2 est formée des éléments

Ba(x) & a(k)(t)’ 7.€N:,, k= k:(?) ’
B, B;;, n <jeN, j¢ N,,

et, suivant le cas envisagé, des éléments

1€r cas: g g
“ 2kIBE 4 a(F 1)} 4,(2)® 0 (1), jeN., k = Ky (),
v+ a(k+1)
u, 2 Qo0¥M(), k #k,(j) pourtout jeN,, keN,
w9 @ 6W (1), jeN,, k = k,(j),
A;(x) @ 8®(t),jeN, —N,, k= k,(j);
2¢ cas: s
201 B — a(F 1yeu; 073) @ 600, jeN), k = k().
r+a(k+1) k,(j) pour tout jeN,,
w, *  ® 6B(), Nok # ,
k. (j) pour tout jeN,,
v+a(k+1)
u_ 2 @ 6 (), Nak £ k,(j) pour tout jeN,,
w0 @ §® (i), jeN,, k = k,(j),
A;(z)® 69(t), jeN,, k = k,(j);
3¢ cas:

26! BE —a(F 1)ru-0+D @ 6W (1), jeN,, k = k,(j),

v+a(k+1)

u, 2 @ 8%(¢), Nak + k,(j) pour tout jeN,,
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u=) @ 6@ (1), jeN, — N,, k = k,(j) ,
A;(x) ® 8(8), jeN,, k = k,(j).
Des lemmes 2.2 et 2.3 et des relations (2.14), (3.1) et (3.2) on déduit

M, pf = BE, (4.12)
MI . __(_l_ (""' ) k) ___ .
= — 5 4,(@) @ 8B, k = k()
— 1)
M= -2 By @ o), k= KG).
avec o = 4 dans le 1¢r cas, o = 2 dans les 2¢ et 3¢ cas,
v+a(k 1)

Mex :- (— a2 @ 8t (1) . (4.13)

Ces égalités et la proposition 4.1 entrainent:

Proposition 4.2. Les distributions de H, nulles dans Q sont contenues dans
M,K].

5. Espace H,, représentation paramétrique de H,

Cherchons & quelle condition 'image M,k d’un élément % de K| appartient
aH,.

Soient @eD(R"+!) et feD'(R"'). Si Le@, on a {f(Lz,t), ¢(z,t)) =
= (f(e, 1), yo(x, 1)), avee yy(z,1) =g(Lz,0). Or (v, 1) = p, 1),
de sorte que, d’apres la définition de M,, M, 9 = M, y;. Si he K, on a donc
Mok, ¢y = by M@y = by Myw,> = (MLh, v,>. Par conséquent, M.,k
est une distribution invariante sur R"+1,

Si maintenant A1 est un nombre > 0, on a <(f(dz, 1%t), ¢(x, t)) =
{f(z, t), pr(z, t)>, avec ¢y(x,t) = A~ "+¥g(A 1z, A-%t), et d’aprés (2.1),
or(v, t) = A-@+ (12, 1-9t). Pour Rv> — (a + 2), la définition (2.6)
donne done M, @) = A*M,p. Par prolongement naturel de cette égalité, en
tenant compte des formules (2.7) et (2.10) & (2.12), on obtient, pour tout
veC,

MEgy(s) = AV[Mi (6)+alog 2 2 (F ()), CA (%) ® 3% D(8), > s +

(F 19

(5.1)
+ (a(d) + pe)aloga x 5D gy o swon, «.v>sf],
jeN’, ky (7)-

avec a(d) = —log A dansle 1¢r cas, «(4) = 0 dans les 2¢ et 3¢ cas.



Distributions et opérateurs différentiels homogenes et invariants 221

Comme les distributions 4,(z) ® 0% (), jeN, et B,(z) Q@ s* (),
jeN. sont linéairement indépendantes (cf. [13]), il résulte d’abord de (5.1) que

0; = (Sia (_ l)kv(j)'sf): 7.€N,,, (52)
T, = ()¢, (— DBy (s)s7), jeN,, (5.3)

sont des éléments de K, . Il est clair que ces éléments sont linéairement indé-
pendants. Soit X, leur ensemble:

X, = {0;;jeN,} U {1;;jeN,}. (5.4)

et

D’autre part, pour que I'image M,k de heK. soit homogéne de degré v,
il faut et il suffit que

<M:h’ (pA> = (h, MV(PA> = A¢h, Mv(p>
pour tout @eD(R"*!) et pour tout 1> 0; d’apres (5.1) on a donc:

Proposition 5.1. Soit heK,. Pour que M.heH,, il faut et il suffit que
heH,, H, étant le sous-espace vectoriel fermé de K. défini par les relations

<hy o) = 0, pour tout peX, ,
avec (5.4).

H, est donc de codimension finie dans K. (cf. [1], § 4, th. 1):
codim H, = card N, + card N, .
D’apres (5.2), on a, pour jeN,,
{ajf, ;) = (£ 1)rD 5, keN, (5.5)
B, o> =0,n < keN. (5.6)
On peut écrire, pour s # 0, jeN,, k = k,(j),

) _rtat2 : -2
of = (£ DovWsf =|s|” " 2 (sgns)i(k|s]| 2).

On en déduit y*e(s) = (£ 1)is*, et

iy 0,0 =0, 1eN,, (5.7)
i, 05 =0, 1€N,, (5.8)
CGE, 0, = (£ 1)Yik!d,y, k=k,(j), ieN. (6.9)
La définition (5.3) donne, pour jeN.,
(o, 1) = 0, ke, (5.10)

PBE, 1) = (£ 1) 8, n < keN. (5.11)
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D’autre part, pour s 7~ 0, on a dans le 1T cas

v =log|s| (£ DuDsf,
et dans les 2¢ et 3¢ cas,
_rtat? _8 ,
r=|s] 2T T@E)(k|s]| ).
On en déduit, d’aprés (3.2),

d,;, dansle 1¢r cas,
Yy T = teN,, (5.12)
0, dans les 2¢ et 3¢ cas,

yi, 1> =0, ieN.. (5.13)

Dans le ler _
AR S8 AT 08 G, 1> =0, ieN; (5.14)

dans les 2¢ et 3¢ cas,
e, 1) = Y (& 1)k!6;, k= k,(j), ieN . (5.15)

Dans un espace vectoriel, désignons par [e;; 1eJ] le sous-espace vectoriel
engendré par les éléments e,, 1eJ, et notons @ une somme directe topologique.
Avec ces notations, la proposition 5.1 et les formules (5.5), (5.6), (5.10) et
(5.11) entrainent (cf. [2], chap. I, § 2, prop. 3)

K,=H, ®[«f;jeN,] ®[Bf;jeN,].
De méme, les formules (5.6), (5.9), (5.11), (5.14) et (5.15) donnent
K,=H, ®[e,;; 1eN,1 ®D[B};jeN,]. (5.16)

Le théoréme suivant montre que l'application M, : H, - H, fournit une
représentation paramétrique de H, :

Théoréme 5.1. L’application linéaire continue M. : K. — D' (R"+) induit un
1somorphisme vectoriel de H, sur H,.

En effet, on sait déja que M. est injective (prop. 3.3). Montrons que M !
est surjective. Soit feH,. D’aprés la proposition 1.1, il existe k, et h_eD'(R)
tels que <f, @) = <k, M} D> + <h_, M; D), pour tout PeD(2). Soit /,
la forme linéaire sur D(R)* définie par <hy, ) = <h,, 9> + <h_, o),
pour tout ¢ = (p*, ¢~)eD(R)2. En utilisant 'application L, du lemme 3.1,
on a <hy, 9> = {f, L,p> pour tout peD(R)?, d’ou il résulte que A, est une
forme lindaire continue pour la topologie induite par K, sur D(R)2. L’adhé-
rence de D(R)? dans K,, et X,, ont leur intersection égale & {0}. En effet,
les éléments de D(R)* annulent les formes linéaires continues f; et &,
alors que (B, 0> =0, (B, 1,0 = 84y, <&f, 0;> = k! 1,(» (formules (5.6),
(5.11) et (5.9)). Par conséquent, d’aprés [2] (chap. I, § 2, prop. 3) et le théo-
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réme de HAHN-BANAcH ([2], chap. II), il est possible de prolonger %, en une
forme linéaire continue sur K,, nulle sur X,, donc en un élément %, de H,.
Soit alors f, = M,h,; on a f,eH, (prop. 5.1), de sorte que f—f,eH,. Si
®eD(2), on a <f,, D) = by, M, D) = <{hy, M, D> = (f, D>, puisque
M, PeD(R)?. Ainsi f — [, est un élément de H, nul dans 2. Les propositions
4.2 et 5.1 impliquent que f —f,e M H,, donc feM H,, c.q.f.d.

En particulier, en vertu de la proposition 3.3, H, ¢ M.K! c S§'(R"),
donc:

Corollaire. Pour tout veC, les éléments de H, sont des distributions tem-
pérées.

6. Transformation de FOURIER. Espaces K, et K,

Pour tout veC, nous poserons

vV =—@w+n+a). (6.1)

On démontre aisément la proposition suivante (cf. [6], prop. 2.2 et 3.1, voir
aussi [3], [9] et [13]):

Proposition 6.1. Pour tout ve C, les transformations de Fourier F et F
induisent des tsomorphismes de H, sur H, , avec (6.1).

Désignons par K. le sous-espace vectoriel de D'(R"+!) image de K,
par M,: K, = M.K.. En vertu de la proposition 3.3, les distributions de
K, sont tempérées. D’autre part, d’aprés (5.16), (4.12), (4.13), (2.9) et (2.4),
puisque M/ est un isomorphisme vectoriel, on a

K,=H, ®[u_0+ ® 6®(t); k = k,(j), jeN,]
®[OF78(2) @ t7 %+ ; k = k. (j), jeN.];

d’aprés [2] (chap. I, § 2, corollaire 4 du th. 2 et prop. 3) K/ est un sous-espace
fermé de D'(R"*l) ou §'(R"+), et le deuxiéme membre de (6.2) est une
somme directe topologique.

(6.2)

Notons K, l'image par F de K., avec (6.1). De (6.2) on déduit
K, = H, ® [F(uZ9 @ 6®(t)); k =k, (j), jeN,/] (6.3)
® [F(OF "8 () ® t75), k =k, (j), jeN,1, |

K, étant également un sous-espace vectoriel fermé de D' (R"+) ou S’ (R"H),
et le second membre de (6.3) une somme directe topologique. Nous allons



224 PIERRE JEANQUARTIER

remplacer les transformées de FOURIER figurant dans (6.3) par des expressions
licites. . . .

explicites. On a Fo® (t) = (it)k, F (37(z) = (— u) .

De I'expression de Ft) lorsque A n’est pas un péle de 3 (cf.[4]) on déduit,
par prolongement naturel,

)k
Ft3 4+ = ( k!Z) [ckt"——i%sgnt t"+t"log|t|]

pour tout £eN, avec ¢, =1 —1——%—}—...—}——,1;—}—1"(1).
De la méme fagon (cf. [4]), on obtient pour jeN, dansle 1T cas,

2
- . — 7 AP
alw—" + al (uf‘" log |u| + -Q—A;;..,-_l), sl j<mn,
FuZ"+D —= i . . ~ L= =
aju—" 4 ajwi"log | w| + al(w—"log?| u| —n?(—1)-"ui-"),
sij=m;
dans le 2¢ cas, _ a .
FuZUD = plu? ™13 4+ blu’t'1"7 log | u |;
et dans le 3¢ cas,
clui=" 4 c{'A;;_j_l, si j<m,

Fu:(f+1) p— _ _
cou " + cjul""log |u|, si j=mn;

les al, bi, ¢! sont des constantes non nulles. Les distributions u} log|u],
égale & Y(+u)|w[*log|u| pour RA> —1, et u}log?|u|, égale &
Y(+u)|u|*log?|w| pour RA>—1, sont définies par prolongement
naturel pour tout 1eC'; on pose, pour 1 entier de signe quelconque,
urlog®|u| = uh logh|w| 4+ (— 1) u* logk |u|, k=1, 2.
Remarquons que les éléments suivants font partie de H, (formules (4.1) &
(4.6)): Wi @ tk, wi @ sgn tt, k = k. (j), jeNL,
A i1 Qt, k=EFk,(j), jeN,,, 1T et 3¢ cas;

et, dans le 1€ cas,
W Qtk, k=k,(j), jeN,,,

W Rk, k =k, (), n <jeN,,
2ui— @ thlog |t —aw~"log | u| ® t*, k =k, (j), jeN.;

dans le 2¢ cas, o
u?_+1——2_ ® tk, b = kvl (?.), ]‘EN’,I;
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e s Py
dans le 3¢ cas, W Qtk, k==Fk,(j), n <jeN,. .

De ce qui précéde et de (6.3) on déduit, dans le 1T cas:

K,=H,® [Wlog|u|®tk; k=k,(j), n>jeN,]
® [Wrlogt|u| ®th; k=k,(j), n <jeN,] (6.4)
@ [ Qtklog|t]; k=kl(j), jeNL],
dans le 2¢ cas:
K,—=H, ® W Flog|u| @; k=k,(j), jeN,] (6.5)
® [ @tlog|t|; k =kl (j), jeNL],

dans le 3¢ cas:

K=H ® [W™Qt; k=F,(j), n>jeN,]
® [Wlog|u| @t; k=k,(j), n <jeN,] (6.6)
® [WrQtlog|t]; k =k (), jeN.].

On a également K, = F K.,. On peut donc énoncer:

Proposition 6.2. Pour tout veC, les transformations de Fourigr établissent

des isomorphismes F et F de K, sur K. etde K. sur K,., avec (6.1), K, et
K. étant les sous-espaces vectortels fermés de S’ (R"t') définis par (6.4), (6.5),
(6.6) et (6.2).

7. Opérateurs différentiels homogénes et invariants

Soit H = U H, le sous-ensemble de D’(R"+!) formé de toutes les distri-
veC

butions homogénes et invariantes. Cherchons & déterminer 'opérateur diffé-
rentiel linéaire & coefficients constants D, le plus général, qui conserve H.
Comme la mesure de Dirac ¢ appartient & H, il faut que DdeH, donc que
FD¢ soit un polynéme P de H (prop. 6.1). Par conséquent, P est de la forme

P(u,t)= XA, ute.

Supposons que P ait au moins deux termes non nuls, A, #0,4,, #0.
A étant 1 ¢ &t 11 2
etant le degré d’homogénéité de P, on a

A= 2j + ak, = 2j, + ak,, (7.1)

d’(?l‘l Von déduit %, #k, et a = 2(j; —7j,)/ (k, —k,). Ainsi, pour qu’il
€xiste des opérateurs conservant H ayant plus d’un terme, il faut que a soit
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rationnel. Dans la suite, nous supposerons que a est rationnel et poserons

a = 2—&— N (7.2)
avec b et ¢ entiers > 0 premiers entre eux.
Cela étant, (7.1) entraine j; — j, = ab et ky — k, = ac, « entier rationnel
# 0, d’ott I'on déduit m
P(u,t) = uttk X a,uidgtm-ic (7.3)
j=0
avec h,k,meN,a,eC,a, et a, 0. Si P n’a qu'un terme non nul, P est
de la forme (7.3) avec m = 0. Considérons le polynéme

m
Q(s) =2 a8 (7.4)
j=0
formé avec les coefficients de P. Soient z;,j =1,2,..., m, les zéros de Q.
On a m
Qs)=ua,Il(s—z), . (7.5)
j=1
d’ou m
P(u, t) = uktk+mQ(ubt-°) = a,, urt*II (u® — 2;1°) .
j=1
On a done:

Théoréme 7.1. Tout opérateur différentiel linéaire a coefficients conmstants
conservant H est de la forme

D—(— O3 5) Lai—ore(35)mr. (7.6)

avec h,k, meN,a;eC, a, et a, % 0. Pour tout v'eC, D applique H, dans
H, , avec ‘u,'zv'——-2h——-a,k——2bm- (7.7)

w

D est produit d’une constante et d’opérateurs des types suivants:

0 2\
D ’ _a"i', D - Z( at)
z, nombre complexe non nul.

Par transformation de FOURIER, 'application D: H,, — H,., est remplacée
par FDF'=P:H, > H,, avec (6.1), P desxgnant la multlphcatlon par le
polynéme (7.3). Nous allons montrer que Py = M,*PM,: H, - H, (théo-
réme 5.1) est la restriction & H, de la transposée P K, > K, 7 d’une appli-
cation linéaire continue P: K, — K,. Considérons d’abord le cas des opéra-

on a alors les résultats suivants:

0
teurs ] et 5
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Proposition 7.1. Pour tout veC, Uapplication

o:¢ = (¢, ¢7) >o0p = (sp*, s¢7), (7.8)

de K,., dans K, est lindaire continue. Sa transposée o' : K, —~ K, ., est une
application linéaire continue telle que Vapplication M, ,0' M, : K, — K,,,
soit égale a la multiplication par w. o' applique H, dans H, ,.

Soit en effet @eD(R"*!). D’aprées (2.6), pour Rv > — (@ + 2), on a
ME(u®) = sME ,P, relation qui reste vraie pour tout veC par prolongement
naturel. Il s’ensuit que l'application (7.8) est linéaire de K, , dans K

(prop. 3.2), et que M, (u®) =M, P
pour tout @ eD(R"1).

Remarquons que si jeN,,, alors j-+1eN, et £k, ,(j) =k, 1).

Inversement, si jeN,,j>1, alors j —1eN,,. De méme, si jeN,,,,

alors j 4 1eN, et k, ,(j) =k,(j+1); si jeN,,j>n-+1, alors j—1eN,

v+2

(formules (2.16) & (2.19)). D’aprés (3.2) et la remarque précédente, si
peK, 5,y =0p, ona

1 4

r+a+2 ___a_ .
pE(s) =8| = sgnsy® (L8| 2)4logls| X (L1 Ly, ,pps +
1<jeN,
+y@E)log|s|_ T (4 1)<y, @dsl,
n+4+1<jeNy
d’ou
1= (09) = £ 2%, (7.9)
0, si =0, v (7.10)
v o) = L jeN,, 7.10
’ <‘}’,~-1, (P>’ Sl 7> 1 ’
. 0, si j=m, o
<»y’.,o'(p>= , o _ jeN,, (7.11)
i1, 90, 81 j=n+ 1.

Il ’ensuit que o: K,,, — K, est continue.

Soitf = M'heK.,avecheK,. On a (uf,®> = (M., u®y = <h, M, (uD)) =
=<h, oM, P> = (M, 40"k, D), pour tout PeD(R"+). Grice & la propo-
sition 3.3, il en résulte que M. ,,0' M.~! = w. Comme la multiplication par

applique H, dans H,,,, on en déduit que o' H, c H,,, (théoréme 5.1),
c.q.f. d.

Proposition 7.2. Pour tout veC, Papplication

n:e = (p*, ) > np = (p*, — @), (7.12)

. . . ! !/
de K,,, dans K, est linéaire continue. Sa transposée n': K, — K, , est une
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application linéaire continue telle que M. o' M,1: K, — K,,, soit égale a la
multiplication par t. n' applique H, dans H, .

En effet, pour @eD(R"*') et pour Rv> —(a + 2), on a, d’aprés (2.6),
ME@Ed) = + ML P, relation qui reste vraie, par prolongement naturel,
pour tout veC. Il s’ensuit que l'application (7.12) est linéaire de K, , dans
K, (prop. 3.2), et que M (D) = M,, &,
pour tout @eD (R"H).

D’autre part,ona N,,, ¢ N, et,si jeN,, ., k,(j) = k,.4(j) + 1. Inverse-
ment, si jeN, et k,(j) > 1, on a jeN,,,. Deméme, jeN,,, siet seulement
si jeN, et k/(j) >1; on a alors k,(j) = k., ,(j) + 1 (formules (2.16) &
(2.19)). 11 en résulte, en vertu de (3.2), que si peK,, ,, v =79,

v4+a+4+2

pE@E) =1s|" = (xis| ) e(L£[s| 2)+
+log|s| Z (£ DE0y;, pp sl +y(s)log|s]| X (£ 1)<y, gdsl.

kvy;efggl kifyl;;vl

On a done xE (o)) = sxFe(s), (7.13)
0, si k,,(]) =0, .

o> ={<m,<p>, g ko>, (7.3

o 0, si k,(j) =0, N )
i) = o JjeN,, (7.15
’ @i o), si BG) > 1.
On en déduit que #: K, , - K, est continue.

Si f=M.heK,, heK,, on a <(tf, ®> = (M,h,t®) = (b, M,(tD)) =
=, gM,, D> = (M, . n'h, D>, pour tout ®eD(R*), d’out (prop. 3.3)
M, .n Mt =t. Comme la multiplication par ¢ applique H, dans H,..
il en résulte que »'H, ¢ H,,, (th.5.1),c.q.f. d.

Soit alors D un opérateur différentiel de la forme (7.86), le polynéme associé
étant donné par (7.3). Des propositions 7.1 et 7.2 on déduit:

Proposition 7.3. Pour tout veC, o et n étant les applications linéarres
définies par (7.8) et (7.12), m
P = ghyf X a,git pim-he (7.16)

j=0
est une application linéaire continue de K, dans K,, avec
p=v -+ 2h 4+ ak 4 2bm . (7.17)

La multiplication par le polynéme P(u,t) induit une application linéaire
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continue P: K, — K",, avec (7.17), telle que M, *PM, soit égale & la trans-
posée P': K, > K, de P: K . > K,. Lapplication P' induit une application
linéaire continue Py de H, dans H,.

Enfin, grace a la proposition 6.2, on a:

Théoréme 7.2. Pour tout +v'€C, Uopérateur D donné par (7.6) applique
K, dans K, avec (7.7).

8. Application P

Soit ¢ = (p*, p7)e K,. D’apres (7.8) et (7.12), I'image de ¢ par l'appli-
cation (7.16) est Pp = (P ¢*, P_¢p~), avec

P (s) = (& 1)k+meshtQ((£ 1)), (8.1)
@ étant donné par (7.4). Les polynémes P, et P_ ne sont pas identiquement

nuls (on suppose a, et a,, # 0); par suite:

Proposition 8.1. L’application linéaire continue P: K, — K,, avec (7.17),
est injective.

Cherchons a déterminer I'image PK, de P. Soient ¢ = (p*, p7)eK, et
y=Po = (y*, y7)ek,.

On a P(s) =s"Q (), @.(s) étant un polynéme 7 0 pour s=0. Par
conséquent, en considérant la partie

Zy={of,07; 0<j<h}U {B], B7sn <j<n+h} (8.2)
/
de K,, ona <h, >y = 0, pour tout heZ?. (8.3)
Soit 7, un zéro réel d’ordre n, de Q_ (s). De I’égalité y* (s) = s*@_ (s)p* (s),
on déduit que <(6f(s —r,), v> =0, pour tout k<mn,, ou df (s —r, et
05 (s —7,) sont les éléments de K/ définis par

<6;c£(8 —70): 'P> = Dk‘/’i (’)"0), kéN, 'l{JGK,, ¢

Soient alors z;, 1 <j << m/, les zéros réels distincts de Q(s), z; étant d’ordre
n;. D’aprés (8. 1), les zéros réels r, de @, () sont les nombres tels que (+1)°r; =
= z;, pour un entier § > 1, j << m'. Considérons la partie Z. de K, définie
de la fagon suivante:

{08 (s —r,;), 05 (s +1;);r;€R, v =2}, sibetcsontimpairs,
Z,= {6 (s —ry), 0 (s———r,.);rjeR,r’,’-zz,.}, si b est impair et ¢ pair, (8.4)
{05"%1 (8 —r,), O % (s +1;);7;> 0,7 = | 2|}, sibest pairet cimpair,

18 CMH vol. 39



230 PIERRE JEANQUARTIER

Pentier j prenant les valeurs 1, 2,...,m' et £ lesvaleurs 0,1,...,n;, —1;
Z! = @ si Q n’a pas de zéro réel. Avec ces notations, on a donc
<h, p> = 0, pour tout heZ:. (8.5)

Les formules (7.9) et (7.13) entrainent

xEp(s) = (& 1)*s* X a,; (£ 1)ibstm-DeyEg(s).

i=0
Par suite, en posant Z: = {eF,e7;0<j<k}, (8.6)
on a ¢h, > =0, pour tout heZ?. (8.7)

D’aprés (7.10) et (7.14), 81 jeN, et 0 <A < m,
{Pis 0.h+)‘b7)k+(m—-?\)c(p>
est égal & <y, _xn, @) si 7 =h+ 2b et k,(j) >k + (m — A)c, et est nul
dans les autres cas. Soit N I'ensemble des jeN, pour lesquels existe un
entier 1,0 <A <m, telque 7 >h+ Ab et k,(j) =k + (m — A)c. On a
N,= (i +h+Ab;ieN,, 0 <A <m}.
est vide si et seulement si N, lest. Si jeN, ——1\7,, on a {y;,y> =20,

N,
et si jeN,, ) = Zay <y, @,

la somme étant étendue & tous les entiers 1,0 <1 < m, et teN,, tels que

t+h+ Ab=j. _
Supposons que N, # @, done N, #* &, et posons

'n“—cardN z MmmN sP=maxN“.

N,= {t,,% +0b,5, + 2b,. ..,8F},
={i4+h;teN,JU {8, +h+ 2b;1 <A< m}, (8.8)

de sorte que card N ,=mn, +m. Les m, nombres (y,, 9>, teN,, sont liés
par les n, + m relations linéaires

On a

<}’i,,+h, )2 = 20 <?iﬂ’ ®>

<yi”+h+b’ vy = ay <’)’i”: > + a <7)i”+ba @)
ot V2 = et Vi @ G Yy @)
<ya”+h+b, w> = a’wy <7i”9 ¢> + .o + a, <ys”, (P>

Foyrnimos ¥ = O Vs> 97 -
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ol I'on pose ay=0 si A>m. Le déterminant des coefficients des <y,, ¢)
dans les m, premiéres relations vaut ag» # 0. On a donc m relations de com-
patibilité <(Ly,y> =0,1 <A< m, oules L, sont m éléments de K,
linéairement indépendants:
L)= Ve, +nedo T a(-)-””.)-'l“vAg\yi-i-h’ 1<Aism, (8.9)
1€ u

A% étant le mineur de X, dans la matrice

O X i u X t #+ b X 8 u
Axryn a1 Qy ay a, a1
a’A+n ,‘——2 O a’O a’n ”-—2

a 0 0 @,

Posons . {y,;7€N,}, si— N, =2, (5.10)
{yi;jeN,—N,} U {Ly,...,L,}, si N, #2.
Avec ces notations, on a
<h, > = 0, pour tout heZd. (8.11)

De méme, soit N, " Iensemble des jeN., pour lesquels existe un entier
0L A< m, tel que j>n+h+ Ab, k() =k 4+ (m—Ac. N, est
vide si et seulement si N ," Pest.

Si N, # @, posons

/

/
n, = card Nﬂ

, i, = min N,,,
Nl = (i, i, +b,i, +2b,...,8.},
N ={i+hieNJU s.+h+21b;1<A<m}. (8.12)

Soient L;,..., L, les éléments de K, définis par

14 /
sywmaxN”.
On a

Ly =Veamn + 0" Z ALy, 1<A<m, (8.13)

N ’
teN A

A'S étant le mineur de X, dans la matrice

0 X.. ’ Ve X

‘u tutd 3
Arpn’,a a a @1
Qrtny—2 0 @ srs Up,—2

a) 0 0 @,
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Considérons la partie Z/* de K définie par
{rj;ieN,}, si N,=2,

Zis = I, oz ’ N / / N (8.14)
{vj;jeN, —N3YU{Ly,...,L,}, si N, # 2.
Comme précédemment, (7.11) et (7.15) entrainent
<h, w) = 0 pour tout heZ)®. (8.15)

Inversement, si peK, vérifie (8.3), (8.5), (8.7), (8.11) et (8.15), il existe
peK, tel que p = Pp. On a donc:

Proposition 8.2. L’image PK, de Vapplication P:K, — K, est le sous-
espace vectoriel fermé de K,, de codimension finie, formé des weK, tels que
<hywy = 0, pour tout heZ,, ou Z, estla partie

Z,=Z0Z vZ:uZ3u Z} (8.16)
de K., avec (8.2), (8.4), (8.6), (8.10) et (8.14).

Enfin, on vérifie que si y = Py -0 dans K,, alors ¢ —0 dans K,
(cf. TENGSTRAND [13], lemme 8.1 et ScaWARTZ [12], t. 1, p. 123). Par suite:

Proposition 8.3. L’application réciproqgue P=': PK, — K, est continue.

9. Applications P’ et P, opérateur D

A tout opérateur D de la forme (7.6), associons le nombre
d=2(2h + my + k), (9.1)

m, étant le nombre de zéros réels du polyndéme ¢ (s) donné par (7.4) (dans
[7], 1a valeur de d indiquée est inexacte).
Pour tout veC', posons

n, = card N,, n, = card N/, (9.2)
avec (2.18) et (2.19).
11 est clair que les éléments de la partie Z, de K. définie par (8.16) sont
linéairement indépendants, et que leur nombre ¢, est fini:

¢c,=cardZ,=d+mn, —n, +n,—mn (9.3)

e
D’aprés la proposition 8.2, PK, est orthogonal & Z,, donc est un sous-
espace fermé de codimension ¢, dans K, ([1], § 4, n° 6). Par suite ([2], chap. I,
§ 2, prop. 3), K, est somme directe topologique de PK, et d’un sous-espace

de dimension ¢,. Compte tenu de la proposition 8.3, il en résulte que la trans-
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posée P': K, - K ; est surjective. D’autre part, les éléments f de K/ tels que
P'f = 0 sont ceux qui s’annulent sur PK, ; ce sont donc les éléments du sous-
espace vectoriel [Z,] engendré par Z,([1], loc. cit.). On a ainsi montré:

Proposition 9.1. L’application transposée P': K, — K, est surjective. Son
noyaw est le sous-espace vectoriel [Z,] de K,, de dimension c, (formule (9.3)),
dont Z, (formule (8.16)) est une base.

Cherchons & déterminer le noyau et I'image de I’application P,: H, — H,
induite par P'. Rappelons d’abord que, pour tout veC, H, est le sous-espace
vectoriel fermé de K|, de codimension n, -+ n,, orthogonal & la partie libre
X, de K, (prop. 5.1). Nous désignerons par [X,] le sous-espace vectoriel
engendré par X,. Si jeN,,,, ona o0,eX,,, et (prop.7.1)

00; = 0;,,€X,; (9.4)
si jeN,,,, ona 7,eX,,, et (prop.7.1)
0T; = T;.,€X,; (9.5)
si jeN,,,, ona o0,eX,. , et (prop.7.2)
no; = 0;€X,; (9.6)
si jeN,,,, ona 7,eX,,, et (prop.7.2)
nt; = 1,eX,. (9.7)
D’aprés (7.16), les relations (9.4) & (9.7) montrent que
PX, c [X,]. (9.8)

Le noyau de P': K, - K, étant [Z,], celui de P, est Py1(0) =
= [Z,]n H,. Mais P,1(0) est aussi le noyau de P’application linéaire « de
[Z,] dans C™+", quiahe[Z,] fait correspondre le vecteur ah = (<b, @) gex,
(prop. 5.1). Soit g, le rang de «, c’est-a-dire le rang de la matrice

M = (<A, q7>)hezp, p€Xy* (9.9)

On a dim[Z,]=c, =9, + d,, en posant d, = dim P;~1(0); donc d, =
=c¢,—p,, et:

Proposition 9.2. Le noyau de Pg:H, > H, est le sous-espace vectoriel

H,N[Z,)] de H,, de dimension d, =c, —p,, avec (9.3), o, étant le rang de
la matrice (9.9).

Soit W = [X,] n PK,. Daprés (9.8), on a P[X,] c [X,], donc
P[X,] c W. Soit V, un supplémentalre de P[X,] dans W: W= PX®7V,.
S()lent enfin Y, un supplémentaire de W dans [X ,] et ¥; un supplémentalre
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de PK, ®Y, dans K,:[X,]=P[X,]®V, ®Y,,K,=PK, ®Y,® Y,
(cf. [2], chap. I, § 2, th. 2 et prop. 3).

Soit geH,. Il existe feK, tel que g = P'f (prop.9.1). Si yePK,,
on a {f,y>)=<f, PPly) =<9, Plyy; sur Y, @D Y,, [ est arbitraire.
Pour que feH,, il faut et il suffit que f s’annule sur [X,] (prop. 5.1). On peut
toujours supposer que f est nulle sur Y,.Sur P[X,], festnulle, car <{f, y) =
= (g, Ply) = 0, puisque Plye[X,] si yeP[X,]. Par conséquent, pour
que feH,, il faut et il suffit que (f, y) = (g, P-1y) = 0, pour tout peV,.
Ainsi, Py H, est le sous-espace vectoriel de H,, de codimension finie égale
a la dimension de V, (cf. [1], § 4, th. 1), orthogonal & P-1V,.

PK, étant orthogonal & [Z,] (prop. 8.2), W est le noyau de l’application
linéaire g de [X,] dans C°, avec (9.3), qui & @e[X,] fait correspondre le
vecteur Bo = (<h, ¢>)sez,- On a donc dim W = dim [X|] —g,, o, étant
le rang de 8, c’est-a-dire le rang de la matrice (9.9). D’autre part, dim W =
= dim V, 4 dim [X,]. Comme dim [X,] =n, 4 n,, on obtient dim ¥V, =

/ 7
n, + n, —n, —n, —e,. On a done:

Proposition 9.3. Limage PyH, de Uapplication Py:H,->H, est un
sous-espace vectoriel fermé de H,, de codimension finie e, :

. ! / 7
e, = codim P H, =n, +n, —n, —n, —po

" ., (9.10)

avec (9.2), o, étant le rang de la matrice (9.9).

D’apreés les formules (9.4) & (9.7) et (7.16), on a, si jeN,,
m
GiGXw Po; =A%alai+h+/\b€{xv] ’

et si jeN’ jd
TERu ‘r,eX#, Pz, = YaytnneelX,],
A=0

avec a, # 0. Par suite, si N, # o, une partie libre de K, équivalente &

{o;;7eN,} est (Po,; jeN,} U (0,3 jeN,, j —he N, } .

De méme, si N, # @, une partie libre de K,, équivalente & {7,;jeN,} est
{P1,; jeN:‘} U {z;; jeN., j —th;} .

Par conséquent, en vertu des formules (5.8), (5.13) et (8.14), le rang o,
de la matrice (9.9) est égal & celui de la matrice

M’ = (Kb, 9D ez, pex s (9.11)
7 =7, —78, (9.12)
X, = {0;;jeN,,j —he N} U {1,; jeN,, j —h¢ N} . (9.13)

avec
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Comme M’ est de rang p,, il existe card X, —p, = e, éléments linéairement
indépendants 7,, 1 <t <e,, du sous-espace vectoriel [X,] engendré par X,
tels que <Ah,n,> =0, pour tout heZ,. Les éléments 7, engendrent un
supplémentaire V, de P[X,] dans PK,6 n[X,], donc:

Proposition 9.4. L’image de Po: H, — H, est le sous-espace vectoriel de
H, formé des éléments heH, tels que

h,Plp>=0,i=1,2,...,¢,, (9.14)

N> Mas -« +» M, 6lant e, éléments linéairement indépendants de [X "1 (formule
(9.13)), contenus dans PK, (donc tels que <h, ;) = 0 pour tout heZ,).

Des propositions 6.1, 6.2, 7.3, 9.1, 9.2 et 9.3 on déduit les théorémes
suivants:

Théoréme 9.1. Pour tout v'eC,u’' =v' —2h —ak —2bm,v= — (' +n+a),
p=—(u'+n-+a), Vopérateur D défini par (7.6) induit une application linéaire
D: K, - K, surjective, dont le noyau est de dimension finie c,, avec (9.3),
(9.1) et (9.2).

Théoréme 9.2. Avec les notations du théoréme 9.1, pour tout v'eC, Uappli-
cation linéasre D : H,, — H,, a uneimage de codimension finie e, et un noyau
de dimension finie d,. On a d—=d+e,, (9.15)

ou d, donné par (9.1), ne dépend que de D; e, est domné par (9.10), avec
(9.2), p, étant le rang de la matrice (9.11).

Remarque. La valeur minimale de la dimension d, du noyaude D: H,, —H,,
est donc d et est atteinte lorsque e, = 0, c’est-a-dire lorsque I’application
D:H, - H, est surjective. Cela a lieu en particulier si N, et N’ sont
vides, auquel cas H,, = K,, et H,, = K. .

La mesure de Dirac ¢ appartient & H, c K, pour u' = —(n 4 a).
En outre, F6 = 1eH,. Ona N, = N, = @, donc H, = K,. D’aprés (3.1)
et (3.2), si peK,, p*(s) et p—(s) sont intégrables sur R, et I'égalité

<L, @) = fpt(s)ds + fp~(s)ds
définit un élément noté 1 de K,. En vertu de (2.6), on a (M, 1, D) =
=<1, M,®> = (1, > pour tout DeD(R"), c’est-a-dire M,1=1. Le
théoréme 9. 1 et les propositions 6.1, 7.3 et 9.2 & 9.4 entrainent donc le résultat
suivant:

Théoréme 9.3. Soit D Popérateur défini par (7.86), et posons v' = —(n +a) +
+2h +ak 4+ 2bm,u’ = —(n 4+ a),y = — (2h + ak + 2bm), u = 0.
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L’ensemble des solutions élémentaires de D, contenues dans K, , a au moins
un élément, et forme une variété linéaire affine de dimension c,, avec (9.3).

Pour que D admette une solution élémentaire dans H, donc dans H,., il
faut et il suffit que

a ni (8) n; () 5. _
{1, Py = P.(5) ds + P_(s) ds =0, (9.16)
pour ¢+ =1,2,...,e,, avec (9.10), les 7, étant les éléments de K, considérés

dans la proposmon 9.4, et P_, P_ les polynomes (8.1). St la condition (9.16)
est vérifice, 'ensemble des solutions élémentaires de D contenues dans H,, forme
une variété linéaire affine de dimension d,, avec (9.15).

10. Exemple

Comme exemple, considérons I’opérateur

1 a me
. mb .
D= (—0) z(i at) , (10.1)
obtenu lorsque A=k =0,ay= —2+#0, a, =1,Q(8) =8™—2, m>1

(formules (7.6) et (7.4)).
Examinons dans quels cas D admet une solution élémentaire dans H,

c’est-a-dire dans H,., avec »' = — (n 4+ a) + 2bm. Posons y' = — (n + a),
Yy = — 2bm, u = 0.
D’aprés (2.18) et (2.19), on a N, = N, = & et, avec AeN,
={Ab—1;1=21,2A<m—1}; (10.2)

si n est pair,

' Ah—1: .
Nv'—'{lb ls 222()’

A m—1}; (10.3)
si n est impair,
@, si ¢ est impair,

N, = {Zb——-b+3 n+ b (10.4)
2

A= T , A< m}, si c est pair.

D’aprés (2.16) et (2.17), on a
E,(Ab —1) = (m — A)c —1; (10.5)
kl(Ab — 1) = (m — A)c — 1, si n est pair, (10.6)

k;(lbwb;3)=(m——l+—;—>c—-l, si n est impair. (10.7)

En vertu de (8.2) et (8.6),ona Z° =2 = .
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Le nombre de zéros réels de Q(s) est

2,81 m est pair, z> 0,
my =4 1, 8i m estimpair, zeR,
0, dans les autres cas.

D’aprés (8.4),ona Z. = @ si my=0. Si my, = 1, soit 2, le zéro réel de

@; ona (85 (s—r), 65 (s + 1)), si b et ¢ sont impairs,

Z! =1{ (6§ (s —r), 05 (8 — 1)}, si b impair et ¢ pair,

{022 (8 —1y), OF"*(s+ 1)}, si b pair et ¢ impair,
avec r,eR, ! =2 si b est impair, et 7, >0, 72 =]z | si b est pair. Si
my = 2, soit z, > 0 le zéro positif de Q et soit r;, > 0 tel que ! =z2,; ona

Zy= {0 (s —11), 05 (s + 1), 8 (8 —1r), 6 (s +m)}.
Comme N, = &, la formule (8.10) donne
Zy = {y;; jel,}.
Nous avons & déterminer le rang o, de la matrice

M’ = (b, 9D)nezs pexy
avec Z, = Z' U Z®, X, étant donné par (5.4). Le nombre e, = n, + n, —p,
en résulte (formules (9.2) et (9.10)). Nous devons ensuite former des combi-
naisons linéaires 7,,...,7, des éléments de X,, de maniére que les #;
soient linéairement indépendants et que <k, 7n,> =0, pour tout heZ,

(th. 9.3 et prop.9.4). Les 7, se déduisent des relations linéaires entre les
vecteurs colonnes de la matrice M'. Nous poserons

Y = {771, Nas « o s ne,}'

Dans le 1er cas, d’aprés (5.7) et (5.12), on a g, = p + n,, avec (9.2), o
étant le rang de la matrice

M = (<h, 0'5>)heZ}, jENy *
Dans les 2¢ et 3¢ cas, (5.7) et (5.12) montrent que g, est le rang de

M'" = (Kb, o;) <h, Ta">)hez}, jENy, j7€Ny *

Pour tout teR, posons £, =1t si t >0 et t, =0 si t<0. Si n, =
=card N, > 0, soit s, = max N, etsi n, = card N.> 0, soit s, = max N,.
Posons )

Nl—_:{g’ sin <1,
’ N,— {s,}, si n,>1,

. /
N?:{Q’ sin <1, (10.8)

N — (s}, si n)>1,
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N —l? sin <2,
*7 | N, — {s,,s, —b}, si n,>2,

N,z__:{z, si n, <2,

N — (s, sl —b}, si n.>2. 1H.R)

Avec ces notations, ’étude de la matrice M'' conduit aux résultats suivants:

Dans le 1¢r cas,

0, = min (n,,mo)+n,',,e,=: (r, —my), .
On peut prendre
{o;;7€N,}, si my=0,
Y =1 {0y, —20;;jeN,}, si my=1,
{04020 — 21055 JeN}}, si myg= 2.

si my=0,

Dans les 2¢ et 3¢ cas . . .
’ { ousi my >1 et ¢ impair,

dans le 2¢ cas, si ¢ est pair, —;— impair,my =1 et 2> 0,
@, = min (nw mo) -+ min (ni, mo) ’
e, = (nv - m0)+ + (n: - m0)+ )

{o;; jeN,} U {rj;;ieN:}, si my=0,
Y = {0'5+b_z1‘71;7.€N1}U {75+b_z175?f€N:1}, si my =1,
{0'5+2b—"zi°'5§9.€N3} u {Tf+2b—z§'”i;fi€N:2}, si my=2.

. . dans le 2° cas si — est pair,
Si ¢ est pair, my=1,2>0, 2

ou dans le 3¢ cas,

0, = min (n, + n., 1),

6,=(%,+ﬂ:~—1)+.
Y peut étre pris égal &

{0110 — 2103 JeN} U {T540 — 21753 7.€N:1} J
augmenté de y(r)ry~*o, — 1., 8i n, et n, sont tous deux > 0.
Sic est pair, my = 1, 2 < 0, dans les 2¢ et 3¢ cas,
0y = min (nv’ 1)’ €, = (nv - 1)+ + n: ’

Y = {0,5p —%0;;jeN}} U {r;;jeN,}.
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. C .
. . ) dans le 2¢ cas si — est pair,
Si m, = 2, et sic est pair, 2

ou dans le 3¢ cas,
12,8 n, =2,
&%=\ n, +min @, 1), si n, <2,
. — n,+mn —2, 8 n>2,
’ (n, —1), si n,<2.
On peut prendre Y égal &
{0300 — 23055 JeNS} U {1;,, — 2,755 j€N,'},

augmenté de (rio, _, + 0,,)y(r)rp ™" — 27, si n,>2 et n, >1.

. .. C . .
Dans le 2¢ cas, si my = 2, ¢ pair, 3 lmpair,

¢, = min (n,, 2) + min (n, 1),
e, = (n, —2), + (n, — 1),
Y = {052, — 2105 N3} U {Tj0p — 2 7;; jeN,'} .
Lorsque e, =0, Dlapplication D:H, —H, est surjective (th.9.2),
donc D admet une solution élémentaire dans H,,. Si e, > 1, pour que D

admette une solution élémentaire dans H,,, il faut et il suffit que les conditions

(9.16) soient vérifiées, donc que <1, P-'yn)> =0, pour tout neY. Compte
tenu des formules (10.2) & (10.7), on en déduit:

Proposition 10.1. Pour que Uopérateur D défini par (10.1) admette une solution
élémentaire dans H, , il faut et il suffit qu'une des conditions suivantes soit
satisfaite :

dans le 1°T cas:

1) b et ¢ impairs, m < my, + 1,
2) b impair et ¢ pasr,
3) b pairet ¢ impair;

dans le 2¢ cas:

1) b et ¢ impairs, m < my+ 1,

2) b impair, cet —;— pasrs,
3) b imoai e £ r o2
pair, ¢ par, 2 mmparr, m < + el

4) b impair, c pair, —g— impair, m< -+ -+ — et

) b pair et ¢ impair;
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dans le 3¢ cas:
1) b et ¢ impairs, m < my+ 1,
2) b wmparr et ¢ pair, n
3) b pairet c imparr, m<—2—g+l+mo.

Notons que la condition m < m, + 1 n’est réalisée que pour m =1 et
pour m = 2,z2> 0.

11. Application M, (cas euclidien)

Dans le cas euclidien, & partir de 'application (x,t) - ¢| xz|~¢ de 'ouvert
|z| 0 de R" sur R, on pourrait obtenir une représentation para-
métrique de H, & I’aide du dual d’'un espace de fonctions C® d’une variable
réelle. Mais nous suivrons la méme voie que dans le cas ou u est non définie.

Avec les notations du § 1, on a u = |  |2. L’application u: (x,t) »w =
=u|t|"%%, de 2 sur la demi-droite ouverte R, = ]0, 4+ oo[, est régu-
liere. Comme au § 1, on en déduit, en identifiant le produit D' (R,) X D'(R,) =
= D'(R,)? au dual du produit D(R,) X D(R,) = D(R,)?:

Proposition 11.1. A tout élément feH,(2), on peut associer un couple
h = (h,, h_)eD'(R,)*, déterminé de fagon unique, tel que <f, ¢> = <h, M, @)
pour tout peD(Q), M, étant une application linéaire continue de D(S2) sur le
produit D(R,)*: M,p = (M ¢, M] ¢).

Pour ¢peD(R2), ona _
Mip(s)=s2 Nyg(s), (11.1)
avec 1 2 v4+n
Nig(s) = [mlste, £t o dt, (11.2)
0
en désignant par ¢,(v, ) la moyenne
@@, )= | ¢(vo,t)do, (11.3)
oesgn—1
ou do est I’élément d’aire de la sphére S"! = {xeR";| x| = 1}.

Si @eS(R"), lintégrale (11.3) conserve un sens et définit une fonction
@o(v, t) de classe C® pour v >0 et teR, a décroissance rapide lorsque
v + | t]| = oo. On vérifie que

Digy(0,t) =c,41p(0,1),jeN , (11.4)

—

avec

|2

. 2n
(5 +i)

en posant [J = A dans le cas euclidien.

[ 4

(11.5)

C;
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Supposons que @eS(R"+!). L’intégrale (11.2) a donc un sens pour Ry > —
— (@ + n) et définit une fonction C® de s > 0. La dérivée

v+n+2)

DINE@(0) = —.fD @o(0, L)t « dt

est prolongeable en une fonction méromorphe de »eC'. Nous la définirons pour
tout veC par prolongement naturel. On a donc, d’apres (11.4),

v n+m

DINEp(0) =24 8x) @t a ¢y, jeN.

Pour Ry > — (@ + m) et pour tout meN, on peut écrire

m—1
Nig(s) = 2 DiN£g(0) % 5 -{-f~('—s——)—)—DmNi (t)dt,
ou vi+n4-2m

DmNg —-ij% sta +8)¢ e dt,

est fonction holomorphe de » dans le demi-plan Rv > —(a + = + 2m). 1l
s’ensuit que NI p(s) est fonction méromorphe de veC' et que ses pdles sont

7
ceux de DfN;‘:«p(O);—!, jeN, a savoir:

v = —(n+ 2j 4+ ak + a), keN, péle simple de résidu
1 k
2 E 0 ais@@ om0, 93 T (11.6)

avec (11.5). Définissons NFg(s) par prolongement naturel pour tout veC.
Alors, pour tout veC, N¥g(s) est de classe C* pour s > 0. De méme, pour
tout »eC, définissons M*@(s) par prolongement naturel; la relation (11.1)
est donc valable pour tout veC'.

Lorsque s> 0, on a, pour Ry > — (a + n),

v+ni-a

Nig@)=s = T,p(xs ?),

a y4+a+n—2
@ (v, 8v2)v 2 dv

Ot 8§

a
Tv(p(s) = 4

est prolongeable en une fonction méromorphe de veC. Définissons T,¢(s)
pour tout »eC' par prolongement naturel; avec cette définition, T',¢(s)
st une fonction C* de seR. Par prolongement naturel, compte tenu des
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valeurs (11.6), on obtient

_vinta _a
Nyps)=s 2 T,p(ts ?2)—
a F 1) st
——Zlogs 2—(——I—CT—)— ¢, (A’é(x)@é""(t),w)—’:r,

la somme étant étendue & tous les entiers k,j > 0, tels que v + n 4 25 4
+ak+1)=0.

Posons, pour s >0,

__J 1, si n est pair,
v(s) = { V'8, si m est impair. (11.7)
Désignons toujours par 7 la partie entiére de " -; 2 . Pour tout j €N, posons
ki(i)=—-v+a+2i+n—2n, (11.8)
et soit N, la partie de N définie par
N,= {jeN;j>mn, k(j)eN}. (11.9)
D’aprés (11.1), on a alors, pour tout veC et pour s> 0,
v+a+2 a
Mig)=s 2 T,p(s 2)+y(s)logs X (£ 1)ysPes?, (11.10)
o
avec . gt
¢f = (— 1) — . (A8 (z)® 3R (1), ¢ ,
41—%!(;'-%)11"(—2— +j-——'7i>
k= k.(j),jeN.. (11.11)

Désignons par K, I'espace vectoriel sur C' formé des couples ¢ = (¢*, ¢7)
de fonctions d’une variable réelle s, définies pour s> 0, ayant les propriétés
suivantes:

1° ¢@t*(s) et @~ (s) sont C® pour s> 0.

2° Ilexiste des fonctions u+p et u—¢ de classe C® pour s > 0, telles que

*(3) = y(8)s*ut g (s) , (11.12)
avec (11.7). @=(8) = y(8)s"u=p(s)
3° 1l existe une fonction y¢ de classe C° sur R, et des constantes <y;, >
jeN, telles que viat2

() =8 2 ge(£s )+
+y()logs T (£ 150 G, @def
jeN
avec (11.7), (11.9) et (11.8).

(11.13)
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Munissons K, des semi-normes

Pin (9) = sup [Dru*g(s) |,
0<ex<1
k<m

4m(®) =sup | D*yo(s) |,
=

a(9) = Z | o]
jeN:

On vérifie que K, est alors un espace de FrfcHEr. On a D(R,)? c K,,

l'injection étant continue. Si @eS(R"*), on a M,p = (M}, M, ¢)eK,

et on démontre facilement le résultat suivant:

Proposition 11.2. L’application M,: S(R"+) - K, est linéaire continue et
prolonge Uapplication M,: D(22) — D(R,)? de la proposition 11.1.

Nous noterons également M, la restriction &4 D(R"+') de l'application
M,: S(R*) - K,.

Lemme 11.1. Pour tout veC, il existe une application linéaire continue
L,: K, - D(R"*), telle que Uapplication composée M,L, soit égale a U'identité.
De plus, U'image par L, de D(R,)? est contenue dans D(Q).

Soit en effet, pour tout jeN,, une fonction &,eD(R") telle que

(A" 8(x), 9,5 = O, keN'

et soit o(tf)eD(R) une fonction dont aucune dérivée n’est nulle & 1'origine.
D’aprés (11.10) et (11.11), il existe des constantes 4;, jeN,, telles que, pour
tout pekK,, la fonction
Dy(z, t) = -;5, A<y, #>3;()e (t) €D (R™41)
! 4
vérifie (y;, M,D,> = &js @0, j€N,. Ilest clair que Papplication ¢ — @, de
K, dans D(R"+) est continue.

Soient « (s) et oy(s) des fonctions C* telles que o; + oy = 1, o;(s) nulle
pour s> 2 et o,(s) nulle pour s<1. Pour tout peK,, les éléments
h=olp —M,D;) et @,=a(p —M,D;) appartiennent a K,. Soit
a(t)eD(R,) telle que

@ i
fa@te dt=1,
et posons, avec (11.12), 0
2 I | -2
Pi(z,t) = —[a@urgr(u] ]| 72) + a(—=t)u g (u|t]" )],

n—1

$2-1 6tant I'aire de la sphére S*-1. Ona &, eD(R") et, d’apres (11.1), M, P, =
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= ¢,. D’autre part,on a <y}, > = 0, pour tout jeN,, desorte que, d’aprés
(11.13), tass B
Pr(8)=s = xpu(ks 9).
Soit ¥ (v)eD(R,) telle que 2 vin
fOwe)ve do=1,
[\]

et posons 9 “
Py(z, 1) = —— () xpaltu 2).

n—1

On a PD,eD(R"*') et M,D, = ¢,. De plus, les applications ¢ — D, et
p > P, de K, dans D(R"t) sont continues. L’application L, : K, —
D(R"+1) définie par L,¢p = @, + D, + P; a les propriétés voulues; en effet,
L,peD(£2) si peD(R.)?, c.q.f. d.

Une conséquence immédiate de ce lemme est:

Proposition 11.3. L’application M,: D(B*+) — K, est surjective.

12. Représentation paramétrique de H,, espaces K, et K, (cas euclidien)

Soit K. le dual de K, et soit M. : K. — D' (R"+) I'application transposée
de M,: D(R"*') - K,. Les propositions 11.2 et 11.3 entrainent:

Proposition 12.1. L’application linéaire continue M.: K| — D' (R*) est
injective. Son image K, = M. K. est contenue dans S'(R™).

Remarque. Dans le cas euclidien, le lemme 11. 1, plus fort que le lemme 3.1,
et la proposition 11.2 permettent de montrer sans peine que l’application
M. : K. - K, est un homéomorphisme, les topologies induites par D' (E"*)
et S'(R"+) sur K, étant identiques.

Comme au § 5, on montre que M.k est une distribution invariante sur
R*1, pour tout heK,. En outre, si peD(R"*!), en posant g)(%,t) =
= A~ g (A1x, 1-%t) pour tout A >0, ona

Migris) = P[MEg(s) + v () logs £ (£ 1j50e]sl],

jeN”’
pour tout »eC, avec ¢j = — 2¢; et (11.11), (11.7), (11.8), (11.9). On en
déduit que, pour tout jeN.,
7 = (y(s)s!, (—1Y+9y (5)s) (12.1)

est un élément de K,, et que:



Distributions et opérateurs différentiels homogdnes et invariants 245

Proposition 12.2. Soit heK.. Pour que M.heH,, il faut et il suffit que
heH,, H, étant le sous-espace vectoriel ferméde K, défini par les relations

<hy, @) = 0, pour tout gpeX,,
X, = {t,;jeN}, (12.2)

\

ou

avec (12.1), est une partie libre de K.

+08ons n, = card N . (12.3)

H, est donc de codimension n, dans K,. Remarquons que 7, = 0, donc
H, = K., sauf pour une suite discréte de valeurs négatives de .

Donnons quelques exemples d’éléments de K.. D’aprés (11.12), si ¢ekK,,
¢t et ¢~ admettent des développements asymptotiques

o*(8) ~ X (B7, pry(9)9,

j=n
lorsque 8 — 0. Les coefficients de ces développements définissent des éléments
B et B; de K, (n <jeN). De méme, les coefficients de (11.13) définissent
des éléments y;(jeN,) de K,. Pour tout keN, on peut considérer I'élément

¢, de K, défini par (¢, 9> = D¥y@(0), yp étant la fonction qui figure dans
(11.13). Pour jeN’, ona

BiE, 1 = (+ 1) 4y, n <keN, (12.4)
Yr» Ty =0, kel , (12.5)
et, puisque y7,;(s) = skv(P,
(eir T,y = k!0, 16N, k = k,(j) . (12.6)
D’aprés (12.5), on a y.eH,, (keN,). D’aprés (12.4) et (12.6), on a
K,=H, ®[B};jeN,] (12.7)

=H, @ [exyn; jeN,] .

Cherchons & caractériser les éléments de H, nuls dans Q. Pour cela, consi-
dérons la fonction u”, localement intégrable dans R" pour Rv> — -72?1 . En
tant que fonction de » & valeurs dans D’ (R"), u* est prolongeable en une fonc-
tion méromorphe sur C, avec pdles simples ¥ = ——% —k,keN (cf. [4]).

Nous définirons u” pour tout »eC par prolongement naturel (voir § 2). On a
alors, pour 1> 0,

17 CMH vol. 39
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vy (x), si v #£ -——127'———10 pour tout kelN,
w¥ (Ax) =

a2y [u”(x) + log A%Aké(x)J, si v = -——’21 —k, keN,

avec (11.5). Comme au § 4, on en déduit le résultat suivant:
Proposition 12.3. Les éléments
A= 5(x) ® 6M (1), jeN,, k = k,(j) ,

. n—2n
i gz ) F 1 -0+ 5
_(_j_’_____h__ﬁ A" (x) @ tz*+)—gq 7 ) ® 6% (¢) ,

avec (11.5), jeN,, k = k.(j),
v+a(k+1)
w2 QO0W(t), keN, k # k.(j) pour tout jeN.,

y42j+n—2n

A-nyx) @i, o« ,n<jeN,jeN,,
constituent une base de I’espace vectoriel formé des distributions de H, nulles dans (2.

A des facteurs constants non nuls prés, M,S5 (j > n) est égal &

- v4+2j+n—2n
A"o(x) @t, @ '
I T ATy A _
.Mv'}’j(?GNv) a A?’*ﬂé(m) X o'k) (t), k = k:(?) ,
et M, (keN) & v+ a(k+1)
u 2 X 6(k) (t) .
On a donc (prop. 12.2 et 12.3):

Proposition 12.4. L’espace vectoriel formé des éléments de H, nuls dans £
est contenu dans M. H,.

Une démonstration analogue & celle du théoréeme 5.1, et utilisant les pro-
positions 11.1,12.1, 12.2, 12.4 et le lemme 11.1, conduit au résultat suivant:

Théoréme 12.1. L’application M’ induit un isomorphisme de H, sur H,.

Corollaire. Les distributions de H, sont tempérées.
En effet, les éléments de M. K/ sont tempérés (prop. 12.1).

Soit K, = M'K!. Comme les distributions de K. sont tempérées, on peut
considérer I'image de FouriEr K, = FK), avec »' = — (v + n + a). De
méme qu’au §6,on a H, = FH,; par suite, en vertu de (12.7), on a (cf. § 6)

K, = H, @ [4-"8(x) @ 179+ ; jeN,, k = K,(j)], (12.8)
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K, = H, @[u" ® tlog |t|; jeN., k = k. ()], (12.9)

H,, K. et K, étant des sous-espaces fermés de D’(R"+l) ou de §'(R"*)
(cf. [2], chap. I, § 2, corollaire 4 du th. 2 et prop. 3). De plus:

Proposition 12.5. Pourtout veC,v' = — (v + n + a), les transformations de

Fourter F et F induisent des isomorphismes de H, sur H,., de K. sur K,. et de
K, sur K...

13. Opérateurs différentiels homogénes
et invariants (cas euclidien)
Comme au § 7, en posant a = 2% (b et c entiers > 0 premiers entre eux),

on montre que I’opérateur différentiel linéaire & coefficients constants, le plus
général, conservant H = U H, est de la forme

veC
D = (— A) (% -éa-t-):ga,(— )i (-1— -(%)(m'm, (13.1)
avec h, k, meN, a,eC, a, et a, * 0. Soit
P(u,t) = uht"s a;uibgim=ie (13.2)
le polynéme associé a D, et posons T
Q(s) = .’Zn,‘oa,.sf. (13.3)
j=

Les propositions et théorémes du § 7 restent valables; en particulier:
Proposition 13.1. Pour tout v eC, les applications
o1 = (p*, ¢7) > o0p = (sp*, s97)

de K, , dans K,,
+e n:e = (p*, ¢7) > np = (p*, — @)
de K, , dans K,, et

P = 0"‘17" Za’O'jb’l](m"j)c (13.4)
de K, dans K,, avec j=0
w=v-+ 2h+ak + 2bm, (13.5)

sont linéaires continues.

La multiplication par le polynéme (13.2) indust une application linéaire
continue P: K, — K|, telle que M, P M, soit égal o la transposée P': K, —~ K,
de P. L’application P’ indwit une application linéaire continue Py de H, dans H e

Théoréme 13.1. Pour tout v'eC, Popérateur D donné par (13.1) applique
H, dans H,. et K,, dans K,., avec p' =9y —2h —ak — 2bm.
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L’imagede ¢ = (p*, p~)eK, parlapplication (13.4)est Pp = (P,¢*, P_g¢~),
ou P, et P_ sont des polynémes non identiquement nuls:
P (s) = (£ 1)e+mesh@Q((L 1)°8%) , (13.6)
2= (Bf, b7 n <j<m+h. (13.7)
Pour tout keN et pour r,> 0, considérons les éléments o&Ff (s —r,) et
85 (s —r,) de K, définis par (OF(s —r,), 9> = D¥p*(r,). Soient z,,
1 <j <m', leszérosréels distincts de Q(s), 2, étant d’ordre n,, et supposons
que z;, 1 <7 < m', sont leszéros > 0 de Q(s). Sicestimpair, posons

avec (13.3). Posons:

Z, = {8 (s —r);r,> 0,7 = |2}, (13.8)
ou j prend les valeurs 1,2,...,m' et &k les valeurs 0,1,...,n, —1.
Si ¢ est pair, posons
7} = {6{(8-——1‘,),6;(s-—r,);r,>0,r’}=z,}, (13.9)
ou j prend les valeurs 1, 2,...,m"” et k lesvaleurs 0, 1,..., n, —1.
Posons enfin 72— {6,;0 <j <k}, (13.10)
et, avec (13.5),
{y;;jeN.}, si N, =@,
Zi=1" # (13.11)

{yi;jeN, —NYUu{L,..., L.}, si N, #g,
la partie N de N’ et les éléments L., ..., L de K’ étant définis par des
formules analogues & (8.12) et (8.13). De la méme fagon qu’au § 8, on obtient:

Proposition 13.2. L’application P: K, — K, définie par (13.4) est injective
et Uapplication réciproque P-1: PK, — K, est continue. L'image PK, de P
est le sous-espace vectoriel fermé de K,, de codimension finte, formé des peK,
tels que (h, p) = 0, pour tout heZ,, ou Z, estla partie

Z,=Z0Z*uZ2uZ? (13.12)
de K., avec (13.7)a (13.11).
A Yopérateur (13.1) associons le nombre
d=2h+my+Ek, (13.13)
ol m, = card Z! est égal au nombre de zéros réels de @ (s) si c est impair, et &

deux fois le nombre de zéros > 0 de Q(s) si ¢ est pair.
Les éléments de Z, sont linéairement indépendants et leur nombre ¢, est fini:

¢c,=d+n, —mn,, (13.14)

avec (13.13), (12.3) et (13.5). On démontre les propositions suivantes comme
au§9:
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Proposition 13.3. L’application transposée P':K, - K,, avec (13.5),
est surjective. Son noyau est le sous-espace vectoriel [Z,] de K., de dimension c,
(formule (13.14)), dont Z, est une base (formule (13.12)).

Proposition 13.4. Le noyau de lapplication Py:H,—> H, est le sous-
espace vectoriel H,N[Z,] de H,, de dimension

d,=c¢,—op,, (13.15)
avec (13.14), o, étant le rang de la matrice

M = (<h, @D)rez,,pex, (13.16)
avec (13.12) et (12.2); p, est ausst le rang de la matrice
M = (<k, P))hez), ex, (13.17)

avec Z, = Z, — Z°, et
X, = {r;;jeN,,j —he N}, (13.18)
T, étant défini par (12.1).
Proposition 13.5. L’image PJH, de P, est un sous-espace vectoriel fermé,
de codimension finie e,, de H,:

e, =mn, —mn, —g,, (13.19)
avec (12.3), g, étant le rang de la matrice (13.17). P H, est le sous-espace
vectoriel de H, formé des éléments heH, tels que

h,PAp>=0,i=1,2,...,e,, (13.20)

N> Moy« o5 7, étant des éléments linéairement indépendants de [X,] (espace
vectoriel engendré par X,, avec (13.18)) contenus dans PK, (donc tels que
<h, my = 0, pour tout heZ,).

Des propositions précédentes et de la proposition 12.5 on déduit:

Théoréme 13.2. Pour tout »'eC, p' =v' — 2h — ak — 2bm, v = —
—@ +nta),u=— (@ +n++a), Uopbrateur D défini par (13.1) induil
une application linéaire D : K,, — K,. surjective, dont le noyau est de dimension
finie c,, avec (13.14).

Théordme 13.3. Awvec les notations du théoréme 13.2, Vapplication linéaire
D:H, - H,. a une image de codimension finie e, et un moyau de dimension

finie d,. On a i —d+te,, (13.21)
avec (13.19), ou d, donné par (13.13), ne dépend que de D.
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Remarquons que deH,., avec u' = — (n 4 a), et que Fé = 1 est'image
par M, de I'élément 1eH, = K, défini par

A, 9= 6[9?*(8)(18 +OI¢P'(8)48

pour ¢ = (¢p+, p~)eH, (ona N, = @ et ¢*(s) est intégrable). On peut donc
énoncer:

Théoréme 13.4. Soit D 'opérateur défini par (13.1), et posons v' = —(n +a) +
+ 2k +ak+ 2bm, ' = —(n+a),y=—(2h 4+ ak 4 2bm), u = 0.

L’ensemble des solutions élémentaires de D contenues dans K, n’est pas vide
et forme une variété linéaire affine de dimension c,, avec (13.14).

Pour que D admette une solution élémentaire dans H, donc dans H,., il faut
et ©l suffit que

- 7i (8) ni (8)
<1, Plp> = fP+(8) ds +fP @ )ds (13.22)

pour 1 =1,2,...,¢,, avec (13.19), les 7, étant les éléments de K, considérés
dans la proposition 13.5. Si la condition (13.22) est satisfaite, I’ensemble des
soluttons élémentaires de D contenues dans H,. forme une variété linéaire affine
de dimension d,, avec (13.21).

14. Exemple (cas euclidien)

Dans le cas euclidien, considérons 'opérateur
1 0
— b __
=(=4)" z(i at) ’

de la forme (13.1) avec h=k =0, m>1,q,= —2+#0,a, =1, Q(s) =
= g™ — 2. Cherchons dans quels cas 'opérateur D admet une solution élé-
mentaire contenue dans H,,, avec »' = — (n + a) + 2bm. Posons u' =
—(n+a),yv=—2bm,u=0.
D’aprés (11.9),ona N, = o et N, est encore donné par (10.3) et (10.4).
Les formules (10.6) et (10.7) restent également valables.
D’aprés (13.7) et (13.10),0ona 20 =22 = o.
Si ¢ est impair, le nombre m, = card Z! est égal &
2, 8i m est pairet 2> 0,
my = { 1, si m estimpair et zeR,
0, dans les autres cas.
Si ¢ est pair, 2, s 2> 0,
Mo = { 0, si 2 n’est pas > 0.
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Si my =20, ona Z! = . Lorsque m, = 1, soit 2, lezéroréel de Q; on a
Z, = {&"* (s —n)},

avec 1, >0, rP=|2z|. Si my=2, soit z le zéro>0 de @, et soit
r,>0 telque ¥ =2,; ona

Z, = {65 (s —n), 65 (s —m)} .
Le nombre p, est égal au rang de la matrice
M = (<h: T:i>)heZ}., j€Ny

et, d’aprés (13.20), e, = n, —g,, avec n, = card N,. Notons ¥ ={n,,...,7,,}
un ensemble d’éléments linéairement indépendants satisfaisant aux conditions
énoncées dans la proposition 13.5. Avec les mémes notations qu’au § 10 (for-
mules (10.8) et (10.9)), on obtient les résultats suivants:

Si my <1, ousi my, =2 et ¢ impair,
0, = min (n:’ m()) s € = (n: —mO) +
{tr;;7eN.}, si my=0,
Y = {1 — a7 jeN,'}, si my=1,
{Tis2n —Zf’f,-; 7'€N,,,2}, 8i my = 2.
Si my = 2 et ¢ pair,
o, = min (n,, 1), e, = (n, — 1), ,

Compte tenu du théoréme 13.4, on en déduit:
Proposition 14.1. Pour que Uopérateur D défini par (14.1) admette une

solution élémentaire dans H, donc dans H,, , il faut et il suffit qu’une des conditions
sutvantes soit vérifide:

st n est impair:
1) ¢ impair,
0 .
2) cet 5 pairs,

1+ m,
2 ’

3) ¢ e 2 - ; e
) ¢ pair, 5 impair, m <o +
8t n est pair:
. 1
) ¢ impas L
) pazr,m<2b+2+mo,

2) ¢ pair, my = 0.
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