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Théorèmes de finitude en cohomologie galoisienne

par A. Borel et J.-P. Serre

A Georges de Rham, à l&apos;occasion de son soixantième anniversaire

Introduction

Les propriétés de finitude que nous avons en vue concernent un groupe
algébrique G défini sur un corps parfait k. Il s&apos;agit essentiellement de prouver :

(A) la finitude du nombre de classes d&apos;espaces homogènes principaux sur k de G

(resp. du nombre de fc-formes de G) lorsque k est un corps 2&gt;-adique et G est
linéaire (resp. G est soit linéaire, soit une variété abéHenne);

(B) la finitude du nombre de classes d&apos;espaces homogènes principaux sur k
de G (resp. du nombre de A-formes de qui sont isomorphes à un espace homogène

principal donné (resp. isomorphes à 6?) sur toute complétion kv de k, lorsque
k est un corps de nombres algébriques, et G est linéaire (resp. G est soit linéaire,
soit une variété abélienne).

On sait que les classes d&apos;espaces homogènes principaux sur k de G correspondent

aux éléments du premier ensemble de cohomologie H1 (k De même, les
classes de A-formes de G correspondent aux éléments de H1 (k, Aut G), où Aut G

désigne le foncteur des automorphismes de G. Les énoncés (A) et (jB) sont donc
équivalents à des propriétés de finitude de #*(&amp;, G) (resp. de H1^, Aut G)),
et c&apos;est sous cette forme qu&apos;ils seront établis (cf. §§ 6, 7).

L&apos;assertion (B) est un cas particulier de (A) lorsque Aut G est lui-même un
groupe algébrique linéaire; mais ce n&apos;est pas toujours le cas, comme le montre
déjà l&apos;exemple d&apos;un tore G de dimension n, pour lequel Aut G peut être identifié
au groupe discret GL (n, Z). Cela nous a amené à étudier la structure de Aut G,
lorsque G est linéaire, et à démontrer les propriétés de finitude de H1 qui nous
intéressent directement pour une classe de groupes, que nous appelons de type
(ALA), classe qui comprend les groupes algébriques linéaires, leurs groupes
d&apos;automorphismes (du moins en caractéristique zéro), et les groupes d&apos;auto-

ftiorphismes des variétés abéliennes. Le résultat en est un article dont la plus
grande partie (§§ 1 à 5) est, à notre grand regret, consacrée à des préliminaires
variés. Toutefois le lecteur qui ne s&apos;intéresse qu&apos;à la cohomologie des groupes
linéaires peut omettre la lecture des §§ 3 à 5; de même, les §§ 4 et 5 sont inutiles
Pour la discussion des formes de variétés abéliennes.
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Le contenu des différents paragraphes est le suivant :

Le § 1 donne les définitions et les principales propriétés des ensembles de

cohomologie en dimension 0,1 d&apos;un groupe topologique g, à valeurs dans un

groupe discret A sur lequel g opère continûment. Il s&apos;agit surtout d&apos;établir

l&apos;existence de suites exactes, et d&apos;analyser les fibres de certaines applications
figurant dans ces suites exactes. Les résultats ne sont guère qu&apos;une transcription
de faits connus dans le cas topologique (voir en particulier [8] dont nous nous
sommes largement inspirés). Dans la suite, on ne s&apos;intéressera qu&apos;au cas où g est

un groupe de Galois; ce cas est discuté dans le § 2, qui contient en outre divers
résultats techniques utilisés plus loin.

Les §§ 3 et 4 introduisent trois classes de groupes: les g-groupes de type

arithmétique, groupes isomorphes à un sous-groupe d&apos;indice fini du groupe
d&apos;unités G% d&apos;un groupe algébrique linéaire G défini sur Q, sur lequel le groupe
profini g opère au moyen d&apos;automorphismes; les groupes localement algébriques

sur k, extensions de groupes discrets par des groupes algébriques; enfin, les

groupes de type (ALA), extensions de g-groupes de type arithmétique par des

groupes linéaires algébriques.
Le § 4 donne en outre un critère pour que le foncteur d&apos;automorphismes d&apos;une

variété algébrique (ou d&apos;un groupe algébrique) soit localement algébrique. Ce

critère est utilisé au § 5 pour montrer que, si G est un groupe algébrique linéaire
défini sur un corps de caractéristique zéro, Aut G est un groupe de type (ALA).
Grosso modo, on peut dire que la partie algébrique de Aut G est formée des

automorphismes qui agissent trivialement sur le plus grand tore central S de la

composante neutre de G, et que le quotient de type arithmétique correspond à

l&apos;image de Aut G dans Aut S.
Le § 6 prouve la finitude de IP-(k, A) lorsque A est de type (ALA) et que h

est 2?-adique, ou plus généralement, k est un corps parfait n&apos;ayant qu&apos;un nombre
fini d&apos;extensions de degré donné. Parmi les applications signalons, outre (A),

la finitude du nombre de classes de conjugaison de sous-groupes de Cartan
définis sur k dans un groupe linéaire G, ainsi que la finitude du nombre des orbites
de G(k) opérant dans l&apos;ensemble des points à valeurs dans k d&apos;un espace

homogène de G. Enfin, le § 7 traite le cas global. Dans les deux cas, on procède

par «dévissage». Les démonstrations utilisent notamment deux résultats, qui

sont conséquences de l&apos;existence de domaines fondamentaux convenables pour
les groupes d&apos;unités: la finitude du nombre de classes de conjugaison de sous-

groupes finis d&apos;un groupe de type arithmétique, et le cas particulier de (B) où G

est réductif connexe, et où les espaces homogènes principaux considérés ont

des points à valeurs dans toutes les complétions de k.
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Notations

Si k est un corps, on note k (resp. k8) une clôture algébrique (resp. une
clôture séparable) de k.

Si k&apos; est une extension galoisienne d&apos;un corps k, on note g{k&apos;jk) le groupe de

Galois de cette extension; c&apos;est un groupe profini (i. e. compact totalement
discontinu).

§ 1. Cohomologie non commutative

Dans tout ce paragraphe, la lettre g désigne un groupe topologique. Le lecteur
qui ne s&apos;intéresse qu&apos;aux applications à la cohomologie galoisienne pourra
supposer que g est profini,

1.1. g-ensembles. Un g-ensemble est un espace topologique discret E sur
lequel g opère à gauche de façon continue (i. e. de telle sorte que le groupe de
stabilité de tout point de E soit ouvert dans g). Le transformé de xeE par
«seg sera noté s(x), s-x ou encore sx (mais jamais x8 pour éviter l&apos;horrible

formule x(8t) (x*)8). Si E et Er sont deux g-ensembles, un morphisme de E
dans E1 est une application / : E -&gt; E&apos; qui commute aux opérations de g.
Les g-ensembles forment une catégorie.

Si E est un g-ensemble, on note H°(g, E), ou Eg, l&apos;ensemble des xeE
tels que 8x x pour tout seg. On dit que c&apos;est le 0-ième ensemble de coho-

mologie de g à valeurs dans E.

1.2. g-groupes. Un g-groupe A est un groupe dans la catégorie des

g-ensembles. En d&apos;autres termes, c&apos;est un g-ensemble qui est muni d&apos;une structure

de groupe invariante par g; on a donc 8(xy) sx8y pour x, yeA et
seg. Un g-groupe commutatif est parfois appelé un g-module.

Soit A un g-groupe. On appelle cochaîne de g à valeurs dans A toute application

continue s \-&gt; a8 de g dans A. On appelle cocycle de g à valeurs dans A
toute cochaîne a (a8) qui vérifie l&apos;identité :

(1)

Si une application a : s l-&gt; a8 vérifie (1), on a:

L&apos;ensemble h des éléments seg tels que a8 1 est donc un sous-groupe, et
* °n a a8h a8 pour scg, Ach. Il s&apos;ensuit que a est continue si et seulement
81 h est ouvert.

8 CMH vol. 39
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L&apos;ensemble des eocycles de g à valeurs dans A est noté Z1(gi ^4). Deux
cocycles x, yeZl(g&gt; -4) sont dits cohomologues s&apos;il existe açA tel que
x8 a~xy88a pour tout scg. C&apos;est là une relation d&apos;équivalence dans Zi(gi ^4);
l&apos;ensemble quotient est noté H1 (g, A); on l&apos;appelle le premier ensemble de

cokomologie de g à valeurs dans A. Si A est commutatif, H1 (g, A) est un groupe
commutatif, le produit étant défini à partir du produit des valeurs de cocycles
représentatifs. Dans le cas général, H1 (g, A) est seulement un ensemble pointé:
il contient un élément distingué, la classe du cocycle unité; les cocycles
appartenant à cette classe sont appelés cobords; ils sont de la forme s |-&gt; c~u&apos;c,

avec ceA. L&apos;élément distingué de H1 (g, A) sera noté indifféremment 0 ou 1.

Lorsque g est profini, H1 (g, ^4) s&apos;identifie canoniquement à la limite
inductive des if1 (g/h, Ah), pour h parcourant l&apos;ensemble des sous-groupes
ouverts distingués de g.

1.3. Fonctorialités. Soient g et g&apos; deux groupes topologiques, E un
g-ensemble et E&apos; un g&apos;-ensemble. Un homomorphisme continu A : g -&gt; g&apos; et

une application // : Ef -&gt; E seront dits compatibles si l&apos;on a

/Lt(X(s)&apos;Xf) =s-ju,(xf) pour seg, x&apos;eE1.

Il est clair que /u, applique alors Efg&apos; dans J5g, ce qui définit une application

Supposons de plus que E (resp. E&apos;) soit un g-groupe (resp. un g&apos;-groupe) et

que fx soit un homomorphisme. Soit a&apos; (a^)eZ1(gA, E&apos;)y et soit a8 fi(a&gt;\(8))*

On vérifie tout de suite que a (a8) est un élément de Z1(g, E).
De plus, l&apos;application (A, [i)\ : Zx(g\ E&apos;) -» Zx(g, E) ainsi définie est compatible

avec les relations d&apos;équivalence de ces deux ensembles, d&apos;où, par passage

aux quotients, une application de Hx(gr, E&apos;) dans Hx{g,E) qui sera encore

notée (A, fi)\.
Lorsque g g&apos; et que A est l&apos;identité, on écrit /^ pour (A, fi)\, f 0,1.

Autre cas particulier: E a même ensemble sous-jacent que E\ et g opère sur

E par la formule s(x) A($) • x; on écrit alors E A*jE7;, et l&apos;on peut

prendre pour fi l&apos;application identique. Si en outre A est l&apos;inclusion d&apos;un sous-

groupe (resp. la projection de g sur un groupe quotient), (A, /*)* est appelée

l&apos;application de restriction (resp. d&apos;inflation), et on la note Res (resp. Inf).

1.4. Torsion. Soient A un g-groupe et E un g-ensemble. On dit que A

opère sur E à gauche, de façon compatible avec g, si l&apos;on s&apos;est donné une appli*

cation (a, x) l-&gt; a- x de A xE dans E vérifiant les conditions suivantes:
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8(a- x) 8a -8x (aeA, 8€g, xeE) (3)

a-(b-x) (a-b)-x 1 • x x (a,beA9 xeE) (4)

Soit alors a (as)eZ1(g, A). Pour tout seg et tout xeE, posons:

as-8x

On vérifie immédiatement que cette formule définit une nouvelle opération de g
sur E, et que cette opération est continue. Le g-ensemble ainsi obtenu est noté
Ea. On dit que Ea s&apos;obtient en tordant E au moyen du cocycle a. Il a même
ensemble sous-jacent que E.

Si b (6JeZ1(g, A) est cohomologue à a, le g-ensemble Eb est isomorphe à

Ea. En effet, soit ceA tel que b8 c~xa8c. On a alors

c • (bs8x) a8-8(c - x) (seg, xeE)

ce qui montre que l&apos;application x\-&gt; c • x est un g-isomorphisme de Eb sur Ea.
[On notera cependant qu&apos;il n&apos;y a pas en général d&apos;isomorphisme canonique
entre Ea et Eb, et par suite il n&apos;est pas possible d&apos;identifier ces deux ensembles,
ni de définir un «Eat&gt; pour aeJff1(g, ^4).]

L&apos;opération de torsion jouit d&apos;un certain nombre de propriétés élémentaires:
(a) Ea est fonctoriel en E (pour des ^4-morphismes E -&gt; E1).
(b)Ona (Ex Ef)a Ea x E&apos;m.

(c) Si un g-groupe B opère à droite sur E (de façon à commuter à l&apos;action

de A B opère aussi sur Ea.
(d) Si E est muni d&apos;une structure de g-groupe, et si les éléments de A définissent

des automorphismes de E, Ex est un g-groupe. Ceci s&apos;applique notamment
au cas E A, le groupe A opérant sur lui-même par automorphismes intérieurs.
On a alors :

s&apos;x afxa, (scg, xeA)

et (Aa)g est l&apos;ensemble des xeA tels que as8x xas. La cohomologie du
groupe tordu Aa est isomorphe à celle de A. Plus précisément:

1.5. Proposition. Soit a (a8)eZ1(g, A) et soit Aa le g-groupe obtenu en
tordant A au moyen de a (le groupe A opérant sur lui-même par automorphismes

intérieurs). Si 6 {bje&amp;ig, Aa), on a (b^eZ1^, A), et Von
obtient ainsi une bijection

passage au quotient, ta définit une bijection



116 A. Borkl et J.-P. Serre

qui transforme Vêlement neutre de fi1 (g, Aa) en la classe a de a.

Puisque (&amp;,)€#(g, Aa), on a b8t bs8fbt b8as%a~\ d&apos;où

&amp;**«** b8a8btajx • a/a, 6,&lt;v&apos;(&amp;,«,),

ce qui montre bien que (b8a8) appartient à Z1(g, A). Il est alors immédiat
que ta est une bijeetion. Le fait que ta, ainsi que son inverse, soit compatible

avec la relation « être cohomologues » se vérifie par un calcul analogue.

Exemple: a~l (a&apos;1) appartient à Z1(g, Aa), et Ton a t^ar1) 1.

Remarque. Lorsque A est abélien, on a Aa A, et ra est la translation

par la classe a de a.

1.6. Transitivité de l&apos;opération de torsion. Soient A un g-groupe et E un
g-ensemble. Supposons que A opère à gauche sur E, de façon compatible avec

g (cf. n° 1.4). Soit aeZx(g, A). On peut tordre à la fois A (comme au n°
précédent) et E au moyen du cocycle a. Le g-groupe Aa opère sur Ea de façon
compatible avec g :

s&apos;(a • x) a/(a • #) a8sa8x a8aa~xa8x 8&apos;a •*&apos;#.

Si 6eZ1(g, -4a), on peut donc tordre i?a au moyen de b ; il est immédiat que le

résultat (Ea)b est simplement J5&lt;a(b) (les notations étant celles de la prop. 1.5).
En particulier {Ea)a_1 E,

1.7. Espaces homogènes principaux. Soit A un g-groupe. Un espace

homogène principal (à droite) sur A est un g-ensemble non vide P, sur lequel A

opère à droite (de façon compatible avec g), et qui vérifie la condition suivante:
Pour tout couple (x, y)ePxP, il existe un élément aeA et un seul tel que

x ya. (On dit encore que A opère de façon simplement transitive sur P)
La notion dHsomorphisme de deux espaces homogènes principaux se définit

de manière évidente. Un espace homogène principal P est dit trivial s&apos;il est

isomorphe à A (opérant sur lui-même par translations à droite); il revient au

même de dire que Pg est non vide.
Soit P un espace homogène principal, et soit xeX. Pour tout seg, il

existe un élément unique a8eA tel que 8x x • a8. On a:

8tx s(x * at) 8x *a8at,

d&apos;où a8t as8at ; de plus, (a8) ne dépend que de la classe à gauche de s

modulo le groupe de stabilité de a:. Il s&apos;ensuit que a (a8) appartient à

Z1 (g, A Si a; est remplacé par x* c, avec c eA, le cocycle a8 est remplacé par le
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cocycle cohomologue c~xa8c. On a donc associé à P un élément bien déterminé
e(P) de H*(g,A).

1.8. Proposition. Soit P(A) Vensemble des classes d&apos;isomorphisme d&apos;espaces

homogènes principaux sur A. Uapplication

définie ci-dessus est une bijection.
Montrons que e est injective: soient P, QeP(A) tels que e(P) e(Q).

D&apos;après ce qui précède, on peut choisir des points xeP, yeQ correspondant au
même cocycle (a8). On vérifie alors immédiatement que l&apos;application x-a !-&gt; ya
est un isomorphisme de P sur Q.

Montrons que s est surjective. Soit a e Zl(g, A), et soit X l&apos;espace homogène
principal trivial A. Le groupe A opère par translations à gauœhe sur X. Soit Xa
l&apos;espace obtenu en tordant X au moyen de a. On a *&apos;x a8x pour tout
xeXa. Si l&apos;on fait opérer A sur Xa au moyen des translations à droite, il est
immédiat que l&apos;on obtient un espace homogène principal. De plus, le cocycle
associé à l&apos;élément unité 1 cXa n&apos;est autre que a. Cela montre bien que e est

surjective.

Remarque. En fait, la démonstration précédente prouve que les éléments
de Zx(g, A) correspondent bijectivement aux classes de couples (P, x) où P
est un espace homogène principal sur A, et x un point de P.

1.9. Relations entre torsion et espaces homogènes principaux.
Soit A un g-groupe, soit P un espace homogène principal sur A, et soit E

un g-ensemble sur lequel A opère à gauche (de façon compatible avec g). Sur
P X E, considérons la relation d&apos;équivalence qui identifie un couple (p, x)
aux couples (p-a, a-ux)9 aeA. Cette relation est compatible avec l&apos;action de

g, et le quotient est un g-ensemble, que nous noterons P XAE, ou encore
EP. Un élément de P XAE s&apos;écrit sous la forme p-x, peP, xeE et l&apos;on a
(pa)-x p(ax) pour tout aeA, ce qui justifie la notation. Pour tout peP
l&apos;application x l-&gt; p-x est une bijection de E sur EP ; on dit que EP est obtenu
en tordant E au moyen de P.

La liaison avec le point de vue du n° 1.4 est facile à faire: si peP, on a vu
au n° 1.7 que p définit un cocycle (as) tel que 8p pas. La bijection x\-&gt; p • x
introduite ci-dessus est alors un isomorphisme du g-ensemble Ea sur le

^ensemble EP. On a en effet:

P&apos;s/x p*as*x 8p&apos;8x s(p- x)
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1.10. Utilisation de la torsion. Soient A et B deux g-groupes, et soit u : A ~&gt; B
un g-homomorphisme (i. e. un homomorphisme compatible avec l&apos;action de g

sur A et B). On a vu au n° 1.3 que u définit une application d&apos;ensembles pointés

Soit a cl/1 (g, A), et proposons-nous de décrire la fibre de v passant par a,
i. e. l&apos;ensemble tr^t^a)). Soit aeZ1(g, A) un représentant de a, et soit 6

son image dans B. L&apos;homomorphisme u définit un g-homomorphisme

ua : Aa -&gt; Bb,

d&apos;où une application va u\* : H1 (g, Aa) -&gt; ^(g, Bb).
Considérons le diagramme suivant (où les lettres ra et rb désignent les

bijections définies dans la prop. 1.5):

Aa) S HHS, Bb)

A) X W{g, B).
On vérifie immédiatement que ce diagramme est commutatif. Comme r&amp;

transforme l&apos;élément neutre de H1 (g, Bh) en v(oc), on en déduit que ra

induit une bijection du noyau de va sur la fibre v~Hv(cx)). En d&apos;autres termes,
la torsion permet de transformer toute fibre de v en un noyau; ce procédé de

réduction sera utilisé plusieurs fois dans la suite.

1.11. Suite exacte associée à un sous-groupe. Soit B un g-groupe, et soit A

un sous-g-groupe de B. Soit BjA l&apos;espace homogène des classes à gauche de B

suivant A ; c&apos;est un g-ensemble, et H°(g, B/A) est défini. On notera i : A-+B
etp:B -&gt;B/A les applications canoniques évidentes. Déplus, si xeH0(g,BIA)i
l&apos;image réciproque X de x dans B est un espace homogène principal sur A ; sa

classe dans IP-(g, A) sera noté ô(x). Si beB est tel que p(b) x, on a

b~x&apos;8b a8eA pour tout S€g, et il est clair que a (a8) est un cocycle

appartenant à la classe de ô(x). Avec ces notations, on a:

1.12. Proposition. Soit A un sous-g-groupe de B. La suite d&apos;applications

d&apos;ensembles pointés :

0 -* fP(g, il) il fl»(g, B) PX Ho (g, BjA) X fli(g, A) lXlP(S, B)

est exacte. De plus, ô induit une bijection de Vensemble des orbites de B% dans

(BjA)% sur le noyau de i\.
(On rappelle qu&apos;une suite d&apos;applications d&apos;ensembles pointés :

-&gt; xn_x ~&gt;xn-&gt; xnn4rl



Théorèmes de finitude en cohomologie galoisienne 119

est dite exacte si l&apos;image réciproque de l&apos;élément neutre de Xn+1 est égale à
l&apos;image de Xn_x dans Xn.)

Il est clair que il est injectif, et que le noyau de pi est égal à l&apos;image de i%.

Par définition, le noyau de ô est formé des éléments X€{B/A)g dont l&apos;image

réciproque X dans B contient un point invariant par g ; on a donc bien
Ker(&lt;5) Im(p°J. L&apos;inclusion Im (ô) c Ker (i\) résulte de la définition de ô au

moyen de cocycles; pour prouver l&apos;inclusion réciproque, soit a€Ker(ii),
et soit aeZ1(g, A) un représentant de a. Puisque a€Ker(ii), il existe bçB
tel que a8 6~1b*6 pour tout seg; si x p(b)eBjA, il est clair que x est
invariant par g, et que ô(x) a. Cela achève de prouver l&apos;exactitude de la
suite considérée.

Soient maintenant x,y€(BjA)%\ il nous faut prouver que ô(x) à (y)
si et seulement si x et y sont dans la même orbite de B*. Supposons d&apos;abord que
ô(x) ô(y). On peut alors trouver des représentants 6, c de x, y dans B
tels que :

On en déduit bc1 *(bc~x), d&apos;où bc~l€B%; comme l&apos;élément 6c&quot;&quot;1 transforme

y en x, on voit bien que x et y appartiennent à la même orbite. La
réciproque se démontre par un calcul analogue.

1.13. Corollaire. Soit aeZ1^, A), et soit a la classe de a dans
Les éléments de H1 (g, A) qui ont même image que oc dans H1 (g, B) correspondent
bijectivement aux orbites du groupe (Ba)g opérant dans (BJAa)*.

Cela résulte par torsion de la proposition précédente (cf. n° 1.10).

Remarque. On vérifie immédiatement que l&apos;espace homogène BJAa peut
être identifié au g-ensemble (BjA)a obtenu en tordant l&apos;espace homogène BjA
grâce au cocycle a (le groupe A opérant sur BjA par translations à gauche).

1.14. Si / : X -&gt; Y est une application, nous dirons que / est propre si
l&apos;image réciproque de tout point de Y par / est finie. (Cela revient à dire que /
est une application propre au sens topologique lorsqu&apos;on munit X et F de la
topologie discrète.)

Corollaire. Pour que i\: fîx(g, A) -&gt; H1 (g, .B) soit propre (resp. injective),
il faut et il suffit que, pour tout aeZ1^, A), les orbites de (Ba)* dans {BJAa)*
soient en nombre fini (resp. que (Ba)M opère transitivement sur (BJAa)g).

Cela résulte immédiatement du corollaire 1.13.
L&apos;image de i* est donnée par le résultat suivant :

1.15. Proposition. Soit b (6s)€JZ1(g, B) et soit p la classe de b dans
™l(%&gt; -B). Pour que fi appartienne à Vimage de
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il faut et il suffit que le g-ensemble (BjA)b obtenu en tordant BjA au moyen de b

ait un point invariant par g.
(Bien entendu, on fait opérer B à gauche sur BjA ; c&apos;est ce qui permet de

définir (B/A)b.)
Pour que /îcïm (i*), il faut et il suffit qu&apos;il existe beB tel que b~lbssb

appartienne à A pour tout sçg. Si l&apos;on pose p(b) c, cela revient à dire que
c bssc dans BjA, ou encore que C€H°(g,(BjA)b), d&apos;où la proposition.

Remarque. D&apos;après le n° 1.6, le groupe tordu Bb opère à gauche sur (BjA)b,
et il est clair qu&apos;il opère transitivement.

1.16. Suite exacte associée à une extension de g-groupes.
Soit B un g-groupe, soit A un sous-g-groupe distingué de B, et soit C le

g-groupe quotient. Comme au n° 1.11, nous noterons i l&apos;injection canonique
de A dans B, et p la projection B -&gt; C. On a donc une suite exacte de

Nous allons voir que le groupe Cg opère canoniquement à droite sur H1 (g, A).
Soit donc ceCg, et soit beB tel que p(b) c. On a vu au n° 1.11 qu&apos;il

existe un cocycle a (a8) de A tel que 8b b-as pour tout seg. L&apos;application

x |-&gt; b~xxb est un isomorphisme de A sur le groupe tordu Aa\ cela

résulte de la formule :
o rb~u*X&apos; b as8{b-xxb)-ag

Par passage à la cohomologie, on obtient ainsi une bijection

En la composant avec la bijection canonique ra : /^(g, Aa) -&gt; H1 (g, A), on

obtient une bijectionJ
Q

Si i est la classe d&apos;un cocycle x (x8) ,Qb(Ç) est la classe du cocycle

Il est clair que, si b, b&apos;€p~x{C%), on a qb,b Qb-Qb&gt;; d&apos;autre part, si beA,

Qb est l&apos;identité. Il en résulte que Qb ne dépend que de p(b) c, et on peut le

noter qc; on a qc,c £c-qc,, ce qui signifie bien que Cg opère à droite sur

1.17. Proposition, /Soi^ 0-^.4-^jB-^C-^O wne swàe exacte de g-horno-

morphismes de g-groupes. Alors :

(i) La suite :
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0 -+E»(g,A) %H«(g, B)v\H«(g, C) XHHg, A)%XHHg, B)P-llP(g, C)
est exacte.

(ii) Si ceCg, on a ô(c) qc(1), en notant 1 Vêlement neutre de H1 (g, A).
(iii) L&apos;application i* induit une bijection de l&apos;ensemble des orbites de Cg

dans H1 (g, A) sur le noyau de p\.
(iv) Soit x (xs)€Z1(g, A), et soit £ sa classe dans H1^, A). Soit eeCg.

Pour que qc(Ç) f, il faut et il suffit que c appartienne à Vimage de Vhomo-

morphisme (px)\ : (Bxf -&gt; Cg.

(On note Bx le groupe obtenu en tordant B au moyen du cocycle x, étant
entendu que A opère sur B par automorphismes intérieurs.) Pour prouver (i),
il suffit (vu la prop. 1.12) démontrer que Ker (p\) est égal à Im(i*). L&apos;inclusion

Im (i* c Ker (pi) résulte de ce que le composé p o i est trivial. Inversement,

soit b (bs) un cocycle dont la classe /? appartient à Ker {p\). Il
existe alors ueB tel que b8 u.8u~1mod&apos;A, d&apos;où u~xbs8u asçA ; le

cocycle (as) a pour classe un élément oceffîig, A), et il est clair que i\ (oc) /?,

ce qui démontre (i). L&apos;assertion (ii) est immédiate sur la définition de @c.

D&apos;autre part, soient x (x8) et x&apos; (x8) deux éléments de Zx(g ,A) qui
sont cohomologues dans B; il existe beB tel que x\ b^x/b pour tout
«9 6g; si c p(b), on a sc~c, d&apos;où ceCg. Il est clair que ^c transforme la
classe de x en celle de x&apos;\ la réciproque se démontre de même, ce qui établit
(iii). Enfin, les notations étant celles de (iv), choisissons b€p~x(c). L&apos;équation

£c(f) I équivaut alors à l&apos;existence de aeA tel que xs a^b^x^b&apos;a, ce

qui s&apos;écrit encore ba xs8(ba)x~1, ou encore bae(Bx)g; d&apos;où (iv).

1.18. Corollaire. Soit bç.Zx(g, B) et soit p la classe de b dans H1 (g, B).
Les éléments de H1 (g, B) qui ont même image que /S dans H1 (g, C) correspondent
bijectivement aux orbites du groupe (C&amp;)8 opérant dans H1 (g, Ab).

(Le groupe Ab (resp. Cb) est défini par torsion au moyen de 6, le groupe B
opérant sur A (resp. C) par restriction (resp. passage au quotient) des

automorphismes intérieurs.)
Cela résulte par torsion de la partie (iii) de la proposition précédente.

1.19. Corollaire. Si Cg et H1 (g, B) sont finis (resp. triviaux), il en est de
même de H1(g, A).

Cela résulte de la partie (iii) de la proposition précédente.

1.20. Corollaire. Pour que p\ : ^(g, B) -&gt;H1(g, C) soit propre (resp.
injective), il faut et il suffit que, pour tout ôeZ^g, B), les orbites de (Cb)g dans

^ Ab) soient en nombre fini (resp. que (Cb)g opère transitivement sur

Cela résulte du corollaire 1.18.
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Remarque. La condition du corollaire 1.20 est notamment vérifiée lorsque
tous les H1^, Ab) sont finis (resp. nuls).

1.21. Cas d&apos;un sous-groupe abélien distingué.
On garde les notations et hypothèses des n08 1.16 à 1.20, et on suppose en

outre que A est abélien. On note additivement le groupe H1 (g, A). D&apos;autre

part, Thomomorphisme 0* -&gt; Aut (A permet de faire opérer (7* à gauche
sur H1 (g, A). Nous noterons ca cette opération (ceCg, ae£T1(g, A))

1.22. Proposition. Soit B un g-groupe, soit A un sous-g-groupe abélien

distingué de B, et soit C B/A. On a:

qc(oc) c1 -oc + ô(c) pour tout a€J31(g, A) et tout ceC*.

Soit b un élément de B relevant c. On a *b b&apos; x8, et x (x8) est un
cocycle de classe ô(c). D&apos;autre part, si a (a8) est un cocycle de classe a,
on peut prendre pour représentant de Qc(a) le cocycle fe^a/ô, et pour
représentant de c^-oc le cocycle b~xa8b. La proposition résulte alors de la formule :

1.23. Corollaire, (a) On a ô(c&apos;c) ô(c) + c-1- ô(c&apos;) pour c,
(b) Si A est contenu dans le centre de B, Vapplication ô&apos;.C* -^» Hl(g, A)

est un homomorphisme, et Von a qc(oc) a + à(c) pour ceCg, aeff(g, ^4).
Soit aeH1(g, A). On sait que qc*c(ol) @c(£c/(°0)- La proposition 1.22

permet de calculer les deux membres de cette formule. Pour le premier, on

trouve c^c&apos;^ol + &lt;5(c&apos;c), et pour le second:

c-V-1* + c^àic&apos;) + &lt;5(c).

En comparant, on obtient (a). L&apos;assertion (b) résulte immédiatement de 1.22

et de (a).

Remarque. Lorsque g est un groupe profini (ou un groupe discret), on peut
aller plus loin: on définit pour tout ceZ1(g, C) un élément A(c)eH2(g, Ac),
et l&apos;on montre que A (c) 0 si et seulement si la classe de c appartient à

Im (p\)- Comme nous n&apos;aurons pas besoin de ce résultat dans la suite, nous

nous bornerons à renvoyer le lecteur à Grothendieck [8], ou à [19], Chap. I,
n08 5.6 et 5.7.

1.24. Action des automorphismes intérieurs. Soit A un g-groupe, et soit

teg. Définissons des applications

Xt : g -&gt; g et jut : A -&gt; A
par les formules: W) t*st, *&lt;*) •*.



Théorèmes de finitude en cohomologie galoisienne 123

Ces applications sont compatibles entre elles, au sens du n° 1.3. Elles définissent
donc des applications

(ki9 pt)\ : H*(g, A) -&gt; Jï&lt;(g, A), i 0,1

1.25. Proposition. Pour tout teg, (A^,^)* est Vapplication identique de

H1 (g, A) sur lui-même.
Pour i 0, on a H°(g, A) Ag, et si xeAg, on a ju,t(x) x. D&apos;où

le fait que (Xt, /ut)0^ est l&apos;identité.

Soit maintenant ae£T1(g, ^4), et soit a (a8) un cocycle représentant a.
La classe de cohomologie (At, //*)*(«) est celle du cocycle b (b8) défini par
la formule: u

Utilisant le fait que a est un cocycle, on obtient :

b8 *(«,_! • «&quot;^a,,) *a^ • afif «71 &apos;

a«« a7X #
a»&apos; 8«&lt;

»

ce qui montre que b8 est cohomologue à a8, d&apos;où la proposition.

1.26. Conservons les notations des deux n08 ci-dessus, et soit h un sous-

groupe distingué de g. Si Jeg, l&apos;homomorphisme Xt applique h dans lui-même.
Les applications - ^ a a

sont encore compatibles. On en déduit comme ci-dessus des applications

que nous noterons at pour abréger. Il est clair que gu, otoot,. D&apos;autre part,
la proposition 1.25, appliquée au groupe h, montre que at — 1 si te h. On
peut donc définir ot pour £eg/h, et Ton voit que g/h opère à gauche sur
H*(h, A). Pour i 0, on retrouve les opérations évidentes de g/h sur Ah.

Remarque. Supposons que tout sous-groupe ouvert de g contienne un sous-
groupe ouvert distingué (ce qui est notamment le cas lorsque g est profini).
Alors g/h opère continûment sur H1 (h, A). (Bien entendu, g/h opère toujours
continûment sur H°(h9A).)

1.27. Proposition. Soit h un sous-groupe distingué de g, et soit A un g-groupe.
On a alors une suite exacte :

0 -*fP(g/h, A*) 4fP(g, A) -5-fP(h, A),
ou ol est Vapplication associée à la projection g ~&gt; g/h e£ à l&apos;inclusion Ah -&gt; -4,
ef oà ^3 es£ Za restriction. De plus a est injectif et Vimage de /? est contenue dans
l&apos;ensemble des éléments de H1 (h, A) invariants par g/h (pour les opérations at
définies ci-dessus).
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Soient a (a8) et b (b8) deux cocycles de g/h dans Ah qui sont eohomo-
logues dans Zx(g, A). Il existe donc ceA tel que

b8 c~la*c

Si Ton prend s dansh, on a a8 bs 1, d&apos;où sc c, ce qui montre que c appartient

à Ah; les cocycles a et 6 sont donc cohomologues dans Z1(g/h, 4h),
ce qui prouve que a est injectif.

L&apos;inclusion Im (a) c Ker (/?) est évidente. Pour prouver l&apos;inclusion opposée,
soit a (as) un cocycle de g dont la restriction à h est un cobord. Il existe
ceA tel que a8 — c1 • sc si 5 eh ; quitte à remplacer (a8) par le cocycle cohomo-

logue (c^afc), on peut donc supposer que a8 1 pour seh. L&apos;identité

ast a/«f montre alors que as ne dépend que de la classe de s mod • h, et appartient

à Ah. Le cocycle a provient donc d&apos;un cocycle de g/h à valeurs dans Ah,
ce qui achève de prouver que Im (a) Ker (($).

Enfin, il est clair que fi : H1 (g, A) -&gt; H1 (h, A) est compatible avec l&apos;action

de g sur ces deux ensembles. D&apos;après la proposition 1.25, g opère trivialement
sur H1 (g, A). Il opère donc aussi trivialement sur Im(/?), d&apos;où la proposition.

1.28. Induction. Soit h un sous-groupe de g, et soit E un h-ensemble. Soit
JE/* l&apos;ensemble des applications / : g -&gt; E qui vérifient les deux conditions
suivantes :

(a) / est constante sur les classes à gauche modulo un sous-groupe ouvert
de g,

(b) f(h-x) h(f(x)) pour xeg,heh.
(Lorsque g est profini, ou discret, la condition (a) signifie simplement que /

est continue.)
Si feE* et geg, soit °f : g -&gt; E l&apos;application définie par la formule :

cm*) /&lt;**)•

On constate sans difficultés que 9f vérifie les conditions (a) et (b) et que
°(g&apos;f) {9°f)f. Le groupe g opère donc à gauche sur E*9 et la propriété (a)

assure que cette opération est continue. Ainsi, E* est muni d&apos;une structure de

g-ensemble; on dit que c&apos;est le g-ensemble induit du h-ensemble E. Lorsque E

est un h-groupe, E* est un g-groupe.
D&apos;après (b), l&apos;application ju,: E* -+ E qui associe à tout feE* sa valeur à

l&apos;élément neutre est compatible (au sens du n° 1.3) avec l&apos;homomorphisme

d&apos;inclusion A : h -&gt; g.

1.29. Proposition. Soit h un sous-groupe de g, soit A un h-groupe, et soit A*
le g-groupe induit correspondant. Supposons que les sous-groupes ouverts distin-
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gués de g forment un système fondamental de voisinages de Vêlement neutre. Alors
les applications

{X ^:H*{g, A*) ^H&lt;(h, A) (i 0,1)
sont bijectives.

Le cas i 0 est trivial (et ne nécessite d&apos;ailleurs aucune hypothèse sur g).
Nous supposerons donc que i= 1; nous noterons &lt;p l&apos;application de ^(g,^*)
dans Zx(h, A) définie par (A,^), et 0 l&apos;application correspondante de
S1 (g, 4*) dans ^(h,^).

Soit F (FJeZ1^, 4*). On a:

(1) J^(A-aO ^(a;)) (Ach, x, seg)

(2) ^(s) Fs(x) • ^t(a«) (5, t, xeg)

(3) II existe un sous-groupe ouvert distingué n de g tel que F8(x) — 1 si
s eu. Vu (2), cela équivaut à dire que F8(x) ne dépend que des classes de s et de

x modulo n.
Ces trois propriétés caractérisent les éléments de Zx(g, A*).
Si F cZ1(g, A*) on notera F&apos; l&apos;application de g dans A définie par la for-

Il résulte de (2) que l&apos;on a:

(4) Ft(x) F&apos;(x)-lF&apos;(xs) (x,seg),
ce qui montre que F&apos; détermine F. De plus (1) et (2) impliquent:

(5) F&apos;(h-z) F&apos;(h)*(F&apos;(x)) (heh,xeS),
et (3) implique:

(6) II existe un sous-groupe ouvert distingué n de g tel que Ff (x) ne
dépende que de la classe de x modulo n.

Inversement, si F&apos; : g -&gt; A vérifie (5) et (6), l&apos;application F définie par la
formule (4) vérifie les conditions (1), (2), (3): la vérification est immédiate. De
plus^(jP) est la restriction de F1 à h.
Si F, G?€Z1(g, J.*) sont cohomologues, il existe ceA* tel que:

(7) Gr(s) c(l)-*Ff(s)c(s) (seë),

et réciproquement, s&apos;il existe ceA* vérifiant (7), la formule (4) montre que F
et G sont cohomologues.

Montrons maintenant que 0 est surjective. Soit zeZ1^, A), et soit n un
sous-groupe ouvert distingué de g tel que z soit constant sur les classes de h
modulo h n n. Soit (st)i€l un système de représentants des classes à droite de
g modulo h» n ; nous supposerons que ce système contient l&apos;élément 1.

Si Ton a
h&apos;n&apos;S{ h&apos;&apos;nf&apos;Sj (h, h&apos;eh, n, n&apos;en, i, jel),
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on a évidemment i j et h h&apos; mocMi n n, d&apos;où zh zh,. Il existe donc
une application F&apos; : g -&gt; A telle que :

(8) Fr(h-n-st) zh si heh, nen, ie I.
Il est clair que J&quot; vérifie (5) et (6). De plus, la restriction de F1 à h est égale à z.
Compte tenu de ce qui a été dit plus haut, cela prouve que cp est surjective,
donc aussi 0.

Il reste à prouver que 0 est injective. Soient F, GeZ1(g, A*) tels que
&lt;p(F) et (p (G) soient cohomologues. Il existe alors aeA tel que Ton ait :

(9) G&apos;(h) a^F&apos;{h)ha (heh).

Soit n un sous-groupe ouvert distingué de g tel que a soit invariant par n,
et que F&apos; et G&apos; soient constantes sur les classes de g modulo n. Soit de nouveau
(8i)i€i un système de représentants des classes à droite de g modulo h • n ; on

suppose encore que ce système contient l&apos;élément 1. Si iel, soit a% l&apos;élément

de A défini par la formule :

(10) G&apos;(st) ar*F&apos;(ê%)a%.

Si khfin, on a *(G&apos;(x)) G&apos;(x) pour tout xeg, et de même pour F&apos;.

En appliquant ceci à x st, on voit que la% at ; les at sont donc invariants
par h fl n. On en déduit comme ci-dessus l&apos;existence d&apos;une application
c : g -&gt; A telle que :

(11) c(h*n&apos;8t) hat si heh, nen, ici.
Il est clair que c est constante sur les classes modulo n, et vérifie l&apos;identité

c(h- x) h(c(x)) pour heh,xeg; on a donc ceA*. Comme F&apos;(l) G&apos;(l) 1,

on a en outre c(l) a.

Soit maintenant x h-n*st (&amp;eh, nen, ieI) un élément de g. On a:
G&apos;(x) G&apos;(h) -*(Gf(n-8t))=G&apos; (h) • *((?&apos;(st))

a-1F&apos;(h)hah(Gf(st))

F&apos;MaJ a~xF&apos; (h -st)hat

D&apos;après (7), cela signifie que F et G sont cohomologues, ce qui achève la

démonstration.

§ 2. Cohomologie galoisienne

2.1. Cohomologie d&apos;un foncteur.
Soit le un corps et soit S la catégorie des extensions algébriques séparables de

Je (ou bien la catégorie de toutes les extensions de Je Soit A un foncteur de 5



Théorèmes de finitude en cohomologie galoisienne 127

dans la catégorie Ens des ensembles (resp. dans la catégorie Gr des groupes).
Nous supposerons que A vérifie les trois conditions suivantes :

(1) Si K-&gt;K&apos; est un morphisme (K, K&apos;eS), le morphisme correspondant
A (K) -&gt; A (K() est injectif.

(2) Si Kf est une extension galoisienne de K (K, Kr €S^,A (K) s&apos;identifie

au sous-ensemble de A (Kf) formé des éléments invariants par les opérations
du groupe de Galois g(Kf/K).

(3) Pour tout Jl cS, on a A (K) lim-A (Ka), pour Ka parcourant
l&apos;ensemble des sous-extensions de K qui sont de type fini sur k.

Soit K&apos;jK une extension galoisienne (avec K,KfeS). La condition (3)
montre que g{KrjK) opère continûment sur A(Kf); ainsi A(Kf) est muni
d&apos;une structure de g(K&apos; jK)-ensemble (resp. de g(K&apos;jK)~groupe, lorsque le
foncteur A est à valeurs dans Gr). Le i-ième ensemble de cohomologie
HtfeiK&apos;IK), A{K&apos;)) est donc défini pour i 0 (resp. pour i 0,1),
cf. § 1; on le notera H^K&apos;/K, A) et l&apos;on écrira de même Zï(K&apos;\K, A) à la
place de Z1(g(Kt/K)y A(K&apos;)). D&apos;après (2), on a:

H°(K&apos;IK,A) A(K).

Remarque. Lorsque A prend ses valeurs dans la catégorie des groupes
commutatifs, on peut définir pour tout i ^ 0 des groupes de cohomologie
H{(KfIK, A), cf. [13] ainsi que [19], Chap. II.

2.2. Propriétés îonctorielles. Il est clair que les H{(KfIK, A) sont fonc-
toriels par rapport à A.

D&apos;autre part, pour A fixé, considérons deux extensions galoisiennes K&apos;jKj^

et KfJK2, de groupes de Galois gx et g2. Soit / : Kx -&gt; K2 un morphisme
dans la catégorie S. Supposons qu&apos;il existe un morphisme F : Kx -&gt; K2
prolongeant /. D&apos;après la théorie de Galois, le corps F(K[) ne dépend pas du
chois de F, et l&apos;extension F(K[yK2IK2 est galoisienne. Pour tout seg2&gt; il
existe un unique élément ^F(s)€gx tel que soF Fo&amp;F(s). L&apos;application

^f &apos;• gî ~&gt; Si ainsi définie est un homomorphisme, qui est compatible avec
l&apos;application

définie par F. On en déduit (cf. n° 1.3) des applications

(A,, pr)\ : HHK&apos;JK,, A) -* H*(K&apos;jKt, A).
lemme. Les applications définies ci-dessus ne dépendent pas du choix de F.
Soit F&apos; un morphisme de K!x dans K&apos;2 prolongeant /. D&apos;après la théorie de

il existe tegx tel que Ff Fot. On a lF, XtoXF, où Xt désigne
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l&apos;automorphisme intérieur de gx défini par ir1, et juF, fiFojut. Le lemme
résulte alors du fait que (Xt, /ut)l est l&apos;identité (cf. n° 1.25).

Ainsi, les applications Hi(Kr1IKli A) -&gt; H1 {K2jK2, A) ne dépendent que
de/; pour i 0, on obtient évidemment l&apos;application de A(KX) dans A(K2)
définie par /.

Prenons en particulier K1 K2 k (/ étant l&apos;application identique) et

pour Krx et K2 deux clôtures séparables de k. Le lemme ci-dessus donne une
bijection canonique de H1 (K&apos;jk, A) sur H1 {Kf2jk, A). On identifiera entre eux
ces ensembles, et on les notera H{(k8lk, A), ou simplement ^(k, A). Ce

sont des foncteurs par rapport à k.

2.3. Exemples, (a) Soit X un schéma sur k. Pour toute extension Kjk,
nous noterons XK, ou X (K), l&apos;ensemble des points de X à valeurs dans K
(rappelons que c&apos;est l&apos;ensemble des &amp;-morphismes de Spec (K) dans X), On

définit ainsi un foncteur sur S à valeurs dans Ens, que l&apos;on note encore X. Ce

foncteur vérifie les conditions (1) et (2) du n°2.1; il vérifie la condition (3)

pourvu que l&apos;on suppose que X est localement de type fini sur k (cf. [9],
Chap. IV). Lorsque X est un schéma en groupes sur A;, le foncteur correspondant
prend ses valeurs dans la catégorie des groupes, et ^(K&apos;jK, X) est défini

pour i 0,1.
(b) Soit X un schéma de type fini sur k. Pour toute extension Kjk, soit

AutX(K) le groupe des if-automorphismes du schéma étendu X ®kK.
On obtient ici encore un foncteur Aut X : S -&gt; Gr, vérifiant les conditions
(1), (2), (3) du n° 2.1. Il en est de même lorsque X est un schéma en groupes
de type fini sur k, et que l&apos;on se borne aux automorphismes respectant cette

structure de groupe.
Nous verrons dans les §§ 4 et 5 que, dans certains cas, le foncteur Aut X

provient d&apos;un schéma en groupes sur k.

2.4. Conjugaison. Soit k&apos;jk une extension galoisienne, de groupe de

Galois g, et soit X&apos; un ^&apos;-schéma. Si se g, on note sXf le schéma obtenu à

partir de X&apos; par le changement de base s : k&apos; -&gt; k&apos;

; si xeX&apos; (k&apos;), on note sx

le point correspondant de (8X)(k&apos;)\ si /&apos; : X&apos; -&gt; Y&apos; est un morphisme de

k&apos;-schémas, on note 8f le morphisme de 8Xf dans 8Yf déduit de /&apos; par changement

de base. On a la formule:

pour *€g xeX{k&apos;)

Si X&apos; X ®k k&apos; et Y&apos; =Y ®fc k&apos;, on peut identifier sXf à I&apos; et aF i
Y1; on a alors •/&apos; /&apos; pour tout seg si et seulement si /&apos; est «défini sur k»,

i. e. s&apos;il existe un morphisme / : X -&gt; Y tel que /&apos; / ® 1 ; le morphisme /
est alors unique.
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2.5. Torsion. Soit k&apos;jk une extension galoisienne, de groupe de Galois g,
et soit X un schéma de type fini sur k (resp. un schéma en groupes de type fini
sur k). Nous supposerons que X est quasi-projectif. Soit Aut X le foncteur
d&apos;automorphismes de X (cf. n° 2.3).

2.6. Proposition. Soit a (a8)eZ1{krjk, AutZ). Il existe un k-schémade

type fini (resp, un k-schéma en groupes de type fini) Y et un k&apos;&quot;isomorphisme

/&apos; : X ®k k&apos; -&gt; Y ®fc kf tels que Von ait:

*f f&apos;oas pour tout se g

Le couple (Y, /&apos;) est unique, à isomorphisme unique prhs.
La continuité du cocycle a permet de se ramener au cas où l&apos;extension

k&apos;jk est finie. On applique alors à (as) le théorème de « descente du corps de
base» de Weil (cf. par exemple [17], Chap. V., § 4, n° 20). Cela revient simplement

à ceci :

Si Fon pose bs aso(l (g) s), on a b8t b8obt, et l&apos;on peut faire opérer g
sur X ®kk&apos; au moyen des bs; ces opérations sont compatibles avec celles de

g sur k&apos;. Il en résulte que g opère librement, et l&apos;on prend pour Y le schéma

quotient (X ®k &amp;&apos;)/g (ce quotient existe grâce au fait que X est supposée
quasi-projective). On vérifie immédiatement que Y a les propriétés voulues.

Le schéma Y ainsi obtenu sera noté Xa ; on dit qu&apos;il s&apos;obtient en tordant X
au moyen de a. L&apos;ensemble des isomorphismes de X ®kk&apos; sur Y ®kk!
est un espace homogène principal de KutX(k&apos;), et la classe de cohomologie
correspondante est celle de a. On en déduit que Xa est isomorphe à Xb si et
seulement si a et b sont cohomologues. Les éléments de ^(k&apos;fk, Aut X)
correspondent donc bijectivement aux classes d&apos;isomorphisme de k-schémxis

(resp. de fc-schémas en groupes) Y tels que Y (£)k k&apos; soit isomorphe à X ®kk!.
(Un tel ^-schéma Y est appelé une k&apos;jk-forme de X - lorsque k&apos; =ks, on dit
simplement une k-forme.)

Exemple. Soit A un schéma en groupes de type fini sur k, et soit
a ((^s)€Z1(kf/k, A). Si l&apos;on fait opérer A à gauche sur lui-même (par
translations), on peut tordre A au moyen de a. Le schéma Pa ainsi obtenu est un
espace homogène principal sur A (cf. par exemple [17], Chap. V, n° 21 ou [13])
tel que Pa(kf) ^ 0 On retrouve ainsi la correspondance bien connue entre
les classes de tels espaces et les éléments de ^(k&apos;jk, A).

La notion de «torsion» définie plus haut est compatible avec celle du § 1.
De façon précise :

9 CMH vol. 39
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2.7. Proposition. Soient X,Y,a,ff vérifiant les hypothèses de 2.6.
L&apos;application f : X(kr) -&gt; Y(kr) est un isomorphisme du g-ensemble tordu X(kf)a
sur le g-ensemble Y (Jcf).

Cela résulte de la formule :

/&apos;(«.(&apos;*)) (ffoa8)(sx) (*f&apos;)(*x) •(/&apos;(*)) (xeX(k&apos;)9 seg)

2.8, Restriction des scalaires. Soient kx une extension finie séparable de

k, et k&apos; une extension galoisienne de k contenant kx\ notons g (resp. h) le

groupe de Galois de k&apos;jk (resp. de k&apos;jhj) ; l&apos;ensemble des i-morphismes de hx

dans k&apos; s&apos;identifie canoniquement à l&apos;espace homogène g/h. Soit X un schéma

sur kx ; si se g, le conjugué 8X de X ne dépend que de la classe de s modulo h.
Soit d&apos;autre part Y un schéma sur k, et soit p : Y &lt;g&gt;k kx -&gt; X un &amp;rmorphisme.

La collection des conjugués (8p)s€gi% définit un morphisme

Y ®kk&apos; -

Lorsque (8p) est un isomorphisme, on dit (cf. Weil [21], n° 1.3) que Y
s&apos;obtient à partir de X par restriction des scalaires de kx à k ; le couple F, p)

est alors unique, à un isomorphisme unique près. On écrit Y Rk fk(X) ou

encore Y | | (X), cette dernière notation étant celle de Grothendieck.
hxih

Uexistence de Rk fk(X) peut se démontrer, par exemple, lorsque X est quasi-

projectif sur k.

Supposons que Y Rj,/k(X) existe; soit E le h-ensemble X(kf), et soit

U* le g-ensemble induit (cf. n° 1.28). Nous allons voir que E* peut être

identifié à Y(kf). De façon plus précise, soit yeY(kf), et soit ê(y) l&apos;application

de g dans E définie par la formule :

formule qui a un sens, puisque (8&quot;1p)(y) appartient à a~

2.9. Proposition. Pour tout yeY(kf)9 on a ê(y)€E*. L&apos;application

ê : Y(k&apos;) -&gt; E* ainsi définie est un isomorphisme de g-ensembles.

Il faut d&apos;abord prouver que ê(y) vérifie les conditions (a) et (b) du n° 1.28.

La condition (a) (continuité) est immédiate. La condition (b) s&apos;écrit:

Elle résulte du fait que hp p. L&apos;application ê est donc bien définie. On

vérifie sans difficultés que c&apos;est une bijection. Le fait que ê soit un morphisme
de g-ensembles résulte du calcul suivant:
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Lorsque X est un schéma en groupes, il en est de même de Y, et l&apos;application

# est compatible avec les structures de groupes de Y(k&apos;) et de 25*. Compte
tenu de la prop. 1.29, cela donne:

2.10. Corollaire. Si Y Rk (k(X), il existe une bijection canonique de

H^k&apos;jk, Y) sur H* (le&apos;fa, X), i ~ 0,1.
En particulier, prenant k&apos; k89 on voit qu&apos;on peut identifier ^(k, Y)

et

Remarque. Pour i 0, on retrouve la bijection canonique de F (4) sur
cf. Weil, loc.cit. Pour i=l, on peut interpréter la bijection

Hl(k&apos;lkl9 X) -&gt; iï1 (&amp;&apos;/&amp;&gt; Y) de la manière suivante: à tout espace homogène
principal P sur X, ayant un point dans k&apos;, on associe l&apos;espace homogène
principal Rk fk(P) sur Y.

2.11. Variétés algébriques et groupes algébriques. Soit k un corps. Nous
appellerons variété algébrique définie sur k (ou simplement k-variété) tout
schéma X de type fini sur k qui est absolument réduit. Rappelons que cette
dernière condition signifie que, pour toute extension k&apos;\k, le schéma étendu
X Ç§kk&apos; est réduit (son faisceau structural n&apos;a pas d&apos;éléments nilpotents);
en particulier X est réduit; la réciproque est vraie lorsque k est parfait, ce qui
sera toujours le cas à partir du § 4. Lorsque k est algébriquement clos, la notion
de « variété algébrique » définie ici est équivalente à celle de FAC.

De même, nous appellerons groupe algébrique défini sur k tout schéma en
groupes G sur k qui est une variété algébrique (pour la structure de schéma
sous-jacente). Il revient au même de dire que G est de type fini sur k, et
simple sur k (au sens de Grothendieck [10] - autrement dit «lisse» au sens de
Grothendieck [9], Chap. IV).

Lemme. (i) Si V est une variété algébrique définie sur k, V(ks) est dense
dans V.

(ii) Soient V et W deux k-variétés, et soient f et f deux morphismes de V
W. Si f et f définissent la même application de V(k8) dans W(ks),

on a f /&apos;.

L&apos;assertion (i) est bien connue, cf. par exemple [17], Chap. V, n° 23. L&apos;asser-

(ii) résulte de (i) et du fait que F est un schéma réduit.
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Application. Soit P un espace homogène principal sur un groupe algébrique
A ; il existe une extension kr de k telle que P ®kk&apos; soit isomorphe à A ®kk&apos;

(par exemple kf k). Comme A est une variété algébrique, il en est de même
de P, et le lemme ci-dessus montre que P (ks) ^ 0 On en conclut que P
est défini par un élément de Hl(k, A), cf. n° 2.6.

2.12. Un lemme de descente du corps de base. Soient k un corps, kt une
extension finie de k contenue dans ks, et g le groupe de Galois de kjk. Soit V

une Â^-variété algébrique. On suppose V(k8) muni d&apos;une structure de

g-ensemble, et Ton note s (x) le transformé de xeV(k8) par seg. On se propose
de donner des conditions pour qu&apos;il existe une variété algébrique W définie sur
k et un isomorphisme &amp; \V ®k k8 -&gt;W ®kk8 tels que l&apos;application correspondante

# : V(k8) -&gt; W(ks) soit un isomorphisme de g-ensembles.
Soit seg. Soit 8V le schéma sur skx obtenu à partir de F par le changement

de base s: k± -^sk1. On a une bijection canonique x\-&gt; 8x de V(k8) sur

(*V)(k8), d&apos;où une application bien définie fs: (8V)(k8) -&gt; V(ks) vérifiant la

formule:
fs(sx) s(x).

Lemme. Supposons vérifiées les trois conditions suivantes:
(a) Pour tout seg, il existe un morphisme F8 : SV ® ks -&gt; V ® ks dont

l&apos;action sur les points à valeurs dans k8 coïncide avec f8.

(b) II existe une extension finie séparable k2/k1 telle que f8 1 si S€g(kslk2).
(c) II existe un recouvrement de V ® k8 par des ouverts affines Ua tels que

U^kg) soit stable par g pour tout oc.

Il existe alors une k-variété W et un isomorphisme ê : V ®k ks -&gt; W ®kks
tels que ê: V(k8) -&gt; W (ks) soit un isomorphisme de g-ensembles. Le couple

(W, &amp;) est unique, à un isomorphisme unique près.

Il est clair que l&apos;on peut supposer que kx k2, et que ce corps est une extension

galoisienne de k. Le groupe h g {k8jk2) est alors un sous-groupe ouvert

distingué de g. Soient s, te g et soit xeV(k8). On a:

F8t(stx) st(x) s{Ft{*z)) F8(°(Ft(*x))) (F8o*Ft)(*tx)

On en conclut (cf. n°2.11) que F8t F8osFt. La condition (b) montre
d&apos;autre part que F8=l si s eh. Ainsi F8 ne dépend que de la classe

de s modulo h, et est défini sur k±. On peut alors appliquer le critère de

descente du corps de base aux F8 (cf. par exemple [17], Chap. V, § 4, n° 20).

On en déduit l&apos;existence d&apos;une ^-variété algébrique W et d&apos;un isomorphisme
&amp; : F ® k8 -&gt; W ® k8 tel que F8 ^o^ (seg). Si xeV{k8), on a

F8^x) s(x)i d&apos;où:

i. e. *(#(*)) #{8{x))
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ce qui montre que le couple (W,&amp;) répond à la question posée. L&apos;unicité est
immédiate.

Remarque. Il est facile de vérifier que les conditions (a), (b), (c) du lemme
sont non seulement suffisantes, mais aussi nécessaires.

Donnons pour terminer un résultat inédit de Springer dont nous aurons
besoin au § 6 :

2.13. Proposition. Soient k un corps parfait, A un k-groupe algébrique
H un sous-groupe algébrique de A, et N le normalisateur de H dans A.
Soit a (a8)€Zx(k/k, A), et soit a €#*(&amp;, A) la classe de cohomologie
correspondante. Soit Aa le groupe algébrique obtenu en tordant A au moyen de a
(le groupe A opérant sur lui-même par automorphismes intérieurs). Les deux
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) a appartient à Vimage de Hx{k, N) -&gt; Hi(k, A). _ _
(ii) II existe un sous-groupe algébrique H&apos; de Aa tel que H&apos; ®k et H ®k

soit conjugués par un automorphisme intérieur défini par un élément de A (k).
(La condition (ii) a un sens, grâce au fait que Aa &lt;g) k peut être canoni-

quement identifié à A ® k.)
Posons g g(k/k), soit X A(k)IN(k), et soit Xa le g-ensemble obtenu

en tordant X au moyen de a (le groupe A (k) opérant à gauche sur X). A
tout xeXa, associons le sous-groupe Hx Int (x)(H &lt;g) k) de Aa &lt;g&gt; k.
On vérifie sans difficultés que Ton obtient ainsi un isomorphisme de Xa sur le

g-ensemble des sous-groupes algébriques H[ de Aa ®k qui sont conjugués de

H ® k par un automorphisme intérieur de A (k). La condition (ii) équivaut
donc à dire que H°(g, Xa) est non vide, et son équivalence avec la condition (i)
résulte de la proposition 1.15.

2.14. Corollaire. Supposons que A soit linéaire, et que H soit un sous-
groupe de Gartan de A. L&apos;application canonique :

est alors surjective.
Soit aeZ1(klk, A). On sait (cf. [16]) que Aa possède un sous-groupe de

Cartan H&apos; (défini sur k, bien entendu); de plus la conjugaison des sous-

groupes de Cartan (cf. par exemple [6], 7.01) montre que H ®k et H&apos;
&lt;g&gt; k

sont conjugués par un élément de A (k). La proposition précédente s&apos;applique,

et Ton en déduit que la classe de cohomologie de a appartient à l&apos;image de
H1(Jc,N)-&gt;H1(k9A), d&apos;où le corollaire.
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§ 3. Groupes de type arithmétique

3.1. Groupes de type arithmétique. Soit G un groupe algébrique linéaire
défini sur Q, et soit G^ le groupe de ses points rationnels. Si r est un plongement
de G dans un groupe GLn, nous noterons Gz (r) le sous-groupe de G^ formé
des éléments g tels que r(g)eGLn(7j). Un sous-groupe F de G^ est dit de type
arithmétique dans 6?q s&apos;il existe un plongement r tel que Gz(r) soit commen-
surable à F; rappelons que cela signifie que F fï Gz(r) est d&apos;indice fini à la
fois dans F et dans Gz (r). On sait que, si cette condition est vérifiée pour un
plongement r, elle l&apos;est pour tout plongement. De plus, si F est de type
arithmétique dans Gy on peut choisir r de telle sorte que F soit contenu dans Gz (r);
en effet, les transformés par les éléments yeF du réseau Zn sont en nombre
fini, et engendrent un réseau X stable par F; si weGLn(Q) transforme Zw

en X, le plongement r&apos; défini par r&apos; {g) — u~1r(g)u est tel que Fa Gz(r&apos;).

Un groupe F sera dit de type arithmétique s&apos;il est possible de le plonger
comme sous-groupe de type arithmétique dans un groupe algébrique linéaire
défini sur Q.

3.2. Exemples. Le groupe Z, le groupe GLn(Z), un groupe fini, sont des

groupes de type arithmétique.
Le produit d&apos;un nombre fini de groupes de type arithmétique est de type

arithmétique.
Soit R un anneau qui soit un Z-module libre de type fini, et soit JS* le groupe

des éléments inversibles de JS. Le groupe iî* est de type arithmétique. En effet,
si Ton identifie R à Zn, on voit facilement qu&apos;il existe un sous-groupe algébrique
G de GLn dont les points rationnels correspondent bijectivement aux éléments
inversibles de l&apos;algèbre R (g Q. Comme 12* G%, cela montre bien que R est

de type arithmétique. [En fait, G peut même être défini comme schéma en

groupes sur Z grâce au foncteur correspondant G (A) (R ® A)*, A
parcourant la catégorie des anneaux commutatifs.]

3.3. Proposition. Soit F un groupe de type arithmétique.
(i) F est de présentation finie (autrement dit, F peut être défini par un nombre

fini de générateurs et de relations).
(ii) Les sous-groupes finis de F forment un nombre fini de classes modulo

conjugaison.
Pour la démonstration, voir [2] et [4].

Remarque. On peut se demander si la propriété (ii) est simplement une

conséquence de la propriété (i). Lazabd nous a fait observer qu&apos;il n&apos;en est rien:

il existe en effet un groupe de présentation finie qui contient des sous-groupes
finis de tout ordre (cf. Higman, Proc. Royal Soc. London, 262, 1961).
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3.4. g-groupes de type arithmétique. Soit g un groupe profini et soit F
un g-groupe (cf. n° 1.2). Nous dirons que F est de type arithmétique si Ton peut
trouver :

(a) un groupe algébrique linéaire G défini sur Q,
(b) un plongement / : F -&gt; G^,
(c) un homomorphisme continu de g dans le groupe Aut 6?(Q) des auto-

morphismes de G, le groupe Aut (?(Q) étant muni de la topologie discrète
(l&apos;image de g dans ce groupe est donc finie, ce qui permet de considérer G^
comme un g-groupe),
ces données étant assujetties aux deux conditions suivantes :

(i) f(F) est un sous-groupe de type arithmétique de Gq (cf. n° 3.1),
(ii) le plongement f:F-*Gq est compatible avec les structures de

g-groupes de F et de G^.
Puisque l&apos;homomorphisme g -&gt; Aut (?(Q) est continu, son noyau h est un

sous-groupe ouvert distingué de g, et il est clair que le g/h-groupe F est de type
arithmétique.

On notera également que, lorsque g est réduit à l&apos;identité, on retrouve la
notion définie au n° 3.1.

3.5. Exemples. Tout g-groupe fini, tout produit fini de g-groupes de type
arithmétique est de type arithmétique.

Soit R un anneau qui soit un Z-module libre de type fini, et supposons que
le groupe profini g opère continûment sur R. Le groupe 22* est alors un
g-groupe de type arithmétique. Cela se voit en reprenant la construction du n° 3.2,
et en remarquant que g opère sur le groupe algébrique G construit à cet endroit.

Soit G une variété abélienne définie sur un corps k, et soit g le groupe de
Galois de kjk. Le groupe Aut C(k8) des automorphismes de G ®kk8 est
un g-groupe de type arithmétique. En effet, soit R l&apos;anneau des endomorphismes
de C ®kks\ on sait que R est un Z-module libre de type fini, et Ton a
$* Aut C (k8) ; on est alors ramené à l&apos;exemple précédent. (Le même argument
s&apos;applique, plus généralement, à tout groupe algébrique commutatif qui est
extension d&apos;une variété abélienne par un tore.)

3.6. Proposition. Soit F un g-groupe de type arithmétique, et soit h un sous-
groupe de g. Le groupe Fh des éléments de F invariants par h est un groupe de type
arithmétique. Si de plus h est un sous-groupe distingué fermé de g, le g/h-groupe
r est de type arithmétique.

Soit / : F -&gt;Gq un plongement vérifiant les conditions du n° 3.4. Soit H
Ae

sous-groupe de G formé des éléments invariants par h. C&apos;est un groupe
algébrique défini sur Q, et l&apos;on a f(Fh) f(F) n #q, ce qui montre que Fh
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est un sous-groupe de type arithmétique de Hq. Si de plus h est un sous-groupe
distingué fermé de g, le groupe g/h opère sur H, et la restriction de / à Fh est

compatible avec les structures de g/h-groupes de Fh et de Hq, ce qui achève de

démontrer la proposition.

3.7. Proposition. Soit F un g-groupe de type arithmétique, et soit a (a8) un
élément de ^(g, F). Le g-groupe Fa obtenu en tordant F au moyen de a (cf.
n° 1.4) est de type arithmétique.

Soit / : F -&gt; Gq un plongement vérifiant les conditions du n° 3.4.
Pour tout seg, soit rs l&apos;automorphisme intérieur de G défini par f(as).

Faisons opérer g sur G au moyen des r8os; le sous-groupe f(F) de Gq est

stable par ces opérations, et Faction de g sur F ainsi définie est celle du groupe
tordu Fa. D&apos;où la proposition.

3.8. Proposition. Soit g un groupe fini, et soit F un g-groupe de type
arithmétique. Alors:

(i) Le produit semi-direct F&apos; de F par g est un groupe de type arithmétique.
(ii) H1 {g, F) est fini.
Soit / : F -&gt;Gq un plongement vérifiant les conditions du n° 3.4.

Convenons de noter g le groupe algébrique de dimension zéro défini canoniquement

par g (en tant que schéma, c&apos;est simplement g muni du faisceau d&apos;anneaux

constant Q). Comme g opère sur G, on peut former le produit semi-direct G1

de G par g; c&apos;est un groupe algébrique linéaire défini sur Q. Le groupe Gq

est produit semi-direct de Gq par g ; le groupe F! se plonge donc de façon naturelle

dans Gq. Comme de plus F est d&apos;indice fini dans F1, on voit que F&apos; est un

sous-groupe de type arithmétique de Gq, d&apos;où (i).
Soit maintenant a— (as) un élément de ^(g, .F). Si nous convenons

d&apos;écrire les éléments du produit semi-direct F1 sous la forme y s, avec yeF
et seg, le cocycle a définit un homomorphisme &amp;a : g -&gt; F1 par la formule

êa(s) a8s. L&apos;image Ca de g par &amp;a est un sous-groupe fini de F1, dont la

connaissance équivaut à celle de a. Comme F1 est de type arithmétique, la

proposition 3.3 montre que les sous-groupes Ca se déduisent d&apos;un nombre fini
d&apos;entre eux par conjugaison par les éléments de F&apos;, donc aussi par ceux de F,

puisque F&apos;/F est fini. Ainsi, il existe al9 aneZ1(g, F) tels que, pour tout

aeZ1(g, F), il existe un indice i et un élément yeF tels que Gai yCay~~l\

on tire de là :

ce qui montre que a et at sont cohomologues. D&apos;où la finitude de H1 (g, f) •
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§ 4. Groupes localement algébriques et groupes d&apos;automorphismes

Dans tout ce paragraphe, la lettre Je désigne un corps parfait. On note g

le groupe de Galois g (k/k).

4.1. Schémas localement algébriques. Soit X un schéma sur k. Nous
dirons que X est localement algébrique s&apos;il est réunion de sous-schémas ouverts et
fermés qui sont des variétés algébriques au sens du n° 2.11. Un tel schéma est
absolument réduit, et localement de type fini sur k; il résulte de 2.11 que

X(k) est dense dans X.
Dans ce qui suit, nous noterons Ck la catégorie des schémas localement

algébriques sur k. Si k&apos; est une extension de k, le foncteur X -&gt; X ® k&apos; définit
une équivalence de Ck sur une sous-catégorie de Ck*.

Les propriétés de la conjugaison données dans 2.4 s&apos;étendent immédiatement

aux schémas localement algébriques. En particulier, si X, YeCk, et si

/eHom (X 0 k, Y &lt;g) k), le morphisme / est «défini sur k) si et seulement si

s/ — / pour tout se g. D&apos;après le lemme 2.11, il faut et il suffit pour cela que

^^^ f(sx) s{f(x)) pour 8€gjX€X(k).
4.2. Groupes localement algébriques. Soit G un schéma en groupes sur k.

Nous dirons que G est un groupe localement algébrique si sa structure de schéma

sous-jacente est localement algébrique (autrement dit si c&apos;est un groupe dans
la catégorie Ck). Un tel groupe est simple sur k (cf. [10]); sa composante neutre
6° est un groupe algébrique connexe, qui est ouvert et fermé dans 6?.

Un groupe localement algébrique G tel que 6?° 1 sera dit discret f ou de dimension

zéro. Un tel groupe est déterminé à isomorphisme près par le g-groupe
G(k), et nous nous permettrons parfois l&apos;abus de langage consistant
à identifier G à G (k).

Si G est un groupe localement algébrique quelconque, le quotient GjGQ est
défini: c&apos;est le groupe de dimension zéro qui correspond à G(k)IG°(k). On a
ainsi une suite exacte :

0 _^ Go _, G _ G/(?o _, 0

avec G0 algébrique connexe et G/G° discret. Il est clair que tout jfc-sous-

groupe de G/G0 définit un sous-groupe ouvert de G ; en particulier, les fe-sous-

groupes finis de GjG° correspondent aux sous-groupes algébriques ouverts
de G.

4.3. Groupes de type (ALA). Un groupe localement algébrique A sur k
sera dit de type (ALA) si sa composante neutre A0 est un groupe algébrique
linéaire, et si le g-groupe A(k)/A0(k) est extension d&apos;un g-groupe de type
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arithmétique F (cf. n° 3.4) par un g-groupe fini N. L&apos;image réciproque Ax de N
dans A est un sous-groupe algébrique linéaire de A, qui est distingué dans A,
et A (tyjA^lc) F. On obtient ainsi une suite exacte

où At est algébrique linéaire, et où F est un g-groupe de type arithmétique.
Réciproquement, il est clair que tout groupe localement algébrique A qui
est extension d&apos;un g-groupe de type arithmétique par un groupe algébrique
linéaire, est de type (ALA); le sigle choisi rappelle ce fait (Algébrique Linéaire —

Arithmétique).

4.4. Le foncteur Aut X. Soit X une &amp;-variété algébrique (resp. un ^-groupe
algébrique), et soit YeCk. On dit que Y agit sur X si l&apos;on s&apos;est donné

un morphisme / : Y x X -&gt; X tel que (prly /): Y X X -&gt; Y X X soit un
isomorphisme (resp. un isomorphisme respectant la structure de groupe des

fibres de prx). L&apos;ensemble des actions de Y sur X sera noté AutX(F); c&apos;est

également l&apos;ensemble des automorphismes de X x Y, considéré comme
Z-schéma (resp. comme F-schéma en groupes); en particulier, AutX(Y) a

une structure naturelle de groupe. Si F,F&apos;eCfc, et si gcHom(F, Y&apos;),

on définit de façon évidente Aut X(q) : Aut X( Y&apos;) -&gt; Aut X( Y). Ainsi
Aut X est un foncteur contravariant de Ck dans la catégorie Gr des groupes.

Soit Y un groupe localement algébrique sur k. On dit que Y opère sur X s&apos;il

agit sur X et si cette action / : Y x X -&gt; X est telle que le diagramme

Y x Y X Xid^f Y X X
q x id ^ f \.

Y x X X X,
où q désigne la loi de composition de Y, est commutatif. Cela entraîne que
l&apos;élément neutre de Y agit trivialement sur X.

Nous dirons que le foncteur Aut X est localement algébrique (ou encore que
Aut X est un groupe localement algébrique) si ce foncteur est représentable dans

Ck. Cela signifie qu&apos;il existe A c Ck et une action a de A sur X telle que, pour tout
7e Cfc, l&apos;application de Hom Y, A) dans Aut X(Y) définie par a soit une

bijection. On sait que le couple (A, a) est alors unique (à isomorphisme unique
près), et que A est un groupe localement algébrique opérant sur X au moyen de

oc. On identifiera le plus souvent Aut X à A.
Soit Redk la catégorie des ^-schémas réduits (non nécessairement localement

algébriques). On a:
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4.5, Proposition. Soit X une variété algébrique (resp. un groupe algébrique)

sur k, et supposons que Aut X soit représentable dans Ck par un groupe
localement algébrique A. Alors A représente également le joncteur Aut X
dans la catégorie Redk.

Il faut montrer que, pour tout SeRedk, Thomomorphisme canonique

&lt;xs : Hom (S, A) -&gt; Aut X(8)

est un isomorphisme. En localisant, on se ramène au cas où S est affine ; soit
A la ^-algèbre correspondante. Soit (At) la famille des sous-algèbres de A
qui sont de type fini sur fc, et posons St Spec(/lt). D&apos;après Grothendieck
(cf. [9], Chap. IV, § 8), on a:

Hom (8, A) lim. Hom (Sl9 A) et Aut X(8) lim. Aut X(St)

Comme les St appartiennent à Ck, les homomorphismes

ocSi : Hom (Sl9 A) -&gt; Aut X(8t)

sont des isomorphismes. Il en est donc de même de as.

4.6. Corollaire. Soit K une extension de k. Alors:
(a) Le joncteur Aut (X (g) K) est représentable par A ® K. En particulier

le groupe Aut X (K) s&apos;identifie à A(K).
(b) Si X est quasi-projective, les K-formes de X ® K correspondent bijec-

tivewent aux éléments de ^{K^A).
L&apos;assertion (a) est une conséquence immédiate de la proposition précédente

(en considérant CK comme sous-catégorie de Redk). L&apos;assertion (b) résulte de
(a) et de 2.6.

4.7. Opérations effectives. Soit X une variété algébrique (resp. un groupe
algébrique) sur k, soit A un groupe algébrique sur k9 et supposons que A
opère sur X. On dit que A opère effectivement s&apos;il existe une famille finie
(xi)i€i de points de X(k) telle que les relations a- xt — a&apos;-

x% pour tout iel,
avec a,a&apos;eA(k), entraînent a af. Si Ye Ck, l&apos;application canonique de
Hom (Y, A) dans Aut X(Y) est alors injective.

Supposons k de caractéristique zéro. Soient X une variété algébrique
un groupe algébrique) sur k9 A un groupe algébrique opérant effectivement

X, et Y un élément de Ck agissant sur X. On suppose que, pour tout

Vautomorphisme correspondant de X®k peut être défini par un élément
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de A (k). L&apos;action de Y sur X provient alors d&apos;un morphisme de Y dans A, et ce

morphisme est unique.
Soit (xt)l€l une famille finie de points de X(k) telle que les relations

a • xt a&apos; • xt pour tout iel entraînent a a&apos;. Considérons l&apos;application

m : A (k) -&gt; X (Je)1 définie par la formule

m (a) (a-xt)t€/.
Par hypothèse cette application est injective. Son image est l&apos;orbite d&apos;un

groupe algébrique d&apos;automorphismes de X (Je)1, donc est simple (nous
commettons ici l&apos;abus de langage consistant à identifier le schéma X ® Je avec

l&apos;ensemble de ses points à valeurs dans Je, et de même pour A). Comme la

caractéristique de Je est nulle, on obtient ainsi un isomorphisme de A ® Je sur

une sous-variété algébrique de (X &lt;g) Je)1. Soit alors q l&apos;application de Y (Je)

dans X (Je)1 définie par la formule

q(y) (yxt)l€ï.
Par hypothèse, l&apos;image de q est contenue dans celle de m. On en déduit l&apos;existence

d&apos;un morphisme f:Y®Je-&gt;A®Je tel que

f(y) -xt yxt pour tout iel (yeY(k))

Si y e Y (Je), ilexiste par hypothèse un élément F (y) e A(Jc) tel que y • x =F(y)- x

pour tout xeX(Je). En appliquant ceci à x xt (ie/), on voit que

F (y) f(y). On a donc:

f(y)*x yx pour tout yeY(Je) et tout xeX(Je)

Il reste à voir que / est défini sur Je, autrement dit (cf. n°4.1) que

f (sy) 8(f (y)) pour tout seg et tout yeY(Je). Or, si xeX(Je), on a:

f(*y) .*X^Sy.SX== *(y X) s{f(y) x) S(f(y)) ,sXi

ce qui montre que f(8y) et 8(f(y)) opèrent de la même manière sur X(k).
Ils sont donc égaux.

4.8. Proposition. Supposons Je de caractéristique zéro. Soient X une variété

algébrique (resp. un groupe algébrique) sur Je, et Ao un groupe algébrique connexe

sur Je opérant effectivement sur X, de manière à vérifier la propriété universelle

suivante : _ __

(*) Si V est une variété algébrique connexe sur Je agissant sur X ®Jc, et

si, pour un veV(k)9 Vautomorphisme correspondant de X ® k peut être défini

par un élément de Ao (k), il en est de même pour tous les éléments de V (k).
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Alors AutX est un groupe localement algébrique sur k, dont Ao est la
composante neutre.

(De façon plus précise, le foneteur Aut X est représentable par un groupe
localement algébrique A dont la composante neutre s&apos;identifie canoniquement
à Ao, en tant que groupe opérant sur X.)

Supposons tout d&apos;abord k algébriquement clos. Le groupe AQ(k) s&apos;identifie à

un sous-groupe de Aut X (k). Soit b e Aut X (k). On peut faire opérer AQ

sur X en faisant correspondre à tout aeA0(k) l&apos;automorphisme bab~x de X;
lorsque a 1, on a bab~x 1. L&apos;hypothèse (*) et le lemme 4.7 montrent
alors qu&apos;il existe un unique automorphisme ab : Ao -&gt; Ao tel que ah(a) bab~l

pour tout a€A0(k); en particulier, A0(k) est un sous-groupe distingué de

AxxtX(k) et les automorphismes de Ao induits par les automorphismes
intérieurs de Aut X(k) respectent la structure algébrique de A0(k). Chaque
classe à gauche de AutX(k) modulo A0(k) possède donc une unique structure
de fc-variété telle que la translation a |-&gt; b • a (a eA0 (k), be Aut X (k) soit un
isomorphisme de la variété AQ(k) sur b-A0(k); en faisant la somme disjointe
de ces variétés, on obtient un groupe localement algébrique A, opérant sur X,
de composante neutre Ao, et tel que A (k) Aut X(k). Il reste à voir que A
représente le foneteur Aut X. Pour cela, considérons d&apos;abord une variété
connexe V agissant sur X. Si V€V(k), notons v&apos; l&apos;élément de A(k) défini
par#. Soient u et v0 deux éléments de V{k). L&apos;hypothèse (*) entraîne que
(vq1u)r€ A0(k) ; d&apos;après 4.7 il existe donc un unique morphisme /: V -&gt;A0

tel que (v^u)&apos; (vjT1)&apos;/^) pour tout ueV(k), d&apos;où un morphisme g:V-&gt;A
tel que u&apos; g(u) pour tout ueV(k). Soit Y un élément quelconque de Ck
agissant sur X. Comme Y est réunion disjointe de sous-variétés ouvertes du
type ci-dessus, ce qui précède montre qu&apos;il existe un unique morphisme
g : Y -&gt; A tel que Y agisse sur X par l&apos;intermédiaire de g. On a donc bien
démontré que A représente Aut X.

Revenons maintenant au cas général, où k n&apos;est pas nécessairement
algébriquement clos. On vient de prouver l&apos;existence d&apos;un groupe localement algébrique
^ sur k, de composante neutre Ao ® k, qui représente Aut (X (g) k). Admettons

pour l&apos;instant que A peut s&apos;écrire sous la forme A A (g k, où A est un
groupe localement algébrique sur k, l&apos;identification A (k) Aut X (k) étant
un isomorphisme de g-groupes. Vu 4.1, cette dernière condition implique que
l&apos;opération de A sur X (g) k provient, par extension des scalaires, d&apos;une opération

de A sur k. Montrons que A représente Aut X. Soit Y e Ck agissant sur X.
Il existe alors un unique morphisme ~g : Y ® k -&gt; À tel que Y ® k agisse sur

^®H travers ^. On voit alors exactement comme au n° 4.7 que sg g pour
tout s € g ; donc &lt;/ provient d&apos;un morphisme g : Y -&gt; A, ce qui montre bien que
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A représente Aut X. De plus, il est clair que la composante neutre de A s&apos;identifie

à Ao. lia, proposition sera donc démontrée si nous prouvons l&apos;existence

de ,4.
Le groupe AQ(k) opère par translations à gauche sur A (k), ses orbites sont

des ensembles ouverts et fermés disjoints, et pour tout b eA(k), le groupe de

stabilité de 6 est réduit à l&apos;élément neutre. Il est clair que la structure algébrique
de A est complètement déterminée par celle de Ao et par les conditions
précédentes. L&apos;existence de A résulte alors de la proposition suivante :

4.9. Proposition. Soit B un k-groupe algébrique, et soit M un ensemble sur

lequel B(k) et g opèrent. Supposons vérifiées les deux conditions suivantes :

(i) Pour tout me M, le groupe de stabilité de m dans B(1c) est le groupe des

k-points d&apos;un sous-groupe algébrique Hm de B ® k.

(ii) g opère continûment sur M, et Von a 8(b*m) =8b-*m pour seg,beB(k),
et me M.

Il existe alors YeCk ayant les propriétés suivantes : B opère sur Y, V

ensemble Y (k) s&apos;identifie à M de façon compatible avec les opérations de B(Jc)

et de g; pour tout yeY(k), correspondante meM, Vorbite B(k)&apos;y de y est

ouverte et fermée dans Y(k), et isomorphe à (B/Hm)(k).
(On applique cette proposition en prenant B Ao, M A(k) Aut X(k).)
L&apos;ensemble M est réunion disjointe d&apos;ensembles de la forme J3(&amp;)-g(wi),

meM, où g (m) désigne l&apos;orbite de m par g. Vu (ii), g (m) est fini. Il suffit donc

de considérer le cas où le quotient X de M par B(k) est fini. L&apos;ensemble X est

muni d&apos;une structure de g-ensemble, quotient de celle de M ; si xeX, on notera
*x son transformé par scg. Pour tout xeX, choisissons un représentant oc(x)

de x dans M ; il existe une extension galoisienne finie kxjk telle que 8oc(x) &lt;x(%)

pour tout s eh, où h g(fc/fc1) ; le groupe h opère alors trivialement sur X.
Il résulte des hypothèses (i) et (ii) que, si xeX et seg, on a 8(Haix)) HS(x{x),

en particulier (prenant s eh) on voit que les Ha(se) sont définis sur kx. De plus,

sa(x) et ol(8x) font partie de la même orbite de B(k); il existe donc u8iXeB{k)
tel que 8a(x) u8Xa(8x)

Soit maintenant Fia A^-variété somme des espaces homogènes (B ®41)/^a(o-)&gt;

xeX. On identifie V(k) à M en faisant correspondre à VeB(k)IHa{x)(k) le

transformé 6* a(x) de a(x) par un représentant 6 de b&apos;. Cette identification

permet de transporter à V(k) la structure de g-ensemble de M ; nous noterons

s(v) le transformé, pour cette structure, de l&apos;élément veV(k) par l&apos;élément
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se g. Si v eB(k)jH0L{x)(k), et si b est un représentant de v, on vérifie
immédiatement la formule :

s(v) *b-uStX-«(*x). (1)

Nous allons voir que les conditions (a), (b), (c) du lemme 2.12 sont vérifiées

par la variété F et par la structure de g-ensemble de V (k). La variété 8 F (s e g)
est somme disjointe des espaces homogènes (B ® k^^H^^ (B ® k1)\Hs

et, si v, b sont comme ci-dessus, 8v est l&apos;image de *b par la projection naturelle
de B(k) sur B(k)laHa{x). Soit f8: (8V)(k) -&gt; V(k) l&apos;application définie dans

2.12. Il résulte de 1 que la restriction de f8 à B (k)/sHa{ x) (k) est l&apos;application de

cet espace sur B(k)jH 8 (k) induite par la translation 6 |-&gt; b-u8 x. Elle est

donc bien définie à partir d&apos;un morphisme F8:8V &lt;g)fc -&gt; F (g) k, ce qui montre

que (a) est vérifiée. Si s eh, on a *x x, d&apos;où u8 xeH^8 (k), et F8 1,

ce qui établit (b). Enfin, la condition (c) provient de ce que tout sous-ensemble
fini d&apos;un espace homogène est contenu dans un ouvert affine (cf. [17], p. 111).
On peut donc descendre le corps de base de V de kx à k, et la variété Y ainsi
obtenue vérifie les conditions voulues.

Indiquons une application de la proposition 4.9:
4.10. Construction de variétés de sous-groupes. Soit B un fc-groupe algébrique

et soit M un ensemble non vide de sous-groupes algébriques de B ® fc. Faisons
les deux hypothèses suivantes :

(a) Si CeM, on a sCcilf pour tout seg.
(b) Le groupe B(k) opère transitivement (par conjugaison) sur M. (En

d&apos;autres termes, si CoeM, les éléments de M sont les sous-groupes de la forme

Int#(C0), avec X€B(k).)

Les groupes g et B(k) opèrent sur M. De plus, le groupe d&apos;isotropie d&apos;un

élément C eM est le groupe N {k) des ifc-points du normalisateur de C dans B &lt;g) k.
Toutes les hypothèses de 4.9 sont donc vérifiées. On en conclut qu&apos;il existe un
espace homogène V de B et une bijection V(k) -&gt; M compatible avec les

opérations de g et de B(k). En particulier, les éléments de V(k) correspondent
aux sous-groupes CeM qui sont définis sur k. On dit que V est la variété des

sous-groupes appartenant à M. Si CeM, et si N est le normalisateur de C,
il est clair que F ® k est isomorphe à (B ® k)/N.

Lorsque k est un corps fini&gt; et B connexe, alors, d&apos;après un théorème de
[12], F possède un point à valeurs dans k, et il existe CeM défini sur k.

de plus le normalisateur N de C est connexe, et C1 e M est défini sur &amp;,
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il existe beB(k) tel que Int (C) C ; en effet, le sous-schéma de B formé
des éléments transformant C dans C&quot; est un espace homogène de JV, et
possède donc un point à valeurs dans k, d&apos;après le théorème de Lang cité
ci-dessus.

Comme exemple d&apos;ensemble M, on peut prendre, lorsque B est linéaire,
l&apos;ensemble des tores maximaux (resp. des sous-groupes de Cartan, resp. des

sous-groupes résolubles connexes maximaux) de B ® k. D&apos;après ce qui
précède, si B est linéaire connexe, et si k est fini, B possède un tore maximal
(resp. un sous-groupe de Cartan, resp. un sous-groupe résoluble connexe

maximal) défini sur k.

4.11. Remarque. Dans tout ce qui précède, nous nous sommes placés
dans le cadre de la catégorie Ck ; on pourrait également considérer la catégorie
plus vaste Cl formée des sommes disjointes de schémas algébriques non
nécessairement réduits (ou même la catégorie de tous les schémas). Si X est

une ^-variété, le foncteur Aut X : Ck ~&gt; Gr se prolonge en un foncteur
Aut* X : C*k -&gt; Gr. Il se peut que Aut X soit représentable sans que Aut*X
le soit, et cela même si la caractéristique de k est zéro, et même si X est un

groupe linéaire. Un exemple simple est fourni par X Ga X Gm. Dans ce cas,

Aut X est représentable par le groupe A Gm X Z/2Z opérant de manière

évidente; si Aut*JT était représentable, il le serait par le même groupe A

(cela résulte du fait que, en caractéristique zéro, tout schéma en groupes
localement de type fini est automatiquement réduit). Or, il est facile de

voir que, si Ton prend V Spec k[T]l(T2), le groupe Aut*X(F) est strictement

plus grand que le groupe A V) [le groupe 6ax6m a des automor-
phismes « infinitésimaux » qui ne proviennent pas de l&apos;action d&apos;un groupe
algébrique]. Le foncteur Aut*X n&apos;est donc pas représentable.

§ 5. Groupe d&apos;automorphismes d&apos;un groupe algébrique linéaire

Dans ce paragraphe, k désigne un corps de caractéristique zéro, et g le groupe

de Galois de k sur k. Nous nous proposons de démontrer que le foncteur
d&apos;automorphismes d&apos;un ^-groupe algébrique linéaire est un groupe localement

algébrique de type (ALA) (cf. n°4.3). Pour passer des groupes réductifs ou

unipotents au cas général, nous utiliserons la proposition suivante, qui précise

un résultat de Mostow [14]:

5.1. Proposition. Soit G un k-groupe algébrique linéaire, et soit U son

radical unipotent. Il existe alors un sous-groupe algébrique H de G (défini sur k)

tel que G soit produit semi-direct de H et de U. Deux tels sous-groupes sont



Théorèmes de finitude en cohomoiogie galoisienne 145

conjugués par un élément de U(k). Tout k-sous-groupe réductif L de G est

conjugué à un sous-groupe de H par un élément de U(k).
(On rappelle que le radical unipotent d&apos;un groupe algébrique linéaire G est

par définition le plus grand sous-groupe algébrique distingué unipotent de 6?.)

Cette proposition est connue lorsque G (k) est dense dans G (cf. [14], théorème

7.1), donc en particulier lorsque k k. Par conséquent, U(k) opère
transitivement, par automorphismes intérieurs, sur l&apos;ensemble M des sous-groupes
algébriques H de G ® k tels que G ® k soit produit semi-direct de H et de

TJ ®lc. Les conditions de 4.10 sont vérifiées: il existe donc un espace homogène

V de U tel que M V(k). Puisque U est unipotent et k parfait, un
théorème de Rosenlicht ([15], théorème 10) montre que V(k) est non vide,
d&apos;où la première assertion. Si H et H&apos; sont deux éléments de V(k), soit P
l&apos;ensemble des éléments de U(k) qui transforment H en H&apos; ; si U&apos; désigne
le groupe de stabilité de H dans U, il est clair que le g-ensemble P est un espace

homogène principal de U&apos; (k). Comme U&apos; est unipotent, P possède un point
invariant par g, d&apos;où la deuxième assertion. Enfin, soit G&apos; LU. Le groupe
G&apos; est produit semi-direct de U et de L&apos; G1 n H; la dernière assertion résulte
donc des deux premières, appliquées à Gr.

Remarque. Soit H un fc-sous-groupe de G. La proposition précédente montre
que G est produit semi-direct de H et de U si et seulement si H est réductif
maximal.

5,2. Notations. Dans toute la suite de ce paragraphe, G est un fc-groupe
algébrique linéaire, U son radical unipotent, H un sous-groupe algébrique
réductif maximal de G. On note H° la composante neutre de H et S (resp. T) le

groupe dérivé (resp. la composante neutre du centre) de H°; le groupe 8 est
semi-simple, le groupe T est un tore, on a H° S • T, et S r\T est fini.

Si M est un groupe algébrique quelconque, on note Z(M) le centre de M.
Si N est un sous-groupe algébrique de M, soit Nf N f] Z(M); le groupe
NjN&apos; opère effectivement sur M (par automorphismes intérieurs); on le note
Int^tf. En particulier, IntHH° s&apos;identifie à H°I(H° n Z(H)).

S.3. Cas élémentaires. Enumérons d&apos;abord quelques cas où il est facile de
vérifier que Aut G est, soit un groupe algébrique linéaire, soit un groupe discret
de type arithmétique:

(a) Si G est fini, Aut G est fini.
(b) Si G est unipotent, l&apos;exponentielle permet de transformer Aut G en le

ioncteur d&apos;automorphismes de Valgèbre de Lie de G ; cela montre que Aut G
est un groupe algébrique linéaire.

10 CMH vol. 39
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(c) Si G est semi-simple connexe, Aut G est un groupe algébrique dont la
composante neutre est le groupe adjoint Into6 G/Z(G) de G.

(d) Si G (6m)w, Aut G est le groupe localement algébrique de dimension
zéro défini par GLn(Z), considéré comme groupe discret sur lequel g opère
trivialement; cela s&apos;écrit plus simplement:

Plus généralement, si T est un tore quelconque, et si Y désigne le g-module des

groupes à 1 paramètre de T ® Je (cf. [6], exposé 11), Aut T s&apos;identifie au

g-groupe Aut F, cf. n°3.5.
Nous ramènerons le cas général à ces différents cas particuliers en utilisant

les décompositions G H • U et H° S • T introduites ci-dessus.

5.4. Le groupe Aut H.

Proposition, (a) Le fondeur d&apos;automorphismes Aut H est un groupe localement

algébrique dont la composante neutre B° est égale à Intjy H°.
(b) Le noyau Bx du morphisme canonique Aut H -&gt; Aut T X Aut (H/H0)

est un sous-groupe ouvert de Aut H.
Pour démontrer (a), il suffit (cf. prop. 4.8) de prouver que, si V est une

^-variété connexe agissant sur H ® k par l&apos;intermédiaire d&apos;un morphisme

g et si g (v) e lntH H° (Je) pour un v e V (Je), alors q V(k)) c IntH H° (Je). Quitte
à remplacer k par k, on peut supposer k algébriquement clos, ce qui nous

permettra d&apos;identifier une variété algébrique à l&apos;ensemble de ses points.
Il est clair que V agit trivialement sur T et sur H/H0, et que V agit sur S

par automorphismes intérieurs (cf. 5.3). Commençons par traiter un cas
particulier :

(i) F agit trivialement sur H°. Soit F le groupe fini H/H0; le groupe F

opère par automorphismes intérieurs sur le groupe abélien Z (H°). Soit L (resp.

M) le groupe des 1-cocycles (resp. 1-cobords) de F à valeurs dans Z(H°).
Si n Card (F), les groupes L et M s&apos;identifient à des sous-groupes
algébriques du produit de n copies de Z(H°). De plus M est ouvert dans L; en

effet, M/L H*(F, Z(H0)) est un groupe algébrique dont tout élément est

d&apos;ordre divisant n (en vertu d&apos;une propriété bien connue des groupes de coho-

mologie), et, puisque k est de caractéristique zéro, c&apos;est un groupe fini. Si

zeL, l&apos;application uz: H -&gt; H définie par la formule:

uz(x) z(x)m x (x e H, x projection de x dans F)

est un automorphisme de H. On vérifie immédiatement que l&apos;on obtient ainsi

une bijection g de L sur l&apos;ensemble des automorphismes de H qui agissent
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trivialement sur H° et H/H0; on a a (M) lntHZ(H°) a(L) n IntHiï0.
L&apos;application (j-^og : F -&gt; L est alors un morphisme qui applique v dans M,
donc aussi F dans If puisque F est connexe et M ouvert dans L ; cela démontre
(a) dans le cas considéré.

(ii) Cas général. Soit V la sous-variété de F X S formée des couples
(x9 s) tels que q(x) Int^,^&quot;1) sur H0; on vérifie facilement que c&apos;est un
revêtement galoisien étale de F, de groupe de Galois le groupe Z (S). L&apos;image

réciproque de v dans V est formée de couples (v, 8t)i€l9 avec s^S; on sait
(c&apos;est une propriété générale des revêtements étales) que toute composante
connexe V&apos;a de V contient l&apos;un des (v, 8{). Faisons agir V sur H en faisant
correspondre à (x,8)çVf l&apos;automorphisme q(x) • Int#(s). Cette action de F&apos;

sur H est triviale sur H° et sur H/H0 ; de plus, les automorphismes correspondant

aux points (v9st) appartiennent à Int# H° par hypothèse. En appliquant

(i) aux Vra, on en conclut que tous les q(x) • Int#(s), avec (xy s)cF&apos;,

appartiennent à Int#i/0; il en est alors de même des q(x), ce qui achève la
démonstration de (a).

Passons à (b). Il est clair que Bx contient B°, donc est un sous-groupe localement

algébrique ouvert de B Aut H. Pour prouver que c&apos;est un groupe
algébrique, il faut montrer que BJB0 est fini. Ici encore on peut supposer que
k le. Soit j?2 le sous-groupe de Bx formé des éléments dont la restriction à S
est un automorphisme intérieur. Comme BJB2 est fini, on est ramené à

prouver que J52/£° est fini. Les groupes B% et JB° contiennent respectivement
les groupes o(L) et a (M) introduits dans (i). De plus, LjM s&apos;applique sur
B2IB°; en effet, si ueB2, il existe seS tel que u et Int/j(s) coïncident sur
S, donc aussi sur H°, et l&apos;on peut écrire u sous la forme u u! • luth (s),
avec ufeo(L). Comme L\M est fini (cf. (i)), notre assertion est établie.

5.5. Les groupes Cx et C2. La projection canonique tziO-^O/U induit
un isomorphisme de H sur O/U (cf. n° 5.1). On posera T n(T). Tout
automorphisme de G définit par passage au quotient un automorphisme de OjU
qui laisse stable T, d&apos;où des homomorphismes

Aut 0 -&gt; Aut G/U -&gt; Aut T
D&apos;autre part, G opère par automorphismes intérieurs sur lui-même en laissant
stable U, d&apos;où un morphisme r:G-&gt; Aut U.

Soit C le sous-foncteur de Aut G formé des automorphismes qui laissent
stable H et dont l&apos;image dans Aut H appartient au groupe 5° Int#H°
(cf. prop. 5.4). On a un morphisme injectif

C -» Aut U x B°
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et l&apos;on vérifie facilement que C est un sous-groupe algébrique du groupe
algébrique Aut U x B0. De façon plus précise, C(k) est l&apos;ensemble des couples

(u, v) (uc Aut U(k), veB°(k)) qui vérifient la condition

wr(h) r(v(h)) -u pour tout heH(k);

un tel couple opère sur G &amp; k par la formule :

(u, v)(x-y) u(x)-v(y) (xeU(k) 9yeH(k))

Comme Aut U et JS° sont des ^-groupes algébriques linéaires, il en est de

même de C.
Le groupe C opère par restriction sur U, et l&apos;on peut former le produit

semi-direct U • C. On vérifie aisément que U • C opère sur G par
l&apos;intermédiaire d&apos;une opération qui associe au produit wc (ueU(k), cçC(k))
l&apos;automorphisme IntG(u) • c de G ®k. Cette opération n&apos;est pas effective
en général; nous noterons Cx le quotient de U • C qui opère effectivement sur
G; c&apos;est encore un groupe algébrique linéaire, et il s&apos;identifie (en tant que
foncteur) à un sous-foncteur de Aut G.

Nous noterons d&apos;autre part (72 le noyau du morphisme canonique

Aut G ~&gt; Aut T x Aut (G/G0).

Il est clair que Cx est contenu dans C2 •

5.6. Proposition. Le foncteur d&apos;automorphismes Aut G est un groupe localement

algébrique, contenant Cx et C2 comme sous-groupes algébriques distingués

ouverts. Un élément de Aut G (k) appartient à Cx (k) si et seulement si son image

dans Aut GIU(îc) appartient à Intolu(GIU)°(k).
Démontrons d&apos;abord la deuxième assertion. Il est trivial que la condition est

nécessaire. Réciproquement, soit x un élément de Aut G (k) la vérifiant. Le

transformé x(H) de H H ®k par x est un sous-groupe réductif maximal

de G ® k; d&apos;après 5.1, il existe donc ueU(k) tel que x(H) — IntQ(u)(H).
Quitte à multiplier x à droite par IntG {u~x), on peut donc supposer que

x(H) H. L&apos;hypothèse entraîne alors que x appartient à C(k), donc aussi à

Ci(k), ce qui achève de prouver notre assertion. On en déduit en particulier que

Ct (k) est un sous-groupe distingué de Aut G (k) ; le même résultat est évident

pour C2.
D&apos;autre part, l&apos;homomorphisme canonique de Aut G dans Aut G/U &amp;

induit une application de C2 (*j/Ci (jfe) dans B^IBPfJc) (les
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notations étant celles de 5.4); d&apos;après ce que Ton vient de voir, cette
application est injective. Comme B1(k)IB°(k) est fini (cf. 5.4), il en est de même

de C2 (!)/(?! (k).
Pour terminer la démonstration, il suffit donc de prouver que la composante

neutre C\ de Ct vérifie la condition (*) de la prop. 4.8. Soit donc V une
fc-variété connexe agissant sur G ® k, et supposons que, pour un élément v de

V(k), l&apos;automorphisme correspondant appartienne à C\(k). D&apos;après la

prop. 5.4, les automorphismes de G/U ® k définis par les éléments de V(k)
appartiennent au groupe IntQjv(G/U)°(k). La deuxième assertion de 5.6,
démontrée ci-dessus, entraîne alors que les automorphismes de G (g) k définis

par les éléments de V(k) appartiennent à C1(k). D&apos;après le lemme 4.7, cela

signifie que V agit sur G (g) k par l&apos;intermédiaire d&apos;un morphisme V -^Ct &lt;g&gt; k.
Comme V est connexe, ce morphisme est nécessairement à valeurs dans

C\ ® k, ce qui achève la démonstration.

5.7. Le plus grand tore central de G0. Le tore T opère sur U. On sait

(cf. [6], exposé 9, lemme 2) qu&apos;il existe une suite de composition (Ut) de U ® k
formée de sous-groupes algébriques connexes stables par î7, telle que UJUÎ+1
soit isomorphe au groupe additif 6a ; de plus T opère sur UJUl+1 par multiplication

par un caractère %t et Ut est engendré par t/î+1 et par les éléments qui
sont invariants par le noyau de %t. Si ^&apos;désigne le plus grand tore central de

0°, on voit que T1 &lt;g&gt; k est la composante neutre de l&apos;intersection des noyaux
des %t. Chaque %% s&apos;identifie à un caractère de TjT&apos; ® k, donc aussi de

T/Tf ® k, avec T tz(T), T&apos;=n(Tf), cf. n°5.5. L&apos;ensemble W des

caractères de T\T&apos; &lt;g&gt; k ainsi obtenus est indépendant du choix de T (c&apos;est-

à-dire du choix de H) ainsi que du choix de la suite (Ut)\ cela résulte de la
prop. 5.1 combinée avec les résultats de [6], loc. cit. Par suite, tout automor-
phisme oreAut(?(ifc) définit un automorphisme de TjT&apos; ®k qui laisse stable
ï7. Notons X{fjf&apos;) le groupe des caractères de TjT&apos; ® k; comme T&apos; &lt;g&gt;le

est la composante neutre de l&apos;intersection des noyaux des %t, le groupe
engendré par W est d&apos;indice fini dans X(TjT&apos;), et les automorphismes de
T\T&apos; (g) k qui laissent stable W forment un groupe fini. Il est clair d&apos;autre

part que le groupe (72 opère trivialement sur T. On obtient donc le résultat
suivant :

5.8. Lemme. Soit F le groupe Aut G(k)jC2(k). Les éléments de F opèrent

*w T ®k en laissant stable T&apos; ® k. Leurs images dans Aut (TIT&apos;)(k)

forment un groupe fini 0.



150 A. Borel et J.-P. Serre

6.9. Le groupe F+ Les automorphismes intérieurs du groupe O/U opèrent

sur la composante neutre (6?/ U)° et en particulier sur le tore T. Comme T est

contenu dans le centre de (G/Uf, on voit que le quotient (0/[/)/((?/1/)0 G/G°

opère sur T. On notera ê l&apos;homomorphisme de G/6?0 dans Aut T ainsi défini.

Posons W G/G°(k)\ les groupes W et Aut W sont des g-groupes finis.

Lemme. Soit F+ Vensemble des couples (oc, /?) e Aut T(k) x Aut W qui
vérifient les deux conditions suivantes :

(a) oc-ê(w)&apos; a&apos;1 ê(/3(w)) pour tout weW,
(b) a laisse stable T&apos; ® k et l&apos;élément de Aut (TjT&apos;)(k) qu&apos;il définit appartient

au groupe 0 (cf. 5.8).
Alors F+ est un g-sous-groupe de Aut T(k) X Aut W contenant F.
La définition de F au moyen de C2 (cf. 5.8) montre que F s&apos;identifie de

façon naturelle à un g-sous-groupe de Aut T(k) X Aut W. On a déjà vu que
ses éléments vérifient (b), et il est immédiat qu&apos;ils vérifient également (a).
D&apos;autre part, chacune des conditions (a) et (b) définit un sous-groupe de

Aut T(k) X Aut W stable par g: c&apos;est évident pour (b), et, pour (a), cela

résulte du fait que # : W -&gt; Aut T (k) est un morphisme de g-groupes.

5.10. Lemme. Le groupe F+ est un g-groupe de type arithmétique (cf. 3.4),
et F est d&apos;indice fini dans F+. En particulier, F est un g-groupe de type

arithmétique.
Soit Y le g-module des groupes à 1 paramètre de T ® k, autrement dit le

dual du groupe X(T) des caractères de T (g) k, et soit Y&apos; celui de T&apos;

(cf. [6], exposé 11). Ce sont des Z-modules libres de type fini, et Y&apos; est facteur
direct de Y (comme groupe abélien — pas nécessairement comme g-module).

Les g-groupes Aut T (k) et Aut T&apos; (k) s&apos;identifient respectivement à Aut Y

et Aut Y1 (cf. 5.3), et 0 s&apos;identifie à un g-sous-groupe de Aut Y/Y&apos;. On

peut donc considérer F+ comme le sous-groupe de Aut Y x Aut W formé des

couples (oc, P) vérifiant des conditions (a&apos;) et (b;) qui se déduisent
immédiatement de (a) et de (b).

Pour préciser ceci, choisissons une base (el9 en) de Y dont les m

premiers éléments forment une base de Y&apos; (n dim T, m dim • Tf). Les

éléments de 0 s&apos;identifient à des éléments de 6Ln_m(Z). De même, les

automorphismes &amp;(w) et les éléments a vérifiant (b&apos;) s&apos;identifient à des éléments de

GLn(Z) de la forme

(̂o J&apos; avec
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Soit Trnm le sous-groupe de 6LW dont les éléments sont de la forme (* *)
comme ci-dessus; c&apos;est un groupe algébrique sur Q (provenant d&apos;ailleurs d&apos;un

schéma en groupes sur Z), et Ton a un homomorphisme canonique Trnm -&gt;

GLn_.m. L&apos;image réciproque de 0 par cet homomorphisme est un Q-groupe
algébrique 27. Dans le produit E X Aut W, les couples (a, p) vérifiant la
condition (a;) sont les points d&apos;un Q-sous-groupe algébrique E&apos;, dont F+ est

un sous-groupe de type arithmétique. De plus, les éléments de g définissent
des automorphismes de Ef qui laissent stable F+ ; cela achève de prouver que
r+ est un g-groupe de type arithmétique.

Il reste à montrer que F est d&apos;indice fini dans F+. Nous allons plus précisément

construire un sous-groupe de AutG(k) qui s&apos;applique isomorphique-
ment sur un sous-groupe F_ d&apos;indice fini de F+.

D&apos;après le lemme 5.11 ci-après, il existe un sous-groupe fini W de H(k)
qui s&apos;applique sur W HjHQ{k) par la projection canonique. La décomposition

H°(k) T(k)-8(k) permet d&apos;écrire les éléments de W f) H°(ïc) sous

la forme tt*st, avec tteT(k) et st€S(k). Soit P le sous-ensemble de T(k)
réunion des tt et de T(k) n S(k); c&apos;est un ensemble fini, dont tout élément

est d&apos;ordre fini dans T(k). Soit P le sous-ensemble correspondant de T(k).
On définit F_ comme le sous-groupe de F+ formé des couples (a,/?) tels que:

(i) j8 1 (ce qui, vu (a), entraîne que a commute à tous les &amp;(w), we W),

(ii) oc laisse fixes les éléments de P,
(iii) l&apos;élément de 0 défini par a est égal à 1.

Il est clair que F_ est un sous-groupe d&apos;indice fini de F+. Soit d&apos;autre part
(oc, l)eF_. Identifions a à un automorphisme de T ® k, et prolongeons-le
en un automorphisme de H° ® k qui soit l&apos;identité sur S ® k ; c&apos;est possible

puisque a laisse fixes les éléments de T(k) n S(k), en vertu de la condition
(ii). De même, (i) et (ii) permettent de prolonger a en un automorphisme de

H ® k qui soit l&apos;identité sur W. Enfin, la décomposition G H - U permet
de prolonger a en un automorphisme de la variété G ® k, au moyen de la
formule — —

a(h-u) oc(h)-u (h€H{k),ueU{k))
On obtient de cette manière un automorphisme du groupe algébrique G ® k ;

en effet, il suffit de vérifier que l&apos;on a l&apos;identité

huh-1 oc^uaih)&apos;1 (h€H(k), ueU(k))

°r, il résulte de (iii) que a(h) tf *h avec t&apos;eT&apos;(k), et l&apos;identité ci-dessus
provient du fait que T&apos; centralise U. On a bien obtenu ainsi un relèvement du

groupe JL dans Aut G (4).
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II nous reste à démontrer le lemme suivant, utilisé en cours de démonstration

:

6.11 • Lemme. Soit L un k-groupe algébrique linéaire. Il existe un sous-

groupe fini W de L(k) qui rencontre chaque composante connexe de L(k).
On peut supposer que k k, ce qui nous permettra d&apos;identifier L et

L(k). Soit C un sous-groupe de Cartan de Ifi et soit N son normalisateur
dans L. Comme les sous-groupes de Cartan de L° sont conjugués par automor-
phismes intérieurs, N rencontre chaque composante connexe de L ; de plus,

par définition même des sous-groupes de Cartan, on a N° C. On est donc
ramené au cas où Ifi C est nilpotent, puis (en utilisant la suite centrale
descendante de Ifi), au cas où Ifi est commutatif. Soit W L\Lfi ;

l&apos;extension L de W par Ifi est alors caractérisée par une classe de cohomologie
yeH2(W, L°). Soit n Tordre de W. L&apos;homomorphisme f : L°-&gt; L° qui
applique x sur xn est surjectif et de noyau R fini (puisque k est de
caractéristique zéro). La suite exacte de cohomologie, appliquée à la suite exacte de

coefficients
0 - i? - L« 4 Lo _ 0

donne alors la suite exacte

H2(W, R) -&gt; H*(W, Ifi) X H*{W, Ifi).
Comme W est d&apos;ordre n, l&apos;homomorphisme n : H*(W, Ifi) -&gt; H2(W, JLP)

est nul. Il s&apos;ensuit que y est l&apos;image d&apos;un élément y de H2(W, B). Ce dernier

représente une extension W de W par R, qui s&apos;applique dans L par un

homomorphisme compatible avec la projection sur W. Le groupe W répond
donc à la question.1)

5.12. Théorème. Le joncteur des automorphismes d&apos;un groupe algébrique
linéaire sur un corps de caractéristique zéro est un groupe localement algébrique de

type (ALA).
Cela résulte de la proposition 5.4 et du lemme 5.10.

5.13. Remarque. Si G est un groupe algébrique quelconque (non
nécessairement linéaire) nous ignorons si Aut G est encore un groupe localement

algébrique. En tout cas, ce n&apos;est pas toujours un groupe de type (ALA), comme
le montre l&apos;exemple du produit semi-direct d&apos;une variété abélienne par un

groupe fini (le groupe fini opérant de façon non triviale sur la variété abélienne).

x) Si L est réduetif, C est un tore, et la démonstration vaut sans changement sur un corps de

caractéristique quelconque. En fait, le lemme 5.11 est valable pour un groupe algébrique (non

nécessairement linéaire) sur un corps parfait quelconque K, et l&apos;on peut en outre démontrer
l&apos;existence d&apos;un sous-groupe W défini sur K.
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§ 6. Théorèmes de finitude (corps locaux)

6.1. Théorème. Si k est un corps localement compact de caractéristique zéro,
et si A est un k-groupe de type (ALA), Hx(k,A) est fini.

(En particulier, Hx(k,G) est fini quand G est un groupe algébrique linéaire
défini sur k.)

On sait que tout corps commutatif localement compact de caractéristique
zéro est isomorphe à R, à C, où à un corps p-adique (extension finie du
corps Q,,). Il est classique qu&apos;un tel corps n&apos;a qu&apos;un nombre fini d&apos;extensions

de degré donné. Indiquons-en brièvement une démonstration: il suffit de

prouver que tout corps p-adique n&apos;a qu&apos;un nombre fini d&apos;extensions totalement
ramifiées de degré n donné. Or une telle extension est définie par une «équation
d&apos;EiSENSTEiN» de degré n ; ces équations forment un espace compact (pour
la topologie définie par la convergence des coefficients), et deux équations assez
voisines définissent des extensions isomorphes (cf. par exemple [1], p. 41);
d&apos;où la finitude en question.

Le théorème 6.1 est donc une conséquence du suivant :

6.2. Théorème. Soit k un corps parfait n&apos;ayant qu&apos;un nombre fini d&apos;extensions

de degré donné. Si A est un k-groupe de type (ALA), H1 {k, A) est fini.
(Outre le cas p-adique, l&apos;hypothèse faite sur k est vérifiée par les corps finis,

et par les corps de séries formelles à une variable sur un corps algébriquement
clos de caractéristique zéro.)

__
Notons g le groupe de Galois de kjk. Nous allons procéder par étapes :

(a) Finitude de H1 (g, F) lorsque F est un g-groupe de type arithmétique.
D&apos;après la proposition 3.3, il existe un entier n tel que tout sous-groupe

fini de F soit d&apos;ordre ^ n. Soit g0 un sous-groupe ouvert distingué de g
opérant trivialement sur F. Vu l&apos;hypothèse faite sur le corps k, les sous-
groupes ouverts de g0 d&apos;indice ^ n sont en nombre fini; leur intersection
gi est un sous-groupe ouvert distingué de g. Tout homomorphisme continu
de g0 dans F a une image finie, donc est trivial sur gx. A fortiori, l&apos;appli-

cation composée: r) ^(gi&gt; F)
est triviale. D&apos;après le n° 1.27, il s&apos;ensuit que H1 (g, F) s&apos;identifie à H1 (g/gx, F);
comme F est un g/grgroupe de type arithmétique (cf. proposition 3.6), la
proposition 3.8 montre que U^g/gi, F) est fini, d&apos;où la finitude de H1 (g, F).

(h) Finitude de //*(&amp;, A) lorsque A est un groupe algébrique linéaire résoluble

et connexe.
En appliquant la prop. 1.17, on se ramène au cas où A est unipotent et au

cas où A est un tore. Dans le premier cas, on a EP-(k, A) — 0, cf. par exemple
[18], prop. 3.3.1. Supposons donc que A soit un tore. Il existe alors une
extension galoisienne finie k&apos;jk telle que A ® k1 soit isomorphe à un produit
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dégroupes Gm. Comme IP-^k&apos;, Gm) 0, laprop. 1.27 montre que H1 (le, A)
s&apos;identifie à H1(k&gt;&apos;/&amp;, A). En particulier, si n [kf : k], on a nx 0 pour
tout xçIPfâ, A). Soit An le noyau de Fhomothétie n:A-+A. La suite
exacte: ^ »0-+An-*A-&gt;A~&gt;0

donne naissance à une suite exacte de cohomologie. Cette dernière montre que
IZ1^, An) s&apos;applique sur le noyau de n : Hx(k, A) -&gt; IP^k, A), c&apos;est-à-dire

sur H1 (le, A) tout entier. Mais An(k) est un g-groupe fini, donc de type
arithmétique, et le cas (a) montre que IP(k, An) est fini; il en est donc bien
de même de H^ik^A).

(c) Finitudede ^(k^A) lorsque A est un groupe algébrique linéaire.
D&apos;après Rosenmcht [16], il existe un sous-groupe de Cartan H de A ;

soit N le normalisateur de H dans A. Le quotient NjH est fini; d&apos;après (a),
/?*(&amp;, N/H) est aussi fini; en appliquant (b) et le cor. 1.20, on en déduit que
IP{k,N) est fini. Comme #*(&amp;, N) -» IP(k, A) est surjectif (cor. 2.14), il
en résulte bien que #*(&amp;, A) est fini2).

(d) Cas général.
Puisque A est de type (ALA), on peut trouver une suite exacte

où A1 est algébrique linéaire, et où F(k) est un g-groupe de type arithmétique
(cf. n° 4.3). D&apos;après (a), IP(kyr) est fini, D&apos;autre part, pour tout xeZ^ig^A),
le groupe tordu A\ est linéaire, et d&apos;après (c), H1^, A\) est fini. La finitude
de BPik, A) résulte alors du cor. 1.20.

Dans les corollaires ci-après, k désigne un corps vérifiant les conditions du

théorème 6.2.
6.3. Corollaire, (i) Les k-formes d&apos;une variété abélienne définie sur k sont en

nombre fini (à isomorphisme près).
(ii) II en est de même des k-formes d&apos;une algèbre de dimension finie sur k.
(iii) Lorsque k est de caractéristique zéro, il en est de même des k-formes d&apos;un

groupe algébrique linéaire.
Précisons que, dans (i), nous prenons le terme de «variété abélienne» au

sens de «variété abélienne munie d&apos;une structure de groupe algébrique». Si G

est une telle variété, on sait que AutC(&amp;) est un g-groupe de type
arithmétique (cf. n° 3.5) et l&apos;assertion (i) résulte alors de la correspondance entre
«^-formes de C» et éléments de IPik, Aut C), cf. n° 2.6. De même, l&apos;assertion

(ii) résulte de ce que le foncteur d&apos;automorphismes d&apos;une ^-algèbre de dimen-

a) L&apos;idée d&apos;utiliser le corollaire 2.14 nous a été indiquée par T. Spbingek. Notre démonstration
initiale était plus compliquée.
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sion finie est un groupe algébrique linéaire (le même argument s&apos;applique plus
généralement à la structure formée par un espace vectoriel muni de tenseurs de

types quelconques, cf. [19], Chap. III, n° 1.1). Enfin, (iii) résulte de ce que, en
caractéristique zéro, le foncteur d&apos;automorphismes d&apos;un groupe algébrique
linéaire est de type (ALA), cf. théorème 5.12.

6.4. Corollaire. Soit G un k-groupe algébrique, et soit V un espace homogène

de G. Les orbites de G(k) dans V(k) sont en nombre fini.
La variété V est réunion d&apos;un nombre fini d&apos;orbites de la composante neutre

de G ; cela permet de se ramener au cas où G est connexe. Si V (k) 0 il
n&apos;y a rien à démontrer. Sinon, soit veV(k), et soit H le groupe de stabilité de

v. L&apos;application canonique GjH -&gt; V est radicielle. Comme k est parfait,
cette application définit une bijection de (G/H)(k) sur V(k). Or, d&apos;après

la prop. 1.12, les orbites de G(k) dans (GjH)(k) correspondent bijeetivement
aux éléments du noyau de l&apos;application canonique

Il nous suffira donc de prouver que a est propre (cf. n° 1.14).
Soit jR le plus grand sous-groupe linéaire connexe de G, soit S R f] H,

et soient C 6?/jR, B H/S. Le groupe C est une variété abélienne (théorème

de Chevalley), et B s&apos;envoie injectivement dans C. On a un diagramme
commutatif:

IPfJfe, B)XH1(k,C).

Pour tout 2eZ1(g,H), le groupe tordu Sa est linéaire; d&apos;après le théorème
6.2, H1^, 8Z) est fini. Appliquant le cor. 1.20, on en déduit que y est propre.
D&apos;autre part, en utilisant le «théorème de complète réductibilité» de Weil
(cf. [20], p. 94), on voit qu&apos;il existe une variété abélienne Bf de même dimension

que jB, et un homomorphisme C -&gt; B&apos; tels que le composé B -&gt; G -&gt; B&apos;

soit surjectif. Comme le noyau de B -&gt; B&apos; est fini, l&apos;argument utilisé ci-dessus

pour prouver la propreté de y montre que le composé

C) -&gt; JF(Jfe, B1)

estpropre. Il s&apos;ensuit que ô est propre, donc aussi ôoy po&lt;x, donc aussia,cqfd.

6.5. Corollaire. Soit G un groupe algébrique linéaire défini sur k. Les
tores maximaux (resp. les sous-groupes de Cartan) de G définis sur k forment
un nombre fini de classes pour la conjugaison par les éléments de G(k).
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Cela résulte du corollaire 6.4, appliqué à la «variété des tores maximaux»
(resp. à la «variété des sous-groupes de Cartan») de cf. n° 4.10.

6,6. Corollaire. Supposons k de caractéristique zéro. Soit G un groupe
algébrique semi-simple défini sur k, et soit g son algèbre de Lie. Les éléments

unipotents de G(k) (resp. les éléments nilpotents de Q(k)) forment un nombre

fini de classes pour la conjugaison par les éléments de G(k).
Soit U (resp. N) la sous-variété de G (resp. g) formée des éléments unipotents

(resp. nilpotents). L&apos;exponentielle définit une bijection de N(k) sur U(k)\
il suffit donc de prouver la finitude de N(k)jG(k). D&apos;après Kostant (cf. [11],

cor. 3.7 et lemme 5.1), les orbites de G(k) dans N(k) sont en nombre fini
(en fait, Kostant se borne au cas de C, mais le cas général s&apos;en déduit par
application du «principe de Lefschetz»). Il suffit donc de prouver que, si X est

une telle orbite, les éléments de X(k) X n N(k) forment un nombre fini
de classes modulo les opérations de G (k). C&apos;est clair si X (k) 0 Sinon
soit xeX(k), et soit H a G le stabilisateur de x. On peut identifier X
(resp. X(k)) à l&apos;ensemble des points de GjH à valeurs dans k (resp. dans k);
notre assertion résulte alors du cor. 6.4, appliqué à l&apos;espace homogène GjH.

6.7. Le cas réel. Les résultats des n08 précédents s&apos;appliquent bien entendu

au corps B. Certains peuvent d&apos;ailleurs s&apos;obtenir de façon plus simple par des

arguments topologiques. Ainsi par exemple le corollaire 6.4 résulte du fait
(démontré par Whitney) que, si V est une R-variété algébrique, l&apos;espace

topologique F(R) n&apos;a qu&apos;un nombre fini de composantes connexes.
Nous allons voir que, pour certains groupes, on peut aller plus loin et

déterminer explicitement H1 :

Partons d&apos;un groupe de Lie compact K. Soit R l&apos;algèbre des fonctions
continues sur K qui sont combinaisons linéaires de coefficients de représentations

matricielles (complexes) de K, et soit Ro la sous-algèbre de R formée
des fonctions à valeurs réelles. On a R Ro ® BC. On définit de façon
naturelle un homomorphisme &lt;5 : Ro -&gt; Ro ® Ro. Si l&apos;on pose G Spec (i?0) &gt;

ô définit un morphisme de G X G dans G, et Ton obtient ainsi sur G une structure

de groupe algébrique sur R (cf. Chevalley [5], Chap. VI, § VIII). Le

groupe 6?(R) des points réels de G s&apos;identifie à K. Le groupe C?(C) s&apos;appelle le

complexifié de K. Le groupe de Galois g g(C/R) opère sur Q(G).

6.8. Théorème. L&apos;application canonique H1 (g, K) -&gt; JEf^g, G (C)) est bijective.

(Comme g opère trivialement sur K, H1 (g, K) est l&apos;ensemble des classes

dans K, modulo conjugaison, des éléments x tels que x2 1.)
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Le groupe g opère sur l&apos;algèbre de Lie g(C) de G(C); les éléments invariants
forment l&apos;algèbre de Lie ï de K, et les éléments anti-invariants forment un
supplémentaire p de l dans g(C). L&apos;exponentielle définit un isomorphisme
analytique réel de p sur une sous-variété fermée P de G(C) ; on a xPx~x P
pour tout xeK; de plus (Chevalley, loc. cit., p. 201) tout élément zeG(C)
s&apos;écrit de façon unique sous la forme z xp, avec xeK et peP.

Ces résultats étant rappelés, montrons que H1 (g, K) -^FPig, Cr(C)) est

surjectif. Un élément de Z\g, G(C)) s&apos;identifie à un élément zeG(Ç&gt;) tel que
zz 1. Si l&apos;on écrit z sous la forme xp, avec xeK et peP, on a xpxp~1=l
(car p p~x), d&apos;où p x2- x~~1px. Mais x~xpx appartient à P, et l&apos;unicité

de la décomposition G(C) K-P montre que x2 1 et x~xpx p. Si

Px est la partie de P formée des éléments commutant à x, on voit facilement

que Px est l&apos;exponentielle d&apos;un sous-espace vectoriel de p. On en conclut qu&apos;on

peut écrire p sous la forme p q2, avec qePx. On en tire z qxq, et
comme q q~l, on voit que le cocycle z est cohomologue au cocycle x, qui
est à valeurs dans K.

Montrons maintenant que H1 (g, K) -&gt; H^g, G(C)) est injectif. Soient
xeK et x&apos; eK deux éléments tels que #2 1, x&apos;2 — 1, et supposons qu&apos;ils

soient cohomologues dans (?(C), autrement dit qu&apos;il existe zeG{Ç&gt;) tel que
x&apos; z~xxz. Ecrivons z sous la forme z yp, avec yeK et peP. On a:

xf p-xy~xxyp-x, d&apos;où #&apos; • a/-1^:*/ y~xxy • p-1.

Appliquant à nouveau l&apos;unicité de la décomposition G (C) if • P, on en
tire x&apos; y~xxy, ce qui signifie que x et a/ sont conjugués dans K, et achève
la démonstration.

Exemples, (a) Supposons que K soit connexe, et soit T l&apos;un de ses tores
maximaux. Soit T2 l&apos;ensemble des teT tels que t2 1 ; on sait que tout
élément a;ci? tel que x2 1 est conjugué d&apos;un élément teT2] de plus deux
éléments de T2 sont conjugués dans if si et seulement si ils sont transformés
l&apos;un en l&apos;autre par un élément du groupe de Weyl W de K (par rapport à T).
Il résulte donc du théorème 6.8 que H1 (R, G) (égal par définition à ^(g, G (C))
s&apos;identifie à l&apos;ensemble quotient T2jW&apos;.

(b) Prenons pour K le groupe des automorphismes d&apos;un groupe compact
semi-simple connexe 8. Soit A (resp. 6?) le groupe algébrique associé comme ci-
dessus à K (resp. à S). On sait que A est le groupe d&apos;automorphismes Aut G de
G- Les éléments de /^(R, A) correspondent donc aux formes réelles du groupe
^^ et le théorème 6.8 redonne la classification de ces formes au moyen de
classes d&apos;dnvolutions» de S (résultat dû à Elie Cartan).
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§ 7. Théorèmes de linitude (corps de nombres)

Dans tout ce paragraphe, k désigne un corps de nombres algébriques, c&apos;est-à-

dire une extension finie du corps Q, et g désigne le groupe de Galois g (&amp;/£).

On note F l&apos;ensemble des places de k ; rappelons qu&apos;une place est une classe

d&apos;équivalence de valeurs absolues non discrètes (deux valeurs absolues étant
dites équivalentes si elles définissent la même topologie). Si veV, on note kv

le complété de k pour la topologie définie par v ; les corps kv sont des corps
localement compacts de caractéristique zéro.

Si A est un groupe localement algébrique sur k, chacun des plongements
k-^kv définit une application cov : IP(k, A) -&gt; /?*(&amp;„, A), cf. 2.2. Pour
toute partie S de V, ces applications définissent une application canonique

V€V-S

7.1. Théorème. Si S est un ensemble fini de places de k, et si A est un

k-groupe de type (ALA), Vapplication

v€V-8
est propre (cf. n° 1.14).

En particulier, on voit que les éléments de ^(k, A) qui sont «nuls
localement» (c&apos;est-à-dire dont l&apos;image dans chacun des IP-(kviA) est nulle) sont en

nombre fini; cela généralise un résultat de [3], résultat qui va d&apos;ailleurs être

utilisé dans la démonstration ci-dessous.

Avant de donner cette démonstration, il est bon de faire deux remarques:
(i) Si le théorème est vrai pour A et pour un certain 8, il est vrai pour A

et pour tout autre ensemble fini Sf. Cela résulte simplement de la finitude des

H1(kV9A), démontrée au § 6. En particulier, on peut toujours se ramener au

cas où S 0
(ii) Pour prouver le théorème 7.1, il suffit de prouver que le noyau de a)s

est fini pour le groupe A considéré et pour tous les groupes tordus Ax, avec

&gt; A). Cela résulte des propriétés élémentaires de la torsion, cf. n° 1.10.

7.2. Démonstration du théorème 7.1 lorsque A est connexe. Puisque A

est de type (ALA), c&apos;est un groupe linéaire connexe. Soit U la partie unipotente
du radical de A et soit H A/U. Le groupe H est réductif connexe. Comme

la cohomologie d&apos;un groupe unipotent est triviale, les applications canoniques :

et
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sont injectives (cf. n° 1.20). On est donc ramené à prouver le théorème pour
le groupe H. De plus, d&apos;après les remarques (i) et (ii) du n° 7.1, il suffit de

montrer que, pour tout xeZ1(k} H), le noyau de

J
V€V

est fini. Or, c&apos;est là un résultat connu ([3], th. 6.8).

7.3. Lemme. Soit A un g-groupe discret sur lequel g opère trivialement, et

soit S un sous-ensemble fini de V. Le noyau de Inapplication

est alors réduit à 0. V€V~S

Soit x un élément de ce noyau, et choisissons une extension galoisienne k&apos; jk
telle que x appartienne à iï1 (&amp;&apos;/&amp;, A). Soit g&apos; le groupe de Galois de k&apos; \k;
comme g&apos; opère trivialement sur A, l&apos;élément x est représenté par un cocycle f
qui est un homomorphisme de g&apos; dans A. Soit V l&apos;ensemble des places de k&apos;,

et soit S&apos; le sous-ensemble de V formé des places qui prolongent les places
de $. Soit weV —S&apos;, soit v la place correspondante de F —S, et soit
g^ le groupe de décomposition de w. Dire que x donne zéro dans E^fo^^A)
signifie que la restriction de | à g^ est triviale (i. e. f applique g^ dans l&apos;élément

neutre de A), Mais l&apos;on sait que, lorsque w parcourt V —Sr, la réunion des

gw est g&apos; tout entier; de façon plus précise, tout sous-groupe cyclique de g&apos;

est un groupe de décomposition gfw pour une infinité de w (cela résulte du théorème

de densité d&apos;ARTiN-CEBOTAREV, ou même, plus simplement, du théorème

de densité de Feobenius [7]). Il s&apos;ensuit que £ est trivial, d&apos;où le lemme.

7.4. Démonstration du théorème 7.1 lorsque^ est discret. En vertu de la
remarque (ii) du n° 7.1, il suffit de prouver que le noyau de cos est fini. Nous
noterons ce noyau Hxs{k, A).

Puisque A est de type (ALA), c&apos;est une extension d&apos;un g-groupe F de type
arithmétique par un g-groupe fini C ; on a AjC F. Comme F est de type fini
(cf. n° 3.3), il en est de même de A ; comme g opère continûment, on en conclut
qu&apos;il existe un sous-groupe ouvert distingué h de g qui opère trivialement sur A.
On notera k&apos; le sous-corps de k correspondant à h, et 8&apos; l&apos;ensemble des places
de k&apos; prolongeant l&apos;une des places de S. Si xeH1s(k, A), l&apos;image xr de x dans
H1^&apos;, A) appartient à H^^k^A): c&apos;est immédiat. Mais, puisque h opère
trivialement sur A, le lemme 7.3 (appliqué à kf et S&apos;) montre que H^^k&apos;, A)
est réduit à 0. D&apos;après 1.27, il en résulte que x appartient à EPik&apos;/k, A)
Hl(glh,A). Mais g/h est fini, donc aussi H1 (g/h, F), cf. n° 3.8; il en est de

ê des H1 (g/h, Cx), où x désigne un 1-cocycle de g/h dans A ; d&apos;après 1.20,
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il s&apos;ensuit que ^(g/h, A) est fini. Comme H^ik, A) est un sous-ensemble de

A), cela démontre bien le théorème 7.1 dans ce cas.

7.5. Pour aller plus loin, nous aurons besoin d&apos;un résultat élémentaire sur
les «réductions mod. p». Indiquons rapidement de quoi il s&apos;agit (pour plus de

détails, voir [9], Chap. IV):
Soit X un schéma de type fini sur le corps k, et soit ok l&apos;anneau des entiers de

k ; le corps k est le corps des fractions de ok, c&apos;est-à-dire le corps des fonctions
rationnelles de Spec (ok). Il en résulte facilement qu&apos;on peut trouver une
«forme de X sur ofc», c&apos;est-à-dire un schéma Xo de type fini sur Spec (ok) tel que
X Xo ® 0Jck. Si v est un idéal maximal de ok, de corps résiduel *(#), on

peut parler du schéma Xo ® OjcK(v) obtenu à partir de XQ par réduction en v.
Ses points rationnels sur k (v) forment un ensemble fini (X0)Kiv). De même,
si ov désigne l&apos;anneau des entiers du corps local kv, Xo définit par changement
de base un schéma sur ov ; les points de ce schéma à valeurs dans ov seront notés

(X0)Ov. En fait, on emploie très souvent les notations incorrectes Xk{v) et

X^ pour désigner (X0)K(v) et (X0)Ov. Cet abus d&apos;écriture est sans danger si
l&apos;on ne s&apos;intéresse qu&apos;à des questions où n&apos;interviennent que «presque tous les

t;». En effet, on démontre sans peine que, si Xo et Xf0 sont deux formes de X
sur ok, il existe un ouvert non vide U de Spec (ok) au-dessus duquel Xo et XfQ

sont isomorphes; si vell on peut alors identifier (Xq)k(v) et (Xf0)Kiv) et de

même pour les points à valeurs dans ov. C&apos;est cette notation que nous utiliserons
dans la proposition suivante :

7.6. Proposition. Soit G un k-groupe algébrique connexe, et soit P un

espace fibre principal pour G dont la base B est une variété algébrique de

dimension zéro. Il existe alors une partie finie 8 de F, contenant toutes Us

places archimédiennes, et telle que, si veV—S, on ait BOv Bkv et que

POv -&gt; BOv soit surjectif.
__

(L&apos;hypothèse faite sur P équivaut à dire que P &lt;g&gt; k est réunion disjointe
d&apos;espaces homogènes principaux sur G ® k.)

On choisit comme ci-dessus des formes de G, P, B sur ok; on les notera

encore G, P, B (c&apos;est l&apos;abus d&apos;écriture signalé plus haut). Si l&apos;on se place sur

un ouvert U Spec (ok) — S assez petit de Spec (ok), ces schémas sont simples

sur U (cf. Gbothendieck [10]), B est propre, G est un schéma en groupes à

fibres connexes, et P est un espace fibre principal de base B et de groupe 0

(cela signifie ici que le morphisme évident de PxvG dans P X jjP est un iso-

morphisme). Soit veU; comme B est simple et propre sur U, on a BKiV)

BOv Bkv. De même, la simplicité de P entraîne que POv -&gt;PK(V) s0^

surjectif (pour ces propriétés de la simplicité - qui ne sont au fond qu&apos;une

forme du «lemme de Hensel» — voir Grothendieck [10]). D&apos;autre part, si
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xeBK{v), la fibre de x dans P est un espace homogène principal sur le groupe
G® okt&lt;(v) déduit de G par réduction en v ; comme G® Ojfc/c(v) est connexe, cet

espace a un point à valeurs dans k(v)(c{. Lang [12]). Il s&apos;ensuit que
Pk{v) -&gt; Bk(v) est surjectif, d&apos;où le résultat cherché.

7.7. Corollaire. L&apos;application Pkv-+Bkv est surjective pour tout veV—S.
C&apos;est évident.

Remarque. Lorsque, dans la proposition 7.6, on ne suppose plus que B
soit de dimension zéro, il est encore vrai que P^ -&gt; Bûv est surjectif pour
presque tout v.

7.8. Revenons maintenant à la démonstration du théorème 7.1. Soit G

la composante neutre du groupe A, et soit L A/G; nous identifierons (par
abus de langage) L au g-groupe L(k).

7.9. Lemme. Il existe un sous-ensemble fini S de V tel que Vapplication
H°(kvi A) -&gt; H°(kv, L) soit surjective pour tout veV — S.

Comme A est de type (ALA), le groupe L est extension d&apos;un g-groupe F de

type arithmétique par un g-groupe fini 0. Comme on l&apos;a déjà remarqué, il
existe un sous-groupe ouvert distingué h de g qui opère trivialement sur L.
Posons g&apos; g/h, et soit h&apos; un sous-groupe de g7. On a la suite exacte :

0 -&gt;#0(h&apos;, C) -&gt;ffo(h\ L) -&gt;#°(h&apos;, r) -^iïMh&apos;, C),
où #°(h&apos;, C) et iïMh&apos;, C) sont finis. Comme d&apos;autre part H°(hf, T) est un
groupe de type fini (cf. 3.3 et 3.6) on en déduit facilement que H°(hf, L) est
aussi de type fini. Puisque les h&apos; sont en nombre fini, on en conclut qu&apos;il existe
un sous-ensemble fini B de L tel que B fi H°(hr 9L) engendre H°(hf, L)
pour tout h&apos; ; on peut en outre s&apos;arranger pour que B soit stable par g, ce qui
permet de l&apos;identifier à une &amp;-sous-variété de dimension zéro de L A/G.
Soit P l&apos;image réciproque de cette sous-variété dans A ; c&apos;est un espace fibre
principal pour G de base B. Appliquant 7.7, on voit qu&apos;il existe une partie
finie S de F telle que H°(kvi P) -+H°(kv, B) soit surjectifpour tout vtV —S.
Cette propriété entraîne que ^^ A) ^^^ L)
est surjectif pour tout veV — S. En effet, l&apos;image /„ de cet homomorphisme
contient l&apos;image de H° (kv, P), qui est égale à H° (kv, B). Or, si g^ désigne l&apos;un

des groupes de décomposition associés à v dans g&apos;, on peut identifier H°(kv, L)
à H«(g&apos;v9L) et H»(kv,B) à H»(g&apos;v,B), c&apos;est-à-dire à B n H»(C L).
H en résulte (vu la définition de B) que H°(kv, B) engendre H°(kv,L).
Comme /„ contient H°(kv9 B), on a donc bien Iv H°(kv, L), ce qui achève
*&amp; démonstration du lemme.

11 CMH vol. 39
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7.10. Fin de la démonstration du théorème 7.1. On conserve les notations
ci-dessus. On suppose en outre que 8=0, ce qui est licite vu la remarque
(i). On a un diagramme commutatif

je*/ jco jet/
G) 4 JÏH&apos;iK, A) -5. TW*.. L) ¦

V€V V€V V€V

On va d&apos;abord prouver que l&apos;application

(P, co) : H*(k, A) -&gt; J5P(jfe, L) X ~YY&amp;(k99 A)
est propre.

V€V

Pour cela, soit xeZx(k, A), soit | l&apos;image de a; dans /?*(&amp;, ,4) et soit X
l&apos;ensemble des éléments de IP-fâyA) dont l&apos;image par (fï,co) est la même que
celle de f ; on doit prouver que X est fini. Quitte à remplacer A par Ax, on

peut supposer que x 0. Il en résulte que X est contenu dans l&apos;image

de a : W{k, G) -&gt; JJi(fc, A). Soit F a&quot;1^), et soit

Y&apos; cof(Y) c
Comme co oa &lt;pocof, les éléments de Y&apos; appartiennent au noyau de &lt;p.

Mais, d&apos;après 7.9, il existe un sous-ensemble fini S de F tel que

H°(kv,A) -+ H°(kv, L) soit surjectif pour veV—S; vu 1.17, ceci entraîne

que le noyau de Hl(kv,G) -&gt; iï1^, A) est réduit à 0 (pour veV — S). On en

conclut que l&apos;image Y&quot; de Y dans | | if1^, G) est réduite à 0, ce qui
veV-S

montre (cf. 7.2) que Y est fini; comme X &lt;x(Y), il en est de même de X,
ce qui démontre notre assertion.

Notons maintenant que, d&apos;après 7.4, l&apos;application œ&quot; est propre. Il en

est donc de même de l&apos;application (co&quot; X l)o(/?,&lt;*&gt;) qui applique ^(k.A)
dans | | IP-(kv,L) X | | H1(kv, A). Comme cette application se factorise par

veV veV

l&apos;application co, on en conclut que co est propre, cqfd.

7.11. Corollaire. Soit G une variété abélienne (resp. un groupe algébrique

linéaire, resp. une algèbre de dimension finie) sur k, et soit S un ensemble fini
de places de k. Les k-formes de G qui sont kv-isomorphes à G pour tout v non

dans 8 sont en nombre fini (à isomorphisme près).
Cela résulte de ce que, dans chaque cas, Aut (G) est un groupe de type (ALA).

7.12. Corollaire. Soit G un k-groupe algébrique, soit V un espace homogène de

G, soit xeV(k) et soit 8 un ensemble fini de places de k. Soit X la partie de
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V(k) formée des éléments x&apos; tels que pour tout veV —S, il existe gveG(kv)
qui transforme x en x1. Supposons enfin que le groupe de stabilité H de x
soit un groupe linéaire. Les orbites de G(k) dans X sont alors en nombre fini.

Soit Y le quotient de X par G(k)\ d&apos;après 1.12, Y s&apos;identifie à un sous-
ensemble de //*(&amp;, H). De plus, la définition même de X montre que l&apos;image

de Y dans chacun des Hx(kv, H), veV—S, est réduite à 0. Comme H
est linéaire, le théorème 7.1 s&apos;applique, et montre que Y est fini, cqfd.

Remarques. (1) Si G est un groupe algébrique linéaire, le corollaire ci-dessus
s&apos;applique à la variété des tores maximaux (resp. des sous-groupes de Cartan,
resp. etc.) de G. Nous laissons au lecteur le soin d&apos;expliciter le résultat obtenu.

(2) Les hypothèses et notations étant celles de 7.12, soit x&apos; un point de X.
Par hypothèse, pour tout veV — S, il existe gv e G^ qui transforme x en x&apos;.

On peut s&apos;arranger pour que gv appartienne à G^ pour presque tout v. En
effet, soit P la sous-variété algébrique de G dont les points sont les éléments
g transformant x en x&apos;

; c&apos;est un espace homogène principal sur H. Si H° désigne

la composante neutre de H, P peut aussi être considérée comme espace
principal de groupe H° et de base finie B PjH0. D&apos;après 7.6, l&apos;application

PDv -&gt; Bkf) est surjective pour presque tout v, d&apos;autre part, l&apos;existence d&apos;un

gv € Pkv montre que Bkv est non vide. Il s&apos;ensuit que POtj est non vide pour
presque tout v, ce qui démontre notre assertion.

Ceci permet de traduire 7.12 en termes adéliques, comme dans [3].
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