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Théorémes de finitude en cohomologie galoisienne

par A. BoreL et J.-P. SERRE

A GEorees pE Ruam, a l'occasion de son soixantiéme anniversaire

Introduction

Les propriétés de finitude que nous avons en vue concernent un groupe
algébrique G défini sur un corps parfait k. Il s’agit essentiellement de prouver:

(A) la finitude du nombre de classes d’espaces homogénes principaux sur £ de ¢
(resp. du nombre de k-formes de () lorsque k est un corps p-adique et G est
linéaire (resp. G est soit linéaire, soit une variété abélienne);

(B) la finitude du nombre de classes d’espaces homogénes principaux sur k
de ¢ (resp. du nombre de k-formes de ) qui sont isomorphes & un espace homo-
géne principal donné (resp.isomorphes a @) sur toute complétion k, de k, lorsque
k est un corps de nombres algébriques, et G est linéaire (resp. @ est soit linéaire,
soit une variété abélienne).

On sait que les classes d’espaces homogénes principaux sur k de G correspon-
dent aux éléments du premier ensemble de cohomologie H!(k,@). De méme, les
classes de k-formes de G correspondent aux éléments de H(k, Aut G), ot Aut G
désigne le foncteur des automorphismes de G'. Les énoncés (A4) et (B) sont donc
équivalents & des propriétés de finitude de H(k, G) (resp. de H!(k, Aut @)),
et c’est sous cette forme qu’ils seront établis (cf. §§ 6, 7).

L’assertion (B) est un cas particulier de (A) lorsque Aut @ est lui-méme un
groupe algébrique linéaire; mais ce n’est pas toujours le cas, comme le montre
déja ’exemple d’un tore G de dimension n, pour lequel Aut @ peut étre identifié
au groupe discret GL(n, Z). Cela nous a amené a étudier la structure de Aut G,
lorsque @ est linéaire, et & démontrer les propriétés de finitude de H® qui nous
intéressent directement pour une classe de groupes, que nous appelons de type
(ALA), classe qui comprend les groupes algébriques linéaires, leurs groupes
d’automorphismes (du moins en caractéristique zéro), et les groupes d’auto-
Mmorphismes des variétés abéliennes. Le résultat en est un article dont la plus
grande partie (§§ 1 & 5) est, & notre grand regret, consacrée & des préliminaires
Yariés. Toutefois le lecteur qui ne s’intéresse qu’a la cohomologie des groupes
lin¢aires peut omettre la lecture des §§ 3 & 5; de méme, les §§ 4 et 5 sont inutiles
Pour la discussion des formes de variétés abéliennes.
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Le contenu des différents paragraphes est le suivant:

Le § 1 donne les définitions et les principales propriétés des ensembles de
cohomologie en dimension 0,1 d’un groupe topologique g, & valeurs dans un
groupe discret 4 sur lequel g opére continiment. Il s’agit surtout d’établir
I’existence de suites exactes, et d’analyser les fibres de certaines applications
figurant dans ces suites exactes. Les résultats ne sont guére qu’une transcription
de faits connus dans le cas topologique (voir en particulier [8] dont nous nous
sommes largement inspirés). Dans la suite, on ne s’intéressera qu’au cas ou g est
un groupe de GALOIS; ce cas est discuté dans le § 2, qui contient en outre divers
résultats techniques utilisés plus loin.

Les §§ 3 et 4 introduisent trois classes de groupes: les g-groupes de type
arithmétique, groupes isomorphes & un sous-groupe d’indice fini du groupe
d’unités G5 d’un groupe algébrique linéaire G défini sur @, sur lequel le groupe
profini g opére au moyen d’automorphismes; les groupes localement algébriques
sur k, extensions de groupes discrets par des groupes algébriques; enfin, les
groupes de type (ALA), extensions de g-groupes de type arithmétique par des
groupes linéaires algébriques.

Le § 4 donne en outre un critére pour que le foncteur d’automorphismes d’une
variété algébrique (ou d’un groupe algébrique) soit localement algébrique. Ce
critére est utilisé au § 5 pour montrer que, si G est un groupe algébrique linéaire
défini sur un corps de caractéristique zéro, Aut G est un groupe de type (ALA).
Grosso modo, on peut dire que la partie algébrique de Aut G est formée des
automorphismes qui agissent trivialement sur le plus grand tore central S de la
composante neutre de G, et que le quotient de type arithmétique correspond &
I'image de Aut G dans Aut S.

Le § 6 prouve la finitude de H(k, 4) lorsque 4 est de type (ALA) et que £
est p-adique, ou plus généralement, k est un corps parfait n’ayant qu’un nombre
fini d’extensions de degré donné. Parmi les applications signalons, outre (A),
la finitude du nombre de classes de conjugaison de sous-groupes de CARTAN
définis sur k£ dans un groupe linéaire G, ainsi que la finitude du nombre des orbites
de G(k) opérant dans P'ensemble des points & valeurs dans k& d’un espace
homogéne de @. Enfin, le § 7 traite le cas global. Dans les deux cas, on procede
par «dévissage». Les démonstrations utilisent notamment deux résultats, qui
sont conséquences de I'existence de domaines fondamentaux convenables pour
les groupes d’unités: la finitude du nombre de classes de conjugaison de sous-
groupes finis d’un groupe de type arithmétique, et le cas particulier de (B) olt ¢
est réductif connexe, et oi1 les espaces homogénes principaux considérés ont
des points & valeurs dans toutes les complétions de k.
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Notations

Si k est un corps, on note k (resp. k,) une cloture algébrique (resp. une
cloture séparable) de k.

Si k' est une extension galoisienne d’un corps k, on note g(k'/k) le groupe de

Garo1s de cette extension; c’est un groupe profini (i. e. compact totalement
discontinu).

§ 1. Cohomologie non commutative

Dans tout ce paragraphe, la lettre g désigne un groupe topologique. Le lecteur
qui ne s’intéresse qu’aux applications & la cohomologie galoisienne pourra
supposer que g est profini.

1.1. g-ensembles. Un g-ensemble est un espace topologique discret E sur
lequel g opére & gauche de fagon continue (i. e. de telle sorte que le groupe de
stabilité de tout point de X soit ouvert dans g). Le transformé de xzeZ par
seg sera noté s(x), s'x ou encore °*x (mais jamais z* pour éviter I’horrible
formule z*9 = (x%)*). Si K et E’ sont deux g-ensembles, un morphisme de E
dans E' est une application f:E — E' qui commute aux opérations de g.
Les g-ensembles forment une catégorie.

Si E est un g-ensemble, on note HO(g, E), ou E®, 'ensemble des xeF

tels que *x = z pour tout seg. On dit que c’est le 0-iéme ensemble de coho-
mologie de g a valeurs dans E .

1.2. g-groupes. Un g-groupe A est un groupe dans la catégorie des
g-ensembles. En d’autres termes, c’est un g-ensemble qui est muni d’une struc-
ture de groupe invariante par g; on a donc *(zy) = *z °y pour =z, yed et
seg. Un g-groupe commutatif est parfois appelé un g-module.

Soit 4 un g-groupe. On appelle cochaine de g & valeurs dans A toute appli-
cation continue s|— a, de g dans A. On appelle cocycle de g d valeurs dans A
toute cochaine a = (a,) qui vérifie I'identité:

ast = a’s' sa’t (8’ tEg) . (1)
Si une application a: sl— a, vérifie (1), on a:
a=1,a%, ;=1 (seg). (2)

L’ensemble h des éléments seg tels que a, = 1 est donc un sous-groupe, et

b
lon o a,, = a, pour se€g, heh. Il s’ensuit que a est continue si et seulement
SLh est ouvert.

8 CMH vol. 39
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L’ensemble des cocycles de g & valeurs dans A est noté Z'(g, A). Deux
cocycles z, yeZl(g, A) sont dits cokomologues §’il existe aed tel que
x, = a~ly,’a pour tout seg. C’est 13 une relation d’équivalence dans Z!(g, A4);
I’ensemble quotient est noté H(g, A); on l'appelle le premier ensemble de
cohomologie de g a valeurs dans A . Si A est commutatif, H*(g, A) est un groupe
commutatif, le produit étant défini & partir du produit des valeurs de cocycles
représentatifs. Dans le cas général, H'(g, A) est seulement un ensemble pointé:
il contient un élément distingué, la classe du cocycle unité; les cocycles appar-
tenant & cette classe sont appelés cobords; ils sont de la forme s |— ¢! %,
avec ced. L’élément distingué de H!(g, A) sera noté indifféremment 0 ou 1.

Lorsque g est profini, H'(g, 4) s’identifie canoniquement a la limite
inductive des H'(g/h, A"), pour h parcourant ’ensemble des sous-groupes
ouverts distingués de g.

1.3. Fonctorialités. Soient g et g deux groupes topologiques, EZ un
g-ensemble et £’ un g'-ensemble. Un homomorphisme continu 1: g — g’ et
une application u: E' — E seront dits compatibles si 'on a

n(A(s) z') = s u(z') pour seg, z'ek’.
Il est clair que u applique alors E'®’ dans E®, ce qui définit une application
(A, w);: H'(g', E') -~ H'(g, E) .

Supposons de plus que £ (resp. £') soit un g-groupe (resp. un g’'-groupe) et
que  soit un homomorphisme. Soit ' = (a..)eZ!(g', E'), et soit a, = u (@)
On vérifie tout de suite que a = (a,) est un élément de Z'(g, E).
De plus, lapplication (4, p).:2'(g', ') — Z'(g, E) ainsi définie est compa-
tible avec les relations d’équivalence de ces deux ensembles, d’oui, par passage
aux quotients, une application de H(g', E') dans H'(g, E) qui sera encore
notée (4, u)l.

Lorsque g = g’ et que A est I'identité, on écrit u! pour (4, u):, s =01

Autre cas particulier: Z a méme ensemble sous-jacent que &', et g opere sur
E par la formule s(z)= A(s)-z; on écrit alors E = A*E’, et l'on peut
prendre pour u 'application identique. Si en outre A est l'inclusion d’un sous-
groupe (resp. la projection de g sur un groupe quotient), (1, u). est appelée
I'application de restriction (resp. d’inflation), et on la note Res (resp. Inf).

1.4. Torsion. Soient 4 un g-groupe et £ un g-ensemble. On dit que A
opére sur E & gauche, de facon compatible avec g, si ’on s’est donné une appli-
cation (a, z) = a-x de 4 X E dans E vérifiant les conditions suivantes:
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Sla-x) ="'a-*x (aed, seg, xek) (3)
abx)y=("b)-x, l-x=2a (a,bed, xek). (4)
Soit alors a = (a,)eZ'(g, A). Pour tout seg et tout xzeE, posons:
Y =a,'c.

On vérifie immédiatement que cette formule définit une nouvelle opération de g
sur B, et que cette opération est continue. Le g-ensemble ainsi obtenu est noté
E,. On dit que E, s’obtient en tordant E au moyen du cocycle a. Il a méme
ensemble sous-jacent que E.

Si b= (b,)eZ (g, A) est cohomologue & a, le g-ensemble K, est isomorphe a
E,. En effet, soit ceA tel que b, = clafc. On a alors

c-(bSx) = a,*(c- ) (seg, xek),

ce qui montre que ’application z |- c¢- x est un g-isomorphisme de ¥, sur .
[On notera cependant qu’il n’y a pas en général d’isomorphisme canonique
entre K, et K,, et par suite il n’est pas possible d’identifier ces deux ensembles,
ni de définir un « £ » pour aeH(g, 4).]

L’opération de torsion jouit d’un certain nombre de propriétés élémentaires:

(a) K, est fonctoriel en E (pour des A-morphismes £ — E').

(b)Ona (E X E'),=E, x E..

(¢) Si un g-groupe B opére & droite sur £ (de facon & commuter & I'action
de 4), B opére aussi sur E,.

(d) Si E est muni d’une structure de g-groupe, et si les éléments de 4 définis-
sent des automorphismes de E, E, est un g-groupe. Ceci s’applique notamment
aucas B = A4, le groupe A opérant sur lui-méme par automorphismes intérieurs.

On a alors: L
Y =afxa;" (seg, red)

et (4,)® est 'ensemble des zeAd tels que a,jx = za,. La cohomologie du
groupe tordu 4, est isomorphe & celle de 4. Plus précisément:

1.5. Proposition. Soit a = (a,)eZ'(g, A) et soit A, le g-groupe obtenu en
tordant A aw moyen de a (le groupe A opérant sur lui-méme par automor-
Phismes intérieurs). Si b = (b,)eZ'(g, 4,), on a (b,a,)eZ'(g, A), et Uon
obtient ainsi une bijection

t,: 22 (g, A,) > Z'(g, A) .

Par passage au quotient, t, définit une bijection

7,: H(g, 4,) — H'(g, 4),
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qur transforme U'élément neutre de H1(g, A,) en la classe a de a.
Puisque (b,)eZ(g, 4,),0on ab,, = b b, = b,ab,a;", d’ou
b,a,, = b,asb.a7! ala, =b,a,*(b,a,),

ce qui montre bien que (b,a,) appartient & Z'(g, A). Il est alors immédiat
que ¢, est une bijection. Le fait que £,, ainsi que son inverse, soit compa-
tible avec la relation «étre cohomologues» se vérifie par un calcul analogue.

Exemple: a! = (a;!) appartient & Z(g, 4,), etl'ona #,(a!) = 1.

Remarque. Lorsque A4 est abélien, ona A, = A, et 7, est la translation
par la classe a de a.

1.6. Transitivité de opération de torsion. Soient 4 un g-groupe et E un
g-ensemble. Supposons que A opére a gauche sur Z, de fagon compatible avec
g (cf.n° 1.4). Soit aeZl(g, 4). On peut tordre & la fois A (comme au n° pré-
cédent) et £ au moyen du cocycle a. Le g-groupe 4, opére sur E, de fagon
compatible avec g :

(@ x) = afa-x) =ala’r = ajtaa;'a,x = "a -"x.

Si beZl(g, A,), on peut donc tordre E, au moyen de b; il est immédiat que le
résultat (E,), estsimplement K, ) (les notations étant celles de la prop. 1.5).
En particulier (E,), ; = E.

1.7. Espaces homogénes principaux. Soit A wun g-groupe. Un espace
homogeéne principal (& droite) sur 4 est un g-ensemble non vide P, sur lequel A
opére & droite (de fagcon compatible avec g), et qui vérifie la condition suivante:

Pour tout couple (z, y)eP X P, il existe un élément aeA et un seul tel que
x = y-a. (On dit encore que A opére de fagon simplement transitive sur P.)

La notion d’isomorphisme de deux espaces homogénes principaux se définit
de maniére évidente. Un espace homogéne principal P est dit trivial s’il est
isomorphe & A (opérant sur lui-méme par translations & droite); il revient au
méme de dire que P? est non vide.

Soit P un espace homogéne principal, et soit xeX. Pour tout seg, il
existe un élément unique a,ed tel que *zx = x-a,. On a:

Sy = Hx-a,) = *z-ajla,,

d’ou a, = aja,; de plus, (a,) ne dépend que de la classe & gauche de $
modulo le groupe de stabilité de x. Il s’ensuit que a = (a,) appartient 2
Z\(g, A). Siz est remplacé par z.c, avec ced, le cocycle a, est remplacé par le
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cocycle cohomologue c~1a,’c. On a donc associé & P un élément bien déterminé
¢(P) de H (g, A).

1.8. Proposition. Soit P(A) U'ensemble des classes d’isomorphisme d’espaces
homogénes principaux sur A. L’application

e: P(A) > H'(g, A)
définie ci-dessus est une bijection.
Montrons que & est injective: soient P, QeP(A) tels que &(P) =¢(Q).
D’apreés ce qui précede, on peut choisir des points zeP, ye§) correspondant au

méme cocycle (a,). On vérifie alors immédiatement que l’application x-a |- y-a
est un isomorphisme de P sur @.

Montrons que ¢ est surjective. Soit a € Z1(g, A), et soit X I'espace homogéne
principal trivial 4. Le groupe A opére par translations @ gauche sur X . Soit X,
I'espace obtenu en tordant X au moyen de a. On a *x = a,’x pour tout
xeX,. Silon fait opérer 4 sur X, au moyen des translations a droite, il est
immédiat que ’on obtient un espace homogéne principal. De plus, le cocycle

associé & I’élément unité 1eX, n’est autre que a. Cela montre bien que ¢ est
surjective.

Remarque. En fait, la démonstration précédente prouve que les éléments
de Zl(g, A) correspondent bijectivement aux classes de couples (P, x) ou P
est un espace homogéne principal sur 4, et  un point de P.

1.9. Relations entre torsion et espaces homogénes principaux.

Soit A un g-groupe, soit P un espace homogéne principal sur 4, et soit K
un g-ensemble sur lequel A opére & gauche (de fagon compatible avec g). Sur
P X E, considérons la relation d’équivalence qui identifie un couple (p, )
aux couples (p-a, a1-z), aed. Cette relation est compatible avec 'action de
g, et le quotient est un g-ensemble, que nous noterons P Xx4E, ou encore
Ep. Un élément de P x4E s’écrit sous la forme p-x, peP, xeE et 1'on a
(pa)-x = p(ax) pour tout aed, ce qui justifie la notation. Pour tout peP
Fapplication z - p-z est une bijection de E sur Ep; on dit que Ep est obtenu
en tordant E au moyen de P.

La liaison avec le point de vue du no° 1.4 est facile & faire: si peP, on a vu
4un® 1.7 que p définit un cocycle (a,) tel que *p = pa,. La bijection zi—> p- z
troduite ci-dessus est alors un isomorphisme du g-ensemble E, sur le
g-ensemble Ep. On a en effet:

p¥'r =p-afr="px="°(p x).
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1.10. Utilisation de la torsion. Soient 4 et B deux g-groupes, et soit w: 4 — B
un g-homomorphisme (i. e. un homomorphisme compatible avec I’action de g
sur A et B). Ona vuaun® 1.3 que » définit une application d’ensembles pointés

v=u,: H(g, 4) - H'(g, B).

Soit aeH'(g, A), et proposons-nous de décrire la fibre de v passant par «,
i. e. 'ensemble »1(v(a)). Soit aeZ'(g, A) un représentant de «, et soit b
son image dans B. L’homomorphisme » définit un g-homomorphisme

u,: 4, - B, ,

d’ot une application v, = ul.: H(g, 4,) > H'(g, B,).
Considérons le diagramme suivant (ou les lettres 7, et 7, désignent les
bijections définies dans la prop. 1.5):

Hl(g, A,) = H'(g, B,)

Tal' Tb‘l’
H'(g, A) > H'(g, B).

On vérifie immédiatement que ce diagramme est commutatif. Comme 7,
transforme 1’élément neutre de H!'(g, B,) en v(a), on en déduit que 7,
induit une bijection du noyau de v, sur la fibre v(v(a)). En d’autres termes,
la torsion permet de transformer toute fibre de v en un noyau; ce procédé de
réduction sera utilisé plusieurs fois dans la suite.

1.11. Suite exacte associée a un sous-groupe. Soit B un g-groupe, et soit 4
un sous-g-groupe de B. Soit B/A I'espace homogéne des classes & gauche de B
suivant 4 ; c’est un g-ensemble, et H°(g, B/A) est défini. On notera ¢: A >B
etp: B — B/A les applications canoniques évidentes. De plus, si ze H°(g, B/4),
I'image réciproque X de x dans B est un espace homogéne principal sur 4 ; sa
classe dans H'(g, 4) sera noté d(z). Si beB est tel que p(b) = z, on a
b-1-%b = a,eA pour tout seg, et il est clair que a = (a,) est un cocycle
appartenant & la classe de d(x). Avec ces notations, on a:

1.12. Proposition. Soit A wun sous-g-groupe de B. La suite d’applications
d’ensembles pointés:

i % it
0 > Ho(g, A) 3 Ho(g, B) 3 Ho (g, BA) > H'\(g, 4) ‘L H\(g, B)

est exacte. De plus, & induit une bijection de U'ensemble des orbites de B® dans
(B/A)® sur le noyau de 1x.
(On rappelle qu'une suite d’applications d’ensembles pointés:

o> X, X, X, ...
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est dite exacte si I'image réciproque de 1’élément neutre de X,., est égale &
l'image de X, ;, dans X,.)

Il est clair que 3% est injectif, et que le noyau de p% est égal & I'image de 1%.
Par définition, le noyau de § est formé des éléments xe(B/4)* dont I'image
réciproque X dans B contient un point invariant par g; on a donc bien
Ker (8) = Im (p?). L’inclusion Im (6) < Ker (i}) résulte de la définition de 8 au
moyen de cocycles; pour prouver linclusion réciproque, soit «eXKer (i}),
et soit aeZ'(g, A) un représentant de «. Puisque «eKer (iy), il existe beB
tel que a, = b~1-*b pour tout seg; si x = p(b)eB/A4, il est clair que z est
invariant par g, et que d(x) = «. Cela achéve de prouver 'exactitude de la
suite considérée.

Soient maintenant x,ye(B/4)%; il nous faut prouver que d(x) = d(y)
si et seulement si « et y sont dans la méme orbite de Bf. Supposons d’abord que

d(x) = 6(y). On peut alors trouver des représentants b,c de z,y dans B
tels que:

b1-%b =a,=c1-%c (seg,a,ed).
On en déduit bc! = *(bc), d’ou bcleB*; comme I'élément bc-! trans-

forme y en z, on voit bien que x et y appartiennent & la méme orbite. La réci-
proque se démontre par un calcul analogue.

1.13. Corollaire. Soit aeZ'(g, A), el soit « la classe de a dans H(g, A).
Les éléments de HY (g, A) qui ont méme image que « dans H'(g, B) correspondent
bijectivement aux orbites du groupe (B,)® opérant dans (B,[/4,)*.

Cela résulte par torsion de la proposition précédente (cf. n° 1.10).

Remarque. On vérifie immédiatement que ’espace homogéne B,/4, peut
étre identifié au g-ensemble (B/A4), obtenu en tordant ’espace homogéne B/A
grice au cocycle a (le groupe A opérant sur B/A par translations & gauche).

1.14. Si f: X - Y est une application, nous dirons que f est propre si
'image réciproque de tout point de Y par f est finie. (Cela revient & dire que f

est une application propre au sens topologique lorsqu’on munit X et Y de la
topologie discréte.)

Corollaire. Pour que il : H'(g, A) - H'(g, B) soit propre (resp. injective),
U faut et 3l suffit que, pour tout aeZ'(g, A), les orbites de (B,) dans (B,|A,)"
solent en mombre fini (resp. que (B,)® opére transitivement sur (B,/4,)%).

Cela résulte immédiatement du corollaire 1.13.

L'image de it est donnée par le résultat suivant:

1.15. Proposition. Soit b = (b,)eZ)(g, B) et soit B la classe de b dans
H'(g, B). Pour que B appartienne & l'image de
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i, H'(g, 4) > H'(g, B),

1l faut et il suffit que le g-ensemble (B[|A), obtenu en tordant B|A au moyen de b
ait un point tnvariant par g.

(Bien entendu, on fait opérer B a gauche sur B/A; c’est ce qui permet de
définir (B/A4),.)

Pour que BelIm (i1), il faut et il suffit qu’il existe beB tel que b-1bsb
appartienne & 4 pour tout seg. Sil’'on pose p(b) = ¢, cela revient a dire que
¢ = bsc dans B/A, ouencore que ceH(g,(B/4),), d’ou la proposition.

Remarque. D’aprésle n° 1.6, le groupe tordu B, opére a gauche sur (B/4),,
et il est clair qu’il opére transitivement.

1.16. Suite exacte associée a une extension de g-groupes.

Soit B un g-groupe, soit A un sous-g-groupe distingué de B, et soit C le
g-groupe quotient. Comme au n° 1.11, nous noterons ¢ I'injection canonique
de 4 dans B, et p la projection B — (. On a donc une suite exacte de

§-groupes 0——>Ai>B£>C—->O.

Nous allons voir que le groupe C® opére canoniquement a droite sur H (g, 4).
Soit done ceC®, et soit beB tel que p(b) =c. On a vu au n°1.11 qu’il
existe un cocycle a = (a,) de 4 tel que *b = b-a, pour tout seg. L’appli-
cation z|— b~'xb est un isomorphisme de A sur le groupe tordu 4,; cela
résulte de la formule: b1z b — a2 (b-1zb)- a=? .

Par passage & la cohomologie, on obtient ainsi une bijection
H'(g, A) > H'(g, 4,).
En la composant avec la bijection canonique z,: Hl(g, 4,) - H*(g, A), on
obtient une bijection 0, Hi(g, A) - Hi(g, A).
Si £ est la classed’un cocycle x = (z,), 0, (&) estla classedu cocycle
(blx,ba,) = (b7 1z sb).

Il est clair que, si b, b'ep~1(C®), on a g, , = 0,0, ; d’autre part, si bed,
0, est Iidentité. Il en résulte que g, ne dépend quede p(b) = ¢, et on peut le
noter o,; on a g,, = g, 0., ce qui signifie bien que C® opére d droite sur
H(g, A).

1.17. Proposition. Soit 0 — 4 5 B 5.0 >0 une suite exacte de g-homo-
morphismes de g-groupes. Alors:
(1) La suste:
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0> Ho(g, 4) 3 B g, B) S Hog, 0) > Hig, 4) 3 g, B) 2 g, ©)
est exacte.

(i) 8¢ ceC®, ona d&(c) =p,(1), en notant 1 I’élément neutre de H' (g, A).

(ili) L’application 1. induit une bijection de U'ensemble des orbites de C*
dans H(g, A) sur le noyau de p..

(iv) Soit x = (x,)eZ' (g, A), et soit & sa classe dans H (g, A). Soit ceC"t.
Pour que g,(&) = &, il faut et il suffit que ¢ appartienne a U'image de I’homo-
morphisme (p,)° : (B,)F — C".

(On note B, le groupe obtenu en tordant B au moyen du cocycle x, étant
entendu que A4 opeére sur B par automorphismes intérieurs.) Pour prouver (i),
il suffit (vu la prop. 1.12) de montrer que Ker (pl) est égald Im (5}). L’inclu-
sion Im (i) ¢ Ker (pi) résulte de ce que le composé po i est trivial. Inverse-
ment, soit b = (b,) un cocycle dont la classe § appartient & Ker (p!). Il
existe alors ueB tel que b, =wu1mod-A, dou ulbjlu=a,cd; le
cocycle (a,) a pour classe un élément aeH!(g, A), etil est clair que i’ (a) = 8,
ce qui démontre (i). L’assertion (ii) est immédiate sur la définition de p,.
D’autre part, soient x = (x,) et z' = (x,) deux éléments de Z'(g,A) qui
sont cohomologues dans B; il existe beB tel que x, = b~-lx,b pour tout
seg; si ¢ = p(b), ona ¢ =c, d’ou ceC® Ilest clair que g, transforme la
classe de x en celle de z'; la réciproque se démontre de méme, ce qui établit
(iii). Enfin, les notations étant celles de (iv), choisissons bep(c). L’équation
0.(§) = & équivaut alors a l'existence de aed tel que z, = a1z ba, ce
qui s’écrit encore ba = z2(ba)x;', ou encore bae(B,)®; d’ou (iv).

1.18. Corollaire. Soit beZ'(g, B) et soit B la classe de b dans H (g, B).
Les éléments de H' (g, B) qui ont méme image que B dans H (g, C) correspondent
bijectivement aux orbites du groupe (C,)® opérant dans H (g, A,).

(Le groupe A, (resp. C,) est défini par torsion au moyen de b, le groupe B
opérant sur 4 (resp. C) par restriction (resp. passage au quotient) des auto-
morphismes intérieurs.)

Cela résulte par torsion de la partie (iii) de la proposition précédente.

1.19. Corollaire. Si C® et H(g, B) sont finis (resp. triviaux), il en est de
méme de H(g, A).

Cela résulte de la partie (iii) de la proposition précédente.

. .1.20. Corollaire. Pour que p.:H'(g, B) - H'(g, C) soit propre (resp.
Injective), ¢l faut et ¢l suffit que, pour tout beZ'(g, B), les orbites de (C,)* dans

gl (8, 4,) soient en mombre fini (resp. que (C,)® opére transitivement sur
(g, 4,)).

Cela résulte du corollaire 1.18.
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Remarque. La condition du corollaire 1.20 est notamment vérifiée lorsque
tous les H'(g, A,) sont finis (resp. nuls).

1.21. Cas d’un sous-groupe abélien distingué.

On garde les notations et hypothéses des n® 1.16 & 1.20, et on suppose en
outre que A est abélien. On note additivement le groupe H' (g, A). D’autre
part, ’homomorphisme C®* — Aut (4) permet de faire opérer C* & gauche
sur H'(g, A). Nous noterons c-« cette opération (ceC®, aeH'(g, 4)).

1.22. Proposition. Soit B un g-groupe, soit A un sous-g-groupe abélien
distingué de B, et soit C = BJ/A. On a:

0. (a) =ct- o+ d(c) pourtout aeH' (g, A) et tout ceC".

Soit b un élément de B relevant ¢. On a *b = b-z,, et = = (x,) est un
cocycle de classe d(c). D’autre part, si @ = (a,) est un cocycle de classe «,
on peut prendre pour représentant de g,(«) le cocycle b-1a,jh, et pour repré-
sentant de ¢~!-« le cocycle b—'a,b. La proposition résulte alors de la formule:

blasb = blab-x,.

1.23. Corollaire. (a) On a d&(c'c) = d(c) + ¢ 1-d(c') pour c, ¢’ eC®.

(b) St A est contenu dans le centre de B, Uapplication 6:C* — H'(g, A)
est un homomorphisme, et 'on a ¢,(a) = o + (c) pour ceC®, aeH (g, A).

Soit aeH!(g, A). On sait que g, (a) = g,(0.s(x)). La proposition 1.22
permet de calculer les deux membres de cette formule. Pour le premier, on
trouve c1¢'-1a + d(c’c), et pour le second:

cl¢'ta 4+ ¢ 1é(c’) + d(c) .

En comparant, on obtient (a). L’assertion (b) résulte immédiatement de 1.22
et de (a).

Remarque. Lorsque g est un groupe profini (ou un groupe discret), on peut
aller plus loin: on définit pour tout ceZ'(g, C) un élément A4 (c)eH?*(g, A.)>
et 'on montre que A4(c) = 0 si et seulement si la classe de ¢ appartient &
Im (pl). Comme nous n’aurons pas besoin de ce résultat dans la suite, nous
nous bornerons & renvoyer le lecteur & GROTHENDIECK [8], ou & [19], Chap. I,
n*®5.6et5.7.

1.24. Action des automorphismes intérieurs. Soit 4 un g-groupe, et soit
teg. Définissons des applications

Airg—>get uy:A—->4

par les formules: 2,(8) = t1st, p(x) =‘x.



Théorémes de finitude en cohomologie galoisienne 123

Ces applications sont compatibles entre elles, au sens du n° 1. 3. Elles définissent
donc des applications

(A't’ :ut): : Hi(g, A) "}Hi(g’ A) ’ 7’ = 0’1 .

1.25. Proposition. Pour tout teg, (A,u,). est Uapplication identique de
Hi(g, A) sur lui-méme.

Pour + =0, on a HO(g, A) = A%, et si zed®, on a u,(x) =2x. Dol
le fait que (4,, 4,)° est 'identité.

Soit maintenant «eH'(g, A), et soit a = (a,) un cocycle représentant «.
La classe de cohomologie (4,, u,)! (x) est celle du cocycle b = (b,) défini par

la formule: b, = Ha,y,) -

Utilisant le fait que a est un cocycle, on obtient:
—t L1 —t . —al. —at-q-
b, = Ha,, ay) = '@, 10y =0y a,=a; -a, ‘a,,

ce qui montre que b, est cohomologue & a,, d’ou la proposition.

1.26. Conservons les notations des deux n® ci-dessus, et soit h un sous-
groupe distingué de g. Si teg, ’homomorphisme 4, applique h dans lui-méme.
Les applications A:h—h, u:A—>A

sont encore compatibles. On en déduit comme ci-dessus des applications
(lh ”t):, : Hi(hs A) —> Hi(h’ A)

que nous noterons g, pour abréger. Il est clair que o¢,, = 0,00,,. D’autre part,
la proposition 1.25, appliquée au groupe h, montre que o, =1 si teh. On
peut donc définir o, pour teg/h, et I'on voit que g/h opére d gauche sur
Hi(h, 4). Pour ¢ = 0, on retrouve les opérations évidentes de g/h sur A".

Remarque. Supposons que tout sous-groupe ouvert de g contienne un sous-
groupe ouvert distingué (ce qui est notamment le cas lorsque g est profins).
Alors g/h opére contindiment sur H'(h, A). (Bien entendu, g/h opére toujours
continiment sur H°(h, A4).)

1.27. Proposition. Soit h un sous-groupe distinguéde g, et soit A un g-groupe.
On a alors une suite exacte:

0 > Hi(g/h, 4%) 5> H\(g, 4) 5> H\(h, 4),

U o est Papplication associée & la projection g — g/h et & Vinclusion A® > A,
¢t o B estla restriction. De plus « est injectif et 'image de B est contenue dans

Pensemble des éléments de H'(h, A) invariants par g/h (pour les opérations o,
définies ci-dessus).
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Soient a = (a,) et b = (b,) deux cocyclesde g/h dans A" quisont cohomo-
logues dans Z'(g, A). 1l existe donc ceA tel que

— p—1pg 8
b, = clajc.

Sil’on prend sdansh,ona a,=b,=1, d’ou % = ¢, ce qui montre que c appar-
tient & A"; les cocycles a et b sont donc cohomologues dans Z!(g/h, A"),
ce qui prouve que « est injectif.

L’inclusion Im (a) ¢ Ker (8) est évidente. Pour prouver I'inclusion opposée,
soit @ = (a,) un cocycle de g dont la restriction a h est un cobord. Il existe
ceA telque a,= c¢'-°c si seh; quitte & remplacer (a,) par le cocycle cohomo-
logue (c'a’c), on peut donc supposer que a, = 1 pour seh. L’identité
a,, = aja, montre alors que a, ne dépend que de la classe de smod-h, et appar-
tient & A®. Le cocycle a provient donc d’un cocycle de g/h & valeurs dans A",
ce qui achéve de prouver que Im («) = Ker (f).

Enfin, il est clair que f: H'(g, 4) — H*(h, A) est compatible avec I’action
de g sur ces deux ensembles. D’apres la proposition 1.25, g opére trivialement
sur H'(g, A). Il opére donc aussi trivialement sur Im (8), d’ou la proposition.

1.28. Induction. Soit h un sous-groupe de g, et soit £ un h-ensemble. Soit
E* Vensemble des applications f:g — E qui vérifient les deux conditions
suivantes:

(a) f est constante sur les classes & gauche modulo un sous-groupe ouvert
de g,

(b) f(h-x) = *(f(x)) pour zeg, heh.

(Lorsque g est profint, ou discret, la condition (a) signifie simplement que f
est continue.)

Si feE* et geg, soit 9f:g — K l'application définie par la formule:

(“N)(z) = f(zg) .

On constate sans difficultés que ¢f vérifie les conditions (a) et (b) et que
9(9'f)y = @9)f, Le groupe g opére donc & gauche sur E*, et la propriété (a)
assure que cette opération est continue. Ainsi, £* est muni d’une structure de
g-ensemble; on dit que c’est le g-ensemble induit du h-ensemble E. Lorsque £
est un h-groupe, £* est un g-groupe.

D’aprés (b), application p:E* — E qui associe & tout feE* sa valeur a
P’élément neutre est compatible (au sens du n° 1.3) avec I’homomorphisme
d’inclusion A:h —g.

1.29. Proposition. Soith un sous-groupe de g, soit A unh-groupe, et soit A*
le g-groupe induit correspondant. Supposons que les sous-groupes ouverts distin-
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gués de g forment un systéme fondamental de voisinages de I’élément neutre. Alors

les applications (A, w)i: Hi(g, A*) —> Hi(h, A) (i = 0,1)
sont bijectives.

Le cas ¢ = 0 est trivial (et ne nécessite d’ailleurs aucune hypothése sur g).
Nous supposerons donc que ¢ = 1; nous noterons ¢ I’application de Z'(g, 4*)
dans Zl(h, 4) définie par (4, u), et @ Dapplication correspondante de
H(g, A*) dans H'(h, 4).

Soit F = (F,)eZ*(g, A*). On a:

(1) F,(h-x)=MF,(x) (heh,z,seg),
(2) Fo(x) = F,(x) F,(xs) (3,1, xeg).
(3) Il existe un sous-groupe ouvert distingué n de g tel que F, (x) =1 si

sen. Vu (2), cela équivaut a dire que F,(x) ne dépend que des classes de s et de
x modulo n.

Ces trois propriétés caractérisent les éléments de Z'(g, 4*).
Si FeZ'(g, A*) on notera F' 'application de g dans 4 définie par la for-

mule: Fi(s) = F,(1).

Il résulte de (2) que 'on a:
(4) Fo(x) = F'(x) F'(xs) (x, seg),

ce qui montre que F' détermine F. De plus (1) et (2) impliquent:
(5) F'(h-x) = F'(h) "F'(z)) (heh, zeg),

et (3) implique:

(6) Il existe un sous-groupe ouvert distingué n de g tel que F'(x) ne dé-
pende que de la classe de x modulo n.

Inversement, si F’':g — A vérifie (5) et (6), 'application F définie par la
formule (4) vérifie les conditions (1), (2), (3): la vérification est immédiate. De
plus ¢ (F) est la restriction de F’ & h.

Si F,GeZ'(g, A*) sont cohomologues, il existe ced* tel que:

(7) G'(s) = c(1)1F'(s)c(s) (seg),

et réciproquement, s’il existe ceA* vérifiant (7), la formule (4) montre que F
et & sont cohomologues.

Montrons maintenant que @ est surjective. Soit zeZ'(h, 4), et soit n un
Sous-groupe ouvert distingué de g tel que z soit constant sur les classes de h
modulo h N n. Soit (s,);c; un systéme de représentants des classes & droite de

§ modulo h-n; nous supposerons que ce systéme contient ’élément 1.
Sil'on a .
h-n-s;,="h"-n"-8; (h,heh,n,n'en,,jel),
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on a évidlemment ¢ = j et A = A’ mod-hnn, d’ou 2, = 2,,. Il existe done
une application F':g — A telle que:

(8) F'(h-n-s;)==2, si heh,nen,tel.

\

11 est clair que F’ vérifie (5) et (6). De plus, la restriction de F’ a h est égale & 2.
Compte tenu de ce qui a été dit plus haut, cela prouve que ¢ est surjective,
donc aussi D.

Il reste & prouver que @ est injective. Soient F, GeZ'(g, A*) tels que
¢(F) et ¢(G) soient cohomologues. Il existe alors aeA tel que 'on ait:

(9) @ () = a*F'(hy'a (heh).

Soit n un sous-groupe ouvert distingué de g tel que a soit invariant par n,
et que F' et G’ soient constantes sur les classes de g modulo n. Soit de nouveau
(8:);ex un systéme de représentants des classes & droite de g modulo h-n; on
suppose encore que ce systéme contient ’élément 1. Si eI, soit a, I’élément
de 4 défini par la formule:

(10) Q' (s;) =a1lF'(s))a,;.

Si tehnn, on a G'(z)) = @ (z) pour tout zeg, et de méme pour F'.
En appliquant ceci & = = s,;, on voit que ‘a, = a,; les a, sont donc tnvariants
par hnn. On en déduit comme ci-dessus l’existence d’une application
c:g —> A4 telle que:

(11) cth n-8;)="a, si heh,nen,iel.

I1 est clair que ¢ est constante sur les classes modulo n, et vérifie 'identité
c(h x) ="(c(x)) pour heh, zeg; onadonc ceA*. Comme F'(1)=G'(1) =1,
on a en outre c(l) =a.

Soit maintenant x =h-n-8;, (heh,nen,iel) un élément de g. On a:
G (x) = G'(h) M (G (n-s;)) = G (h) - M(G'(s)))
= a7 LF' (h)'a™(& (s,))
= a L F(h)*(F'(s,)a,) = a1 F'(h-s;)ta,
= ¢(1)1F' (z)c(x) .

D’aprés (7), cela signifie que F et G' sont cohomologues, ce qui achéve la
démonstration.

§ 2. Cohomologie galoisienne

2.1. Cohomologie d’un foncteur.
Soit % un corps et soit S la catégorie des extensions algébriques séparables de
k (ou bien la catégorie de toutes les extensions de k). Soit 4 un foncteur de §
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dans la catégorie Ens des ensembles (resp. dans la catégorie Gr des groupes).
Nous supposerons que 4 vérifie les trois conditions suivantes:

(1) Si K—K' est un morphisme (K, K’eS), le morphisme correspondant
A (K) - A(K') est injectif.

(2) Si K’ est une extension galoisienne de K (K, K’ €S), A (K) s’identifie
au sous-ensemble de A (K’) formé des éléments invariants par les opérations
du groupe de Gavrois g(K’'/K).

(3) Pour tout KeS, ona A (K)=Ilim-4 (K,), pour K, parcourant
I’ensemble des sous-extensions de K qui sont de type fini sur &.

Soit K'/|K une extension galoisienne (avec K, K'eS). La condition (3)
montre que g(K'/K) opére continiment sur A(K’'); ainsi A(K') est muni
d’une structure de g(K'/K)-ensemble (resp. de g(K'|K)-groupe, lorsque le
foncteur A est & valeurs dans Gr). Le ¢-iéme ensemble de cohomologie
Hi(g(K'|K), A(K')) est donc défini pour 7 =0 (resp. pour ¢ = 0,1),
cf.§ 1; on le notera H*(K'|K, A) et I’on écrira de méme Z'(K'|K, 4) a la
place de Z!'(g(K'|/K), A(K')). D’apres (2), on a:

HY(K'|K, A) = A(K) .

Remarque. Lorsque A prend ses valeurs dans la catégorie des groupes
commutatifs, on peut définir pour tout ¢ > 0 des groupes de cohomologie
H{(K'|K, A), cf.[13] ainsi que [19], Chap. II.

2.2. Propriétés fonctorielles. Il est clair que les H{(K'|K, A) sont fonc-
toriels par rapport & 4.

D’autre part, pour A fixé, considérons deux extensions galoisiennes K;/K,
et K;/K,, de groupes de GALots g, et g,. Soit f: K, — K, un morphisme
dans la catégorie S. Supposons qu’il existe un morphisme F: K; — K, pro-
longeant f. D’aprés la théorie de Garois, le corps F(K;) ne dépend pas du
chois de F, et ’extension F(K,)-K,/K, est galoisienne. Pour tout seg,, il
existe un unique élément Ay (s)eg, tel que soF = Folp(s). L’application
Ap:g, — g, ainsi définie est un homomorphisme, qui est compatible avec
l'application , ,

pr: A (Ky) - A(K,)

définie par F. On en déduit (cf. n® 1.3) des applications
(Ap> up), : H(E K, A) - H(KyK,, A) .

Lemme. Les applications définies ci-dessus ne dépendent pas du choix de F.
Soit F’ un morphisme de K, dans K, prolongeant f. D’aprés la théorie de
Gavors, il existe teg, tel que F' = Fot. On a Ap, = A,odp, ou A, désigne
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I'automorphisme intérieur de g, défini par ¢, et up. = ppou,. Le lemme ré-
sulte alors du fait que (4,, u,). est I'identité (cf. n° 1.25).

Ainsi, les applications Hi(K,/K,, A) - H(K,/K,, A) ne dépendent que
def; pour ¢ = 0, onobtient évidlemment I’applicationde 4 (K,) dans A4 (K,)
définie par f.

Prenons en particulier K; = K, =k (f étant 1'application identique) et
pour K, et K, deux clotures séparables de k. Le lemme ci-dessus donne une
bijection canonique de H?(K,|k, A) sur H:(K,/k, A). On identifiera entre eux
ces ensembles, et on les notera Hi(k,k, A), ou simplement H(k, A). Ce
sont des foncteurs par rapport & k.

2.3. Exemples. (a) Soit X un schéma sur k. Pour toute extension K/k,
nous noterons X, ou X (K), l'ensemble des points de X a valeurs dans K
(rappelons que c’est I'ensemble des k-morphismes de Spec (K) dans X). On
définit ainsi un foncteur sur S & valeurs dans Ens, que 1’on note encore X . Ce
foncteur vérifie les conditions (1) et (2) du n° 2.1; il vérifie la condition (3)
pourvu que 'on suppose que X est localement de type fini sur & (cf. [9],
Chap. IV). Lorsque X est un schéma en groupes sur k, le foncteur correspondant
prend ses valeurs dans la catégorie des groupes, et H!(K'|K, X) est défini
pour ¢ = 0,1.

(b) Soit X un schéma de type fini sur k. Pour toute extension K/k, soit
Aut X (K) le groupe des K-automorphismes du schéma étendu X ® K.
On obtient ici encore un foncteur Aut X : S — Gr, vérifiant les conditions
(1), (2), (3) du n°2.1. Il en est de méme lorsque X est un schéma en groupes
de type fini sur k, et que I'on se borne aux automorphismes respectant cette
structure de groupe.

Nous verrons dans les §§ 4 et 5 que, dans certains cas, le foncteur Aut X
provient d’un schéma en groupes sur &.

2.4. Conjugaison. Soit k'/k wune extension galoisienne, de groupe de
GALOIS g, et soit X' un k'-schéma. Si seg, on note *X’ le schéma obtenu a
partir de X' par le changement de base s: k' —k'; si xeX'(k'), on note °z
le point correspondant de (*X)(k'); si f': X' — Y’ est un morphisme de
k'-schémas, on note *f' le morphisme de *X’ dans *Y’ déduit de {* par change-
ment de base. On a la formule:

Cf)(Cx) = *(f'(x)) , pour seg, ze X (k).
Si X' =X @,k et Y =Y ®,Fk, on peut identifier X' & X' et *Y’ a
Y’; on aalors *f = f pour tout seg si et seulement si f' est «défini sur k»,
i. e. 8’il existe un morphisme f: X - ¥ tel que f =f @ 1; le morphisme f
est alors unique.
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2.5. Torsion. Soit k'[k une extension galoisienne, de groupe de GaLois g,
et soit X un schéma de type fini sur k (resp. un schéma en groupes de type fini

sur k). Nous supposerons que X est gquasi-projectif. Soit Aut X le foncteur
d’automorphismes de X (cf. n° 2. 3).

2.6. Proposition. Soit a = (a,)eZ*(k'[k, Aut X). Il existe un k-schéma de
type finv (resp. un k-schéma en groupes de type fini) Y et un k'-isomorphisme
i X @kl =Y @,k tels que Uon ait:

*f = floa, pourtout seg.

Le couple (Y, f') est unique, a tsomorphisme unique prés.
La continuité du cocycle a permet de se ramener au cas ou I’extension
k'[k est finie. On applique alors & (a,) le théoréme de «descente du corps de

base» de WEIL (cf. par exemple [17], Chap. V., § 4, n° 20). Cela revient simple-
ment & ceci:

Si I'on pose b, = a,0(1 ®8), ona b, = b,b,, et I'on peut faire opérer g
sur X ®, k' au moyen des b,; ces opérations sont compatibles avec celles de
g sur k'. Il en résulte que g opére librement, et 'on prend pour Y le schéma
quotient (X ®, k')/g (ce quotient existe griace au fait que X est supposée
quasi-projective). On vérifie immédiatement que Y a les propriétés voulues.

Le schéma Y ainsi obtenu sera noté X,; on dit qu’il s’obtient en tordant X
au moyen de a. L’ensemble des isomorphismes de X ®, %k sur Y Q. k'
est un espace homogéne principal de Aut X (k'), et la classe de cohomologie
correspondante est celle de a. On en déduit que X, est isomorphe & X, si et
seulement si @ et b sont cohomologues. Les éléments de H(K'[k, Aut X)
correspondent donc bijectivement aux classes d’isomorphisme de k-schémas
(resp. de k-schémas en groupes) Y tels que ¥ ®, k' soit isomorphed X Q. k'.
(Un tel k-schéma Y est appelé une k'/k-forme de X - lorsque k' = k,, on dit
simplement une k-forme.)

Exemple. Soit 4 un schéma en groupes de type fini sur k, et soit
@ = (a,)eZ'(k'[k, A). Si I'on fait opérer A & gauche sur lui-méme (par trans-
lations), on peut tordre 4 au moyen de a. Le schéma P, ainsi obtenu est un
espace homogéne principal sur A (cf. par exemple [17], Chap. V, n° 21 ou [13])
tel que P,(k') # . On retrouve ainsi la correspondance bien connue entre
les classes de tels espaces et les éléments de H (k' [k, A).

La notion de «torsion» définie plus haut est compatible avec celle du §1.
De fagon précise :

9 CMH vol. 89
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2.7. Proposition. Sotent X, Y,a,f vérifiant les hypothéses de 2.6.
Lapplication f' : X (k') — Y (k') est un isomorphisme du g-ensemble tordu X (k'),
sur le g-ensemble Y (k').

Cela résulte de la formule:

f'(a(*x)) = (fea,)("x) = (°f)('x) = *(f'(z)) (veX(k'), s€g).

2.8. Restriction des scalaires. Soient X, une extension finie séparable de
k, et k' une extension galoisienne de k& contenant k,; notons g (resp.h) le
groupe de GALoIS de k'/k (resp. de k'[k,); I’ensemble des k-morphismes de £,
dans ¥’ s’identifie canoniquement & I’espace homogéne g/h. Soit X un schéma
sur k,; si seg, le conjugué *X de X ne dépend que de la classe de s modulo h.
Soit d’autre part ¥ un schéma sur k,etsoit p: ¥ ®, k;, - X un k;-morphisme.
La collection des conjugués (*p),,s définit un morphisme

(p):Y @k > [[ XK.
seg/h

Lorsque (*p) est un isomorphisme, on dit (cf. WeIL [21], n°1.3) que Y
s’obtient & partir de X par restriction des scalaires de k, a k; le couple (Y, p)
est alors unique, & un isomorphisme unique prés. On écrit Y = R, ,(X) ou

encore Y = [ [ (X), cette derniére notation étant celle de GROTHENDIECK.
kyk
Leistence de’ Rkllk(X ) peut se démontrer, par exemple, lorsque X est quasi-

projectif sur k.

Supposons que Y = Rkl,k(X ) existe; soit E le h-ensemble X (k'), et soit
E* le g-ensemble induit (cf.n° 1.28). Nous allons voir que E* peut étre
identifié @ Y (k). De fagon plus précise, soit yeY (k'), et soit 9 (y) I'appli-
cation de g dans F définie par la formule:

B(y)(s) = (P (¥))

formule qui a un sens, puisque (*'p)(y) appartient & * X (k').

2.9. Proposition. Pour tout yeY(k'), on a ¥O(y)eE*. L’application
B: Y (k') > E* ainst définie est un tsomorphisme de g-ensembles.

11 faut d’abord prouver que #(y) vérifie les conditions (a) et (b) du n° 1.28.
La condition (a) (continuité) est immédiate. La condition (b) s’écrit:

#(y)(h-8) =MD (y)(s)), heh,seg.

Elle résulte du fait que %p = p. L’application & est donc bien définie. On
vérifie sans difficultés que c’est une bijection. Le fait que & soit un morphisme
de g-ensembles résulte du calcul suivant:
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F()(s-g9) = ("))
(D) CY)) = (TP)(y)
= 3(%y)(s) .
Lorsque X est un schéma en groupes, il en est de méme de Y, et 'application

# est compatible avec les structures de groupes de Y (k') et de E*. Compte
tenu de la prop. 1.29, cela donne:

Il

2.10. Corollaire. Si Y = R, ,(X), il ewiste une bijection canonique de
Hi(k'[k, Y) sur Hi(k'|k,, X),i = 0,1.

En particulier, prenant %' = k,, on voit qu’on peut identifier Hi(k, Y)
et Hi(k,, X).

Remarque. Pour ¢ = 0, on retrouve la bijection canonique de Y (k) sur
X(k,), cf. WEIL, loc.cit. Pour 7 =1, on peut interpréter la bijection
HY(E' |k, X) — H'(k'|k, Y) de la maniére suivante: & tout espace homogéne
principal P sur X, ayant un point dans k', on associe 1’espace homogene
principal Rkllk(P) sur Y.

2.11. Variétés algébriques et groupes algébriques. Soit %~ un corps. Nous
appellerons variété algébrique définie sur k (ou simplement k-variété) tout
schéma X de type fini sur £ qui est absolument réduit. Rappelons que cette
derniére condition signifie que, pour toute extension k'/k, le schéma étendu
X @,k est réduit (son faisceau structural n’a pas d’éléments nilpotents);
en particulier X est réduit; la réciproque est vraie lorsque k est parfait, ce qui
sera toujours le cas & partir du § 4. Lorsque k est algébriquement clos, la notion
de « variété algébrique» définie ici est équivalente & celle de FAC.

De méme, nous appellerons groupe algébrique défini sur k tout schéma en
groupes G sur k qui est une variété algébrique (pour la structure de schéma
sous-jacente). Il revient au méme de dire que G est de type fini sur k, et
simple sur k& (au sens de GROTHENDIECK [10] — autrement dit «lisse» au sens de
GrorHENDIECK [9], Chap. IV).

Lemme. (i) Si V est une variété algébrique définie sur k, V(k,) est dense
dans V.

(i) Soient V et W deux k-variétés, et soient f et f' deux morphismes de V
dans W. 8i [ et [ définissent la méme application de V (k,) dans W (k,),
ma f=f,

. L’assertion (i) est bien connue, cf. par exemple [17], Chap. V, n® 23. L’asser-
tion (ii) résulte de (i) et du fait que V est un schéma réduit.
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Application. Soit P un espace homogéne principal sur un groupe algébrique
A4 ; il existe une extension k' de k telle que P ®, k' soit isomorphe 8 4 ®, k'

(par exemple k' = k). Comme A est une variété algébrique, il en est de méme
de P, et le lemme ci-dessus montre que P(k,) # . On en conclut que P
est défini par un élément de H (k, A), cf. n° 2.6.

2.12. Un lemme de descente du corps de base. Soient & un corps, k&, une
extension finie de k contenue dans k,, et g le groupe de Gavrois de k,/k. Soit V
une k,-variété algébrique. On suppose V(k,) muni d’une structure de
g-ensemble, et I’'on note s(x) le transformé de zeV(k,) par seg. On se propose
de donner des conditions pour qu’il existe une variété algébrique W définie sur
k et un isomorphisme 4:V ® by k, >~ W ®, k, tels que 'application correspon-
dante 9: V(k,) —> W (k,) soit un isomorphisme de g-ensembles.

Soit seg. Soit *V le schéma sur °k; obtenu & partir de V par le change-
ment de base s:k, — °k;. On aune bijection canonique z |- *z de V(k,) sur
(¢V)(k,), d’ol une application bien définie f,: (*V)(k,) — V(k,) vérifiant la

formule: f.(z) = () .

Lemme. Supposons vérifiées les trois conditions suivantes:

(a) Pour tout seg, il existe um morphisme F :*V @k, >V Qk, dont
Paction sur les points a valeurs dans k, coincide avec f,.

(b) Il existe une extension finie séparable kylk, telle que f, = 1 81 seg(k,/k,).

(¢) Il existe un recouvrement de V @ k, par des ouverts affines U, tels que
U,(k,) soit stable par g pour tout o.

Il existe alors une k-variété W et un isomorphisme 9:V & b k, > W Qk,
tels que O:V(k,) > W(k,) soit un isomorphisme de g-ensembles. Le couple
(W, 9) est unique, @ un isomorphisme unique pres.

Il est clair que I’on peut supposer que k, = k,, et que ce corps est une exten-
sion galoisienne de k. Le groupe h = g(k,/k,) est alors un sous-groupe ouvert
distingué de g. Soient s, teg et soit xeV (k,). On a:

Fy.("x) = st(x) = s(F(‘x)) = F((F,('2))) = (Fo°F ) ("'z) .

On en conclut (c¢f.n°2.11) que F,, = F,o’F,. La condition (b) montre
d’autre part que F,=1 si seh. Ainsi F, ne dépend que de la classe
de s modulo h, et est défini sur k,. On peut alors appliquer le critére de
descente du corps de base aux F, (cf. par exemple [17], Chap. V, § 4, n° 20).
On en déduit I'existence d’une k-variété algébrique W et d’un isomorphisme
P:V Qk,>W Rk, tel que F, =9 1o% (seg). Si zeV (k,), ona

F,(*z) = 8(z), d’ou:

(*9) (Cx) = Hs (@), i. e. *(B (%)) = H(s(x)) ,
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ce qui montre que le couple (W, #) répond & la question posée. L’unicité est
immédiate.

Remarque. Il est facile de vérifier que les conditions (a), (b), (c) du lemme
sont non seulement suffisantes, mais aussi nécessaires.

Donnons pour terminer un résultat inédit de SPRINGER dont nous aurons
besoin au § 6:

2.13. Proposition. Sotent k wun corps parfait, A un k-groupe algébrique
H un sous-groupe algébrique de A, et N le normalisateur de H dans A.
Soit a = (a,)eZ,(k[k, A), et sot aeH(k, A) la classe de cohomologie corres-
pondante. Soit A, le groupe algébrique obtenu en tordant A au moyen de a

(le groupe 4 opérant sur lui-méme par automorphismes intérieurs). Les deux
conditions suivantes sont équivalentes:
(i) « appartient @ U'image de H'(k, N) — H*(k, A). B _
(ii) Il existe un sous-groupe algébrique H' de A, tel que H' @k et H Q k
s0it conjugués par un automorphisme intérieur défini par un élément de A (l;) .
(La condition (ii) a un sens, grice au fait que 4, ® k peut étre canoni-
quement identifié & A4 ®%.)

Posons g = g(i/k), gsoit X = A4 (%)/N (E), et soit X, le g-ensemble obtenu
en tordant X au moyen de a (le groupe A (k_) opérant a gauche sur X). A
tout xeX,, associons le sous-groupe H, = Int (x)(H ®—Ic—) de A4, R k.
On vérifie sans difficultés que 1’on obtient ainsi un isomorphisme de X, sur le
g-ensemble des sous-groupes algébriques H; de 4, ® k qui sont conjugués de

Hek par un automorphisme intérieur de A (ic—). La condition (ii) équivaut

donc & dire que H°(g, X,) est non vide, et son équivalence avec la condition (i)
résulte de la proposition 1.15.

2.14. Corollaire. Supposons que A soit lindaire, et que H soit un sous-
groupe de Carran de A. L’application canonique:

H)(k, N) - H(k, A)
est alors surjective.
Soit anl(Z/k, A). On sait (cf. [16]) que A, posséde un sous-groupe de
CArRTAN H' (défini sur k, bien entendu); de plus la conjugaison des sous-
groupes de CARTAN (cf. par exemple [6], 7.01) montre que H & ket HQFk

sont conjugués par un élément de A (k). La proposition précédente s’applique,

¢t 'on en déduit que la classe de cohomologie de a appartient & 'image de
H'(k, N) - Hi(k, A), d’ou le corollaire.
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§ 3. Groupes de type arithmétique

3.1. Groupes de type arithmétique. Soit G' un groupe algébrique linéaire
défini sur Q, et soit Gq le groupe de ses points rationnels. Si  est un plongement
de G dans un groupe GL,, nous noterons Gg(r) le sous-groupe de Gg formé
des éléments g tels que r(9)e GL,(Z). Un sous-groupe I' de G4 est dit de type
arithmétique dans Gq 8’il existe un plongement r tel que Gg(r) soit commen-
surable & I'; rappelons que cela signifie que I'N Gy (r) est d’indice fini & la
fois dans I' et dans G4 (r). On sait que, si cette condition est vérifiée pour un
plongement r, elle I’est pour tout plongement. De plus, si I est de type arith-
métique dans G, on peut choisir r de telle sorte que I" soit contenu dans Gy (r);
en effet, les transformés par les éléments yel’ du réseau Z" sont en nombre
fini, et engendrent un réseau X stable par I'; si ueGL,(Q) transforme Z"
en X, le plongement r' défini par »'(g) = ulr(g9)u est tel que I' ¢ Gy (r').

Un groupe I' sera dit de type arithmétique s’il est possible de le plonger
comme sous-groupe de type arithmétique dans un groupe algébrique linéaire
défini sur Q.

3.2. Exemples. Le groupe Z, le groupe GL,(Z), un groupe fini, sont des
groupes de type arithmétique.

Le produit d’un nombre fini de groupes de type arithmétique est de type
arithmétique.

Soit R un anneau quisoit un Z-module libre de type fini, et soit B* le groupe
des éléments inversibles de R. Le groupe R* est de type arithmétique. En effet,
si ’on identifie R & Z", on voit facilement qu’il existe un sous-groupe algébrique
G de GL, dont les points rationnels correspondent bijectivement aux éléments
inversibles de I'algébre B ® Q. Comme R* = (4, cela montre bien que R est
de type arithmétique. [En fait, G peut méme étre défini comme schéma en
groupes sur Z grice au foncteur correspondant G(4) = (R ® A)*, A par-
courant la catégorie des anneaux commutatifs.]

3.3. Proposition. Soit I" un groupe de type arithmétique.

(i) I est de présentation finie (autrement dit, I" peut étre défini par un nombre
fini de générateurs et de relations).

(ii) Les sous-groupes finis de I' forment un nombre fini de classes modulo
conjugaison.

Pour la démonstration, voir [2] et [4].

Remarque. On peut se demander si la propriété (ii) est simplement une
conséquence de la propriété (i). LAzZARD nous a fait observer qu’il n’en est rien:
il existe en effet un groupe de présentation finie qui contient des sous-groupes
finis de tout ordre (cf. HigmMAN, Proc. Royal Soc. London, 262, 1961).
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3.4. g-groupes de type arithmétique. Soit g un groupe profini et soit I"
un g-groupe (cf. n® 1.2). Nous dirons que I" est de type arithmétique si 'on peut
trouver:

(a) un groupe algébrique linéaire G' défini sur Q,

(b) un plongement f: I' — G,

(¢) un homomorphisme continu de g dans le groupe Aut G(Q) des auto-
morphismes de G, le groupe Aut G(Q) étant muni de la topologie discrete

('image de g dans ce groupe est donc finie, ce qui permet de considérer Gg
comme un g-groupe),

ces données étant assujetties aux deux conditions suivantes:

(i) f(I") est un sous-groupe de type arithmétique de Gq (cf. n°3.1),

(ii) le plongement f:I'— G4 est compatible avec les structures de
g-groupes de I' et de G

Puisque ’homomorphisme g — Aut ((Q) est continu, son noyau h est un
sous-groupe ouvert distingué de g, et il est clair que le g/h-groupe I" est de type
arithmétique.

On notera également que, lorsque g est réduit a l'identité, on retrouve la
notion définie au n° 3. 1.

3.5. Exemples. Tout g-groupe fini, tout produit fini de g-groupes de type
arithmétique est de type arithmétique.

Soit R un anneau quisoit un Z-module libre de type fini, et supposons que
le groupe profini g opére continiment sur R. Le groupe R* est alors un
g-groupe de type arithmétique. Cela se voit enreprenant la constructiondun®3.2,
et en remarquant que g opére sur le groupe algébrique G construit & cet endroit.

Soit C' une variété abélienne définie sur un corps k, et soit g le groupe de
Gavors de k,/k. Le groupe Aut C(k,) des automorphismes de C ®,k, est
un g-groupe de type arithmétique. En effet, soit R ’anneau des endomorphismes
de C ®,k,; on sait que R est un Z-module libre de type fini, et 'on a
R* = Aut O(k,); onestalorsramené al’exemple précédent. (Le méme argument

vapplique, plus généralement, & tout groupe algébrique commutatif qui est
extension d’une variété abélienne par un tore.)

3.6. Proposition. Soit I' un g-groupe de type arithmétique, et soit h un sous-
groupe de g. Le groupe I'® des éléments de I' invariants par h est un groupe de type
arithmétique. Si de plus h est un sous-groupe distingué fermé de g, le g/h-groupe
I™ est de type arithmétique.

Soit f: " — Gq un plongement vérifiant les conditions du n° 3.4. Soit H
le sous-groupe de G formé des éléments invariants par h. C’est un groupe algé-
brique défini sur Q, et I'on a f(I™) = f(I') N Hq, ce qui montre que I™
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est un sous-groupe de type arithmétique de Hq. Si de plus h est un sous-groupe
distingué fermé de g, le groupe g/h opére sur H, et la restriction de f & I'™ est
compatible avec les structures de g/h-groupes de I'* et de Hyq, ce qui achéve de
démontrer la proposition.

3.7. Proposition. Soit I" un g-groupe de type arithmétique, et soit a = (a,) un
élément de Z2(g,I'). Le g-groupe I', obtenu en tordant I au moyen de a (cf.
no 1.4) est de type arithmétique.

Soit f:I"— G4 un plongement vérifiant les conditions du n° 3.4.

Pour tout seg, soit r, ’automorphisme intérieur de G défini par f(a,).
Faisons opérer g sur G au moyen des ros; le sous-groupe f(I') de Gg est
stable par ces opérations, et I’action de g sur I" ainsi définie est celle du groupe
tordu I',. D’ou la proposition.

3.8. Proposition. Soit g un groupe fini, et soit I' un g-groupe de type arith-
métique. Alors:

(i) Le produit semi-direct I de I' par g est un groupe de type arithmétique.

(i) Hi(g, I') est fina.

Soit f:I'— Gq un plongement vérifiant les conditions du n° 3.4. Con-
venons de noter g le groupe algébrique de dimension zéro défini canoniquement
par g (en tant que schéma, c’est simplement g muni du faisceau d’anneaux
constant Q). Comme g opére sur G, on peut former le produit semi-direct G'
de G par g; c’est un groupe algébrique linéaire défini sur . Le groupe Gé
est produit semi-direct de G par g; le groupe I" se plonge donc de fagon natu-
relle dans Gg. Comme de plus I" est d’indice fini dans I", on voit que I" est un
sous-groupe de type arithmétique de G:l’ d’ou (i).

Soit maintenant a = (a,) un élément de Z!'(g,I'). Si nous convenons
d’écrire les éléments du produit semi-direct I sous la forme y-s, avec yel
et seg, le cocycle a définit un homomorphisme &,:g — I" par la formule
9,(8) = a,8s. L'image C, de g par ¥, est un sous-groupe fini de I", dont la
connaissance équivaut & celle de a. Comme I est de type arithmétique, la
proposition 3.3 montre que les sous-groupes C, se déduisent d’un nombre fini
d’entre eux par conjugaison par les éléments de I, donc aussi par ceux de I',
puisque I"/I" est fini. Ainsi, il existe a,,...,a,eZ!(g, I') tels que, pour tout
aeZ*(g, I'), il existe un indice ¢ et un élément yel’ tels que C,, = yC,,y‘l;
on tire de 1a:

ﬁ'a{ (8) = 70a (8)7’_1’ d,Ofl a; = 7_1 (ai)ssy ’

ce qui montre que a et a, sont cohomologues. D’oti la finitude de H(g, I') -
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§ 4. Groupes localement algébriques et groupes d’automorphismes

Dans tout ce paragraphe, la lettre & désigne un corps parfait. On note g
le groupe de GALo1s g(k/k).

4.1. Schémas localement algébriques. Soit X un schéma sur k. Nous
dirons que X est localement algébrique 8’1l est réunion de sous-schémas ouverts et
fermés qui sont des variétés algébriques au sens du n° 2.11. Un tel schéma est
absolument réduit, et localement de type fini sur £; il résulte de 2.11 que
X (k) est dense dans X .

Dans ce qui suit, nous noterons C, la catégorie des schémas localement algé-
briques sur k. Si k' est une extension de k, le foncteur X — X ® k' définit
une équivalence de C, sur une sous-catégorie de C,..

Les propriétés de la conjugaison données dans 2.4 s’étendent immédiate-
ment aux schémas localement algébriques. En particulier, si X, YeC,, etsi

feHom (X @ k, Y ® k), le morphisme f est «défini sur k» si et seulement si

’f = f pour tout seg. D’aprés le lemme 2.11, il faut et il suffit pour cela que
Yon ait: f(x) = *(f(x)) pour seg, xeX (k).

4.2. Groupes localement algébriques. Soit G’ un schéma en groupes sur k.
Nous dirons que @ est un groupe localement algébrique si sa structure de schéma
sous-jacente est localement algébrique (autrement dit si c’est un groupe dans
la catégorie C,). Un tel groupe est simple sur k (cf. [10]); sa composante neutre
(9 est un groupe algébrique connexe, qui est ouvert et fermé dans G

Un groupe localement algébrique G tel que G° = 1 sera dit discret, oude dimen-
sion zéro. Un tel groupe est déterminé & isomorphisme prés par le g-groupe
G(k), et nous nous permettrons parfois I'abus de langage consistant
4 identifier G & G (k).

Si G est un groupe localement algébrique quelconque, le quotient G/G° est
défini: c’est le groupe de dimension zéro qui correspond & G(E)/G“(l_c—). On a

ainsi i :
1 une suite exacte: 00 >G @0,

avec G algébrique connexe et G/G® discret. Il est clair que tout k-sous-
groupe de G/G® définit un sous-groupe ouvert de @ ; en particulier, les k-sous-

groupes finis de G/G° correspondent aux sous-groupes algébriques ouverts
de G.

4.3. Groupes de type (ALA). Un groupe localement algébrique A sur k
Sera dit de type (ALA) si sa composante neutre A° est un groupe algébrique

linéaire, et si le g-groupe A (‘I;:)/A0 (7;) est extension d’un g-groupe de type
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arithmétique I (cf. n® 3.4) par un g-groupe fint N. L’image réciproque 4, de N
dans A4 est un sous-groupe algébrique linéaire de A4, qui est distingué dans 4,
et A(k)/A,(k) = I'. On obtient ainsi une suite exacte

0>4, -A—->TI—->0,

ou A, est algébrique linéaire, et ou I" est un g-groupe de type arithmétique.
Réciproquement, il est clair que tout groupe localement algébrique A qui
est extension d’'un g-groupe de type arithmétique par un groupe algébrique
linéaire, est de type (ALA); le sigle choisi rappelle ce fait (Algébrique Linéaire —
Arithmétique).

4.4. Le foneteur Aut X. Soit X une k-variété algébrique (resp. un k-groupe
algébrique), et soit Ye C,. On dit que Y agit sur X si 'on s’est donné
un morphisme f:Y X X - X tel que (pr;,f): Y X X - Y X X soit un
isomorphisme (resp. un isomorphisme respectant la structure de groupe des
fibres de pr;). L’ensemble des actions de Y sur X sera noté Aut X(Y); c’est
également l’ensemble des automorphismes de X X Y, considéré comme
Y-schéma (resp. comme Y-schéma en groupes); en particulier, Aut X(Y) a
une structure naturelle de groupe. Si Y,Y'eC,, et si geHom (Y, Y'),
on définit de fagon évidente Aut X(g): Aut X(Y') > Aut X(Y). Ainsi
Aut X est un foncteur contravariant de C, dans la catégorie Gr des groupes.

Soit Y un groupe localement algébrique sur k. On dit que Y opére sur X §'il
agit sur X et si cette action f: ¥ X X — X est telle que le diagramme

Yx Y x X'y xXx

gxid | 1y
YyxX 4 x,

ou ¢q désigne la loi de composition de Y, est commutatif. Cela entraine que
I’élément neutre de Y agit trivialement sur X.

Nous dirons que le foncteur Aut X est localement algébrique (ou encore que
Aut X est un groupe localement algébrique) si ce foncteur est représentable dans
C,. Cela signifie qu’il existe 4 € C, et une action « de 4 sur X telle que, pour tout
Ye C,, l'application de Hom (Y, 4) dans Aut X(Y) définie par « soit une
bijection. On sait que le couple (4, «) est alors unique (a isomorphisme unique
prés), et que A est un groupe localement algébrique opérant sur X au moyen de
«. On identifiera le plus souvent Aut X a A.

Soit Red, la catégorie des k-schémas réduits (non nécessairement localement
algébriques). On a:
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4.5. Proposition. Soit X wune variété algébrique (resp. un groupe algébrique)
sur k, et supposons que Aut X soit représentable dans C, par un groupe
localement algébrique A. Alors A représente également le foncteur Aut X
dans la catégorie Red,.

I1 faut montrer que, pour tout SeRed;, 'homomorphisme canonique

ag: Hom (S, 4) - Aut X (8)

est un isomorphisme. En localisant, on se raméne au cas ou S est affine; soit
A la k-algébre correspondante. Soit (A,) la famille des sous-algébres de A
qui sont de type fini sur &, et posons S, = Spec(4,). D’aprés GROTHENDIECK
(cf. [9], Chap. IV, § 8), on a:

Hom (8, 4) = lim. Hom (S;, 4) et Aut X(8) = lim. Aut X (8,) .
—— —>
Comme les S; appartiennent & C,, les homomorphismes
ag, : Hom (S;, 4) — Aut X (S,)

sont des isomorphismes. Il en est donc de méme de og.

4.6. Corollaire. Soit K wune extension de k. Alors:

(a) Le foncteur Aut (X ® K) est représentable par A @ K. En particulier
le groupe Aut X (K) s’identifiea A(K).

(b) St X est quasi-projective, les K-formes de X ® K correspondent bijec-
tivement aux éléments de HY(K, A).

L’assertion (a) est une conséquence immédiate de la proposition précédente
(en considérant Cz comme sous-catégorie de Red,). L’assertion (b) résulte de
(a) et de 2.8.

4.7. Opérations effectives. Soit X une variété algébrique (resp. un groupe
algébrique) sur %, soit 4 un groupe algébrique sur k, et supposons que A
opére sur X. On dit que A opére effectivement s’il existe une famille finie
(2,);c; de points de X (75—) telle que les relations a -z, = a'- x; pour tout tel,

avec a, a’'e A(k), entrainent a =a’'. Si Ye C,, l'application canonique de
Hom (Y, A) dans Aut X(Y) est alors injective.

Lemme,. Supposons k de caractéristique zéro. Sotent X wune vartété algébrique
(resp. un groupe algébrique) sur k, A un groupe algébrique opérant effectivement
Sur X, et Y wun élément de C, agissant sur X. On suppose que, pour tout

YyeX (k), I'automorphisme correspondant de X @ k peut étre défini par un élément
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de A(k). L’action de Y sur X provient alors d’un morphisme de Y dans A, et ce
morphisme est unique. .

Soit (x;);e; une famille finie de points de X (k) telle que les relations
a-x,=a'-x;, pour tout tel entrainent a = a’. Considérons 'application

m: A(k) — X (k) définie par la formule

m(a) = (@ - &)y -

Par hypothése cette application est injective. Son image est 'orbite d'un
groupe algébrique d’automorphismes de X (k)T, donc est simple (nous com-
mettons ici I’abus de langage consistant a identifier le schéma X ®70 avec
I’ensemble de ses points & valeurs dans %, et de méme pour 4). Comme la
caractéristique de k est nulle, on obtient ainsi un isomorphisme de A ® k sur
une sous-variété algébrique de (X ® k) Soit alors ¢ I’application de Y (k)
dans X (k)! définie par la formule

q(Y) = (¥ Ts)ier -
Par hypothése, I'image de ¢ est contenue dans celle de m. On en déduit I'exis-
tence d'un morphisme f: Y @ k > A ® k tel que

fy) -z, =y -z, pour tout 1¢e 1 (er(Z)) ;

Si ye Y(z), il existe par hypothése un élément F (y)e A(k) telquey - x =F (y) -«
pour tout xzeX (k). En appliquant ceci &8 =2, (¢el), on voit que
F(y) = f(y). On a done:

f(y) -z = y-x pour tout ye Y(Z) et tout xeX(E) .

Il reste & voir que f est défini sur %, autrement dit (cf.n°4.1) que
f(*y) = *(f(y)) pour tout seg et tout ye Y(k) Or, si xeX(Ic) ona:

[Cy) -z ="y 'z ="y z)=*f(y) ) ="*((y)) - °=,

ce qui montre que f(‘%y) et *(f(y)) opérent de la méme maniére sur X(ic-).
Ils sont donc égaux.

4.8. Proposition. Supposons k de caractéristique zéro. Soient X une variété
algébrique (resp. un groupe algébrique) sur k, et A, un groupe algébrique connexe
sur k opérant effectivement sur X, de maniére & vérifier la propriété universelle
sutvante:

(*) 8¢ V est une variété algébrique connexe sur k agzssant sur X ® k,

81, pour un 'veV(Ic) l’automorphwme correspondant de X ® k peut étre deﬂm

par un élément de A, (Ic) , 1l en est de méme pour tous les éléments de V(k).
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Alors Aut X est un groupe localement algébrique sur k, dont A, est la
composante neutre.

(De fagon plus précise, le foncteur Aut X est représentable par un groupe
localement algébrique 4 dont la composante neutre s’identifie canoniquement
a A,, en tant que groupe opérant sur X .)

Supposons tout d’abord k algébriquement clos. Le groupe A4,(k) s’identifie &
un sous-groupe de Aut X (k). Soit be Aut X (k). On peut faire opérer A,
sur X en faisant correspondre & tout aeA,(k) 'automorphisme bab—! de X;
lorsque @ =1, ona bab™! = 1. L’hypothése (*) et le lemme 4.7 montrent
alors qu’il existe un unique automorphisme o,: A, - 4, tel que o,(a) = bab?
pour tout aed,(k); en particulier, 4,(k) est un sous-groupe distingué de
Aut X (k) et les automorphismes de A, induits par les automorphismes
intérieurs de Aut X (k) respectent la structure algébrique de A4,(k). Chaque
classe & gauche de Aut X (k) modulo 4,(k) posséde donc une unique structure
de k-variété telle que la translation al—> b-a (aed,(k), be Aut X (k)) soit un
isomorphisme de la variété A,(k) sur b- A,(k); en faisant la somme disjointe
de ces variétés, on obtient un groupe localement algébrique 4, opérant sur X,
de composante neutre 4,, et tel que A (k) = Aut X (k). Il reste & voir que A
représente le foncteur Aut X. Pour cela, considérons d’abord une variété
connexe V agissant sur X. Si veV (k), notons v’ 1'élément de A (k) défini
par v. Soient u et v, deux éléments de V (k). L’hypothése (*) entraine que
(vg'u) € Ayg(k); d’aprés 4.7 il existe donc un unique morphisme f:V — A4,
tel que (vy'u) = (vy!)'f(u) pour tout ueV(k), d’olt un morphisme g: V — A4
tel que ' = g(u) pour tout eV (k). Soit Y un élément quelconque de C,
agissant sur X. Comme Y est réunion disjointe de sous-variétés ouvertes du
type ci-dessus, ce qui précéde montre qu’il existe un unique morphisme
g: Y —> A tel que Y agisse sur X par l'intermédiaire de g. On a donc bien
démontré que A4 représente Aut X .

Revenons maintenant au cas général, ol k n’est pas nécessairement algébri-
quement clos. On vient de prouver I'existence d’un groupe localement algébrique

A sur k de composante neutre 4, ® k qui représente Aut (X ® Ic) Admet-
tons pour I'instant que A peut s’écrire sous la forme A=A QFk, oi Aestun

groupe localement algébrique sur k, I'identification A(k) Aut X (Ic) étant
un 1som0rphlsme de g- groupes. Vu 4.1, cette derniére condition implique que

Popération de 4 sur X ® k provient, par extension des scalaires, d’une opéra-
tion de 4 sur k. Montrons que A4 représente Aut X. Soit Ye C, aglssant sur X.

Il existe alors un unique morphisme g: ¥ ® kA tel que ¥ ® k agisse sur

X ®k atraversg g . On voit alors exactement comme aun® 4.7 que °g = ¢ pour
tout seg; done g provient d’un morphisme g: ¥ — A4, ce qui montre bien que
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A représente Aut X. De plus, il est clair que la composante neutre de 4 s’iden-

tifie & A, La proposition sera donc démontrée si nous prouvons l'existence
de A.

Le groupe A,(k) opére par translations & gauche sur A (k); ses orbites sont

des ensembles ouverts et fermés disjoints, et pour tout bed(k), le groupe de
stabilité de b est réduit & I’élément neutre. 11 est clair que la structure algébrique

de A4 est complétement déterminée par celle de A4, et par les conditions précé-
dentes. L’existence de A4 résulte alors de la proposition suivante :

4.9. Proposition. Soit B un k-groupe algébrique, et soit M wun ensemble sur
lequel B (75_) et g opérent. Supposons vérifides les deux conditions suivantes:

(i) Pour tout me M, le groupe de stabilité de m dans B(k) est le groupe des
k-pomts d’un sous-groupe algébrique H, de B & k.

(ii) g opére continiment sur M, et 'on a *(b-m) = *b-*m pour seg,beB(k),
et meM.

Il existe alors Y eC, ayant les propriétés suivantes: B opére sur Y ; Uen-
semble Y (k) sidentific & M de fagon compatible avec les opemtzons de B(k)
etde g; pour tout yeY (k), correspondant @ meM , Uorbite B(k)- y de y est
ouverte et fermée dans Y (k), et isomorphe & (B/Hm)(k)

(On applique cette propositionen prenant B = 4,, M = A(k) = Aut X (k).)

L’ensemble M est réunion disjointe d’ensembles de la forme B(Ic) - g(m),
meM, ou g(m) désigne ’orbite de m par g. Vu (ii), g(m) est fini. Il suffit donc
de considérer le cas ou le quotient X de M par B(k) est fini. L’ensemble X est
muni d’une structure de g-ensemble, quotient de celle de M ;si ze¢X, on notera
sz son transformé par seg. Pour tout zeX, choisissons un représentant «(z)
de z dans M ; il existe une extension galoisienne finie k,/k telle que *a(z) = «()
pour tout seh, ou h= g(l—g/kl); le groupe h opére alors trivialement sur X.
Il résulte des hypothéses (i) et (ii) que, si ze X et seg, ona *(Hy,) = H, ,,;
en particulier (prenant seh) on voit que les H,,, sont définis sur &,. De plus,
*a(z) et o(*z) font partie de la méme orbite de B(k); il existe donc u, ,eB(k)
tel que ‘a(x) = u, ,a(°z) .

Soit maintenant V la k,-variété somme des espaces homogénes (B ® k;)/Hy >

zeX. On identifie V(%) & M en faisant correspondre & b'eB (k)/H o (k) 1o
transformé b-«(x) de o(z) par un représentant b de b’. Cette identification

permet de transporter & V(ic—) la structure de g-ensemble de M ; nous noterons
8(v) le transformé, pour cette structure, de I'élément veV (k) par I'élément
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seg. Si veB(z)/Hm,, (k), et si b est un représentant de v, on vérifie immé-

diatement la formule:
8(v) = b u, ,  a(’x) . (1)

Nous allons voir que les conditions (a), (b), (¢) du lemme 2.12 sont vérifiées

par la variété V et par la structure de g-ensemble de V(ic-). La variété ¢V (seg)
est somme disjointe des espaces homogénes (B ® k,)/*H,,) = (B ® k) /Hsa( 5’

et,si v, b sont comme ci-dessus, *v est'image de ®b par la projection naturelle
de B (i) sur B(k)[*H . Soit f,: (SV)(}c—) — V(E) Papplication définie dans

2.12. Il résulte de (1) que la restriction de f, & B(k)/*H ., (k) estPapplication de
cet espace sur B(E)/H ) (70—) induite par la translafion b~ i) ", .. Klle est
donc bien définie & partir d’'un morphisme F,:*V @ k — V ® k, ce qui montre
que (a) est vérifiée. Si seh, on a *x = x, d’ou us,weHa(,z)(Tc), et F,=1,
ce qui établit (b). Enfin, la condition (c) provient de ce que tout sous-ensemble
fini d’un espace homogéne est contenu dans un ouvert affine (cf. [17], p. 111).

On peut donc descendre le corps de base de V de k, a k, et la variété Y ainsi ob-
tenue vérifie les conditions voulues.

Indiquons une application de la proposition 4.9:

4.10. Construction de variétés de sous-groupes. Soit B un k-groupe algébrique
et soit M un ensemble non vide de sous-groupes algébriques de B ® k. Faisons
les deux hypothéses suivantes:

(@) Si CeM, ona *CeM pour tout seg.

(b) Le groupe B(k) opére transitivement (par conjugaison) sur M. (En
d’autres termes, si C,e M, les éléments de M sont les sous-groupes de la forme

Int z (C,), avec xeB(k).)

Les groupes g et B(k) opérent sur M. De plus, le groupe d’isotropie d’un
élément C'e M estlegroupe N (k) des k-points dunormalisateur de C dans B ® k.
Toutes les hypothéses de 4.9 sont donc vérifiées. On en conclut qu’il existe un

espace homogéne V de B et une bijection V (k) - M compatible avec les
opérations de g et de B(z). En particulier, les éléments de V (k) correspondent
aux sous-groupes CeM qui sont définis sur k. On dit que V est la variété des
Sous-groupes appartenant @ M. Si CeM, et si N est le normalisateur de C,
il est clair que V @ & est isomorphe & (B ® k)/N.

Lorsque k est un corps fint, et B connexe, alors, d’aprés un théoréme de
L_ANG [12], V posséde un point & valeurs dans k, et il existe Ce M défini sur k.
Si de plus le normalisateur N de C est connexe, et C'e M est défini sur k,
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il existe beB (k) tel que Int (C) = C’; en effet, le sous-schéma de B formé
des éléments transformant C dans C' est un espace homogéne de N, et
posséde donc un point & valeurs dans k, d’aprés le théoréme de LanG cité
ci-dessus.

Comme exemple d’ensemble M, on peut prendre, lorsque B est linéaire,
I’ensemble des tores maximaux (resp. des sous-groupes de CARTAN, resp. des

sous-groupes résolubles connexes maximaux) de B @ k. D’aprés ce qui
précéde, si B est linéaire connexe, et si k est fini, B posséde un tore maximal
(resp. un sous-groupe de CARTAN, resp. un sous-groupe résoluble connexe
maximal) défini sur k.

4.11. Remarque. Dans tout ce qui précéde, nous nous sommes placés
dans le cadre de la catégorie C,; on pourrait également considérer la catégorie
plus vaste C; formée des sommes disjointes de schémas algébriques non
nécessairement réduits (ou méme la catégorie de tous les schémas). Si X est
une k-variété, le foncteur Aut X:C, — Gr se prolonge en un foncteur
Aut* X : C; — Gr. Il se peut que Aut X soit représentable sans que Aut*X
le soit, et cela méme si la caractéristique de k est zéro, et méme si X est un
groupe linéaire. Un exemple simple est fourni par X = G, X G,,. Dans ce cas,
Aut X est représentable par le groupe 4 = G,, X Z/2Z opérant de maniére
évidente; si Aut*X était représentable, il le serait par le méme groupe A
(cela résulte du fait que, en caractéristique zéro, tout schéma en groupes
localement de type fini est automatiquement réduit). Or, il est facile de
voir que, si 'on prend V = Spec k[T']/(T?), le groupe Aut*X (V) est stricte-
ment plus grand que le groupe A (V) [le groupe G, X &, a des automor-
phismes ¢infinitésimaux» qui ne proviennent pas de I’action d’un groupe algé-
brique]. Le foncteur Aut*X n’est donc pas représentable.

§ 5. Groupe d’automorphismes d’un groupe algébrique linéaire

Dans ce paragraphe, k désigne un corps de caractéristique zéro, et g le groupe

de Garois de k sur k. Nous nous proposons de démontrer que le foncteur
d’automorphismes d’un k-groupe algébrique linéaire est un groupe localement
algébrique de type (ALA) (cf.n° 4.3). Pour passer des groupes réductifs ou
unipotents au cas général, nous utiliserons la proposition suivante, qui précise
un résultat de MosTow [14]:

5.1. Proposition. Soit G un k-groupe algébrique linéaire, et soit U son
radical unipotent. Il existe alors un sous-groupe algébrique H de G (défini sur k)
tel que @ soit produit semi-direct de H et de U. Deux tels sous-groupes sont
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conjugues par un élément de U (k). Tout k-sous-groupe réductif L de G est
conjugué a un sous-groupe de H par un élément de U (k).
(On rappelle que le radical unipotent d’un groupe algébrique linéaire G est
par définition le plus grand sous-groupe algébrique distingué unipotent de G'.)
Cette proposition est connue lorsque G (k) est dense dans G (cf. [14], théoréme

7.1), donc en particulier lorsque k = k. Par conséquent, U (k) opeére transi-
tivement, par automorphismes intérieurs, sur ’ensemble M des sous-groupes

algébriques Hde G @k tels que G ® k soit produit semi-direct de H et de
U @ k. Les conditions de 4.10 sont vérifiées; il existe donc un espace homo-

gene V de U tel que M = V (k). Puisque U est unipotent et k parfait, un
théoréme de ROSENLICHT ([15], théoréme 10) montre que V (k) est non vide,
d’ou la premiére assertion. Si H et H' sont deux éléments de V (k), soit P

I'ensemble des éléments de U (k) qui transforment H en H'; si U’ désigne
le groupe de stabilité de H dans U, il est clair que le g-ensemble P est un espace

homogéne principal de U’(k). Comme U’ est unipotent, P posséde un point
invariant par g, d’ou la deuxiéme assertion. Enfin, soit @' = L- U. Le groupe
G’ est produit semi-direct de U et de L' = G’ n H; la derniére assertion résulte
donc des deux premiéres, appliquées & G'.

Remarque. Soit H un k-sous-groupe de . La proposition précédente montre

que G est produit semi-direct de H et de U si et seulement si H est réductif
maximal.

5.2. Notations. Dans toute la suite de ce paragraphe, G est un k-groupe
algébrique linéaire, U son radical unipotent, H un sous-groupe algébrique
réductif maximal de G. On note H° la composante neutre de H et S (resp. T') le
groupe dérivé (resp.la composante neutre du centre) de H; le groupe S est
semi-simple, le groupe 7' est un fore,ona H*=S-T, et SN T est fini.

Si M est un groupe algébrique quelconque, on note Z (M) le centre de M.
Si N est un sous-groupe algébrique de M, soit N’ = N n Z(M); le groupe
N|N'" opére effectivement sur M (par automorphismes intérieurs); on le note
Inty, N. En particulier, Inty H° s’identifie & HO/(H°n Z(H)).

5.3. Cas élémentaires. Enumérons d’abord quelques cas ou il est facile de

vérifier que Aut G est, soit un groupe algébrique linéaire, soit un groupe discret
de type arithmétique:

(a) Si @ est fini, Aut G est fini.

(b) Si @ est unipotent, 'exponentielle permet de transformer Aut G en le
foncteur d’automorphismes de l’algébre de Lie de G; cela montre que Aut G
est un groupe algébrique linéaire.

10 CMH. vol. 39
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(c¢) Si G est semi-stmple connexe, Aut G est un groupe algébrique dont la
composante neutre est le groupe adjoint Int,G = G|Z(G) de Q.

(d) Si @ = (G,,)", Aut G est le groupe localement algébrique de dimension
zéro défini par GL,(Z), considéré comme groupe discret sur lequel g opére
trivialement; cela s’écrit plus simplement:

Aut (G,)" = GL,(Z) .

Plus généralement, si 7' est un tore quelconque, et si ¥ désigne le g-module des
groupes a 1 parametre de 7' ®k (cf. [6], exposé 11), Aut T s’identifie au
g-groupe Aut Y, cf. n®3.5.

Nous raménerons le cas général a ces différents cas particuliers en utilisant
les décompositions G = H-U et H°= S-T introduites ci-dessus.

5.4. Le groupe Aut H.

Proposition. (a) Le foncteur d’automorphismes Aut H est un groupe locale-
ment algébrique dont la composante neutre B° est égale a Inty HO.

(b) Le noyau B, du morphisme canonique Aut H — AutT X Aut (H/H°)
est un sous-groupe ouvert de Aut H.

Pour démontrer (a), il suffit (cf. prop. 4. 8) de prouver que, si V est une

k-variété connexe aglssant sur H ® k par Iintermédiaire d’un morphlsme
o,etsi o(v)elInty HO(Ic) pour un veV(k) alors o (k))cIntH HO(k). Quitte

a remplacer k£ par k, on peut supposer kt algébriquement clos, ce qui nous
permettra d’identifier une variété algébrique a ’ensemble de ses points.

11 est clair que V agit trivialement sur 7' et sur H/H°, et que V agit sur S
par automorphismes intérieurs (cf. 5.3). Commencons par traiter un cas parti-
culier: :

(i) V agit trivialement sur H°. Soit F le groupe fini H/H°; le groupe F
opére par automorphismes intérieurs sur le groupe abélien Z (H°). Soit L (resp.
M) le groupe des 1-cocycles (resp. l1-cobords) de F a valeurs dans Z(H°).
Si n = Card (F), les groupes L et M s’identifient & des sous-groupes algé-
briques du produit de n copies de Z(H°). De plus M est ouvert dans L; en
effet, M/L = H\F,Z(H") est un groupe algébrique dont tout élément est
d’ordre divisant # (en vertu d’une propriété bien connue des groupes de coho-
mologie), et, puisque % est de caractéristique zéro, c’est un groupe fini. Si
ze L, Yapplication w,: H — H définie par la formule:

u,(x) = 2(x)-x (xeH,x projectionde x dans F),

est un automorphisme de H. On vérifie immédiatement que 1’on obtient ainsi
une bijection o de L sur ensemble des automorphismes de H qui agissent
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trivialement sur H® et H/H°; on a o(M) = IntyZ(H®) = o(L) N Inty H°.
L’application o~log: V — L est alors un morphisme qui applique v dans M,
donc aussi ¥V dans M puisque V est connexe et M ouvert dans L ; cela démontre
(a) dans le cas considéré.

(i) Cas général. Soit V' la sous-variété de V X S formée des couples
(z,s) tels que g(x) = Intgz.(s71) sur H?; on vérifie facilement que c’est un
revétement galoisien étale de V, de groupe de Garoi1s le groupe Z(S). L’image
réciproque de v dans V' est formée de couples (v, 8;);c;, avec 8,€8; on sait
(c’est une propriété générale des revétements étales) que toute composante
connexe V. de V' contient I’'un des (v, s;). Faisons agir V' sur H en faisant
correspondre & («, 8)eV' l'automorphisme g(z)- Inty(s). Cette action de V'
sur H est triviale sur H® et sur H/H°; de plus, les automorphismes correspon-
dant aux points (v, s;) appartiennent & Inty H®° par hypothése. En appli-
quant (i) aux V., on en conclut que tous les o(z)- Intn(s), avec (z, s)eV’,
appartiennent & Inty H°; il en est alors de méme des g(x), ce qui acheve la
démonstration de (a).

Passons & (b). Il est clair que B, contient B°, donc est un sous-groupe locale-
ment algébrique ouvert de B = Aut H. Pour prouver que c’est un groupe
algébrique, il faut montrer que B,/B° est fini. Ici encore on peut supposer que
k = k. Soit B, le sous-groupe de B, formé des éléments dont la restriction a S
est un automorphisme intérieur. Comme B;/B, est fini, on est ramené &
prouver que B,/B° est fini. Les groupes B, et B contiennent respectivement
les groupes o(L) et o(M) introduits dans (i). De plus, L/M s’applique sur
B,/B°; en effet, si ueB,, il existe seS tel que u et Inty(s) coincident sur
S, donc aussi sur H°, et I’on peut écrire « sous la forme u = u'- Inty(s),
avec u'eo(L). Comme L/M est fini (cf. (i)), notre assertion est établie.

5.b. Les groupes C, et C,. La projection canonique =n:@ — G/U induit
un isomorphisme de H sur G/U (cf. n° 5.1). On posera T — 7 (T). Tout auto-
morphisme de @ définit par passage au quotient un automorphisme de G/U
qui laisse stable 7', d’ou des homomorphismes

Aut @ —> Aut G/U — Aut T .

D’autre part, G opére par automorphismes intérieurs sur lui-méme en laissant
stable U, d’oti un morphisme r:@ — Aut U.

Soit C' le sous-foncteur de Aut G formé des automorphismes qui laissent
stable H et dont I'image dans Aut H appartient au groupe B° = IntyH®
(cf. prop. 5.4). On a un morphisme injectif

C—>Aut U x B°,
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et I'on vérifie facilement que C est un sous-groupe algébrique du groupe
algébrique Aut U x B°. De fagon plus précise, C (k) estl’ensemble des couples
(w, v) (ue Aut U (k) v eB“(k)) qui vérifient la condition

r(h) = r(v(h)) -u pour tout A eH(k):;
un tel couple opére sur G Rk par la formule:
(u, v) (2" y) = u(2)-v(y) (zeU(k),yeH (k).

Comme Aut U et B° sont des k-groupes algébriques linéaires, il en est de
méme de C.

Le groupe C opére par restriction sur U, et I’on peut former le produit
semi-direct U-C. On vérifie aisément que U-C opére sur G par l'inter-
médiaire d’une opération qui associe au produit u-c (ueU (%), ceC (k)
Pautomorphisme Intg(u)-c de @ ® k. Cette opération n’est pas effective
en général; nous noterons C; le quotient de U -C qui opére effectivement sur
G; c’est encore un groupe algébrique linéaire, et il s’identifie (en tant que
foncteur) & un sous-foncteur de Aut G.

Nous noterons d’autre part C, le noyau du morphisme canonique

Aut @ - Aut T x Aut (G/G°) .

11 est clair que C; est contenu dans C,.

5.6. Proposition. Le foncteur d’automorphismes Aut G est un groupe locale-
ment algébrique, contenant C, et C, comme s0us-groupes algébriques distingués

ouverts. Un élément de Aut G(Ic) appartient & C’ (k) st et seulement si son 1mage

dans Aut G/U(k) appartient a Intg q (G/U)°
Démontrons d’abord la deuxiéme assertion. Il est trivial que la condition est

nécessaire. Réciproquement soit # un élément de Aut G(k) la vérifiant. Le
transformé x(H) de H = H ® k par « estun sous-groupe réductif maximal

de @ ® k; d’aprés 5.1, il existe donc ueU (k) tel que z(H) = Int o(u ) (H).
Quitte & multiplier « & droite par Intg(u~'), on peut donc supposer que

x(fi_ )=H. L’hypothése entraine alors que « appartient & C(k), donc aussi
Cl(lc) , ce qui achéve de prouver notre assertion. On en déduit en particulier que

(Ic) est un sous-groupe distingué de Aut G (k) le méme résultat est évident
pour C,.
D’autre part, ’homomorphisme canonique de Aut G dans Aut G/U ~

~ Aut H induit une application de C,(k)/C,(k) dans B, (k)/B°(k) (les
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notations étant celles de 5.4); d’aprés ce que 'on vient de voir, cette appli-
cation est injective. Comme B, (k)/B°(k) est fini (cf.5.4), il en est de méme
de Cy(k)/Cy (k).

Pour terminer la démonstration, il suffit donc de prouver que la composante
neutre CY de C, vérifie la condition (*) de la prop. 4.8. Soit donc V une

k-variété connexe agissant sur ¢ ® k, et supposons que, pour un élément v de
V(k), Pautomorphisme correspondant appartlenne a C°(k) D’apres la
prop. 5.4, les automorphismes de G/U ® k définis par les éléments de V (k)
appartiennent au groupe Intgy,,;(G/U)°( ). La deuxieme assertion de 5.6,
démontrée ci-dessus, entraine alors que les automorphismes de G ® k définis
par les éléments de V (k) appartiennent a C, (k). D’apres le lemme 4.7, cela
signifie que V agit sur ¢ Rk par 'intermédiaire d’un morphisme V — C, Qk.
Comme V est connexe, ce morphisme est nécessairement a valeurs dans
! ® k, ce qui acheve la démonstration.

5.7. Le plus grand tore central de G°. Le tore 7' opere sur U. On sait

(cf. [6], exposé 9, lemme 2) qu’il existe une suite de composition (U,)de U ® k
formée de sous-groupes algébriques connexes stables par 7', telle que U,/U,,,
soit isomorphe au groupe additif G, ; de plus 7" opere sur U,/U,,, par multipli-
cation par un caractére y, et U, est engendré par U, et par les éléments qui
sont invariants par le noyau de y,. Si 7"désigne le plus grand tore central de

@, on voit que 7" ® k est la composante neutre de 'intersection des noyaux
des y,. Chaque x, s’identifie & un caractére de 7'/7" ® k, donc aussi de
T/T’ ® k, avec = a(T), T' = a(T"), cf.n°5.5. L'ensemble ¥ des

caractéres de i’/f' ® k ainsi obtenus est indépendant du choix de 7' (c’est-
a-dire du choix de H) ainsi que du choix de la suite (U,); cela résulte de la
prop. 5.1 combinée avec les résultats de [6], loc. cit. Par suite, tout automor-

phisme e Aut G(—IE) définit un automorphisme de T / T QFk qui laisse stable

Y. Notons X (TT/T le groupe des caractéres de T /T’ X Ic comme T" R k
est la composante neutre de l'intersection des noyaux des yx;, le groupe

engendré > par ¥ est d’indice fini dans X (T/T’ et les automorphismes de
TIT" @ k qui laissent stable ¥ forment un groupe fini. Il est clair d’autre

part que le groupe C, opére trivialement sur T. On obtient donc le résultat
suivant:

5.8; Lemme. Soit I' le groupe Aut G’(}c‘)/C2 (k). Les éléments de I' opérent

sur T ® k en laissant stable T' ® k. Leurs images dans Aut (f/f’)(?c—)
forment un growpe fini @.
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5.9. Legroupe I', . Les automorphismes intérieurs du groupe G/U opérent
sur la composante neutre (G/U)° et en particulier sur le tore T. Comme T est
contenu dans le centre de (G/U)°, on voit que le quotient (G/U)/(G/U)* = GQ/G°
opére sur T'. On notera 9 ’homomorphisme de G/G° dans Aut T ainsi défini.

Posons W = G'/G’"(I;); les groupes W et Aut W sont des g-groupes finis.

Lemme. Soit I', Uensemble des couples (o, f) e Aut i(%) X Aut W qui
vérifient les deux conditions survantes:

(@) a*P(w) ot =9 (B(w)) pour tout weW,

(b) « laisse stable T ®k et Vélément de Aut (E’/?’)@) qu’il définit appar-
tient au groupe @ (cf. 5.8).

Alors I'_ est un g-sous-groupe de Aut T(ic_) X Aut W contenant I'.

La définition de I" au moyen de C, (cf.5.8) montre que I" s’identifie de

fagon naturelle & un g-sous-groupe de Aut T (k) X Aut W. On a déja vu que
ses éléments vérifient (b), et il est immédiat qu’ils vérifient également (a).
D’autre part, chacune des conditions (a) et (b) définit un sous-groupe de

Aut T (k) X Aut W stable par g: c’est évident pour (b), et, pour (a), cela
résulte du fait que ¢ : W — Aut T'(k) est un morphisme de g-groupes.

5.10. Lemme. Le groupe I', est un g-groupe de type arithmétique (cf. 3.4),
et I' est d'indice fini dans I',. En particulier, I' est un g-groupe de type
arithmétique. o

Soit Y le g-module des groupes a 1 paramétre de T ® k, autrement dit le

dual du groupe X (1_’) des caractéres de T @ k, et soit Y’ celui de 7"
(cf. [6], exposé 11). Ce sont des Z-modules libres de type fini, et Y’ est facteur
direct de Y (comme groupe abélien — pas nécessairement comme g-module).

Les g-groupes Aut 7T (?c—) et Aut 7" (I;) g’identifient respectivement & Aut Y
et Aut Y' (cf. 5.3), et @ s’identifie &4 un g-sous-groupe de Aut Y/Y’'. On
peut donc considérer I', comme le sous-groupe de Aut ¥ x Aut W formé des
couples (x, f) vérifiant des conditions (a’) et (b’) qui se déduisent imme-
diatement de (a) et de (b).

Pour préciser ceci, choisissons une base (e;,...,e,) de Y dont les m
premiers éléments forment une basede Y’ (n=dim-7, m = dim-7"'). Les
éléments de @ s’identifient & des éléments de GL,_,,(Z). De méme, les auto-
morphismes #(w) et les léments « vérifiant (b’') s’identifient & des éléments de
GL,(Z) de la forme

X %
(0 (p) , avec ped.
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Soit 7'r, . le sous-groupe de GL, dont les éléments sont de la forme (5 x
comme ci-dessus; c’est un groupe algébrique sur  (provenant d’ailleurs d’un
schéma en groupes sur Z), et 'on a un homomorphisme canonique 71'r, ,, —
GL,_,,- L’image réciproque de @ par cet homomorphisme est un Q-groupe
algébrique 2. Dans le produit 2 X Aut W, les couples (a,f) vérifiant la
condition (a’) sont les points d'un Q-sous-groupe algébrique X', dont I', est
un sous-groupe de type arithmétique. De plus, les éléments de g définissent
des automorphismes de 2’ qui laissent stable I, ; cela achéve de prouver que
I', est un g-groupe de type arithmétique.

Il reste & montrer que I” est d’indice fini dans I", . Nous allons plus précisé-

ment construire un sous-groupe de Aut G (k) qui s’applique isomorphique-
ment sur un sous-groupe I d’indice fini de I, .

D’aprés le lemme 5.11 ci-aprés, il existe un sous-groupe fini W de H(k)
qui s apphque sur W = H|H® (k) par la projection canomque La decompo-
gition HO(k ) T(k) S(k ) permet d’écrire les éléments de W n H“(k) sous
la forme ¢,-s8,, avec t,.eT(k) et s; eS(k). Soit P le sous-ensemble de 7' (?c_)
réunion des ¢, et de T(k) n S(k) c’est un ensemble fini, dont tout élément
est d’ordre fini dans T(k) Soit P le sous-ensemble correspondant de T(k)
On définit I"_ comme le sous-groupe de I", formé des couples (a, f) tels que:

(i) B = 1 (ce qui, vu (a), entraine que a commute & tous les 4 (w), we W),

(ii) o laisse fixes les éléments de ﬁ,

(iii) I’élément de @ défini par « est égal & 1.

Il est clair que I'_ est un sous-groupe d’indice fini de I',. Soit d’autre part
(«, 1)eI"_. Identifions o & un automorphisme de T ® k, et prolongeons-le
en un automorphisme de H° ® k qui soit 'identité sur S ® k; cest possible
puisque o laisse fixes les éléments de 7 (k ) n~s (Ic) en vertu de la condition
(i). De méme, (i) et (ii) permettent de prolonger « en un automorphisme de
Hek qui soit I'identité sur Ww. Enfin, la décomposition G = H-U permet
de prolonger « en un automorphisme de la variété G ® k, au moyen de la

i{ 1 — -
ormule alh-u) = o) u (heHk), uecU(E)) .
On obtient de cette maniére un automorphisme du groupe algébrique G ® k;
en effet, il suffit de vérifier que I'on a I’identité
hubt = a(b)uah)? (heH(k), uel (k) .

Or, il résulte de (iii) que a(k) =1t -h avec t'€T"(k), et Iidentité ci-dessus
Provient du fait que 7" centralise U. On a bien obtenu ainsi un relévement du
groupe I dans Aut G'(-I;) .
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Il nous reste & démontrer le lemme suivant, utilisé en cours de démons-
tration:

b.11. Lemme. Soit L wun k-groupe algébrique linéaire. Il existe un sous-
groupe fins W de L(k) qui rencontre chaque composante connexe de L (k).
On peut supposer que k =k, ce qui nous permettra d’identifier L et

L(k). Soit C un sous-groupe de CARTAN de L° et soit N son normalisateur
dans L. Comme les sous-groupes de CARTAN de L° sont conjugués par automor-
phismes intérieurs, N rencontre chaque composante connexe de L; de plus,
par définition méme des sous-groupes de CARTAN, on a N° = C'. On est donc
ramené au cas ou L% = C est nilpotent, puis (en utilisant la suite centrale
descendante de L°), au cas ou L° est commutatif. Soit W = L/L°; lex-
tension L de W par L° est alors caractérisée par une classe de cohomologie
yeH2(W, L%. Soit n lordre de W. L’homomorphisme f: L% — I° qui
applique x sur 2™ est surjectif et de noyau R fini (puisque % est de carac-
téristique zéro). La suite exacte de cohomologie, appliquée & la suite exacte de

coefficients 0>R I I0 50
donne alors la suite exacte

H(W,R) - H2(W, L*) 5 H2(W, L°) .

Comme W est d’ordre n, 1’homomorphisme =n:H2*(W, L°%) — H%(W, LY
est nul. Il s’ensuit que y est 'image d’un élément y de H2(W, R). Ce dernier
représente une extension W de W par R, qui s’applique dans L par un

homomorphisme compatible avec la projection sur W. Le groupe W répond
donc a la question.!)

5.12. Théoréme. Le foncteur des automorphismes d’un groupe algébrique
linéaire sur un corps de caractéristique zéro est un growpe localement algébrique de
type (ALA).

Cela résulte de la proposition 5.4 et du lemme 5. 10.

5.13. Remarque. Si G est un groupe algébrique quelconque (non néces-
sairement linéaire) nous ignorons si Aut G est encore un groupe localement
algébrique. En tout cas, ce n’est pas toujours un groupe de type (ALA), comme
le montre I'exemple du produit semi-direct d’une variété abélienne par un
groupe fini (le groupe fini opérant de fagon non triviale sur la variété abélienne).

1) 8i L est réductif, C est un tore, et la démonstration vaut sans changement sur un corps de
caractéristique quelconque. En fait, le lemme 5.11 est valable pour un groupe algébrique (non
nécessairement linéaire) sur un corps parfait quelconque K, et ’on peut en outre démontrer
I’existence d’un sous-groupe W défini sur K.
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§ 6. Théorémes de finitude (corps locaux)

6.1. Théoréme. Si k est un corps localement compact de caractéristique 2éro,
et st A est un k-groupe de type (ALA), H'(k, A) est fini.

(En particulier, H'(k, G) est fini quand G est un groupe algébrique linéaire
défini sur k.)

On sait que tout corps commutatif localement compact de caractéristique
zéro est isomorphe & R, & C, ol & un corps p-adique (extension finie du
corps Q,). Il est classique qu’un tel corps n’a qu’un nombre fini d’extensions
de degré domné. Indiquons-en briévement une démonstration: il suffit de
prouver que tout corps p-adique n’a qu’un nombre fini d’extensions totalement
ramifiées de degré n donné. Or une telle extension est définie par une «équation
d’E1sENSTEIN» de degré n; ces équations forment un espace compact (pour
la topologie définie par la convergence des coefficients), et deux équations assez
voisines définissent des extensions isomorphes (cf. par exemple [1], p. 41);
d’ou la finitude en question.

Le théoréme 6.1 est donc une conséquence du suivant:

6.2. Théoréme. Soit k wun corps parfait n’ayant qu’'un nombre fini d’exten-
sions de degré donmé. 8i A est un k-groupe de type (ALA), Hl(k, A) est fins.

(Outre le cas p-adique, ’hypothése faite sur k est vérifiée par les corps finis,
et par les corps de séries formelles & une variable sur un corps algébriquement
clos de caractéristique zéro.) _

Notons g le groupe de Garois de k/k . Nous allons procéder par étapes:

(a) Finitude de H (g, I') lorsque I est un g-groupe de type arithmétique.

D’aprés la proposition 3.3, il existe un entier n tel que tout sous-groupe
fini de I' soit d’ordre << n. Soit g, un sous-groupe ouvert distingué de g
opérant trivialement sur I'. Vu I’hypothése faite sur le corps %, les sous-
groupes ouverts de g, d’indice <7 sont en nombre fini; leur intersection
8: est un sous-groupe ouvert distingué de g. Tout homomorphisme continu
de g, dans I' a une image finie, donc est trivial sur g,. A fortiori, Uappli-

ti Se :
cation composée: H(g, I') > H(g,, I') - H'(g,, T
est triviale. D’aprés len° 1.27, il s’ensuit que H'(g, I') s’identifiea H(g/g,,I);
comme [I' est un g/g,-groupe de type arithmétique (cf. proposition 3.6), la
proposition 3.8 montre que H'(g/g,, I') est fini, d’ou la finitude de H(g, I').

(b) Finitude de H'(k, A) lorsque A est un groupe algébrique linéaire réso-
luble et conneze.

En appliquant la prop. 1.17, on se raméne au cas ott 4 est unipotent et au
€as ou 4 est un tore. Dans le premier cas, on a H'(k, A) = 0, cf. par exemple
[18], prop. 3.3.1. Supposons donc que A soit un tore. Il existe alors une
extension galoisienne finie %'/k telle que 4 ® k' soit isomorphe & un produit
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de groupes G,,. Comme H (%', G,) = 0, la prop. 1.27 montre que H(k, A)
s’identifie & H!(k'/k, A). En particulier,si n = [k': k], ona nz = 0 pour
tout xeH'(k, A). Soit A, le noyau de ’homothétie n: 4 — A. La suite
exacte: 0>4, >A5 450
donne naissance & une suite exacte de cohomologie. Cette derniére montre que
H'(k, A,) s’applique sur le noyau de n: HY(k, A) - H'(k, A), c’est-a-dire
sur Hl(k, A) tout entier. Mais A4, (k) est un g-groupe fini, donc de type
arithmétique, et le cas (a) montre que H'(k, A,) est fini; il en est donc bien
de méme de H(k, A).

(¢) Fimtude de Hl(k, A) lorsque A est un groupe algébrique linéaire.

D’aprées RosENLIcHT [16], il existe un sous-groupe de CarTaN H de A4;
soit N le normalisateur de H dans 4. Le quotient N/H est fini; d’aprés (a),
Hl(k, N[H) est aussi fini; en appliquant (b) et le cor. 1.20, on en déduit que
Hi(k, N) est fini. Comme H'(k, N) - H'(k, A) est surjectif (cor. 2.14), il
en résulte bien que H'(k, A) est fini 2).

(d) Cas général.
Puisque A4 est de type (ALA), on peut trouver une suite exacte

0>A4' >4 >1"—-0,

ou A! est algébrique linéaire, et ou I (k) est un g-groupe de type arithmétique
(cf.n° 4.3). D’apres (a), H(k, I') est fini, D’autre part, pour tout zeZ'(g, 4),
le groupe tordu AL est linéaire, et d’aprés (c), H'(k, AL) est fini. La finitude
de H'(k, A) résulte alors du cor. 1.20.

Dans les corollaires ci-aprés, k£ désigne un corps vérifiant les conditions du
théoréme 6.2.

6.3. Corollaire. (i) Les k-formes d’ume variété abélienne définie sur k sont en
nombre fint (& tsomorphisme preés).

(ii) Il en est de méme des k-formes d’une algébre de dimension finie sur k.

(iii) Lorsque k est de caractéristique zéro, il en est de méme des k-formes d’un
groupe algébrique linéaire.

Précisons que, dans (i), nous prenons le terme de «variété abélienne» au
sens de «variété abélienne munie d’une structure de groupe algébrique». Si C
est une telle variété, on sait que Aut C(k) est un g-groupe de type arith-
métique (cf. n® 3.5) et I’assertion (i) résulte alors de la correspondance entre
«k-formes de O» et éléments de H'(k, Aut C), cf. n° 2. 6. De méme, ’assertion
(ii) résulte de ce que le foncteur d’automorphismes d’une k-algébre de dimen-

%) L’idée d’utiliser le corollaire 2. 14 nous a ét6 indiquée par T. SPRINGER. Notre démonstration
initiale était plus compliquée.
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sion finie est un groupe algébrique linéaire (le méme argument s’applique plus
généralement a la structure formée par un espace vectoriel muni de tenseurs de
types quelconques, cf. [19], Chap. III, n° 1.1). Enfin, (iii) résulte de ce que, en
caractéristique zéro, le foncteur d’automorphismes d’un groupe algébrique
linéaire est de type (ALA), cf. théoréme 5.12.

6.4. Corollaire. Sott G un k-groupe algébrique, et soit V un espace homo-
géne de G. Les orbites de G (k) dans V (k) sont en nombre fins.

La variété V est réunion d’un nombre fini d’orbites de la composante neutre
de @; cela permet de se ramener au cas o G est connexe. Si V (k) = o, il
n’y a rien & démontrer. Sinon, soit veV (k), et soit H le groupe de stabilité de
v. L’application canonique G/H — V est radicielle. Comme k est parfait,
cette application définit une bijection de (G/H)(k) sur V (k). Or, d’apres
la prop. 1.12, les orbites de G'(k) dans (G/H)(k) correspondent bijectivement
aux éléments du noyau de 'application canonique

o: H\(k, H) - H'\(k, G).

Il nous suffira done de prouver que a est propre (cf. n° 1.14).

Soit R le plus grand sous-groupe linéaire connexe de G, soit S = Rn H,
et soient C = G/R, B = H|S. Le groupe C est une variété abélienne (théo-
reme de CHEVALLEY), et B s’envoie injectivement dans C'. On a un diagramme
commutatif':

H(k, H) 5 H'(k, Q)
VY v B
H(k, B) > H\(k,C).

Pour tout zeZ'(g, H), le groupe tordu S, est linéaire; d’apreés le théoréme
6.2, H'(k, S,) est fini. Appliquant le cor. 1.20, on en déduit que y est propre.
D’autre part, en utilisant le «théoréme de compléte réductibilité» de WEIL
(cf. [20], p. 94), on voit qu’il existe une variété abélienne B’ de méme dimen-
sion que B, et un homomorphisme C — B’ tels que le composé B — C — B’
soit surjectif. Comme le noyau de B — B’ est fini, I'argument utilisé ci-dessus
pour prouver la propreté de y montre que le composé

H'(k, B) > H(k, C) - H (k, B
est propre. Il s’ensuit que d est propre, donc aussi doy = foa, donc aussi «, cqfd.
6.5. Corollaire. Soit G wun groupe algébrique linéaire défini sur k. Les

tores mazimaux (resp. les sous-groupes de Carran) de G définis sur k forment
Un nombre fini de classes pour la conjugaison par les éléments de G (k).
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Cela résulte du corollaire 6.4, appliqué & la «variété des tores maximaux»
(resp. & la «variété des sous-groupes de CARTAN») de G, cf. n° 4.10.

6.6. Corollaire. Supposons k de caractéristique zéro. Soit G un groupe
algébrique semi-simple défint sur k, et soit g son algébre de Lir. Les éléments
unipotents de G (k) (resp. les éléments nilpotents de g(k)) forment un nombre
fini de classes pour la conjugaison par les éléments de G (k).

Soit U (resp. N) la sous-variété de G (resp. g) formée des éléments unipotents
(resp. nilpotents). L’exponentielle définit une bijection de N (k) sur U (k);
il suffit donc de prouver la finitude de N (k)/G (k). D’apres KosTaNT (cf. [11],

cor. 3.7 et lemme 5.1), les orbites de G (k) dans N (k) sont en nombre fini
(en fait, KoSTANT se borne au cas de C, mais le cas général s’en déduit par
application du «principe de LEFscHETZ»). Il suffit donc de prouver que, si X est
une telle orbite, les éléments de X (k) = X N N (k) forment un nombre fini
de classes modulo les opérations de G(k). Cest clair si X (k) = . Sinon
soit zeX(k), et soit H — G le stabilisateur de x. On peut identifier X

(resp. X(k)) a ’ensemble des points de G/H & valeurs dans k (resp. dans k);
notre assertion résulte alors du cor. 6.4, appliqué a ’espace homogéne G/H.

6.7. Le cas réel. Les résultats des n° précédents s’appliquent bien entendu
au corps R. Certains peuvent d’ailleurs s’obtenir de fagon plus simple par des
arguments topologiques. Ainsi par exemple le corollaire 6.4 résulte du fait
(démontré par WHITNEY) que, si V est une R-variété algébrique, 1’espace
topologique ¥V (R) n’a qu’un nombre fini de composantes connexes.

Nous allons voir que, pour certains groupes, on peut aller plus loin et dé-
terminer explicitement H!:

Partons d’un groupe de Lie compact K. Soit R l'algébre des fonctions
continues sur K qui sont combinaisons linéaires de coefficients de représen-
tations matricielles (complexes) de K, et soit R, la sous-algébre de R formée
des fonctions & valeurs réelles. On a R = B, ® gC. On définit de fagon
naturelle un homomorphisme é: Ry - R, ® R,. Si l'on pose G = Spec(R,),
é définit un morphisme de G X G dans @, et ’on obtient ainsi sur G une struc-
ture de groupe algébrique sur R (cf. CHEVALLEY [5], Chap. VI, § VIII). Le
groupe G (R) des points réels de @ s’identifie & K. Le groupe G(C) s’appelle le
complexifié de K . Le groupe de GArLors g = g(C/R) opere sur G(C).

6.8. Théordme. L’application canonique H (g, K) — HY(g, G(C)) est bijective.
(Comme g opére trivialement sur K, H'(g, K) est I’ensemble des classes
dans K, modulo conjugaison, des éléments x tels que 2? = 1.)
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Le groupe g opére sur 1’algébre de LiE g(C) de G(C); les éléments invariants
forment 'algébre de Lie f de K, et les éléments anti-invariants forment un
supplémentaire p de f dans g(C). L’exponentielle définit un isomorphisme
analytique réel de p sur une sous-variété fermée P de G(C); ona zPx 1 =P
pour tout xeK; de plus (CHEVALLEY, loc. cit., p. 201) tout élément zeG(C)
s’écrit de fagon unique sous la forme z = xp, avec zeK et peP.

Ces résultats étant rappelés, montrons que H'(g, K) — H(g, G(C)) est
surjectsf. Un élément de Z(g, G'(C)) s’identifie & un élément z2¢G(C) tel que
zz = 1. Sil’on écrit z sous la forme xp, avec xeK et peP, ona zpaxpl=1
(car p = p1), d’ou p = a?-xlpx. Mais xzlpx appartient & P, et I'unicité
de la décomposition G(C) = K-P montre que 22=1 et xlpx =p. Si
P, est la partie de P formée des éléments commutant & =, on voit facilement
que P, est I’exponentielle d’un sous-espace vectoriel de p. On en conclut qu’on
peut écrire p sous la forme p = ¢%, avec geP,. On en tire z =qxq, et
comme ¢ = ¢~!, on voit que le cocycle z est cohomologue au cocycle z, qui
est a valeurs dans K.

Montrons maintenant que H'(g, K) — HY(g, G(C)) est injectif. Soient
zeK et x'eK deux éléments tels que 22 =1, 2’2 = 1, et supposons qu’ils
soient cohomologues dans G (C), autrement dit qu’il existe zeG(C) tel que
&' = z1xz. Ecrivons z sous la forme z = yp, avec yeK et peP. Ona:

' = plyleyp?l, dou z'-2'pa’ =yley-pt.

Appliquant & nouveau l'unicité de la décomposition G(C) = K-P, on en
tire ' = y~lxy, ce qui signifie que x et 2’ sont conjugués dans K, et achéve
la démonstration.

Exemples. (a) Supposons que K soit connexe, et soit 7' 'un de ses tores
maximaux. Soit 7', I’ensemble des te7' tels que 2 = 1; on sait que tout
élément zeK tel que 22 = 1 est conjugué d’un élément teT,; de plus deux
€léments de 7', sont conjugués dans K si et seulement si ils sont transformés
I'un en I’autre par un élément du groupe de Werz W de K (par rapport a 7).
Irésulte donc du théoréme 6.8 que H(R,G) (égal par définitiona H(g, G(C)))
sidentifie a I'ensemble quotient T,/ W .

(b) Prenons pour K le groupe des automorphismes d’un groupe compact
semi-simple connexe S. Soit 4 (resp. G) le groupe algébrique associé comme ci-
dessus & K (resp. & 8). On sait que A est le groupe d’automorphismes Aut G de
G. Les éléments de H'(R, A) correspondent donc aux formes réelles du groupe
G, et le théoréme 6.8 redonne la classification de ces formes au moyen de
classes d’«involutions» de S (résultat dti & ELIE CARTAN).
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§ 7. Théorémes de finitude (corps de nombres)

Dans tout ce paragraphe, k désigne un corps de nombres algébriques, c¢’est-a-

dire une extension finie du corps Q, et g désigne le groupe de GaLois g(k/k).
On note V I’ensemble des places de k; rappelons qu’une place est une classe
d’équivalence de valeurs absolues non discrétes (deux valeurs absolues étant
dites équivalentes si elles définissent la méme topologie). Si veV, on note k,
le complété de k pour la topologie définie par v; les corps k, sont des corps
localement compacts de caractéristique zéro.

Si A est un groupe localement algébrique sur k£, chacun des plongements
k — k, définit une application w,:H'(k, 4) - H'(k,, A), cf.2.2. Pour
toute partie S de V, ces applications définissent une application canonique

wg: H\(k, A) - T H'(k,, A).
veV — 8

7.1. Théoréme. St S est un ensemble fini de places de k, et st A est un
k-groupe de type (ALA), Uapplication

wg: H'(k, A)—~ [ H(k,, A)
eV — 8

est propre (cf. n° 1.14).

En particulier, on voit que les éléments de H(k, A4) qui sont «nuls locale-
ment» (c’est-a-dire dont 'image dans chacun des H(k,, A) est nulle) sont en
nombre fini; cela généralise un résultat de [3], résultat qui va d’ailleurs étre
utilisé dans la démonstration ci-dessous.

Avant de donner cette démonstration, il est bon de faire deux remarques:

(1) Si le théoréme est vrai pour A et pour un certain S, il est vrai pour 4
et pour tout autre ensemble fini S’. Cela résulte simplement de la finitude des
H(k,, A), démontrée au § 6. En particulier, on peut toujours se ramener au
casou § = go.

(ii) Pour prouver le théoréme 7.1, il suffit de prouver que le noyau de wg
est fini pour le groupe A considéré et pour tous les groupes tordus 4,, avec
xeZ'(k, A). Cela résulte des propriétés élémentaires de la torsion, cf. n° 1.10.

7.2. Démonstration du théoréme 7.1 lorsque A4 est connexe. Puisque 4
est de type (ALA), c’est un groupe linéaire connexe. Soit U la partie unipotente
du radical de A4 et soit H = 4/U. Le groupe H est réductif connexe. Comme
la cohomologie d’un groupe unipotent est triviale, les applications canoniques:

H\(k, A) - H\(k, H) et H(k,, 4) - H\(k,, H)
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gont injectives (cf. n° 1.20). On est donc ramené & prouver le théoreme pour
le groupe H. De plus, d’aprés les remarques (i) et (ii) du n° 7.1, il suffit de
montrer que, pour tout zeZ'(k, H), le noyau de

H\(k,H,) - || H'(k,, H,)

veV

est fini. Or, c’est 14 un résultat connu ([3], th. 6.8).

7.3. Lemme. Soit A wun g-groupe discret sur lequel g opére trivialement, et
soit 8 wun sous-ensemble fini de V. Le noyau de Uapplication

wg: H\(k, A) - || Hk,, A)
est alors réduit & 0. vev—§

Soit « un élément de ce noyau, et choisissons une extension galoisienne k'[k
telle que x appartienne & H(k'[k, A). Soit g’ le groupe de Garois de k'/k;
comme g’ opére trivialement sur 4, ’élément x est représenté par un cocycle &
qui est un homomorphisme de g' dans A. Soit V' ’ensemble des places de %',
et soit S’ le sous-ensemble de V' formé des places qui prolongent les places
de S. Soit weV’' — 8§', soit v la place correspondante de ¥V — S, et soit
g, le groupe de décomposition de w. Dire que x donne zéro dans H(k,, 4)
signifie que la restriction de & & g, est triviale (i. e. £ applique g|, dans 1'élément
neutre de 4). Mais l'on sait que, lorsque w parcourt V' — §', la réunion des
g, est g tout entier; de fagon plus précise, tout sous-groupe cyclique de g’
est un groupe de décomposition g/, pour une infinité de w (cela résulte du théo-
réme de densité d’ARTIN-CEBOTAREV, ou méme, plus simplement, du théo-
réme de densité de FrRoBENIUS [7]). Il s’ensuit que & est trivial, d’ol le lemme.

7.4. Démonstration du théoréme 7.1 lorsque A est discret. En vertu de la
remarque (ii) du n° 7.1, il suffit de prouver que le noyau de wg est fini. Nous
noterons ce noyau H(k, 4).

Puisque A est de type (ALA), c’est une extension d’un g-groupe I" de type
arithmétique par un g-groupe fini C'; on a A/C = I'. Comme I est de type fini
(cf. n° 3.3), il en est de méme de A ; comme g opére contintiment, on en conclut
qu’il existe un sous-groupe ouvert distingué h de g qui opére trivialement sur 4.
On notera k' le sous-corps de k correspondant & h, et S’ 'ensemble des places
de &’ prolongeant 1’une des places de 8. Si xzeH} (k, 4), l'image 2’ de « dans
H'(I', 4) appartient & HYy. (k', A): c’est immédiat. Mais, puisque h opére
trivialement sur 4, le lemme 7.3 (appliqué & %' et S’') montre que HY, (%', A)
est réduit 4 0. D’aprés 1.27, il en résulte que z appartient & H(k'[k, 4) =
H'(g/h, 4). Mais g/h est fini, donc aussi H'(g/h, I'), ef.n® 3.8; il en est de
méme des H!(g/h, C,), ol z désigne un 1-cocycle de g/h dans 4 ; d’aprés 1. 20,
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il g’ensuit que H'(g/h, A) est fini. Comme HY(k, A) est un sous-ensemble de
Hl(g/h, A4), cela démontre bien le théoréme 7.1 dans ce cas.

7.5. Pour aller plus loin, nous aurons besoin d’un résultat élémentaire sur
les «réductions mod. p». Indiquons rapidement de quoi il s’agit (pour plus de
détails, voir [9], Chap. IV):

Soit X un schéma de type fini sur le corps k&, et soit p, I’anneau des entiers de
k; le corps k est le corps des fractions de o,, ¢’est-a-dire le corps des fonctions
rationnelles de Spec (0,). Il en résulte facilement qu’on peut trouver une
«forme de X sur o,», c’est-a-dire un schéma X, de type fini sur Spec (0,) tel que
X = Xy ® o, k. Siv est un idéal maximal de o,, de corps résiduel «(v), on
peut parler du schéma X, ® ,, «(v) obtenu & partir de X, par réduction en v.
Ses points rationnels sur « (v) forment un ensemble fini (X,),(,. De méme,
si 0, désigne ’anneau des entiers du corps local k,, X, définit par changement
de base un schéma sur o, ; les points de ce schéma & valeurs dans p, seront notés
(X5)p,- En fait, on emploie trés souvent les notations incorrectes X, et
X,, pour désigner (X), et (X,),,- Cet abus d’écriture est sans danger si
Pon ne s’intéresse qu’a des questions ou n’interviennent que «presque tous les
v». En effet, on démontre sans peine que, si X, et X, sont deux formes de X
sur oy, il existe un ouvert non vide U de Spec (0,) au-dessus duquel X, et X,
sont isomorphes; si veU on peut alors identifier (X,)., €t (X¢)ew et de
méme pour les points & valeurs dans o,. C’est cette notation que nous utiliserons
dans la proposition suivante:

7.6. Proposition. Soit G un k-groupe algébrique comnexe, et soit P un
espace fibré principal pour G dont la base B est une variété algébrique de
dimension zéro. Il existe alors une partie finie 8 de V, contenant toutes les
places archimédiennes, et telle que, si veV — 8, on ait B, = B, et que
P, — B, soit surjectif. _

(L’hypothése faite sur P équivaut & dire que P ® k est réunion disjointe
d’espaces homogénes principaux sur @ ® k.)

On choisit comme ci-dessus des formes de G, P, B sur p,; on les notera
encore G, P, B (c’est ’abus d’écriture signalé plus haut). Si I’on se place sur
un ouvert U = Spec (0,) — S assez petit de Spec (p,), ces schémas sont simples
sur U (cf. GROTHENDIECK [10]), B est propre, G est un schéma en groupes &
fibres connexes, et P est un espace fibré principal de base B et de groupe G
(cela signifie ici que le morphisme évident de P X ;@ dans P X ;P estuniso-
morphisme). Soit veU; comme B est simple et propre sur U, on a B, =
B, = B, . De méme, la simplicité de P entraine que P, — P, soif
surjectif (pour ces propriétés de la simplicité — qui ne sont au fond qu’unff
forme du «lemme de HENSEL» — voir GROTHENDIECK [10]). D’autre part, sl
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zeB,,, la fibre de x dans P est un espace homogene principal sur le groupe
G ® o (v) déduit de G par réduction en v; comme G® ,.«(v) est connexe, cet
espace a un point a valeurs dans «(v)(cf. Lang [12]). Il s’ensuit que
P.» — B est surjectif, d’ol le résultat cherché.

7.7. Corollaire. L’application P, — B, est surjective pour tout veV —S.
C’est évident.

Remarque. Lorsque, dans la proposition 7.6, on ne suppose plus que B
soit de dimension zéro, il est encore vrai que P, — B, est surjectif pour
presque tout v.

7.8. Revenons maintenant & la démonstration du théoréeme 7.1. Soit G
la composante neutre du groupe 4, et soit L = A/G; nous identifierons (par
abus de langage) L au g-groupe L (k).

7.9. Lemme. Il existe un sous-ensemble fint S de V tel que 'application
H(k,, A) — H°(k,, L) soit surjective pour tout veV — S.

Comme A est de type (ALA), le groupe L est extension d’'un g-groupe I' de
type arithmétique par un g-groupe fini C. Comme on I’a déja remarqué, il
existe un sous-groupe ouvert distingué h de g qui opeére trivialement sur L.
Posons g’ = g/h, et soit h’ un sous-groupe de g'. On a la suite exacte:

0—>HGMW,C)—>H'(W,L)—>Ht, TI')->H'(, (),

ou H°(h',C) et H'(h',C) sont finis. Comme d’autre part H°(h', I') est un
groupe de type fini (cf. 3.3 et 3.6) on en déduit facilement que H°(h’, L) est
aussi de type fini. Puisque les h’ sont en nombre fini, on en conclut qu’il existe
un sous-ensemble finti B de L tel que B N H°(h',L) engendre HO(h', L)
pour tout h’; on peut en outre s’arranger pour que B soit stable par g, ce qui
permet de l'identifier & une k-sous-variété de dimension zéro de L = A4/G.
Soit P I'image réciproque de cette sous-variété dans 4 ; c’est un espace fibré
principal pour G de base B. Appliquant 7.7, on voit qu’il existe une partie
finie S de V telle que H°(k,, P) — H°(k,, B) soit surjectif pour tout veV — S.
Cette propriété entraine que HO(k,, A) — HO(k,, L)

est surjectif pour tout veV — S. En effet, 'image I, de cet homomorphisme
contient 'image de H°(k,, P), qui est égale & H(k,, B). Or,si g, désigne I'un
des groupes de décomposition associés a v dans g’, on peut identifier H(k,, L)
& Ho(g' L) et H°(k,, B) & H°(g, B), clest-a-dire & B n H'(g), L).
Il en résulte (vu la définition de B) que HO°(k,, B) engendre H°(k,, L).

Comme 1 » contient H°(k,, B), on a donc bien I, = H°(k,, L), ce qui achéve
la démonstration du lemme.

11 CMH vol. 39
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7.10. Fin de la démonstration du théoréme 7.1. On conserve les notations
ci-dessus. On suppose en outre que S = @, ce qui est licite vu la remarque
(i). On a un diagramme commutatif

H(k,G@ > H\(k,A) 5 H(k, L)
Jo’ Jw Jo

T H (k,, G) S T H*(k,, A) > | H*(k,, L) .
veV

veEV veV
On va d’abord prouver que l’application

(B, w): H\(k, A) - H'(k, L) x || H'(k,, 4)

est propre. vev
Pour cela, soit xzeZ'(k, A), soit & l'image de = dans H'(k, A) et soit X
Iensemble des éléments de H'(k, A) dont I'image par (£, ) est la méme que
celle de &; on doit prouver que X est fini. Quitte & remplacer 4 par 4,, on
peut supposer que z = 0. Il en résulte que X est contenu dans I'image

de «:H'(k, @) - HY(k, A). Soit Y = a1(X), et soit
Y =o' (Y) ¢ || H\(k,, ).
veV

Comme wox = @ow’, les éléments de Y’ appartiennent au noyau de g.
Mais, d’aprés 7.9, il existe un sous-ensemble fini S de V tel que
H°(k,, A) — H°(k,, L) soit surjectif pour veV —8; vu 1.17, ceci entraine
que le noyau de H'(k,, Q) — H'(k,, A) est réduit & O (pour veV — §). Onen
conclut que 'image Y’ de Y dans || H(k,, G) est réduite & 0, ce qui
vV ~ 8

montre (cf. 7.2) que Y est fini; comme X = «(Y), il en est de méme de X,
ce qui démontre notre assertion.

Notons maintenant que, d’aprés 7.4, l'application w'’ est propre. Il en
est donc de méme de I'application ('’ X 1)o(8, ) qui applique H(k, A)
dans || H'(k,, L) X || H'(k,, A). Comme cette application se factorise par

veV veV
Papplication w, on en conclut que w est propre, cqfd.

!

7.11. Corollaire. Soit G wune variété abélienne (resp. un groupe algébrique
linéaire, resp. une algébre de dimension finie) sur k, et soit S un ensemble fini
de places de k. Les k-formes de G qui sont k,-isomorphes a G pour tout v non
dans S sont en nombre fini (@ isomorphisme prés).

Cela résulte de ce que, dans chaque cas, Aut (@) est un groupe de type (ALA):

7.12. Corollaire. Soit G un k-groupe algébrique, soit V un espace homogéne de
G, soit zeV(k) et soit S un ensemble fini de places de k. Soit X la partie de
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V (k) formée des éléments x' tels que pour tout veV — 8, il existe ¢,eG(k,)
qui transforme x en x'. Supposons enfin que le groupe de stabilité H de =z
soit un groupe linéaire. Les orbites de G(k) dans X sont alors en nombre fini.

Soit Y le quotient de X par G(k); d’aprés 1.12, Y s’identifie & un sous-
ensemble de H'(k, H). De plus, la définition méme de X montre que I'image
de Y dans chacun des H(k,, H),veV — 8, est réduite & 0. Comme H
est linéaire, le théoreme 7.1 s’applique, et montre que Y est fini, cqfd.

Remarques. (1) Si G est un groupe algébrique linéaire, le corollaire ci-dessus
s’applique & la variété des tores maximaux (resp. des sous-groupes de CARTAN,
resp. etc.) de G. Nous laissons au lecteur le soin d’expliciter le résultat obtenu.

(2) Les hypotheses et notations étant celles de 7.12, soit ' un point de X.
Par hypothese, pour tout veV — 8, il existe g, € G, qui transforme x en z'.
On peut s’arranger pour que g, appartienne ¢ G, pour presque tout v. En
effet, soit P la sous-variété algébrique de G dont les points sont les éléments
g transformant x en x'; c’est un espace homogeéne principal sur H. Si H° dési-
gne la composante neutre de H, P peut aussi étre considérée comme espace
principal de groupe H et de base finie B = P/H°. D’aprés 7.6, 'application
P, — B, est surjective pour presque tout v; d’autre part, I’existence d’un
9, € P,, montre que B, est non vide. Il s’ensuit que P, est non vide pour
presque tout v, ce qui démontre notre assertion.

Ceci permet de traduire 7.12 en termes adéliques, comme dans [3].
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