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(îber den Begriff der uniformen Struktur
und die Konvergenz in BooLEschen Algebren

von Hbinrich Matzinger, Zurich

Einleitung

Die von Fischer (Math. Annalen Bd. 137 (1959) definierten «Iimesrâume»
verallgemeinern den Konvergenzbegrifï topologischer Râume. Jedem Punkt
wird die Menge von Filtern zugeordnet, die gegen diesen Punkt konvergieren.
Viele Sàtze aus der Théorie der topologischen Râume lassen sich auf Limes-
râume verallgemeinern.

Jedem uniformen Raum ist ein Konvergenzbegrifï (eines topologischen
Raumes) zugeordnet. Umgekehrt lassen sich nur gewisse spezielle topologische
Râume uniformisieren.

Es stellt sich die Frage, ob es Verallgemeinerungen der uniformen Râume
gibt, deren zugeordneter Konvergenzbegrifï derjenige eines Limesraumes ist.
Dièse Frage wird béantwortet durch die Définition der «Quasiuniformen Struk-
turen» (Kapitel I). Es werden einige Sâtze iiber quasiuniforme Strukturen
bewiesen, insbesondere wird gezeigt, daB jeder quasiuniforme Raum vervoll-
stândigt werden kann, das heiBt, dicht in einen umfassenden Raum eingebettet
werden kann, in welchem aile Cauchyfilter konvergieren.

In BooLEschen Algebren kann in bekannter Weise ein Konvergenzbegrifï
eingefûhrt werden. In Kapitel II wird gezeigt, daB dieser Konvergenzbegrifï
quasiuniformisierbar ist. Im Falle einer atomaren BooLEschen Algebra ist dièse

Struktur sogar eine uniforme Struktur (Kapitel III). Im Spezialfall einer Potenz-

menge induziert dièse uniforme Struktur die bekannte «Mengenkonvergenz».
Zwischen (nicht notwendigerweise separierter) Metrik und uniformer Struktur

besteht bekanntlich der folgende Zusammenhang : Jede Metrik induziert
eine uniforme Struktur mit abzâhlbarer Basis. Umgekehrt existiert zu jeder
uniformen Struktur mit abzâhlbarer Basis eine Metrik, welche die gegebene
Struktur induziert. Analoge Sâtze gelten, wenn der BegrifE der «Metrik» zum
Begriff des «Durchmessers» verallgemeinert wird (Kapitel IV). Jeder Durch-
messer induziert eine quasiuniforme Struktur mit abzâhlbarer Basis, und zu
jeder quasiuniformen Struktur mit abzâhlbarer Basis existiert ein Durchmesser,
der dièse induziert.

Der Begriff des «Durchmessers» (mit reellen Werten), lâBt sich verallgemeinern

zum Begriff des «Pseudodurchmessers» (mit Werten in einer Halbordnung)
(Kapitel V). Jeder solche Pseudodurchmesser definiert in natûrlicher Weise
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eine quasiuniforme Struktur. Zu jeder quasiuniformen '3r1-Struktur lâBt sich
ein Pseudodurchmesser angeben, der dièse Struktur induziert. Im Spezialfall
topologischer Râume fuhrt die analoge Verallgemeinerung des Wertebereichs
der «Metrik» zur «Pseudometrik». Jeder uniforme Raum ist pseudometrisier-
bar und jeder Pseudometrik induziert eine uniforme Struktur.

I. Quasiuniforme Strukturen

Das Ziel, Strukturen zu definieren, die den uniformen Strukturen verwandt
sind, deren zugeordnete Konvergenzstruktur aber nur diejenige eines «Limes-
raumes» ist, kann nicht dadurch erreicht werden, daB die Axiome der Nach-
barschaften uniformer Strukturen abgeschwâcht werden. Die notwendiger-
weise durch ^ ~ • ~ ~1X«g -> x <=> g a x Cauchynlter»

definierte Konvergenzstruktur ist bei jeder Abschwàchung der Axiome der
Nachbarschaften von der Struktur eines Limesraumes verschieden.

Es muB auf die Définition verzichtet werden, daB eine Menge genau dann
klein von einer gewissen Ordnung F sein soll, wenn aile ihre Punkte nahe von
der Ordnung F sind. Als Grundbegriff wird die GrôBenordnung von Mengen
eingefuhrt. (A klein von der Ordnung... Es làBt sich dann zwar immer noch
definieren, wann zwei Punkte x und y nahe von der Ordnung F heiBen sollen
(genau dann, wenn die Menge {x, y} klein von der Ordnung F ist), aber aus
der GrôBenordnung der zweipunktigen Mengen, làBt sich nicht die
GrôBenordnung beliebiger Mengen bestimmen.

Das (unten formulierte) Axiom U\ ist eine Verallgemeinerung der Dreiecks-
ungleichung. Intuitiv wird man folgendermaBen darauf gefiihrt :

Die Axiome der Metrik haben formale Âhnlichkeit mit den Axiomen einer
Âquivalenzrelation. Besonders deutlich wird die Analogie, wenn anstatt
d(x, y) < a geschrieben wird xay :

x a x fur aile a > 0

xay => yax
xay y y a z => x 2a z

Die sich aufdràngende Vermutung, daB «im Limes a -> o dadurch eine
Âquivalenzrelation definiert» sei, heiBt exakt formuliert, daB die Cauchyfilter
sich in gewisser Weise in Âquivalenzklassen einteilen lassen. Das Axiom Ul
ist die dazu benôtigte Transitivitâtsbeziehung. Auch in metrischen Ràumen
wird in vielen Beweisen, in denen die Dreiecksungleichung benutzt wird, im
Grunde nur die dadurch bestehende Transitivitât der Cauchyfilter gebraucht.
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1.1. Définition der quasiuniformen Strnktur

Sei E eine Menge, ^J (E) ihre Potenzmenge, 77 eine Familie von Systemen von
Teilmengen von E. Die Elemente von II sollen mit kleinen griechischen Buch-
staben bezeichnet werden: 77 {oc, /?, ...}. II erfulle die folgenden Axiome:

Uxi Aile hôchstens einpunktigen Mengen liegen in jedem Elément von II.
U2: 77 «gerichtet» im Sinne der Inklusion in ty(E), das heiBt zu oc, fi e77

existiert y c 77 mit ycanjS; und aus 4d5 und A € <% folgt B €oc.
U°3: Seien g,©, S Filter auf E. Falls fur jedes ocell ein X^a© und

ein Y«-©a<?) existiert mit Xeoc, Yeoc, so existiert zu jedem ocell ein
Z e g a § mit Z € oc.

Aus U1 und f72 folgt, dafi 77 eine Filterbasis auf *P (E) ist. Der von 77 erzeugte
Filter heiBe#.

Définition. Falls ein Filter 0 auf S$(E) eine Basis 77 besitzt, die Uv U2, U\
erfullt, sagt man, 0 erzeuge eine quasiuniforme Struktur u auf E.

Die Gesamtheit aller quasiuniformen Strukturen auf E heifie ^EZJ,. Anstatt
A c oc (oc c 0) sagt man auch : A ist klein von der Ordnung oc. Falls ein Filter
eine Menge A € oc enthâlt, sagt man : g ist fein von der Ordnung oc.

Âquivalent zum Axiom Ul ist das Axiom
C^': Seien g, © Filter auf .B. Sup(g, ©) existiere. Falls fur jedes oc c77 ein

X € oc und ein Y e oc existiert, mit X e 5 und Y e ©, so existiert zu jedem
oc € 77 ein Z € 5 a © mit Z € a.

Beweis. Sei ?7!J vorausgesetzt. 5, © sollen die Voraussetzungen von U%

erfûllen, dann erfûllen g, sup(g, ffi), © die Voraussetzungen von ZJ\. Also
enthàlt g a © zu jedem oc e II eine Menge Zeoc. Gelte umgekehrt TJ%. g, ©, §
sollen die Voraussetzungen von £7!J erfûllen. Dann erfûllen (8rA ©) und (© a<?>)

die Voraussetzungen von £7°'. Es existiert also in (3fA ©) a (© a §) g a © a §
eine Menge Z e oc. Dann gehôrt Z auch zu g a ©.

77 sei wieder eine Familie von Mengensystemen, die aber die folgenden
Axiome erfulle :

Ul9 U2 und
U\\ Zu jedem oc ell existiert ein fi (oc) e77, so daB aus A ^ B ^ 0

B r,C # 0 und A^ B€p, B^C efi folgt, daB A ^ C e oc.

Wie oben ist 77 eine Filterbasis auf ^5 (E) und erzeugt einen Filter 0. Jeder
solcher Filter definiert auf E eine (spezielle) quasiuniforme Struktur. Die
Gesamtheit dieser Strukturen heiBe etZ1.

Âquivalent zum Axiom JJ\ ist das folgende Axiom :

V\r: Zu jedem ocell existiert ein fi (oc) ell, so daB aus F o G ^ 0 und

Fep, O€p folgt, daB F^Gcoc.

3 CMH vol. 38
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Zum Beweise von U\! aus U\ wàhle man einen Punkt a; in F ^ G. Dann
erfullen die Mengen F,{x},0 die Voraussetzungen von U\. Es gilt also

F ^Geoc.
Sei umgekehrt U\ erfullt. Man setzt F A ^ B und G B^C. Dann

folgt sofort, da6 F^G==A^B^Ce(x. Also ist auch A ^ C eoc. Man
zeigt leicht, daB auch folgende Bedingung âquivalent zum Axiom U\ ist :

Ul": Zu jedem oc cil existiert ein (3n(oc) ell, so da8 aus AQ ^ A{ =£ 0
n

(i 1, n) und Ao ^ A{ e f}n(i), folgt, daB U Aj e oc.

Eine dritte Art von Strukturen auf E wird definiert durch Filter 0 auf S$(E),
die eine Basis II besitzen, welche folgende Axiome erfullt :

Ul9 U2 und
Ul: Zu jedem oc cil existiert ein /S(a) ell, so daB aus Ao n Aj ^ 0 (j cl;

I beliebige Indexmenge) und Ao^ Ai c /$ (fur aile j) folgt, daB U Ai e oc.

Die Gesamtheit dieser Strukturen heiBe ^72 • /er
Eine letzte Art von Strukturen auf E wird erzeugt durch Pilter 0, welche

eine Basis II besitzen, die folgende Axiome erfullt :

Ul9 U2, Ul und
C74: A ist genau dann klein von der Ordnung oc, wenn fur jedes Punkte-

paar x,y aus A gilt: {z,y}€oc.
Die Gesamtheit dieser Stukturen heiBe ^CZ.

Man sieht sofort, daB ^ 3 ^ 3 ^2 => ^27.

Die Axiome fur die ^-Strukturen bilden kein minimales Axiomensystem.
Zum Beispiel lâBt sich Ul beweisen aus Ul9 U2, U\, UA.

Jede ^7-Struktur ist eine uniforme Struktur und umgekehrt. Zum Beweise
ordne man jedem oc cil ein V^c E X E zu: Fa {{x, y} eoc}. Man zeigt
dann sofort, daB die Fa eine Basis von Nachbarschaften einer uniformen
Struktur sind.

Umgekehrt geht man aus von einer symmetrischen Basis der uniformen
Struktur und definiert: A sei klein von der Ordnung ocv, genau dann, wenn
A X A c F. Die Axiome Ul9 U2, U\, U4 folgen dann sofort.

1.2. Feinheit quasiuniformer Strukturen

Definiton. % heiBt feiner als u2 (% » u%), wenn ni»n2y m. a. W. wenn 0X » 02.
Die feinste ^-Struktur, die diskrete ^-Struktur, wird bestimmt durch

den Filter 0 {5t : 0 {x} e % fur aile x e E}. Die grôbste ^-Struktur
wird bestimmt durch 0

Supremum. Seien u{ die durch gegëbene 0{ definierten ^-Strukturen. Dann
existiert sup u{ u und wird durch 0 sup 0t bestimmt. Zum Beweise
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genûgt es, zu zeigen, daB sup 04 eine 'SVStruktur definiert : Die Axiome Ux

und U2 sind trivialerweise erfullt. Es ist noch U% zu beweisen:
Jedes oc e 0 lâBt sich darstellen als oc ot4 <^ oc{ ^ a4 mit a4. € 04..

Zu oc €0 existiere ein X e 5 a © und ein Y € © a § mit X, y € a. Dann
ist auch X, y ca^.. Fur jedes 0im sind die Voraussetzungen von Axiom Ul
erfullt. Es existiert demnach zu jedem <x4. ein Z4. c oc4. mit Zf. c 5 A § • Sei

w

Z f) Z{.. Dann ist Z ca und Z e 5 A § •

Infimum. Seien uf die durch gegebene $f definierten 'ZZ'o-Strukturen. Dann
existiert inf ^. immer: u inf ^t. sup {u: u « ^J. Dagegen ist der inf ^
erzeugende Pilter im allgemeinen nicht identisch mit inf 0{. Inf 0t erzeugt
im allgemeinen keine ^

Oegenbeispiél. Seien zwei Partitionen von E gegeben: Ax ^ B1 E und
A2^ B2 E. Es gelte: A4, B4 ^ 0 und AtiD A%. Jede solche Partition
erzeugt eine r5T0-Struktur: ni {X:XdAi oder Xc5J. Die Axiome Ux

und U2 sind trivialerweise erfullt. Zum Beweis von C/JJ: Sei JÇ a © beliebig
fein, dann existieren F und ^ mit JP ^ ffx € g a © und F ^ Ot c A (oder c 5).
Sei © a § beliebig fein, dann existieren O2 und 17 mit O2 ^ H e © a § und
O2^ H czA (oder c 5). Da O1^O2^0 so liegen entweder und 6?2 in J[
oder 6?! und #2 in JS. Deshalb gilt F ^ H czA (oder c B), d.h. 5 A Ô ^ ^e"

liebig fein. Anderseits erfullt y) inf (0l9 02) der von {I:Ici, oder c JBJ

erzeugte Filter Ul nicht : Man betrachte die von Ax, Ax ^ J52, 52 erzeugten
Filter. Das inf der ersten beiden ist der von Ax erzeugte Filter und deshalb

beliebig ^-fein. Das inf der beiden letzten ist der von B2 erzeugte Filter, also
beliebig ^j-fein. Das inf des ersten und des dritten ist {E}, also nicht beliebig yj-fein.

Kriterium. %,w2 seinen erzeugt durch 0X,02. u inf(v^, u2). u wird
genau dann von inf^,^) erzeugt, wenn aus

3f a © bel. fein(%) und \ ri, _ <» * * * - \" ÛVW. r1 } folgt: g a § bel. fem(u)© A§bel. fem(w) | & u v

Beweis. Notwendig. Wâre 5 a © bel. %-fein, © a § bel. -&2-fein, aber 5 A

nicht bel. ^-fein, dann wâre g a © bel. w-fein, © a § bel. w-fein, aber Qf A

nicht bel. w-fein, was C7^ widerspricht.

Hinreichend. Sei 5 a © beliebig w-fein, dann ist 3 a © beliebig
oder beliebig w2-fein. (Da sonst <x4 e 0{ existieren wtirden, so daB $ a ©
keine Mengen in oc{ enthâlt. Dann enthâlt $ a © auch keine Mengen in
«! v-» «2, das heiBt g a © ist nicht beliebig w-fein.) Sei z.B. g a © beliebig

Dann ist
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Fall 1 : (5 a § beliebig %-fein, das heiBt $ a § beliebig t^-fein, das heiBt
5a§ beliebig w-fein; oder

Fall 2: (5 a § beliebig w2-fein, das heiBt 5AS beliebig w-fein (Krit.).

1.3. Urbild einer quasiuniîorineii Struktur

Sei /: X-> Y eine Abbildung von X in Y. Die induzierte Abbildung der
Potenzmengen heiBe ebenfalls /. &œ und (£„ seien die Système aller hôchstens
einelementigen Mengen von X bzw. von Y".

Auf Y sei durch 0 eine quasiuniforme Struktur gegeben. Zu «e$ wird
gebildet #* c ty(X) {A: f(A) €<x}. Die Menge aller solchen #* bildet auf
P(X) eine Filterbasis, die eine quasiuniforme Struktur, das Urbild der gege-
benen Struktur, erzeugt.

Beweis. 1.

2. ocx /(%), #2 /(a2)> dann ist
3. Eine Menge ici ist genau dann klein von der Ordnung oc*, wenn f(A)

klein von der Ordnung oc ist. Ein Filter ist also genau dann beliebig fein, wenn
sein Bild die Basis eines beliebig feinen Filters ist.

Spurbildung. Sei auf E eine quasiuniforme Struktur gegeben. A sei eine Teil-
menge von E. Dann wird auf A eine quasiuniforme Struktur induziert, die
Spur von u auf A (uA) • uA ist das inverse Bild von u unter der Einbettung Je

von A in E.

1.4. Separierte quasiuniforme Strukturen

Définition. Eine quasiuniforme Struktur heiBt separiert, wenn nur die hôchstens

einpunktigen Mengen klein von jeder Ordnung sind.
Âquivalent ist die Formulierung : f| oc Î0 {{#}} \. Ebenfalls âquivalent

«6* 1 X€EJ

ist die Forderung: Zu jeder mehrpunktigen Menge AczE existiert ein oce&,
so daB A nicht klein von der Ordnung oc ist.

Die folgenden einfachen Sâtze sind leicht zu beweisen :

1. Jede quasiuniforme Struktur, die feiner ist als eine separierte
quasiuniforme Struktur, ist separiert.

2. Das sup einer Familie von separierten quasiuniformen Strukturen ist
separiert.

3. % und u2 seien separierte quasiuniforme Strukturen. Falls inf(%,w2)
von inf(0t, 02) erzeugt wird, so ist inf(%, u2) separiert. (Zu A, mehrpunktig
existieren oc€ c 0O so daB A t oc^ Dann gilt A t ocx ^ oc2 c 0.)
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4. Gegeben eine Abbildung f:X-+ Y. Auf y sei eine quasiuniforme
Struktur u gegeben. In diesem Fall ist / genau dann eineindeutig, wenn aus u
separiert folgt, daB f~^(u) separiert.

5. Die Spur einer separierten quasiuniformen Struktur u (auf E) auf einer
Teilmenge A <zE,(uA), ist separiert.

Seioc€&. Sei ô(oc) iX: ExA0,Ay; io,iye«; Aor, Ay =£0; X c U AÀ
l Ai~AQ,Ay j

u sei nicht notwendigerweise separiert.
Dann wird eine Âquivalenzrelation definiert durch :

x ~ y : <=> {x, y} € oc (fur aile oc c 0)

x r^x, und x ~y<==>y ~ x sind trivial. Ferner folgt aus x ~y und y ~z,
daB {x,y}, {y,z}€ot (fur aile oce0). Die von {x, y} und {y, z} erzeugten
Filter sind also beliebig fein. Dann folgt, daB auch der von {x, z} erzeugte
Filter beliebig fein ist. Man sieht leicht, daB dies nur moglich ist, wenn {x, y)
in allen oc liegt. Also ist x <**>%.

Dièse Âquivalenzrelation R induziert in S$(E) eine Âquivalenzrelation:
A ~ B : <=> zu a € A existiert b e B9 so daB a ~b (und umgekehrt).

Sei a (oc) {X: X cz8(A); A eoc}, wobei S (A) die in bezug auf R saturierte
Menge darstellt.

Dieselben saturierten Système erhâlt man durch Projektion: p: E-+EJR,
p: S$(E)-> ty(E/R) und anschlieBende Bildung des Inversen.

Sei u c <5T2. Dann sieht man leicht, daB die ô (oc) eine Basis von 0 bilden.
Da a (oc) czô(oc), bilden auch die a (oc) eine Basis von 0.

Auf EjR wird dadurch in natiirlicher Weise eine separierte *5ra-Struktur
definiert : die zu u assoziierte separierte 'ZTg-Struktur. Es wurde dadurch eine
Ùbersicht ûber aile ^72-Strukturen gewonnen: Zu einer gegebenen Menge E,
zu einer gegebenen Âquivalenzrelation R auf E und zu gegebener separierten
'5r2-Struktur u auf E\R existiert genau eine 'SVStruktur auf E, deren
assoziierte separierte Struktur u ist : Das inverse Bild von u unter der Projektion
p:E->E/R.

1.5. Cauehyfilter

Définition: Ein Filter g heiBt Cauchyfilter, wenn zu jedem oc€0 ein
F c g existiert, mit F € oc.

Anschaulich : Ein Filter heiBe Cauchyfilter, wenn er beliebig kleine Mengen
enthâlt.

Man sieht leicht, daB folgende Sâtze gelten:
1. v^ » u2. Sei Ç ein w2-Cauchyfilter, dann ist er auch ein i^-Cauchyfilter.
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2. Sei g » ©. Sei ferner © ein Cauchyfilter. Dann ist auch g ein Cauchyfilter.
3. Aile x sind Cauchyfilter.
4. Falls A beliebig klein, so ist A ein Cauchyfilter.

Âquivaiente Cauchyfilter. In der Menge der Cauchyfilter wird eine Âqui-
valenzrelation definiert durch :

g ~ © : <=> Falls inf (g, ©) ein Cauchyfilter ist.
Zum Beweise bemerke man, daB

2. gA© ©Ag
3. g a®, ©a§ (7^=>2fA§ CF (nach Axiom Ul).
Seien endlich viele Filter gf àquivalent, dann ist auch ihr infimum, A g* > ein

Filter derselben Àquivalenzklasse. Zusammen mit Satz 2 (siehe oben) folgt
also:

Die Àquivalenzklassen von Cauchyfiltern sind A-Idéale in der Familie aller
Filter auf .E.

1.6. Konvergenz

Gegeben sei auf der Menge E eine quasiuniforme Struktur u. Auf E wird
dadurch ein Konvergenzbegriff fur Filter induziert :

Définition: g konvergiert nach x^-^x), genau dann, wenn inf(g, x)
ein Cauchyfilter ist.

Dieser Konvergenzbegriff definiert auf E einen Limesraum, da
1. x-> x
2. Sei gf » ©. Sei © -> x. Dann ist ©a i « g a i. Da ©Ai ein Cauchyfilter

ist, ist auch 3f A x ein Cauchyfilter, also konvergiert gf nach x.
3. Seien 5~> x und ©-> a;. Dann folgt aus Ç a âr Cauchyfilter (CF), und

©Ai CF, daB g a © ein CF ist. Die Filter g, ©, i sind àquivalent, also

ist (g a ©) a x ein CF, das heiBt (g a ©) -> #.
Falls aile Cauchyfilter konvergieren, heiBt der quasiuniforme Baum voll-

stândig.
Falls ein Cauchyfilter (nicht) konvergiert, konvergieren auch aile âquiva-

lenten Cauchyfilter (nicht).
Falls die quasiuniforme Struktur u auf E separiert ist, so ist auch der

zugehôrige Limesraum separiert.

Beweis: x # y, dann ist x a y kein Cauchyfilter. Wurde ein Filter g exi-
stieren, der nach x und nach y konvergiert, so wàren Qf A x und g A y CF.
Dann wâre i~y, das heiBt xay ein CF.
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1.7. Yervollstândigung

Satz. Sei (E, u) ein quasiuniformer Raum. Dann existiert ein vollstândiger
quasiuniformer Raum (E',uf) mit folgenden Eigenschaften: (Ef,u') besitzt
einen zu (E, u) isomorphen Unterraum (E*, w*), welcher dicht liegt in (Er, u').

Beweis. E1 sei die Menge aller CF aufE. k sei die eineindeutige Abbildung von
E in E', die dem Punkt x e E den CF x zuordnet. E* sei das Bild von E unter k.

In E! wird eine quasiuniforme Struktur definiert :

Définition. A' c E' heiBt klein von der Ordnung oc', genau dann, wenn ein
F cE existiert, so daB F e oc und F e inf g.

Es ist zu zeigen, daB die Axiome der quasiuniformen Struktur erfullt sind:
1. A1 sei einpunktig, das heiBt, A1 enthâlt genau einen Cauchyfilter ©.

Dann ist inf 5 ©• ©enthâlt beliebig kleine Mengen, also ist A1 klein von

jeder Ordnung.
2. Es soll gezeigt werden, daB (oc ^ p)' oc' ^ p' ist. M' sei klein von der

Ordnung (oc r\ (})'. Dann existiert ein F € © inf g, so daB F eoc ^ p.

Dann gilt auch F e oc und F € p. F' ist also klein von der Ordnung oc' ^ {}'.
Sei anderseits M' klein von der Ordnung (oc r\ {})', dann existieren Mengen
A und J5 (in £) mit A und JS c © inf g und A toc, Beoc. F A r, B

liegt dann auch in ©, ferner gilt F €oc, F € /?, das heiBt, Feoc^p. M' ist
also klein von der Ordnung (oc ^ /S)'. Damit ist gezeigt, daB (oc r> /?)'

oc' ^ pr, Daraus folgt, daB die {oc'} eine Filterbasis auf S$ (E) bilden.

Sei A' z> B'. Sei ferner ^L' e^x'. Das heiBt, es existiert eine Menge Meoc
mit M € infg. Da aber inf g » inf 3f, so liegt M auch in inf gf. Also ist
B' eoc'. ®€A' %€B' %€A' Ç€B'

3. Zum Beweise des 3. Axioms werde zunàchst ein Hilfssatz bewiesen:

Hilfssatz. Ein Filter g' auf E' enthâlt genau dann eine Menge, die klein ist
von der Ordnung oc1, wenn der Filter § V A 5 eine Menge enthâlt,
die klein ist von der Ordnung oc. F'€%' %€F'

Beweis des Hilfssatzes.
a) g' enthalte eine Menge Fof c oc'. Dann enthâlt A 3f eine Menge A, die

klein ist von der Ordnung <x. Da V A 3 » A 5, liegt A auch in V A 8,

das heiBt, dieser Filter enthâlt eine Menge A, die klein ist von der Ordnung oc.

b) § V A enthalte eine Menge H, die klein ist von der Ordnung oc.
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Als Abkûrzung sei ©^ A 2f. Es existieren endlich viele F/ e g', so da6
ffeF"

H O1 rs ^ On, wobei 6?t- € ©j,.,. H liegt also in V ©*».'. Da # € ©F.,
(fur aile i), so gilt H e A ©^.

Sei nun Fol F^ r, ^ jy. Dann gilt fur aile % * Fo' : (SF., « g.
Also ist auch A ©j».' « A 3

Da der Filter links H enthâlt, muB auch der Filter rechts H enthalten; dies

bedeutet, daB FQf die gesuchte Menge in g' ist, welche klein ist von der Ord-

nung od.

Bemerhing. Insbesondere folgt aus dem HiLfssatz, daB g' genau dann ein
Cauchyfilter ist, wenn § V AS ein Cauchyfilter ist.

Das 3. Axiom kann jetzt leicht bewiesen werden:
Seien Qf' a ©' und ©' a <r>; Cauchyfilter. Dann sind auch V A 5 V

A g und V A 5 V A 5 Cauchyfilter. Es folgt, daB

V A 5 ein Cauchyfilter ist; dann ist um so mehr V A 5

Cauchyfilter. Ç; a §; enthâlt also beliebig kleine Mengen, womit Ul (in E')
nachgewiesen ist.

Es soll jetzt gezeigt werden, daB die quasiuniformen Strukturen von E und
von E* (Spur von E') isomorph sind. Jeder Menge A czE entspricht die
Menge A' {x : x € A}, Da À A i, so gilt offenbar: A1 ist klein von

der Ordnung a1, genau dann, wenn À eine Menge von der Ordnung oc enthâlt,
also genau dann, wenn A klein ist von der Ordnung oc.

Die Vollstândigkeit von E' wird wie folgt gezeigt :

Sei %' ein beliebiger Cauchyfilter auf E', das heiBt § V A 5 ist ein
F'€%' ffeF"

CF auf JE. Es wird gezeigt, daB 3f; konvergiert, und zwar gegen § : g' -> £>.

Dazu ist notwendig und hinreichend, daB 3' A è e^n Cauchyfilter ist. Es

genugt also, zu zeigen, daB V A 5 e^n Cauchyfilter ist. Wie man leicht
F€%'A$> gf€P

sieht, ist dazu nur zu beweisen, daB V A 5 ©in Cauchyfilter ist. Da A 3f « S,
F€%' %€F'v{&) 8f€*"

so gilt: A 5 A 8r, also ist V A5 =§ein CJ^.
%€F'v{&} %€F' F€%' 8reP'w{ô}

Es muB jetzt nur noch gezeigt werden, daB 2?* dicht liegt in Er. Dazu nimmt
man einen beliebigen Punkt § e JE7 und zeigt, daB auf E ein Filter existiert,
dessen Bild unter der Einbettung k: JB -> E1 nach § konvergiert. Der gesuchte
Filter ist § als Filter auf E betrachtet. Jc($) als Filterbasis auf Er konvergiert
nâmlich gegen §: es ist § V A i, woraus die Behauptung wie oben folgt.

F€& X€F
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IL BooLEsche Algebren

n.l. Eine quasiuniîorme Struktur
Gegeben sei eine BooLEsche Algebra E, mit den Elementen a, 6,

o sei das kleinste, e das grôBte Elément.

Satz. Die Mengensysteme
<xa a {X: Ex s mit s ^ x (fur aile xeX), und

Ex i mit i ^ x (fur aile x e X),
so da8 s — i |^ ak (k 1, n)}1)

fur aile natùrlichen n bilden eine Filterbasis in ty(E), welche eine quasi-
uniforme Struktur u definiert.

Beweis. 1. Jedes aa enthàlt aile einpunktigen Mengen: {x}. Dabei ist
s i x.

2. Die ota bilden eine Filterbasis, da oca a r\ och h — <*a a ,b t b •

3. Seien fÇ a (5, ©a§ Filter, die beliebig kleine Mengen enthalten, das

heiflt, zu beliebigen ax, an existieren F und Gl9 so da8 F ^ O1€oca
t a

und zu bl9 bm existieren G2 und H, so daB 6?2 ^ H eocb b Sei

G G1r^ G2) dann erfullt 6? dieselben Bedingungen wie Gx und G2. Seien jetzt
aij • • • a« gegeben. Dann zeigt man sofort, daB F und Gx existieren, so daB

Man wâhle jetzt /7 xx

Dann ist offenbar bk ^o. Zu 61? bn existieren G2, H, so daB

(*02 W %) - (%2 ^ %) |> 6fc •

Dann gilt
dFG (^ v, 5g) _ (tj, ^ tG) |> ak

dGH (^G ^ %) - (iG ^ ijy) |> 6fc

woraus leicht folgt, daB j?fc existieren mit pk ^bk < afc und ^ ^ d^^ o

und pk rs d0H o. Setzt man ^GH (sF ^ sQ ^ sH) — (iF ^ iQ ^ iH), so

zeigt man (z. B. durch Zerlegen in eine Normalform), daB dFQH dFG ^ dGH.
Es gilt also pk o dFQH o und daraus folgt pk o dj,^ o. Es existieren also

woraus folgt .K
Setzt man s sF ^ sH und i iF ^ iH, so heiBt dies, daB zu beliebigen
a^, anFund 1/ existieren, so daB 5 ^ #(# € F ^ H) und i < a;(a? € F ^ H)

l) Aus technischen Grûnden ist die Verneiming der Beziehung >> durch |>> und die Ver-
neinung von <! durch <<| wiedergegeben.
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und s — i |^ aki das heiBt, F ^ H eoca a 5 a § enthàlt also beliebig
kleine Mengen.

Die u zugeordnete Limitierung heiBe t.

II.2. Eine Konvergenzstruktur in BooLEsehen Algebren

In einer BooLEsehen Algebra E kann neben der durch die quasiuniforme
Struktur u induzierten Limitierung r noch eine zweite Limitierung a definiert
werden :

Définition: *$-$> x (3f konvergiert nach #), genau dann, wenn fur aile
F e g ein sF > x(x e F) und ein iF ^ x(x e F) existieren, so daB f\ sF
U iF x F€%

Es gilt ofïenbar : x —> x. Ferner folgt aus F » © und (g -^> x leicht g -5* #•
Falls JÇ-^*a: und ©-^>#, so gilt n «^ und n sF — x. Dann folgt sofort,

daB n sF ^F x. Entsprechend folgt U iF ^F x.
^,€5 x 2 x 2

Also ist a eine Limitierung.
Dièse bekannte Konvergenzstruktur wird quasiuniformisiert durch die in

II. 1 angegebene Struktur u:
Satz. g konvergiert genau dann nach x im Sinne von a, wenn 5 nach x

konvergiert im Sinne von t
Beweis. a) Gelte %-^x. Dann gilt n sF U iF x. Es folgt n

Zu a^ existiert J^fljfc) so daB 5^ — iji |^ afc. Seien %, an ^ 0 gegeben.
n

Sei -Fo n Fa Dann gilt 5F() — iFo\^ak (fur aile 4). Also ist g ein

w-Cauchyfilter. Es ist noch zu zeigen, daB Ç im Sinne der Limitierung r nach x
konvergiert. Dazu muB $ a x ein Cauchyfilter sein.

Es gilt allgemein: sF ^ c => ^^{c} sF und i# iF^{c). 5 a i
{F v {x} : F € g}. Also folgt sofort, daB $ * x ein Cauchyfilter ist.

b) Sei 5 ©in Cauchyfilter, der im Sinne von r nach a: konvergiert. Dann ist
5 a x ein Cauchyfilter. Man zeigt leicht, daB dann sF ^ x ^iF. Es folgt

n msF > n sF > # > u iF > u i^..

Zu a) (a ^ a: o) existiert F' mit Sy,, |^ a und
zu b) (bcx) existiert F" mit *X|6, so daB fur F* Ff ~ F" gilt:
8#* |> « und fy* <| 6, das heiBt, n (sF — iF) o. Es folgt f) sF= U i*.
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II.3. Beispiel eines nicht konvergenten Cauchyfilters

Die abzâhlbare Menge E bestehe aus den Elementen :

A c E sei die Teilmenge aller x{.
SB sei die Teilmenge der Potenzmenge ^ (E), bestehend aus

1. allen endlichen Teilmengen von E,
2. allen Komplementen endlicher Teilmengen von E.
23 ist eine BooLEsche Algebra, wenn man als Operationen in 93 die von den

Mengenoperationen in ty(E) induzierten Operationen betrachtet. In 23 sei eine

Folge At gegeben:

A M A {yi)c A {*i> *2} A {yi> y*f • • •

Man betrachte den zur Folge gehôrigen Elementarfîlter (p. Er besitzt eine ab-
zàhlbare Basis :

5W {An9An+1, ...}. Man sieht sofort, daB 8n \j At und n A% Jw

existieren. Es gUt 4*€5** ^*€a?»

Vi ,%,.-• 2/n/2}c3 wenn » gerade
2/i. 2/a. • • • S/n+i/2}c> wenn n ungerade

o?l5 a;2, #n/2}, wenn n gerade
x±, x2, #n+1/2}, wenn n ungerade

fl 8n und U In existieren nicht, das heiBt, <p konvergiert nicht. Anderseits

existiert

t\ q t \ lxi s • • • xn\% 5 Vi > • • • Un^Y > wenn n gerade
n~ n n~ \{xlJ xn+ll2i yXi... yn+1/2}c, wenn n ungerade.

00

Es gilt n Dn 0 das heiBt, <p ist ein Cauchyfilter.

III. Atomare BooLEsche Algebren

III. 1. Eine uniforme Struktur in atomaren BooLEschen Algebren

Gegeben sei die atomare BooLBsche Algebra SB. In SB X SB werden die

Mengen betrachtet von der Form

A%, An={(X, Y):X
wobei Ax, An eine endliche Auswahl von Elementen von 23 sind.
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8atz. Die Gesamtheit aller oben definierten 95... bildet auf SB X SB eine
Filterbasis, die in 33 eine uniforme Struktur definiert.

Beweis. Seien BicAi9 dann sieht man leicht, da6 33^lf... 3 35^ Da
23 atomar, geniigt es, zu zeigen, dafi die Mengen

%Xv.t.Xn={(Xy Y):X A y**,,(i=l,...n)},
wobei xx, x2, xn endlich viele Atome von SB sind, eine Filterbasis auf
SB X SB darstellen, welche auf SB eine uniforme Struktur definiert.

1. Die Diagonale von 23 X 23 : D {(X, X) : X e SB} Hegt in allen 23..
Es ist nàmlich X £±X 0 $ x (fur aile x e E).

2. ©^....«^ 9Sy1,...2/w= ®*i.-.. •»*!....**' wobei eventueU doppelt auf-
tretende Indexelemente gestrichen werden kônnen. Aus formellen Griinden
setzt man: 9SleereInd#menge SB X SB. Damit ist gezeigt, daB die 35. eine
Filterbasis bilden. Da die 33... symmetrisch sind, ist fur den Beweis, daB sie

eine uniforme Struktur definieren, nur noch zu zeigen, daB zu jedem 35... ein
3B##. existiert, so daB SEB2.. c 35.... Dies ist insbesondere dann bewiesen, wenn
die scharfere Aussage 35^.# 35... gezeigt wird.

33^ Xn {(X, Z) : Ex Y mit X A Y $ x, und Y /\Z$ xt).
Sei jetzt

z4t X A Y (X - y) v, y - X)
(X - Y)~Z+(X- Y)r,Zc+(Y~X)r,Z+(Y~X)r,Zc
Xr, YCrsZ + Xr^ YC r, Zc + Xe rs Y rs Z + Xe r, Y rs ZC

Sei ferner

X€î Y AZ Xr, Y* rsZ + Xe r. YC r, Z + X r, Y r, ZC + Xe ~ YC r> ZC,

so folgt leicht, daB dann auch gilt

Xt i X A Z X r, Yrs Zc + X rs YC r> ZC + Xe r, Y o Z + Xe ^ YC rs Z.

Das heiBt, aus (Z, Z) € 35^,...% folgt (X,Z)e 33^,^...^. Es gilt also

Anderseits zeigt man leicht, daB fur jede Teilmenge U von 33 X SB, welche die
Diagonale enthâlt, gilt U2 ^ II. Daraus folgt, daB

Damit ist bewiesen, daB die oben definierten Nachbarschaften eine uniforme
Struktur auf SB definieren. Dièse Struktur heiBe u.
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Separiertheit von u: u ist separiert. Sei nàmlich Zo # Fo, dann existiert
ein Punkt z e Zo A Fo. Man betrachte 33* {(Z, F) : z X A F}, dann
liegt (Zo, yo) £ 33z. Also ist w separiert.

Gauchyfilter 0 auf 95 sind Mengensysteme, so daB zu beliebigen, aber end-
lichvielen Elementen A1, An von 95 ein $ € von ^ existiert, so daB fur
jedes Paar X', Y1 von Elementen von fj gilt : Z; A ^ £ ^* (» 1, n)

Falls x{> $ X A Y (i 1, n), so heiBen X und Y nahe von der Ord-

nung a?l5 an.
Falls fur aile Paare Z, Fe 31 gilt: ztt X A F, so heiBt 31 klein von der

Ordnung xx, a;n.

III .2. Die induzierte Topologie in f&

Die separierte uniforme Struktur u auf SB induziert eine separierte Topologie

r auf 25.

Umgebungsbasis von Xo. 33^,... % (Xo) {X : (Z, XQ) c 33^,... XJ

Die 93
a; ..a; (Xo) bilden sogar eine offene Umgebungsbasis :

Sei nâmlich Y € 33^...% (Xo), dann gilt Xo A F $ x{ (i 1, w).

Fur X c 33^,...% (Zo) gilt Zo A Z ^ xi (i 1, n). Es folgt sofort, daB

dann Z A Y $ x€ (i 1, n). Das heiBt Z € 33^ * F). Es gilt also

BdJBiy)
Entsprechend wird die umgekehrte Inklusion bewiesen, woraus folgt, daB

95^..... Y) 33^,...^ (Xo), wenn Ye »^.... (Zo)

Damit ist gezeigt, daB die angegebene Umgebungsbasis aus offenen Mengen
besteht.

Offene Mengen. Aus den obigenÙberlegungenfolgt sofort, daB die SBaJl>tmtX (Z)
eine Basis der offenen Mengen von (3î,t) bilden. Eine Menge O ist deshalb

genau dann offen, wenn fur jedes ZcO xl9 xn existieren, so daB aus

lAr»«, folgt, daB X1 c£>.

Konvergente Filter. 0 -> Zo genau dann, wenn zu x1, xn ein 3r e ^
existiert, so daB fur aile F € 5 gilt : F /\X0$ xx, #n.

Separiertheit von 95. Folgt aus der Separiertheit von w oder direkt: Sei

Z ^ F, dann existiert x e Z A F. Es muB dann 33* (Z) ^ 93* F) leer
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sein, da sonst Z existieren wûrde mit X /\Z $ x und Y A Z $ x, woraus
leicht folgt, daB X A Y $ x, entgegen der Voraussetzung.

Zîisammenhang. Die Mengen 33^,...^ (F), wobei F eine Teilmenge von
{xt, xn} ist, sind ofïen und disjunkt. Sie ùberdecken 93. Daraus folgt, dafi
sie aile auch abgeschlossen sind.

Da 93^...^ (X) %Xv,..Xn( Y), wenn {x±, xn) ~ X {xx, xn} ~ Y,
so folgt allgemein, daB aile 95^ t...Xn (%) ofïen und abgeschlossen sind.

Da zu X yé=Y, wie oben gezeigt, immer eine der angegebenen offenen und
abgeschlossenen Umgebungen von X existiert, die Y nicht enthâlt, folgt, daB
die Zusammenhangskomponente von X gleich {X} ist. Der Raum (©, r) ist
also total unzusammenhàngend.

Dichte Teilmenge. Die Vereinigungen von endlich vielen Atomen liegen
dicht in (S, t) Zum Beweise wàhle man X c ©. Es ist zu zeigen, daB zu einer
beliebigen Umgebung von X eine endliche Menge gehôrt. In jeder Umgebung
liegt eine Umgebung von der Form 93^. x (X). Darin liegt die «endliche
Menge» {xt, xn} ^ X.

III.3. Mengenkonvergenz (Vgl. Haijsdobff, Grundzûge der Mengenlehre)

Sei E eine Menge. Sei At(i 1, 2, eine abzâhlbare Folge von Teil-
mengen von E. Es wird definiert :

lim sup At {x : x € unendlich vielen Ax}
lim inf At {x : x e fast allen At}

Falls lim sup At lim inf At A, setzt man definitionsgemâB lim At A,
und nennt die Folge der At konvergent.

Man kann leicht zeigen, daB
00 00 00 00

lim sup Ai n U A% und lim inf At U fl At.

Es liegt nahe, den Begriff der Mengenkonvergenz auf Filter auszudehnen.
Es kann dann leicht gezeigt werden, daB die Mengenkonvergenz auf ty(E)
einen Limesraum definiert :

III.4. Mengenkonvergenz und Limesrâume

Sei E eine Menge. ty(E) ihre Potenzmenge. Ein Filter 0 auf ty(E) ist eine
nicht leere Familie von Mengensystemen g, ©, mit :

1. Das leere System (£ 0

3. 91»», 93€0=>9le0.
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Sei jetzt 0 ein Pilter auf S$(E). DefinitionsgemâB sei dann:

lim sup 0 fl U A und lim inf 0 U f) A
%€0 A*% $€* A€%

Falls lim sup 0 lim inf 0 ^4, so setzt man lim 0 ^4.

Durch dièse Définition wird jedem Elément A e ty(E) eine Menge a ^4 von
Filtern auf ty(E) zugeordnet.

Satz. Die Abbildung A-+aA definiert auf ^P(jB) eine Limitierung.
Beweis. a) Sei tp » 0. Dann gilt allgemein

lim sup yj c lim sup 0 und

lim inf 0 c lim inf %p.

Wenn speziell 0 als konvergent vorausgesetzt wird, so folgt aus den obigen
Ungleichungen und aus lim inf 0 c lim sup 0 (fur jeden Filter) : lim inf y)

lim sup ip. Also konvergiert auch rp.

b) À {91: A € 51}. Dann folgt sofort, daB lim inf À lim sup À A.
c) Sei 0-^Ao. und v>-^4>. Sei x

X«0, so ist lim sup ^= f| U i3
Anderseits kann lim sup # aueh nicht echt groBer als Ao sein, da zu jedem

x î Ao ein %' €0 existiert und ein & € ip existiert, so daB x i U A und

#£ U ^4. Daraus folgt, daB xi U ^4. Dann gilt offenbar o?*li

Also ist lim sup % AQ. Entsprechend wird bewiesen, daB lim inf % Ao,
das heiBt, daB % -^ Ao.

In Anwendung der Ergebnisse von 3.1. und 3.2. kann auf ty(E) eine
uniforme Struktur u definiert werden. Sie definiert auf ty(E) eine Topologie t.
Wie frûher gezeigt, bilden die Mengen 33^,...^= {(X, Y) : X A Y$At}
eine Basis des Filters der Nachbarsehaften.

III.5. Vergleich mit Mengenkonvergenz

Der durch die uniforme Struktur u induzierte Konvergenzbegriff % ist iden-
tisch mit dem auf Filter erweiterten Begriff der Mengenkonvergenz : a.

Beweis. Im ganzen Beweis sollen vorkommende Elemente xl7 xn unter-
teilt werden in solche yx, y8 c Xo und in ^, zr e Xoc. Dann bedeutet

xt i XQ A X dasselbe wie yi e X, zk i X.
a) Sei jetzt 0-^ Xo, das heiBt f| U^=U Ç) F Xo. Dann gilt fur

aile g c 0, daB ni^cloc U F. Seien yi9 zk gegeben. Da U (Ç]F) Xo

ist, so existieren 5* € ^» so
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5v fl 5/ ist daim auch Elément von 0, und es gilt offenbar, daB y^e f) F,
j-l F€%y

das heiBt yj € F (fur aile F c 3fv)« Analog wird gezeigt, daB 2rz existiert,
mit zk i U F, das heifit zk i F (fur aile F e %z).

Sei fÇ' 3fy ^ 3f2. Dann gilt fur aile F €%' :yj€F, zktF. Mit den ur-
spriinglichen Bezeiehnungen : a^ € Xo A -F.

Es gilt also g' € 95aii..#iCn(X0). Damit ist gezeigt, daB zu jeder T-Umge-
bung von Xo ein g' c & existiert, das ganz in dieser Umgebung liegt. Es gilt
also 0 -^ Xm. Es ist demnach a » r.

b) Sei anderseits 0 ~^>Xo. Dann existiert zu yly ys€ Xo und zu
z1? zr i Xo, ein 5' € ®> so daB fur aile F e5' g^: î/j€ ïï F und z* ^ n -F;

C5 €$

woraus leicht folgt, daB yf € U n -F und zfc ^ n U -F. Also gilt U Cl F

fi U F Zo. Es ist demnach cr « t.

III.6. Weitere Sâtze ûber ffl(E),u)
Vollstândigkeit. Sei (P ein Cauchyfilter. Dann existiert zu xx, xn ein

5', so daB fur X, Ye g' gilt ax ^ 7 A F. Dann ist auch x{i \J F - f) F,
F*%' F€%'

(denn wiirde ein x1 e {xt, xn} existieren mit x' c U F — n jF, so wtirde
F€%' F€%'

ein jPi c 5' existieren, mit a/ c Ft und ein i^2 € g' existieren, mit x' i F%;

dann wâre xf e Fx /\ F2 entgegen Voraussetzung.)
Es gilt also f) U F — f) F) 0, das heiBt limsup^ liminf0. 0 ist

also konvergent. Damit wurde bewiesen, daB (ty(E), u) vollstândig ist.

Kompaictheit. (S$(E), u) ist vollstândig und separiert.
Fur die Kompaktheit ist noch zu zeigen, daB zu jeder Nachbarschaft 93

eine endliche Ùberdeckung aus Mengen existiert, die klein von der Ordnung 33

sind. Sei 93^... ^ gegeben. {xx, xn} hat endlich viele Teilmengen: 0
endlich vielen Mengen

bilden dann eine offene Ùberdeckung von S$ (E)
Lim sup und lira inf. Man kônnte vermuten, die immer existierenden lim sup

und lim inf seien Hàufungspunkte des betrachteten Filters oder mindestens
Elemente der abgeschlossenen Huile aller Hàufungspunkte. Dièse Vermutung
ist falsch wie folgendes Gegenbeispiel zeigt :

Sei C A^B und A ^ B 0 Sei 0 {$ : A, B cg}. Dann ist
U-PdC und fl F 0 Hàufungspunkte gibt es aber genau A und B.
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Sei X e adh 0. Dann ist fur aile g e 0 und aile xt, xn :

das heiBt, fur aile g e 0 und aile xx, xn existiert ein F e g, so da8 aus

Xi e X folgt x{ € F. Daraus folgt leicht, dafi U F 3 X und damit, dafi
Fc%

lim sup 0 3 X (fur aile X € adh $). Entsprechend wird gezeigt, dafi lim inf0 c X
(fur aile Xcadh#).

Sei jetzt ein # € E gegeben. mit x e U X. Dann zeigt man leicht, dafi

g' existiert, so dafi fur aile J c 5' gilt: xi F. Dann ist auch x i \j F
und daraus folgt # î lim sup 0. Es gilt also : F€^'

lim sup 0 sup {X: X € adh 0} und entsprechend

lim inf 0 jnf {X: X e adh 0}

III.7. Abbildungen

Die Abbildung / der Menge E in die Menge F: f: E-+F induziert eine

Abbildung der Potenzmengen f^ : S$ (E) -> ty (F). Es soll das inverse Bild der
uniformen Struktur von S$ (F) unter f^ untersucht werden.

(h x h)'1 »*....*. UA> B):f(A) A f(B) $ zt)

Dièse uniforme Struktur auf ty(E) heifie f-^iuj).
S c ^î(i^) sei das System aller, bezixglich der von / induzierten Âquivalenz-

relation, saturierten Mengen. Man sieht jetzt sofort, dafi die Spuren von uE
und f~x(uF) auf Q identisch sind.

Die Zuordnung SS€<~<—>{A:f(A) A f(B) 0} induziert einen Isomor-
phismus der uniformen Struktur uEj und der zu i~x{uF) assoziierten sepa-
rierten uniformen Struktur.

Falls die Âquivalenzklassen ^({z}) nur je endlich viele Elemente von E
enthalten, so existiert zu jedem 33Zl>_Zn (Nachbarschaft in fy(F)) eine
Nachbarschaft in ty (E) :

93/-Mzi), f~Hzn) c (fP X /p)"1 %9Ummu9n.

Daraus folgt, dafi f^ gleichmâfiig stetig ist.

III. 8. Bemerkung zur Yervollstândigung BooLEseher Algebren

Im Spezialfall atomarer BooLBscher Algebren liefert das topologische Vervoll-
stàndigungsverfahren genau die triviale Einbettung in die Menge aller Atome.

4 CMH vol. 38
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IV. Durchmesser

IV. 1. Durchmesser und quasiuniîorme Struktur

Sei eine Abbildung d gegeben von *J} (E) in [o, oo].

Définition, d heiBt Durchmesser auf E, wenn
1. d(0) d({x}) o
2. AczB=>d(A) ^d(B)
3. zu a existiert b(a) mit: aus A ^ B ^ 0, d(^4) ^ 6, rf(^S) ^ &, folgt

d(A ^ B) ^a
Es gibt Durchmesser. Zum Beispiel kann in einem metrischen Raume

definiert werden: d(A) sup {Q(x,y): x € A, y € A}. b(a) kann dann gleich
aj2 gewâhlt werden.

Jedem Durchmesser ist eine quasiuniforme 'Z71-Struktur zugeordnet :

Sei oca {A : d(A) ^ a}. Die oca erfullen die Axiome der 'SVStrukturen:
TJX\ & €<xa und {x} €oca fur aile a -=£o

U2 : aa n ocb ocird^ah). Monotonie trivial.
Ul': Sei aa gegeben. Man betrachtet b(a).
Sei jetzt A rs B ^ 0 und seien A e ocb^ und B e ocb^, dann sind

d(A) < JB und d(B) < 6. Also gilt d(A ^ B) < a, das heiBt iwjBe«fl.
Man sieht leicht, daB die einem Durchmesser zugeordnete quasiuniforme

Struktur eine abzâhlbare Basis besitzt: Die #1/n(w- ganz) bilden schon eine
Basis des Filters 0.

Ein Durchmesser heiBt separiert, wenn aus d(A) o folgt, daB A hôchstens
einen Punkt enthâlt. Man sieht sofort, daB d genau dann separiert ist, wenn die
zugehôrige <5T1-Struktur separiert ist.

Der quasiuniformen Struktur u ist eine Limitierung r zugeordnet. Wenn u
von einem Durchmesser erzeugt wird, heiBt r die vom Durchmesser induzierte
Limitierung.

Konvergente Filter. 5 ~j> x> genau dann, wenn zu jedem a ^=0 ein F e Ç

existiert, so daB d(F ^ {x}) ^ a.

Satz. Ein 'SVRaum besitzt genau dann eine abzâhlbare Basis, wenn ein
Durchmesser d existiert, der u induziert.

Beweis. Es ist nur noch zu zeigen, daB zu einem 'ZT'i-Raum nnt abzâhlbarer
Basis ein Durchmesser d gefunden werden kann, dessen zugehôrige 'ZTi-Struktur
gleich u ist.

Sei ocx, #2, die abzâhlbare Basis von 0. Dann hat 0 sogar eine geordnete
abzâhlbare Basis : /?!,&>••• wobei fi{ 3 /?<+1.
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Sei definitionsgemâB :

d(A) inf {l/k: A €(îk}. Dièse Funktion ist ein Durchmesser:

d(0)=d({x}) =inf{llk:{x}€pk}
inf {1/Jc : h 1 oo} o

Sei 4a5^0 und sei a gegeben. Sei d(X) < a, das heiBt X i plfa
Man wâhle y(/?!/a) nach C/J'. Dann sei b(a) inf {1/& : f}k(zy}. Jetzt folgt
leicht aus d(J.) < b und d(J5) ^ 6, daB d(J. ^ J5) < a. Die vom Durchmesser
d induzierte rZ71-Struktur ist identisch mit der Ausgangsstruktur, da die <xljk

genau den pk entsprechen.

IV.2. Familien von Durchmessern

Sei eine Pamilie dy{y e F) von Durchmessern gegeben. u seien die zugeho-
rigen quasiuniformen Strukturen.

u sup uy existiert dann immer, und soll «die von der Familie dy erzeugte
quasiuniforme Struktur heiBen».

Satz. Zu jeder rE71-Struktur existiert eine Familie von Durchmessern, die
die gegebene Struktur erzeugt.

Beweis. Zu ot€& existiert ocX€& mit:
aus A ^ B 0 und A e % und B € ocx folgt A ^ B € oc. Zu diesem ocx kon-
struiert man entsprechend ein a2, usw.

Die (XD^D^Dag... bilden eine Filterbasis auf ^} (E), welche die Axiome
der rSr1-Strukturen erfiillt. Die auf dièse Art definierte Struktur heiBe ua. ua
besitzt nach Konstruktion eine abzâhlbare Basis, also existiert ein Durchmesser

da, der ua erzeugt. Es gilt ua «u. Man denke sich dièse Konstruktion
ausgefûhrt fur aile a € 0.

Man verifiziert sofort, daB die von der Familie d^oc c 0) erzeugte Struktur
identisch mit der durch 0 bestimmten Ausgangsstruktur ist.

IV. 3. Pseudodurchmesser

Sei H eine Halbordnung mit dem kleinsten Elément o. d sei eine Abbildung
der Potenzmenge ty(E) einer Menge Ein H: d:

Définition, d heiBt Pseudodurchmesser, wenn
1. d{0) d({x}) o (fur aUe x e E)
2. zu a € H existiert b(a) € H, so daB aus A m B ^ 0 und d(A) |> b

und d(B) |> b folgt: d(A ^ B) p*a.
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Jeder Durchmesser ist ein Pseudodurchmesser.
Einem Pseudodurchmesser ist eine 'ZTi-Struktur zugeordnet, wenn man

definiert: j/A\\^ /• i ^<Xa1,...an= {Al d{A)\^ at{% 1, n)}

Es sind die Axiome der <5r1-Strukturen zu verifizieren :

1. 0 {x} €ocait %an fur aile xeE und aile oca
t an.

2. Monotonie trivial. Ferner bilden die oca
t an eine Filterbasis auf ty(E) :

<xav...anr>i(Xbv...bm <*ar an, &r bm-

3. Zu oca
f an existiert ein a6 (a ^ ...&n(aw), so daB aus ^4 ^ JS ^0 Â€ocbttbn

und J3 € <xd
} ftn folgt, d(J[) |>6t-, d(£) |>6<, woraus d(A^B)\^au das

heiBt ^4 ^ jB € aa an
Jedem Pseudodurchmesser ist also ein (quasiuniformisierbarer) Limesraum

zugeordnet.

Konvergente Filter. JÇ konvergiert genau dann nach x, wenn zu endlichen
vielen %, ane H ein F e g existiert, so daB d(F ^ {x}) |^ at (fur aile i).

Satz. Ein Limesraum ist genau dann r3r1-quasiuniformisierbar, wenn ein
Pseudodurchmesser existiert, der die gegebene Limitierung erzeugt.

Beweis. Es geniigt, zu zeigen, daB zu einem 'SVRaum (E,u) ein
Pseudodurchmesser d existiert, dessen zugeordnete ^STi-Struktur u ist.

Sei u gegeben. Dann definiert man : d (A) {oc : A i <%}. Dies ist ein
Pseudodurchmesser, denn:

1. d(0) d({x}) {<x:x<t<x} Aleei
2. Monotonie trivial. Ferner: A c 0 {oc} gegeben. Dann sei B {(3(oc)},

wobei die /?(<%) nach Axiom U\ gewàhlt sind.

Seijetzt ArsB^0 und d(A) $ B d(B) £ B
dann existiert a

Und
^€£ mit ^c^,

dann existiert fi /^ ^ j82 mit /8 ^ J3 und ^4 € j8 und B e (}, das heiBt, es

existiert # c J. mit -4 ^ B i oc ; das heiBt d(A ^ B) i A.
Es ist jetzt noch zu zeigen, daB dieser Pseudodurchmesser die ursprûngliche

Struktur u erzeugt :

l)oc{y) {A:d(A)t>{y}} {A: y * d{A)} {A: A oc y}
y, das heiBt, {(xv}v^ » 0

2) y> t^ Aleùt, das heiBt, es existiert y eip
Seijetzt ^4 c y, dann ist y^d^), und yetp, das heiBt Aeocv. Es folgt

demnach yc«v, woraus folgt {^v} « 0, womit der Satz bewiesen ist.
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V. Pseudometrik

V.l. Pseudometrische Baume

Pseudometriken sind Spezialfâlle von Pseudodurchmessern. Sei nâmlich H
eine Halbordnung mit dem kleinsten Elément o. Sei ferner d eine Abbildung
von E x E in H.

Définition, d heiBt Pseudometrik auf E, wenn
1. d(x, x) o
2. d(z,y) d(y, x)
3. zu acH existiert bcH, so daB fur x,y,z mit d(x,y)\^b und

d(y', z) |^ b gilt d(#, z)\^a.
In einem pseudometrischen Raum kann eine Topologie r defîniert werden :

Die Mengen

Uav...anW &' <*(*> V) \> ai (* l > • • • »)}

bilden eine Filterbasis. Man prûft leicht nach, da6 sie die Axiome der Um-
gebungsbasen in einem topologischen Raum erfullen. Ein Filter g konvergiert
genau dann nach x9 wenn zu beliebigen, aber endlich vielen a{c H ein F e Ç
existiert, so daB fur aile y e F gilt: d(x, y) |^ a{.

d heiBt separierte Pseudometrik, wenn zusâtzlich gilt
1'. d(x,y) o=> x y,
d ist offenbar genau dann separiert, wenn die zugehôrige Topologie separiert ist.
Eine Pseudometrik induziert auf E eine uniforme Struktur. Seien nàmlich in

E x E die folgenden Mengen gegeben :

Uav...an= Ux > V): d(X> V) \> ai({ l> ••• n) > ai ^ °) •

Dièse Mengen bilden die Basis eines Filters von Nachbarschaften einer
uniformen Struktur. Beweis :

1. d(x, x) o\^a (fur aile a =£ o), das heiBt A c Ua
t an

2. Monotonie trivial; *7flr...an~ *76]L,...ôm= ^....„,^,...6.,.
3. Seien Ua >#,,an gegeben. Zu at- existieren bt(at)9 so daB aus d(o;, y) \^bt

und dd/tZ)^'^ folgt: d(»,2)|>at. Sei jetzt (», 2) € U\v. mmbn {(x, z): jy
mit d(x,y) |^ 64. und d(y,z) |^ 6J. Daraus folgt sofort, daB d(x, z) |> ai7
das heiBt (x,z)€Uav.^an. Es gilt also ^...^d^,,,^.

Die von der uniformen Struktur induzierte Topologie ist offenbar identisch
mit der von der Pseudometrik induzierten Topologie t. Die induzierte uniforme
Struktur ist genau dann separiert, wenn die Pseudometrik separiert ist.

Im Spezialfall, wo H atomar ist, existieren zu %, an e H Atome p±,... pn
mit a^Pi. Dann gilt Ua ,...an=) Up t...Pn> Demnach bilden die Up

f pn,
wobei die p endlich viele Atome aus H sind, eine Basis des Filters der Nachbar-
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sehaften. Zu £>*• existieren aber $i(pi)} so daB aus d(x, y) |^ qt und d(y, z) |^ q{
folgt d(x,z) |> pt-. Da die pt- Atome sind, folgt p$ qiy das heiBt U2p Pn

TT V
u Pv • • • Pn '

V.2. Pseudometrische und uniforme Baume

Satz. Ein topologischer Raum ist genau dann uniformisierbar, wenn er
pseudometrisierbar ist.

Beweis. Der gegebene topologische Raum heiBe (E,r). Es muB nur noch
gezeigt werden, daB zu einem uniformen Raum (E, u) eine Pseudometrik î)
angegeben werden kann, so daB die von ihr induzierte uniforme Struktur
gleieh u ist.

Sei (E,u) gegeben. Der Filter der Nachbarschaften auf E X E heiBe
U 2)... usw., seien die Elemente von ^)(U), insbesondere sei (£ die leere Teil-
menge von ^3 (U).

Es wird definiert: !D(#,y) {V:(x,y)$ F, wobei FeU}. Zuerst wird
gezeigt, daB *JÙ(x, y) eine Pseudometrik auf E ist: î) sind die Elemente einer
Halbordnung H, wenn man definiert, J^ »3)2 genau dann, wenn ^d^.

«) {V:(x,x)tV} &

Sei 31 gegeben; dazu existiert 23 {W: existiert V€% mit Tf2cF}. Sei
35 (x, y) |> 5B und J) («/, 2) |> 93, dann existiert If € S mit W i ï> (a:, y)
und TT ^ î)(^, 2). Also ist (x, y) € W und (y, z) e W. Daraus folgt, daB

(x>z)eW*. Das heiBt, es existiert F c3t mit (x,z)€V, woraus folgt
VtT)(x9z). Also ist (x,y)€{(xiy):t)(x1y)\^%}, das heiBt D(a?,y)|>«.
î) ist demnach eine Pseudometrik.

Es ist jetzt noch zu zeigen, daB die von der Pseudometrik induzierte
uniforme Struktur gleieh u ist. Die induzierte Struktur v besitzt eine Basis von
Nachbarschaften :

{(x, y): es existieren U{ e % und U€ t7)(x, y)}

Um zu zeigen, daB u v, wird bewiesen :

1. Jedes WeU ist ein V%.

{(x,y):(xiy)eW}=W.
Esgilt also {V%} »U.

2. Injedem Fa Uegt ein W.
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Sei 91 ^ (£, das heifit, es existiert ein W €%. Dann ist Wc F^, da aus
(x, y) € W folgt: W t î)(#, y) und W e 31, was bedeutet, daB (x, y) € V%.
Es ist also {V%} « XI.

Damit ist gezeigt, daB jeder uniforme Raum pseudometrisierbar ist.

Bemerkung. Dieselben Ûberlegungen lassen sich durchfuhren, wenn man
sich auf eine Basis des Nachbarschaftsfilters und deren Potenzmenge be-
schrankt.

Beispiel. Pseudometrilc in der Potenzmenge einer Menge

A(A,B) {93^,...^: (A, B) € 93^,...^}

In diesem Fall kann dièse Pseudometrik durch âquivalente ersetzt werden.
Zum Beispiel wird durch die Zuordnung
%$x xn<—> {^î» • • • xn} die neue Distanz
X)(A, B) (F: F cA A B, wobei F endlich} gefunden.
Man verifiziert leicht, daB î) wieder die urspriingliche uniforme Struktur in
ty(E) induziert, da fur F {xl9 xn} die Nachbarschaften
SBW {(A, B): J)(i4, B) $ F} {(A, B): F (£ A A B} genau den fruhern
95* ~M entsprechen.
Analog kann D(A, B) A A B als Distanz in S$(E) eingefûhrt werden.

(Eingegangen den 23. Januar 1963)
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