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Fast-komplexe Strukturen auf einer Lieschen Gruppe
von PHILIPPE TONDEUR in Ziirich?)

Herrn Prof. B. L. vaAN DER WAERDEN zum 60. Geburtstag

Einleitung. Sei G' eine zusammenhingende Liksche Gruppe. Eine fast-
komplexe Struktur J auf ¢ ist ein (1, 1)-Tensorfeld auf @ mit J(z)? = — Iden-
titdt des Tangentialraumes T, von G fiir jedes 2 e¢G. Ist G von gerader
Dimension, so gibt es natiirlich eine rechtsinvariante fast-komplexe Struktur
J auf G. J heiB3t biinvariant, falls J sowohl rechts- als auch linksinvariant ist.
Der Tangentialraum 7', von G im Einselement e ¢ @ werde in kanonischer
Weise identifiziert mit der Lie-Algebra G von G — der Lik-Algebra der rechts-
invarianten Vektorfelder auf G.

Satz 1 gibt eine notwendige und hinreichende Bedingung an fiir die Existenz
einer biinvarianten fast-komplexen Struktur J auf G': die Existenz einer linea-
ren Abbildung J(e): T,— 7T, mit J(e)? = —Identitit von T',, welche mit der
adjungierten Darstellung von G vertauschbar ist. Die differentielle Form dieses
Kriteriums ist die Vertauschbarkeit der Abbildung J (e) mit der adjungierten
Darstellung der Lir-Algebra von @ (Satz 1’, Bedingung ii’). Diese beiden Aus-
sagen erhilt man als einfache Folgerungen aus Sitzen von A. FROLICHER [2].
Als Anwendung ergibt sich die Integrabilitéit einer biinvarianten fast-komplexen
Struktur auf G (Satz 2) und hieraus eine Charakterisierung der komplexen
Lischen Gruppen unter den reellen Lirschen Gruppen.

Wir nennen eine Lie-Algebra E, auf welcher eine mit der adjungierten Dar-
stellung vertauschbare lineare Abbildung J: £ — F mit J? = —Identitit exi-
stiert, eine J-Algebra. Satz 3 gibt eine einfache Beziehung zwischen J und der
KiLrinegschen Form von £ . Die derivierte Algebra £’ und das Zentrum Z von K
sind ebenfalls J-Algebren (Satz 4). Als Anwendung ergibt sich fiir eine komplexe
Liesche Gruppe @, da die von G’ und Z erzeugten Untergruppen in natiirlicher
Weise komplex sind. Ferner erhélt man einen elementaren Beweis fiir folgenden
Satz: Eine zusammenhingende komplexe Liksche Gruppe ist notwendig
abelsch, falls auf der Lir-Algebra eine beziiglich der adjungierten Darstellung
invariante euklidische Metrik existiert.

Die Torsion 7' einer rechtsinvarianten fast-komplexen Struktur J auf einer
Limschen Gruppe G ist ein Tensorfeld desselben Typus wie der Strukturtensor S
von G. Satz 6 gibt ein Kriterium an fiir die Gleichheit von 7' und S, welches
einige Anwendungen gestattet.

(Zusatz am 21.5.63. Wie K. Nomizu in den Mathematical Reviews vom
Mirz 1963, # 2537 bemerkt, ist Satz 2 dieser Arbeit bekannt. Fiir einen anderen

1) Stipendiat des Schweiz. Nationalfonds.
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Beweis sei auch hingewiesen auf das «Séminaire de Topologie et de Géométrie
Différentielle» von CH. EHRESMANN Paris, Februar 1963 (vgl. den Abschnitt 8
im Exposé des Titels: «Connexions naturelles d’un groupe de L1k et appli-
cations»). Ferner werden im Korollar zu Satz 2 unter den reellen Lirschen
Gruppen die komplexen gekennzeichnet. Vgl. hiezu auch den Hinweis im
Buch von S. HELgason: «Differential Geometry and Symmetric Spaces »,
Academic Press 1962, p. 323, 2.)

1. G bezeichne eine zusammenhingende Liesche Gruppe. In unseren Betrach-
tungen wird G stets notwendigerweise von gerader Dimension sein. Wir be-
nutzen den Ableitungsoperator

A(z,y) = 2 (ay) &

der Rechtstranslation x— xy, welcher fir (z,y) e @ X @ einen Isomorphis-
mus 7',— T,, definiert. Es werden hier die Bezeichnungen von W. GRAEUB
in [3] verwendet. Wir setzen A(xz,e) = A(x). A-1ist dann eine 1-Form auf G
mit Werten in der Lie-Algebra 7', — die Rechts-MAURER-CARTAN-Form von G.
Es bezeichne ad: G — GL(T,) die adjungierte Darstellung von Q.

Satz 1. Eine biinvariante fast-komplexe Struktur J auf G definiert eine
lineare Abbildung J(e): T,— T,, welche den Beziehungen genilgt:

J (e)? = —Identitit von T, (1)
J(e)oad x = ad x o J(e) fiir jedes ze@G. (ii)

Umgekehrt gibt es zu einer linearen Abbildung J(e): T,—> T, mit den Eigen-
schaften (i) und (ii) genau eine bitnvariante fast-komplexe Struktur J auf @G,
welche in e e @ mit J(e) idbereinstimmi?).

Beweis. Die Produktgruppe P = G X G operiert vermoge der Definition
(xlaxz)ox::a”'lmx;1 (xl,xz)ePa ze@

transitiv auf G. Die Isotropiegruppe H in e e @ ist die Diagonale von P:
H = A(@ x G). Die lineare Isotropiegruppe H ist demnach isomorph zur
adjungierten Gruppe ad G.

Die Biinvarianz eines Tensorfeldes auf @ ist dquivalent mit der Invarianz
unter der Wirkung von P auf G. Ein biinvariantes Tensorfeld ¥ auf @ definiert
demnach auf 7', einen Tensor F(e), welcher unter H invariant bleibt. Umge-
kehrt definiert ein unter A invarianter Tensor F (¢) von 7', genau ein unter der
Wirkung von P invariantes Tensorfeld F auf @, welches in e mit F (e) iiber-
einstimmt, also auch genau ein biinvariantes Tensorfeld auf G mit letzterer

%) Vgl. [2], § 18, Satz 1.
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Eigenschaft. Fiir einen (1,1)-Tensor J(e) in 7', bedeutet die Invarianz unter
H =~ ad @ aber die Identitit

Je)oadzx =adzxoJ(e) zxeG.

Somit bleibt noch zu zeigen, daB ein biinvarianter (1,1)-Tensor J auf G,
welcher den Bedingungen (i) und (ii) des Satzes geniigt, auch die Beziehung
J (z)? = —Identitit von 7', befriedigt. Die Rechtsinvarianz von J bedeutet
nun die Identitat

Ck*, J(x)hy, = <A*(x)k*, J (e) A7 (x)h), (2)

fir heT,, k*eT,. Hierbei bezeichnet T, den Dualraum von T, {, >,:
T, X T,— R die kanonische Bilinearform der Dualitit zwischen 775 und 7',
und A*(z) die zu A(z) duale Abbildung. (A* ist eine kontravariante 1-Form
auf @ mit Werten in 7", .) Man erhilt durch zweimalige Anwendung von (2)

Ck*, J(x)2h), = CA*(x) (A*(x)E* J(e) A1 (), J(e) AL (x)h),
= (A*(2)k*, J (e} A (2)h), = — <k*, k),

da J(e)? = —Identitit von 7',. Somit ist J(z)? = —Identitdt von 7', und
Satz 1 ist bewiesen.

Das in Satz 1 angegebene Kriterium fiir die Existenz einer biinvarianten fast-
komplexen Struktur auf G ist in einer differentiellen Form besser anwendbar.
Wir meinen damit die Ersetzung der Bedingung (ii) der Vertauschbarkeit
von J(e) mit der adjungierten Darstellung von G durch die Bedingung der
Vertauschbarkeit mit der adjungierten Darstellung der Lie-Algebra von G.
Dies ist der Inhalt von

Satz 1’. Die Aussage von Satz 1 bleibt giiltig, wemn man (ii) durch eine der
beiden dquivalenten Indentititen ersetzt

(ii') J(e)[h, k] =[h,J(e)k], (ii") J(e) [k, k] = [J(e)h, k]
wo h,keT, und [,]: T, X T,—~> T, das Lie-Produkt in T, bezeichnet?®).

Beweis. Die Aquivalenz von (ii’) und (ii”) ist unmittelbar, denn jede dieser
Bedingungen impliziert (in geeigneter Reihenfolge) die folgende Kette von
Gleichungen

J()[h, k] = — J(e) [k, h] = — [k, J(e)h] =[J(e)h, k] .
(il)=> (ii’). Zu h €T, betrachten wir die einparametrige Untergruppe »:R— @,
%(r) = exp(rh) fir veR. Nach Voraussetzung ist fiir beliebiges & ¢ 7,
(J(e) cad exp(zh)) k = (ad exp(th) o J(e)) k.

3) Vgl [2], § 18, Satz 3.
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Differenziert man hier nach v und setzt = = 0, so erhélt man (vgl. CHEVALLEY
. p-154 T () [h, k1= [h, J(e)k].

Da k beliebig war, so ist damit (ii’) bewiesen.

(ii') = (ii). Wir betrachten wiederum die von einem festen % ¢7', erzeugte ein-
parametrige Untergruppe x»:R-— @, x(r) = exp(rh) fir v« R, und setzen
Q =J(e)oadox, 2,=adoxoJl(e).
adox: R—> GL(T, ist eine einparametrige Untergruppe von GL(7,), da
ad ein Homomorphismus ist. £, und 2, entstehen aus dieser Untergruppe
durch Links- bzw. Rechtstranslation mit J(e) e @L(T,), sind also geod-

tische Linien des durch die Rechtstranslationen definierten Fernparallelismus
auf GL(T,) und geniigen als solche derselben Differentialgleichung 1. Ord-

nung 0,() = 9,(0)0 2,(0)26 2,7) (i=12)

Auf der rechten Seite ist 2,(0) ¢ L(T,) und o bedeutet die Komposition in
L(T,). Nach Konstruktion der 2, hat man fiir k¢ 7,

X0k = J(e)[h, k], (0)k={[h,J(e)k],
so daB nach Voraussetzung {,(0) = ,(0). Ferner ist £2,(0) = £2,(0), das
heiBt 2, und 2, geniigen derselben Differentialgleichung mit denselben An-
fangswerten £2,(0) und Q,(0), stimmen also fiir jedes 7 ¢ R iiberein. Damit
ist J(e) oad x(r) = ad x(r) o J (¢) gezeigt. Wenn ~ den Raum 7', durchléuft,
so bedecken die Bilder der einparametrigen Untergruppen x eine volle Um-
gebung U von e ¢ G. Eine solche Umgebung U erzeugt aber ¢, das heif3t jedes
n
x € G ist darstellbar als endliches Produkt = = II z, mit z;e¢ U. Also ist

=1

n n n
Je)oad x = J(e)oad(Ilx,) =J(e)olTad x;, =ITad x,0J(¢) =ad zoJ (e),
i=1 i=1 i=1
womit (ii) bewiesen ist.
Die Formulierung (1’) ergibt noch folgendes

Korollar. Besitzt G eine bitmvariante fast-komplexe Struktur, so ist die
komplexifizierte Lig-Algebra nicht einfach.

Beweis. Es bezeichne fiir festes & ¢ T, Ad b die Abbildung k—[A, k] von
T,, das heit Ad:7T,— L(T,) ist die adjungierte Darstellung von 7',. Dann
148t sich (ii’) in der Form schreiben

J(e)oAdh = Ad hoJ(e).

2 CMH vol. 38
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erweiterte Abbildung J (e). Da J (¢) die 2 verschiedenen Eigenwerte ¢ und — 4

r~

besitzt, so ist Ad nach dem ScmHURschen Lemma reduzibel. Ein unter Ad

~~)

invarianter Teilraum von 7', ist aber ein Ideal in 7',, da Ad mit der adjun-
gierten Darstellung von 7, iibereinstimmt. Also ist 7", nicht einfach.

2. Vor der Anwendung des bisherigen Resultates sei der Begriff des Struktur-
tensors S einer Lieschen Gruppe @ erliutert. Wir betrachten den durch (1)
definierten Operator A und die an jener Stelle eingefiihrte 7T',-wertige 1-Form
A1 guf G. Der Strukturtensor S von @ ist nach GRAEUB [3], (2.24) definiert

durch 8(z) = — A(z)dA(x) (3)

und ist fiir x € @ ersichtlich eine schiefsymmetrische bilineare Selbstabbildung
von T,. Zur Deutung von § machen wir einige Bemerkungen und verweisen
im iibrigen auf die zitierte Arbeit von W. GRAEUB.

A definiert einen Fernparallelismus auf G. Bezeichnen wir der Kiirze halber
einen lokalen Parameter in # mit demselben Symbol. Dann steht beziiglich
eines solchen Parameters 8 mit dem zum Fernparallelismus A gehorigen
I'-Operator in der Beziehung ([3], (2.28))

8(x)hk = ['(x)kh — I(z)hk, (4)

wo h, k Reprisentanten von Tangentialvektoren im Punkt x bedeuten. Das
heiBt § ist der Torsionstensor der durch A definierten linearen Ubertragung.

Seien h,keT, und ¢&,7n die zugehorigen rechtsinvarianten Vektorfelder
auf G:&(x) = A(x)h, n(x) = A(x)k. Die Parallelitit von S beziiglich A

([3], (2.35)) S(z) A(x)h A(z)k = A(x) S(e)hk (5)

besagt, daBl S(z) A(x)h A(x)k mit dem von S(e)hk ¢ T, erzeugten rechts-
invarianten Vektorfeld iibereinstimmt. Das Lirsche Produkt zweier differen-
zierbarer Vektorfelder &, » auf der Mannigfaltigkeit G ist bezughch eines lokalen
Parameters definiert durch

L&, n) (x) = ' (2) &(2) — &' (2) n(2) . (6)

Wir verwenden hier das entgegengesetzte Vorzeichen als in [3], Gl. (1.5), um
in Ubereinstimmung mit den Definitionen von FROLICHER in [2] zu gelangen.
Fiir zwei rechtinvariante Vektorfelder &, 5 besteht dann die [3], (2.26) ent-

sprechende Beziehung L(&,1) = S(, 7). (7)

Aus den bekannten Eigenschaften von L folgt, daB die Definition
[h,k] = S(e)hk h,keT, (8)
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den Raum 7', zu einer Lieschen Algebra macht, welche kanonisch isomorph
ist zur Lie-Algebra der rechtsinvarianten Vektorfelder auf G.

3. Mit Hilfe von Satz 1’ beweisen wir nun fiir eine Liesche Gruppe G fol-
genden

Satz 2. Eine bitnvariante fast-komplexe Struktur J auf G st komplex?).

Beweis. Eine biinvariante fast-komplexe Struktur J auf @ ist reell-analytisch
und es geniigt zu zeigen, daBl der Torsionstensor 7' von J verschwindet (Fro-
LICHER [2], § 11). Seien &, 5 zwei differenzierbare Vektorfelder auf ¢. Nach
[2], (15.9) hat man folgende Identitit

4T, m)=JLJ & n) +JLE, Iy + L&, n) — LITE, Iy), (9

wo L beziiglich eines lokalen Parameters durch (6) erklart ist. Es geniigt zu
zeigen, daB 7'(£, %) fiir je zwei von n in jedem Punkt linear unabhéngigen
Vektorfeldern verschwindet ([2], p.77). Hierbei ist » die Dimension von G.
Seien £, 7 die von zwei linear unabhingigen Vektoren h,k T, erzeugten
rechtsinvarianten Vektorfelder auf G. Das Verschwinden von 7'(£, ) ist hin-
reichend fiir das Verschwinden von 7', da es = linear unabhingige rechts-
invariante Vektorfelder auf G gibt.

Die Rechtsinvarianz von J hat zur Folge, daf} J ein rechtsinvariantes Vektor-
feld £ in ein rechtsinvariantes Vektorfeld J¢ iiberfithrt. Es ist namlich fiir
I* ¢ T, nach (2)

V¥, (JE) (2)), = A*, J(2) A(x)h), = <A*(2)1*, T (e)h),
= ¥, A(z) J(e)h), ,

das heiBt J & ist das von J (e)h € 7', erzeugte rechtinvariante Vektorfeld auf G.
Wegen (7) kann man (9) fiir rechtsinvariante &, 5 schreiben als

4T (&, n) =J8WJE, n) + I8, In) + 8(&,9) — 8(WJE, ). (10)

Die rechte Seite definiert nach der vorhin gemachten Bemerkung und wegen (5)
ein rechtsinvariantes Vektorfeld. Dies ist der Ausdruck fiir die Rechtsinvarianz
von 7', das heifit die Parallelitit von 7' beziiglich A. Hiefiir benstigen wir
lediglich die Rechtsinvarianz von J und noch nicht die Biinvarianz — eine
Bemerkung, von der wir spiter noch Gebrauch machen werden. Die Identitét
(10) fiir rechtsinvariante Vektorfelder &, # ist demnach bei Beachtung von (8)
dquivalent mit der Identitit

4T (e)hk = J (e)[J(e)h, k] + J(e) [k, T (e)k]+ [k, k] — [T (e)h,J (e)k]  (10')
fir h, keT,.

%) Vgl. den Zusatz am Ende der Einleitung.
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T verschwindet somit identisch, falls die linke Seite von (10’) identisch ver-
schwindet. Dies ergibt sich aber sofort aus der Biinvarianz von J. Dann ist
némlich nach Satz 1’

AT (e) hk = J (e} [h, k] + J(e) [h, J(e)k] + [k, k] — J (e) [k, J (e)k]
= J(e)*[h, k] + [h, k] =0

Demnach ist J integrabel, also komplex.

Satz 2 zeigt, daB eine biinvariante fast-komplexe Struktur J auf @ eine
komplex-analytische Struktur erklirt. Die Rechts- und Linkstranslationen
sind komplex-analytisch beziiglich dieser Struktur, woraus deren Vertriglich-
keit mit den Gruppenoperationen von @ folgt. G ist also eine komplexe Lische
Gruppe. Ist umgekehrt G eine komplexe Liesche Gruppe und J der fast-
komplexe Strukturtensor der zugrunde gelegten komplex-analytischen Struktur,
so ist J biinvariant. Satz 2 ergibt also bei Benutzung von Satz 1’ fiir eine
zusammenh#ngende Liesche Gruppe folgendes

Korollar. Ist G komplex und J der zugehirige fast-komplexe Struktur-
tensor, so definvert J(e): T,— T, eine lineare Abbildung mit den Eigenschaften

J (e)? = —Identitit von T,, (i)
Je)[h,k]=[h,J(e)k] fir h,keT,. (ii)

Umgekehrt gibt es zu einer linearen Abbildung J(e): T,— T, mit den Eigen-
schaften (i) und (ii) genau eine komplex-analytische Struktur auf G, welche mit
den Gruppenoperationen verirdiglich ist und derem zugehoriger fast-komplexer
Strukturtensor J in e mit J(e) dbereinstimmi.

Nach dem Korollar von Satz 1’ hat man noch folgenden

Zusatz. Die komplexifizierte Ligsche Algebra T, einer komplexen Ligschen
Gruppe st nicht einfach.

4. Die bisherigen Feststellungen legen es nahe, eine reelle Liesche Algebra &
zu betrachten, auf welcher eine lineare Abbildung J: F — E existiert mit den

Eigenschaften J* — —Identitiit, ()
Jh, k] =1[h,Jk] fir h,kek . (ii)

Die Bedingung (ii) ist gleichbedeutend mit (ii’)J [k, k] = [Jh, k] fir h, ke E
(vgl. Beweis von Satz 1'). Wir nennen eine solche Lie-Algebra im folgenden eine
d-Algebra. Die Bedingung (ii) ist charakteristisch dafiir, da8 die durch J auf ¥
definierbare C-Vektorraumstruktur zusammen mit der Produktbildung in E
eine L1e-Algebrenstruktur iiber € ergibt. Nach Nummer 1 folgt, da8 die kom-
plexifizierte Algebra E nicht einfach sein kann.
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Die Krrinasche Form g von Z ist definiert durch
ghk = Sp(Adh o Ad k) fir h,keE.

Hierbei bezeichnet Ad#% die Selbstabbildung %4 —[k,k] von E und Sp
bedeutet Spurbildung. Dann gilt

Satz 3. Fir die Kirrinesche Form g einer J-Algebra E bestehi die Identitit
gJhJk = —ghk h, kel .

Beweis. (ii) ist gleichbedeutend mit JoAdh = AdhoJ, und (ii’) ist
gleichbedeutend mit J o Ad A = Ad(Jh), so da3

gJhJk = Sp(Ad(Jh)oAd(JEk)) = Sp(J o Adhod o Adk) = Sp(J20 Adh o Ad k)
= — Sp(AdhoAdk)= —ghk, q.e.d.

Sei £ weiterhin eine J-Algebra und E’ die derivierte Lie-Algebra, erzeugt von
den Produkten [k, k] mit h, ke E. Wegen (ii) ist die Restriktion J/E' = J’
eine Abbildung E’'— E', welche auf E’ offensichtlich die Struktur einer
J-Algebra erkldrt. Insbesondere gilt also nach Satz 3 fiir die Kmmrinasche
Form ¢’ von E' die Identitit

g JhJk=—g hk h,keE . (11)

Es bezeichne Z das Zentrum von K. Dann ist fir A e Z [h, k] = 0 fiir jedes
k e E, alsonach (ii') [Jh, k] = J[h, k] = 0, das heilt Jh ¢ Z. Also definiert
J|Z auf Z die Struktur einer J-Algebra. Zusammenfassend ergibt sich

Satz 4. Ser E eine J-Algebra, E' die derivierte Algebra und Z das Zentrum
von E. Die Restriktion von J auf E' und Z defintert auf diesen Algebren
J-Algebrenstrukturen. Insbesondere sind E' und Z von gerader Dimension.

b. Als Anwendung von Satz 4 betrachten wir eine komplexe Liesche Gruppe
G. @ ist nach dem Corollar von Satz 2 eine J-Algebra, nach Satz 4 sind also
auch G' und Z (derivierte Algebra und Zentrum von G) J-Algebren. Seien G
und Z die von G’ und Z erzeugten Untergruppen von ¢'. Wiederum nach dem
Corollar von Satz 2 sind G’ und Z komplex, und zwar handelt es sich bei der
unterliegenden komplexen Struktur offensichtlich um die Restriktion der
komplexen Struktur von G auf G' und Z. Man hat also das

Korollar. G sei eine komplexe Liesche Gruppe. Auf denvon G' und Z erzeug-
ten Untergruppen G' und Z induziert die komplexe Struktur von G komplexe
Strukturen, beziglich denen Q' und Z komplexe Lirsche Gruppen sind.

6. Eine weitere Anwendung des Bisherigen ist der
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Satz b. G sei eine zusammenhingende komplexe Lirsche Gruppe, auf deren
Lig-Algebra G eine beziiglich der adjungierten Darstellung von G invariante
euklidische Metrik existiert. Dann ist G abelsch.

Beweis. Die Existenz eines ad-invarianten Skalarproduktes auf @ impliziert
die Reduktivitdt von G, so dal G = G' ® Z, wobei die derivierte . Algebra G’
halbeinfach ist. G ist nach dem Korollar von Satz 2 eine J -Algebra. Bezeichnet
also g’ die KrruiNesche Form von G'undist J' = J/G', sogilt Gl. (11)

g JhdJ'k=—g hk fur h,keG .

Die Restriktion eines ad-invarianten Skalarproduktes von @ auf @ ist ad-
invariant. g’ ist demnach negativ definit (PONTRIAGIN [4], p. 233, Satz 101).

Wir behaupten: G’ = {0}. Sei nimlich he@', h 5% 0. Dann ist auch
J'h # 0. Somit ist nach dem eben Gesagten

g hh<{0 und ¢ J'AJ'kO.

Dies steht aber im Widerspruch zu (11). Somit ist G’ = {0}, das heillt G = Z
und G ist abelsch.

Bemerkung 1. Eine zusammenhingende Liesche Gruppe G, auf deren Lig-
Algebra @ ein ad-invariantes Skalarprodukt existiert, ist fiir halbeinfaches G
notwendlg kompakt (WEYL), fiir beliebiges G braucht dies aber nicht zu gelten ,
(Zum Beispiel ist die zu G gehorige emfachzusammenha,ngende Gruppe nicht
kompakt, wenn G nicht halbeinfach ist.) Satz 5 ist fiir den Spezialfall einer
kompakten Gruppe evident, denn die Abbildung ad:G— GL(G) ist holo-
morph, also konstant. Unter Benutzung des WEyvLschen Satzes ergibt sich
Satz 5 sofort aus diesem Spezialfall so. G’ erzeugt eine kompakte und komplexe,
somit abelsche Gruppe. G' ist also einerseits kommutativ: [@', G'] = {0},
anderseits impliziert aber die Halbeinfachheit [G', '] = @', so dal G' = {0}.
Unser Beweis von Satz 5 ist jedoch viel elementarer.

Bemerkung 2. A.FROLICHER beweist in [2], p. 95, folgenden Satz: Jede
kompakte zusammenhingende Liesche Gruppe gerader Dimension besitzt
eine beziiglich der Linkstranslationen invariante komplexe Struktur J.
Ebenso existiert eine beziiglich der Rechtstranslationen invariante komplexe
Struktur J;. Aus dem Beweis in [2] geht hervor, daf dieser Satz noch gilt,
wenn man die Kompaktheit von G durch die schwichere Bedingung der
Existenz eines ad-invarianten Skalarproduktes auf G ersetzt. Nach Satz 5
folgt, daB J 5 und J; notwendigerweise verschieden sind — aufer ¢ sei abelsch.
Denn Jyp =J; = J bedeutet die Biinvarianz von J, das heiit & ist komplex,
also abelsch.
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7. In Gleichung (3) wurde der Strukturtensor § einer Lirschen Gruppe ein-
gefiihrt. (5) ist der Ausdruck fiir die Rechtsinvarianz von §. (S ist biinvariant,
was wir aber nicht bené6tigen.) Der Torsionstensor 7' einer rechtsinvarianten
fast-komplexen Struktur J auf G — man nehme (9) als Definition — ist ein
rechtsinvariantes Tensorfeld desselben Typus wie S. Unter welchen Bedin-
gungen ist § =1T1

Eine rechtsinvariante fast-komplexe Struktur J auf G definiert eine lineare
Abbildung J(e):T,— T, mit J(e)*? = —Identitit von 7',. Umgekehrt definiert
eine solche Abbildung J (e) genau eine rechtsinvariante fast-komplexe Struktur
J auf G, welche in e mit J(e) iibereinstimmt (vgl. den Beweis von Satz 1).
Dann koénnen wir die gestellte Frage prazisieren: Unter welchen Bedingungen
fiir J (e) ist 8 = T'? Auskunft hieriiber gibt

Satz 6. Es gilt S =T genau dann, wenn J(e): T,~ T, einer der beiden
dquivalenten Bedingungen genilgt

J(e) [k, k] = — [k, J (e) k] (i)
J(e) [k, k]l = — [J(e)h,k]. (i')

Beweis. Die Aquivalenz der beiden Bedingungen ergibt sich wie in Satz 1’.

a) (i) ist notwendig. Sei § = 7T'. Die Rechtsinvarianz von J bedeutet die
Parallelitat beziiglich der durch (1) definierten linearen Ubertragung. S ist
nach (4) die Torsion dieser Ubertragung. FROLICHER hat in [2] lineare Uber-
tragungen untersucht, beziiglich welchen eine gegebene fast-komplexe Struktur
parallel ist und deren Torsion mit der Torsion der fast-komplexen Struktur
iibereinstimmt. In § 14 wird u.a. folgende notwendige Beziehung (14.4) zwi-
schen J und 7' (= S in unserem Fall) angegeben :

J(z) S(x)hk + S(x) J(x)hk =0 fir h,keT,.
Fiir x = ¢ erhilt man nach (8) hieraus

J@)[h,k]+ [J(e)h, k] =0 fir h,keT,,
das heiB3t (i').

b) (i) ist hinreichend. J (e) geniige (i) und J sei die durch J(e) bestimmte
rechtsinvariante fast-komplexe Struktur auf G. Wir haben die Identitit

S(x)hk = T (x)hk xeG;h,keT,

zu beweisen. Wegen der Rechtsinvarianz von 8 und 7' geniigt der Nachweis
der Identitit
S(e)hk = T(e)hk h,keT,,
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die wegen (8) gleichbedeutend ist mit [k, k] = T'(e)hk. Nun ist nach (10')
fir h,keT,

4T (e)hk = J(e) [J(e)h, k] + J(e) [k, J(e)k] + [h, k] — [J(e)h, J (e)k] .

Nach (i) bzw. (i') stimmen der erste, zweite und vierte Term auf der rechten
Seite iiberein, und zwar ist jeder gleich

J(e)[J(e)h, k] = — J(e)*[h, k] = [h, k] .
Somit ist 47 (e)hk = 4[h, k] und damit ist § = T bewiesen.

Bemerkung. Ist in der in Satz 6 untersuchten Situation J zusitzlich links-
invariant, so verschwindet nach Satz 2 die Torsion 7' von J, also auch S, das
heit G ist abelsch. Dies ergibt sich auch direkt durch Vergleich der Bedin-
gungen (ii’) von Satz 1’ und (i) von Satz 6, aus denen J/G' = 0, wegen der
Regularitat von J also G = {0} folgt.

8. Analog zu Nummer 4 kann man nun eine reelle L1e-Algebra E betrachten,
auf welcher eine lineare Abbildung J: E — E erklirt ist mit den Eigenschaften

J? = — Identitit, (i)
Jh,k]= —[h,Jk] fir h,keE. (ii)

Man zeigt genau wie friiher, daf die derivierte Algebra und das Zentrum einer
solchen Algebra ebenfalls obige Eigenschaften besitzen und folglich von gera-
der Dimension sind. Ferner gilt fiir die KiLuinasche Form g von £ die Identitit

gJhJk=ghk h keE,

die man analog wie in Nummer 4 beweist. Als Anwendung letzterer Beziehung
fithren wir folgenden Satz an.

Satz 7. G sei etne kompakte, halbeinfache und zusammenhingende Lirsche
Gruppe und J eine rechisinvariante fast-komplexe Strukiur auf G, deren
Torstonstensor mit dem Strukturtensor von G dbereinstimmi. Bezeichnet K
die Kiriinesche Form wvon T, und setzt man g(e) = — K, so definiert
g(e) etme bitnvariante Rizmanwnsche Meirik g auf G, welche beziiglich J fast-
hermetisch 1st.

Zum Beweis geniigt es zu bemerken, daBl K negativ definit ist (vgl. Beweis
von Satz 5), so dafl g eine RIEMANNsche Metrik ist. Die Beziehung

ge)J(e)hJ(e)k =g(e)hk h,keT,
zieht dann wegen der Rechtsinvarianz von g und J die Identitéit

gx)JJ(x)h J(x)k =g(x)hk xeQ; h,keT,
nach sich.
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