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Structures quotient

par Charles Ehresmann

A Georges de Rham, en hommage amical à l'occasion de son 60e anniversaire

Introduction

Dans la première partie, dont les résultats ont été résumés dans [0], sont
d'abord définies et étudiées les notions générales de structure quotient et de
sous-structure. La suite est consacrée à l'étude des catégories d'homomor-
phismes formées des homomorphismes entre classes multiplicatives, entre
graphes orientés et entre graphes multiplicatifs. Ceci permet de donner une
définition précise des catégories quotient et catégories quotient strict, ainsi que
leurs propriétés.

Dans la deuxième partie sont définis et étudiés les classes multiplicatives
structurées, les graphes structurés et les graphes multiplicatifs structurés, qui
interviennent dans la théorie des catégories structurées. Le dernier paragraphe
contient les principaux théorèmes de l'article, concernant les catégories
structurées quotient, dont la démonstration utilise tous les résultats précédents.

Ce mémoire est lié aux articles [1] et [2] et reprend les mêmes conventions,
en particulier les suivantes:

Une structure de catégorie sur une classe C sera encore désignée par C' (ou
simplement par C). Soit C* une catégorie. Le composé de deux éléments g et f
de C, s'il est défini, est désigné par g • /. Les applications source et but dans C
sont notées oc et (3. La classe des unités de C* (ou une classe d'objets) est
représentée par le symbole C'o', le groupoïde des éléments inversibles de C' est
noté Cy.

Soit C une catégorie. Soit QC la classe des quatuors de C, c'est-à-dire [3]
des quadruplets (gr, f, f, g), où geCfeCf'eC et g'eC, tels que les

composés f-getg'-f soient définis et égaux. Rappelons [2] que DC est une
catégorie double (nnC, HC) pour les multiplications longitudinale et latérale.

Soit (C, p, H) un foncteur (le mot foncteur signifie toujours foncteur
covariant); ce foncteur sera parfois représenté par p seulement. La restriction de

p à Co est notée p0. Soit Op le foncteur de nnH vers anC défini par:

(Dp) (g', /', /, g) (pW), vif), p(/), via)) •

La catégorie duale de la catégorie C est notée C* et considérée comme ayant
la même classe support que C. Si (C, p, H) est un foncteur, nous désignons

par p* le foncteur (C*, p, W*).
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Soit (C, p, H, S) une catégorie d'homomorphismes [3]. Un élément h de H
est souvent identifié au triplet (p(h), p(h), oc (h)) Rappelons [2] que (C, p,
H, S) est saturé au-dessus de C (ou que H est saturé au-dessus de C) si les
conditions :

h eCy, s e Ho et p(s) oc(h)

assurent l'existence de h e H tel que oc (h) s et p (h) h Si S n'est pas
explicitement défini, il est sous-entendu que S Hy. Pour simplifier les notations

nous remplacerons parfois l'une des lettres du symbole (C, p, H, S) par
un point, si aucune confusion n'est possible. Ainsi (C, p, H, signifiera

(C9p,H,HY).
Pour simplifier le texte, nous faisons de plus la convention suivante: Soit

(C, p, H) un foncteur; soit H' une sous-catégorie de H) quand aucune
confusion n'est possible, nous désignerons par (C, p, H') le foncteur de H' vers C
défini par la restriction de p à H1.
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I. Structures quotient

1. (Kf,p)-injections et (K', j>)-surjections.

Soient (K, p, H) un foncteur et Kf une sous-catégorie de K. Soit p* le
foncteur (/C*, p, H*).

Définition 1: On appellera (Kf, p)-injeetion faible (resp. (Kf, p)-injection)
un élément j e H vérifiant les conditions suivantes:

2) Les conditions: ge H, fi(g) f}(j) et p(g) p(j) • g' entraînent Vexistence

d'un (resp. d'un et d'un seul) l}1 e H tel que p(g') g' et Ij — j -~g'.
On dira que y* e H est une (K', £>)-surjection faible (resp. (Kf, p)-surjection)
si ?* est une (/C7*, p*)-injection faible (resp. injection).

Ainsi ?* € H est une (/C', ^))-surjection faible (resp. surjection) si, et seulement

si:
1*) p{j*) e K';
2*) Les conditions g e H, oc (g) — <%(/*) et p(g) gf -p(j*) entraînent l'exis¬

tence (resp. l'existence et l'unicité) de g' e H tel que:

P(g') g1 et ~g=-~g''f.
Remarque: La notion de (Kf, p)-injection faible est définie dans [1] sous le

nom de (Kr, p)-injection; comme nous aurons essentiellement à considérer des

(Kf, p)-injections (au sens de la définition 1), il semble préférable de modifier
ainsi la terminologie.

Cas particuliers: 1. Si (/C, p, H, S) est une catégorie d'homoinorphismes,
les notions de (Kf, p)-injection et (Kf, ^)-injection faible sont identiques; en
effet, si j est une (K7, ^)-injection, l'élément ~gl dont l'existence est assurée par
la condition 2 est entièrement déterminé par la donnée du triplet (oc(j), g',
oc (g)), donc unique. 2. Si j est une (Kf, p) -surjection (resp. une (K',p)-
injection) et si p(j) est un épimorphisme (resp. un monomorphisme) dans K,
alors j est un épimorphisme (resp. monomorphisme) dans la catégorie H.

Nous désignerons par H{(Kf9 p) et Hs(Kf,p) resp. les classes des (K',p)-
injections et des (Kr, £>)-surjections. Nous énoncerons les résultats pour les

(K1, p)-surjections; par dualité on pourra obtenir des propositions analogues

pour les (Kf, ^-injections.
Pour que j e H soit une (Kr, p)-surjection, il faut et il suffit que j soit une

(Kf, p)-surJecti°n faible et que les conditions:

* j 7i • j et p(g') p(g[)
entraînent g' g[.
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Proposition 1: Hs(Kf, p) est une sous-catégorie de H contenant tout élément

f e Hy tel que p(f) e K'

Démonstration: Tout / e Hy tel que p(f) e K' vérifie la condition 2* pour
j* f. Soit je Hs(Kf, p); on a évidemment oc(j) e Hs(Kf, p) et ft(j) e

Hs{K',p). Soit jf€Hs{Kf,p) tel que atf') =/?(?'). D'après la proposition duale
de la proposition 1 de [1], j' • j est une surjection faible. Supposons que l'on ait:

?¦ ti'-j) ~g[-(3'-i) et VCg') [
Les conditions:

(?•?')•? (?WW et p(?-/')
entraînent ^'-^ g^-y', puisque / est une (/C^J-surjection. Les relations:

V-r 7i'f et p(?) p(#)
entraînent alors ^' ^; donc /'•^* e Hs(Kf, p).

Théorème 1: Soient j e Hs(Kf, p) et j' e HS(K', p) tels que oc(j) «(/').
^oi^ f e K1 tel que: f-p(j) p(j')- Alors il existe un et un seul j" e Hs(K',p)
vérifiant les conditions:

p(j") f et j''j j'-
Si f est inversible dans K', j" est inversible dans H.

Démonstration: Les relations :

j e H'(K'9 p) oc(j) a(j') et p(j') f.p(j)
entraînent l'existence d'un élément unique j" tel que:

p(j») f et f-j f.
Montrons que /" est une (Kf, 2?)-surjection. Soit g e H tel que

*{g) *{j") p{j) et p(iï)=g'-f.
Comme j' e HS(K', p) et que l'on a:

Pil-j) 9' 'f'P(?) 9' -P(ï) >

il existe un et un seul ~gr e H pour lequel:

Comme ^(?' # ^v/) P(9) * û en résulte 7 • /" ="^ Les conditions:

?-7*=?W" et p(?) p(^i)

entraînent ~gf - j'=~g'i'j'> d>ou 7 ?i » et par suite j" * H*(K',p). -
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Supposons / € Ky. Il existe aussi j'[ e HS(K\ p) tel que:

p{jï) f-1 et j'{-j' j.
Les relations :

ii'i • f) • i jî¦ f i et f{j'i ¦ j") «(/)
entraînent: j" • j" — oc(j") De même on montre j" • )![ j80v/)« On en
déduit j" {j'i)-1* Hy.

Corollaire: Les conditions: j c H8(K', p) j' e Hs(Kf9 p),
a(j) =oc(jf) et p{j) p(jr)

entraînent j' y-j où y e Hy,
En effet, d'après le théorème, il existe j" e Hy tel que :

Nous désignerons par U la catégorie longitudinale DD(/C; /C;) dont les
éléments sont les quatuors [2, 3] (gr;, /', /, g) e /C tels que / e /C et f e Kf.
De même : _ _

Us DD(H; Ws(^? P)) et t/* na(//; H*{K', p))

Définition 2: On dira que h' € H est un (Kf, ^)-homomorphisme quotient
{resp. sous-homomorphisme) de h € H s'il existe (hf, j', j, h) e Us (resp.

(h, j', jyh') e il1) ; on écrira alors:

hf —L^ Ji ou y —< Ji {resp. h' <( h ou hf ^ h)
(K't P)

Proposition 2: Soient he H, j e Hs{Kf,p) et j1 e HS(K', p) tels que:

oc (h) oc(j) et P(h) <k{j'). S'il existe:

H (h'9p(f), p(j),p(h))eU,
alors il existe un et un seul H (hf, jf, j, h) € Us tel que

Si de plus h € Hy et h' e Ky9 on a: hr e Hy.
En effet, les conditions j e HS(K', p) et p(j' -h) h1 • p(j) assurent l'existence

et l'unicité de h1 e H tel que h1 * / j' -h - Supposons h € Hy et
h1 € Ky\ on a aussi (A'"1, #>(/), p(j')9 pty"1)) e U; donc il existe h^e H tel

que p^) h'-1 et (ÂJ, j, j', Â"1) e t7s. On en déduit:

donc h' -h[ P(jr) ^(Â'), puisque f € Hs{K',p) et p(Â; Â{)

De même on obtient h^-li' oc (h'); d'où Â' (h'j-1 e Hy
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Proposition 3: Soient ht Hy et h' e Hy S'il existe j e H8{K', p) tel que:
(pW),f',p{j),p{h))€U, oc(j) oc(h) et P(j) ot(hf), alors on a:

j' hf -j. h~l e HS(K', p) et h' ~< h

En effet, d'après la proposition duale de la proposition 3 de [1], j1 est une
(K1, p)-surjection faible. Les conditions:

?cH,"gcH, ~gf-f=7i'f et p(g') p(7i)

entraînent: (g1 - h') • / (g[ • j1) • h Çg[ -h')-j, d'où ~g' gj[, puisque

J€Hs(K',p) et h'tHy.
Proposition 4: Soient j € H une (Kf, p)-surjection faible, (h', j, f,h)e\J H,

et k c H tel que h • h <x(h) >Si f p(f) est un épimorphisme et s'il existe

(le', /, y > P(fy) € U alors f est une (K', p)-surjection faible.

Démonstration: Puisque / est un épimorphisme, les égalités:

V • p(h') .f V-p(j-h) f- p(k) • p(h) f
entraînent

*/

Les conditions: j est une (K7, 2>)-surjection faible, oc(j) oc(1c) et p(f-k)==
k' - p (j) assurent l'existence de k' e H tel que :

p(kf) k1 et f-k kf'j.
Soit ^ € H tel que :

*fà) «(/) et P(?) 9' 'f •

Comme on a : _ _

il existe un gï* e H tel que pCJy") g' - k' et ~g *k =~g" - j
Posons : ^ ~g" • Â' On obtient :

p(g') g'• V • p(h') g1

~g=-g- k-h= "g" • / • * "g" -h'-f^-g'-f.
Donc / est une (Kf, p)-surjection faible.

Remarque: Même si on suppose de plus dans la proposition 4 que j est une

(K'9 2>)-surjection, il n'en résulte pas que /soit une surjection (sauf évidemment

dans le cas où (M, p, H, est une catégorie d'homomorphismes).

Soient (H, p, L) un foncteur et H1 une sous-catégorie de H.
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Théorème 2 (transitivité des surjections): Soit jeL tel que ~p{j) e Hs(K',p).
On a j e Ls(Hf, p) si, et seulement si, je Ls(Kf, pp) et ~p(j) e H'.

Démonstration: Supposons J€Ls{H',~p). D'après la proposition duale de

la proposition 6 de [1], j est une (K^ppysurjectioïi faible. Les conditions:
h' • j h[' j et pp(h') pp(h[) entraînent ~p(h') p(^i) puisque ~p{j) e

Hs (K', p); par suite h[ hf, car j e Ls(Hf,^p) - Inversement supposons

j € Ls(Kf, pp) Soit h c L tel que <%(A) oc(j) et ^(A) A' • ^p{j) où
h'eH. On a: — - --pp(h) p(h')-pp(j)

et, comme j e L3(K', pp), il existe un et un seul hr e L tel que:

h h' -j et pp(h') p(hr)

Des relations: ]p(j) € H8(K', p), et #>(&') • ~p(j) ~p(h) h' • ~p(j), il résulte

~p(h') — hf. Les conditions:

h^j=hf • / et p(Â£) p^) V

entraînent pp(h[) pp(hf), et par suite h[ h' ; donc j e U(H' ,J>)

Soient (K, x, K) un foncteur, x*(H, p) la catégorie induite (voir n° 4 et
[3]) de H par (x, p) et ^ le foncteur canonique:

*(g) ^ «*(W, ^?) vers K.

Proposition 5: Les conditions: j e Hs(Kf ,p)9 j e KS(K', x) et p(j) x(j)
entraînent que (j, j) est une (Kf, r))-surjection.

Nous verrons des exemples dans lesquels (j, j) est une (Kr, ?/)-surjection

sans que / (resp. j) soit une (Kf, p) (resp. (K'> *0)-surjection.

Remarque: Les conditions jeLs(Hf,^p) et j e L8(Hl, pp) n'entraînent pas

2. Cas particuliers

I) Sous-structures et structures quotient:

Soit (K, p, H, HY) une catégorie d'homomorphismes; soit K' une sous-

catégorie de K.
Pour que j e H soit une (K7, ^>)-surjection, il faut et il suffit que p(j) e Kf

et que les conditions:
g'eK et (S,g''P(j), <x(j)) e H

entraînent: /o
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Proposition 6: Les conditions: j e Hs(Kr,p), j' e H3(K', p), oc(j) «(/')
^ P(j) V{j')_ entraînent j j' Si f (s*, /, s) e H, f e K', et s'il existe

/' e H feZ gw / •/' s* alors on a f e WS(K', p)
En effet, la première partie de la proposition résulte du théorème 1. Supposons

~g (s*, g1 • /, s) € H; posons ~gr ~g - /' On a:

9f'f-f' 9r et p(7 .f) g'-f p(g),
d'où fif ?-/ et }eHs(K',p).

Définition 3: $i /C' &s£ /orme d'épimorphismes, on dira que #* e^ ^tie structure
quotient de # relativement à (Kf ,p) s'il existe une (K', p)-surjection j telle que

a(j) — S et fi(j) >S* Par dualité, on définit de même la notion de sous-
structure /S* de S relativement à (K;, p), si K' est formé de monomorphismes.

Ainsi /S* est une sous-structure de S s'il existe une (K', p)-injection j telle

que *(j) /S* et £(/) S
Si $* est une structure quotient (resp. une sous-structure) de S relativement

à (Kf, p), alors S* est un objet quotient (resp. un sous-objet) [7] de S dans
la catégorie H. Mais un objet quotient de S dans H peut ne pas être une structure

quotient de S.

Proposition 7: Soient (H,^p, L) un joncteur et H' une sous-catégorie de H;
les conditions:

~je L*(K',pp) et p(j)eH'
entraînent j e LS(H' ,~p)

En effet, reprenons les notations de la 2e partie de la démonstration du
théorème 2; puisque (K, p, H, est une catégorie d'homomorphismes, les

éléments hr et p(ft') sont égaux, car ils ont la même image pp(hf), même source

P(p{j)) et même but fi(p(h)). La fin de cette démonstration s'applique alors

et démontre la proposition 7.

II) C'-projections et C'-éjections:

Soient C une catégorie et C une sous-catégorie pleine de C. Soit & la catégorie

formée d'une seule flèche z et de deux unités distinctes oc (z) et /S (z). Soit C
la sous-catégorie de C formée des fe C tels que /e C ou oc(f) t C7. Soit Z le

foncteur de C vers © défini par :

(f) p() si /eC;
Z(f) *(s) si «(/) t Co et

Z(f) z si *(/)*Co et

16 CMH vol. 38
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Définition 4: Si j est une (0, Z)-surjection telle que Z(j) ^ <x(z), on dira que

j est un C'-projecteur dans C et (}(j) sera appelé C-projection de oc(j) dans C.
Si h1 cC est un (0, Z)-homomorphisme quotient de h, on dira que h' est une
C'-projection de h dans C. Par dualité on définit les C'-éjecteurs et C'-éjections
dans C.

Pour que S eCf0 soit une C'-projection de 8 eC0, il faut et il suffit qu'il
existe j cC tel que oc(j) 8, (i(j) 8, et que les conditions:

geC, P(g)eC et *to) =*(?')
assurent l'existence d'un et d'un seul g' c C tel que g g1 •

Proposition 8: Soient C" une sous-catégorie pleine de C et j' un C-projecteur
dans C. Si j" est un C"-projecteur dans C tel que j" • j' soit défini, j" • j1 est un
C"-projecteur dans C. Si j" est un C"-projecteur dans C tel que oc{jrl) <x(jf)

il existe un C"-projecteur j'x dans C tel que jr[ j[ • j1

Démonstration: Soient j' et j" deux projecteurs tels que ot(jf) S, fi(j')
a(j") 8' et £(?") S". Si geC, P(g)eCff et oc(g) 8 il existe un

et un seul g' tel que g g' • j' et un et un seul g" tel que g1 g" • ?v/, d'où
g =z g" * (j" • 7*'). De plus la relation:

entraîne g" • j" g![ - j", et par suite g'[ gr". Ainsi j" • ?v est un C"-projecteur

dans C. - Soit j'[ un C"-projecteur tel que oc{jl) S et /?(/i) -- $i'.
Comme /' est un C'-projecteur, il existe un et un seul j!x tel que j[ • / j'[.
Supposons f e Cf, oc(f) Sf et j8(/) e C/7. Puisque jf est un C"-projecteur,
il existe un et un seul f" tel que / • j1 /" • j![ f" • j[ • ?v. Il en résulte

/ f" • ^, et 7i est un C^-projecteur dans C.

Soit (K, p, H) un foncteur; soit Kf une sous-catégorie de K. Soit V la

catégorie des quadruplets (hf, j', j, h) e K x H X H x H tels que:

P(f) * K', p(j) « /C' et (A', p(f), p(j), p(h)) e D K,

munie de la loi de composition :

(K> ji, k, K) - (V, f, h h) (K - hf, ji j, h, • l)
si, et seulement si, jx j1.

H s'identifie à la sous-catégorie pleine de V ayant pour unités les quadruplets

(p(s)9 s, s, s), en identifiant h e H avec:

ÂÀ, *(h),h).
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Proposition 9: j e H est une (K', p)-surjection si, et seulement si, J
(PiP(?)) 9 P(?)> h j) esi un H-projecteur dans V.

Démonstration: Supposons j<-H8(K',p) et soit (h', s, j, h) € V; comme
oc (h) oc (j) et p(h) h' -p (j), il existe un et un seul h' e H tel que p{hl) h'

et h hf • j; par suite on a :

(h', s, p(j), h') <h'> et (h1, s, j, h) <h'> • J

donc J est un W-projecteur dans V'. - Inversement soit J un /-/-projecteur
dans y. Les conditions: h e H, oc(h) ~ oc(j) et p(Â) A' • p(y) entraînent

(h', fl(h), j, h) e V; par conséquent il existe un et un seul h' e H tel que
Â • J (h', p{h), j, h) Il en résulte p(h') h' et Â7 • / h, d'où

Exemples: L~ Soit U la catégoiie formée des applications uniformément
continues entre espaces uniformes séparés; soit W la sous-catégorie pleine de

U ayant pour unités les espaces uniformes complets. Tout E € UQ admet pour
(/-projection le complété E de E.
2 - Les produits tensoriels et les puissances extérieures d'espaces vectoriels (ou
vectoriels topologiques) peuvent être interprétés comme des projections dans
des catégories convenables.

3.- Soit G(lp) la catégorie des foncteurs ^-inductifs entre groupoïdes
prélocaux; un élément de G{lp) est un triplet

tel que (S[,0,S') soit un foncteur, que (S', <) et (Si ,<) soient des

groupoïdes prélocaux [3] et que l'on ait :

0(f r, /') 0(f) r> 0(f) pOUr tout f € S, f € S',

0( u /J u 0(ft) si ft e S et si U ft existe.
i€l i€l ieJ

Soit G'(lp) la sous-catégorie pleine de G(lp) ayant pour (objets les groupoïdes

locaux complets [3].

Théorème 3: Tout (S',<) eG{lv)0 admet pour G'(lp)-projection le groupoïde

local (S'9 <) dont les éléments sont les classes complètes de S.

En effet, d'après le théorème de complétion [3], S' est un groupoïde local

complet. Soit W le foncteur (^-inductif) canonique de S* dans S\ Soit 0 un
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foncteur ^-inductif de (S', <) dans un groupoïde local complet (27*, <). Soit

F e S; puisque deux éléments de F sont compatibles et que 0 est compatible
avec les intersections finies, la classe @(F) est compatible [3] dans 27, donc

admet un agrégat 0'(F). Si F' € S, la classe F ^ F' est engendrée par les
éléments / o /', où / e F et f e F' ; en utilisant l'axiome de distributivité,
on trouve:

0'(F) r, 0'{F')

Donc l'application F ->¦ 0r (F) définit un foncteur ^-inductif tel que 0 0' • W.

Le théorème 3 en résulte.
Soit G"(lp) la sous-catégorie pleine de G(lp) ayant pour objets les grou-

poïdes locaux.

Théorème 4: Tout (S', <) €G(IP)O admet pour G"(lp)-projection le sous-

pseudogroupe faible S* de S' engendré par S.

En effet, d'après [3], S* est un groupoïde local. Soit W le foncteur ^-inductif
canonique de S' dans S'. Soit 0 un foncteur ^-inductif de (S*,<) dans un
groupoïde local (Z\<). Si FeS, la classe F est majorée par / dans 5;
par suite la classe 0(F) est majorée par 0(f) dans 27, donc admet un agrégat
0'(F) dans S. Comme 0 est ^-inductif, l'application: F -> 0'(F) définit un
foncteur ^-inductif 0' de S* vers Z' tel que 0 0' -W. Le théorème en
résulte.

Soit Gfr(lp) la sous-catégorie pleine de G(lp) ayant pour objets les grou-
poïdes locaux relativement complets [3].

Théorème 5: Tout (Sm, <) e G(lp)0 admet pour Grr{lv)-projection le sous-
a. —

groupoïde plein S' de S* ayant S'o pour classe de ses unités.
En effet, d'après la proposition 8 et le théorème 4 il suffit de montrer que

la G"(/p)-projection de (S',<) admet une G£(/p)-projection; nous pouvons
donc supposer (S', <) local. D'après [3], S' est un groupoïde local relativement

complet. Soit W le foncteur ^-inductif canonique de S' dans S'. Soit 0 un
foncteur ^-inductif de S* dans un groupoïde local relativement complet Z\
Soit F e S; puisque oc (F) et fi (F) sont majorés dans Si, 0(oc(F)) et 0(fi(F))
sont majorés dans 27; de plus, 0(F) est compatible, car 0 est ^-inductif; par
suite 0 (F) engendre une sous-classe relativement complète [3] de 27 et 0 (F)
admet un agrégat 0f(F) dans 27. L'application F -> 0' (F) définit un foncteur

^-inductif 0' et 0 0' • W.
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III) Injections et surjeetions au-dessus d'une catégorie d'applications:

Nous désignerons par Mo une classe de classes contenant avec une classe M
toutes ses sous-classes, avec deux classes, leur classe produit. Soit M la
catégorie de toutes les applications {M', /, M), de M e Mo dans M' € Mo. Soit
M1 la sous-catégorie de M formée des applications (M, i, M'), où M' est une
sous-classe de M et i l'injection canonique de M1 dans M.

Soit Ms la sous-catégorie de M formée des surjeetions. Soit (M ', cp, if) e Ms ;

nous appellerons relation d'équivalence associée à (M1, <p, M) la relation
d'équivalence qv sur ikf définie par :

m ~mf si, et seulement si, cp (m) 99 (m')

On a évidemment: (M', 9?, Jf) y (Jf/e ^, M), où ^ est la surjection
canonique de M sur la classe quotient M/q^ et y, la bijection: m mod qv
->cp(m) Soit M3 la sous-classe de Ms formée des surjeetions canoniques
(Mjq £, M) où 0 est une relation d'équivalence sur M.

Soit MQ la catégorie dont les éléments sont les triplets 0 =- (^, <p, qm)

où £m et q^â sont des relations d'équivalence sur M et M resp. et //($)
(M, cp, M) € M est une application compatible avec qm et q^. Soit %m la

relation d'équivalence x ~ x sur if. La catégorie M s'identifie à la sous-
catégorie pleine de MQ ayant les relations iM pour objets. Tout qm e MQ

admet M/q pour M-projection dans MQ. De plus (M, ft, MQ, est une
catégorie d'homomorphismes.

Si (M, p, H) est un foncteur, une (Ms, p)-surjection (resp. une (M%i/pY
injection) sera appelée p-surjection (resp. p-injection). Si hf est un (Ms,p)~
homomorphisme quotient (resp. un (M1, ^)-sous-homomorphisme) de h, on
dira que h' est un p-homomorphisme quotient (resp. un p-sous-homomorphisme)
de h et on écrira :

A' _?_< A (resp. h' < h)

La relation : A' —< h est une relation de préordre dans H, d'après la proposition

1 (voir aussi [2]).
Soit (M, p, H, Hy) une catégorie d'homomorphismes; une structure

quotient (resp. une sous-structure) S* de S relativement à (Ms,p) (resp. à

(M\ p)) sera appelée p-structure quotient (resp. p-sous-structure) de S, ou
structure quotient (resp. sous-structure) de S dans (M,p,H, .)• Une

(Ms, ^)-surjection j telle que p(j) e Mq est uniquement déterminée par la
donnée de oc(j) et de /?(?), ou par la donnée de oc(j) et de la relation
d'équivalence q sur p(oc(j)) associée à p(j). Toute ^-surjection <p est de la forme



232 Charles Ehbesmann

<p y • j, où y c Hy, j € H8(M8, p) et p(j) € M2, si H est saturé au-dessus
de M.

Définition 5: Soient 8 e Ho et g une relation d'équivalence sur p(S). Nous
dirons que $* est la structure quotient de 8 par g si on a (8* ,g,8)e H8 (M8, p)
et si g est la surjection canonique de p(S) sur p(8)/g ; dans ce cas, nous poserons
s* 8ie.

Tout qm € MQ admet Mjg pour structure quotient par g dans {M, ju, MQ,.).
H s'identifie à la sous-catégorie pleine de la catégorie induite ju*(H, p) (voir
n° 4 et [3]) ayant pour unités les couples (s, p(s)) Soient p et 'yb les projections

canoniques de fi*(H, p) vers MQ et H resp.

Proposition 10: Pour que Sjg soit une structure quotient de 8 par la relation
d'équivalence g dans (M, p, H, il faut et il suffit que 8/q soit une H-pro-
jection de (8, q) dans [jl*{H, p) et que p(SIq) p(S)/q

La démonstration est analogue à celle de la proposition 9.

Soient st e Ho, i 1, 2. Nous dirons qu'il existe un produit sx X s2 dans
H tel que p(s1 X s2) yfo) X p(s2), si on a ~pt (sz, pt, sx x s2) e H où

pt désigne la projection canonique de £>(si) X P(S2) sur V(sî)> e^ si (^i X ^2;

pl9 p2) est un produit dans H de «% et s2 (voir [6]). Ces conditions déterminent
s± X 52 d'une manière unique (proposition 2, II, [2]).

Théorème 6: Supposons (M, p, H, résolvante à droite [2] (resp, saturée

au-dessus de M). Soient s e HQ et sf e Ho tels qu'il existe des produits s X s

et sf X s' dans H, pour lesquels p(s X s) p(s) X 2?(s) e£ ^(«s; X s;) p(sf) X

X £>(5') • Alors on a s Ksr si, et seulement si, s X s <\Sr X sr Si q est une
p ^ p

relation d'équivalence sur p (s) admettant (p(s'),Q,p(s)) pour surjection canonique
associée, et si on a (s' X sf ,q X g, s X s) e H8 (M8, p), alors sr s/g -^-<s.

Démonstration: La condition s < sf entraîne s x s < s' x s' d'après la
proposition 3, II, [2], - Supposons (M, p, H, résolvante à droite; le couple
((s, p2, s X s), (s, pt, s X s)), où p^ désignent les projections canoniques de

p(s X s) sur p(s), admet un 2>-noyau s$ tel que p(s$) A diagonale de

p(s X s). De la démonstration du théorème 12, II [2], il résulte que l'on a:
y8 ($$, [i, i], s) € Hy, où [i, c](x) (x, x). - Supposons H saturé au-
dessus de M; alors il existe

78 (5S> ih l],S)€ Hy,
et on a:

(s X s, i, s8) (s X s, [i, c], s) - yS1 € H, (s8, [i, i]p1,s X s)e H.
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Comme
(*8> [h *] ft> s X «s). (5 x s, «, *a) 5S >

la proposition duale de la proposition 6 assure s$ «\ s X 5. - Soient donc
58 < 5 x s et 5g < s' X 5' tels que p(ss) d et p(s'd) A'. Si on a
s X s <\Sf X sr, les conditions :

$8 < s x s < sf x s', s'd < s' x s' et Zl c A1

entraînent s§^srô, en utilisant le théorème dual du théorème 1. - Soit q
une relation d'équivalence sur p(s) vérifiant les conditions de l'énoncé. Les
relations: y ~ ~, A\ a,s8ss x s, sôs$ X s et q x q (A) c A'

assurent l'existence de (srd9 g 3, s8) < (sr X sr, ^ X q, s x s) On a:

* YB' (s>Vi>s X s)eH, k-(s x s,i,sB) s8 et Qsp(k) (|>, t]p[) (q Xq),
d'où, en utilisant la proposition 4, (srd, £§, s$) c H8(M8, p) Par suite:

{*',Q,s) Yô-1-(*9>Q*>*B)'Y**Hê(M99p) et s'= s/g

Remarque: Avec les notations du théorème 6, la condition sr—<s
n'entraîne pas sf X s' —< s X s, comme le montre le cas H T. Si on a:
s' —< s et s'il existe S —< s X s, p(8) p(sr X sf), alors (sf X s', i,S) e H.

Exemples: 1) Soit T la catégorie des applications continues (Sr, /, $) où
/S et 8' sont des topologies sur des classes 6 (S) et d(S') appartenant à Mo

et / une application de 6(S) dans 0(#'). Soit (M, 0,T, T) la catégorie
d'homomorphismes correspondante, où F est le groupoïde des homéomor-

phismes appartenant à 7\ Une structure quotient de S dans (M, 6, T, T)
est une topologie quotient de S; une sous-structure de S est une topologie
induite par 8 sur une sous-classe de 6(8). Pour que j soit une (M, ^-injection,

il faut et il suffit que oc(j) soit homéomorphe à la topologie image
réciproque de p (j) par 6 (j). _
2) Soit F la catégorie des foncteurs (C*, $, C* tels que :

(M, 2?/:, F, Fy) est une catégorie d'homomorphismes à produits finis et
résolvante à droite [2]. Soit C* e Fo; une sous-structure de la catégorie C* est une
sous-catégorie de C' (proposition 9, II, [2]). Une structure quotient de C*

sera appelée catégorie quotient de C', une structure quotient de C# par la relation
d'équivalence q, catégorie quotient de C# par q. Nous reviendrons plus loin
sur cet exemple (n° 3).
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3. Graphes multiplicatifs et catégories quotient

I) Classes multiplicatives:

Définition 6: On appellera classe multiplicative M% le couple formé d'une
classe M et d'une loi de composition, partiellement définie sur M. On appellera
homomorphisme de la classe multiplicative Jf* vers la classe multiplicative
M£ un triplet (M£} 0,M*) tel que 0 soit une application de M dans M1 vérifiant
la condition:
(Q) Si g ' f est défini, alors 0 (g)±_ 0 (/) est défini et on a:

0(g)±0(f) 0(g-f).
Soit N la catégorie dont les éléments sont les homomorphismes entre classes

multiplicatives (M£, 0, M') tels que:

pN(M£, 0, M-) (Ml9 0,M)eM.
N contient F comme sous-catégorie.

Si M' e No et si M1 c M, on désignera par M\ la classe multiplicative
dont la loi de composition, appelée loi de composition induite par M•, est définie

par:
(9 9 /) ~^ 9 ' f si? et seulement si, g • / est défini dans M' et si on a g • / € Mx.

Proposition 11 : (M,pN, N, Ny) est une catégorie d'homomorphismes à produits
finis, résolvante à droite et saturée au-dessus de M, Pour que M^ soit une pN-sous-
structure de M* e No, il faut et il suffit que l'on ait: Mx c: M et M^ M'x.

En effet, la première partie résulte des définitions. Si M c M on a
évidemment M't <( M\ Inversement si M£ «< M-, on a aussi M[ < M',
donc M£ M[ en vertu de la proposition 6.

Définition 7 : Soit M* e NQ ; nous dirons que q est une relation d'équivalence
compatible sur M' si q est une relation d'équivalence sur M telle que les conditions:

g • / et g' • /' sont définis; on a f ~ f et g ~ g'
entraînent:

9 • / ~ 9' • / •

Si q est une relation d'équivalence compatible sur M•, la classe Mfq des

classes d'équivalence modulo q peut être munie de la loi de composition,
appelée loi de composition quotient, définie par:

(g mod q f mod q) -> (gf • /') mod q

si, et seulement si, il existe g1 ~ g et f'~f tels que gf • /' soit défini.
Nous désignerons par M'/q la classe multiplicative (M/g)'.
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Proposition 12: Soient M' e No et q une relation d'équivalence sur M. Pour
que M' admette {Mjq)1- pour pN-structure quotient par q, il faut et il suffit que
q soit compatible sur M' et que (M/q)1- M'jq

En effet, les conditions sont évidemment suffisantes. Inversement si (M]q)L
est une ^yv"s^ruc^ure quotient de M', comme M'jq est aussi une ^/v"s^ru°ture
quotient de M', il résulte de la proposition 6 que Ton a {Mjq)1- — M'jq

Corollaire : Pour que (Mj-, 0, M• 0 soit une pN-surjection, il faut et il
suffit que 0(M) — M± et que Von ait

0 y- {M'Iqv, q0, M') avec y e Ny

en désignant par q0 la relation d'équivalence associée à 0.

Remarque: Soient M' eiV0 et q une relation d'équivalence sur M. Soit q

la relation d'équivalence sur M, intersection des relations d'équivalence q'
compatibles sur M * et telles que / ~ f mod q entraîne f ~ f mod q' Alors
M'Iq peut être appelée classe multiplicative quotient de M' par g.

II) Graphes orientés:

Soit [G] — (0, (î, oc) un graphe orienté; rappelons [5] qu'alors G est une
classe, oc et /?, deux rétractions de G sur une sous-classe [6r]0 de G; un élément
de [6r]0 est appelé sommet de [(?]; une flèche de [G] est un élément f de G

tel que f^oc(f); les sommets oc(f) et /5(/) sont appelés source et but de

/ resp.

_ Soit G la catégorie des morphismes de graphes, formée des triplets
0 ((<?', fi', oc'), 0, (G, p9 oc)) tels que:

(G,j3,oc) et (G1, /?', oc') sont deux graphes orientés,

0 ooc oc' o0 et 00^=^0$.
La classe des unités de 6 sera identifiée à la classe Go des graphes orientés [G]
tels que G e Mo

(M, pG, G, Gy) est une catégorie d'homomorphismes à produits finis,
résolvante à droite [2]. Une sous-structure de [G] est un sous-graphe de [G], c'est-
à-dire un graphe (G', F, oc'), où G' est une sous-classe de G contenant avec

une flèche sa source et son but, a' et /?' étant les restrictions de oc et fi à G'.

Proposition 13: Soit Gs la sous-catégorie de G formée des W tels que ^g(^)€ M8;
alors Gs est la catégorie des pG-surjections.
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Corollaire: Soient (G, /?, oc) e Go et q une relation d'équivalence sur G.
Pour que [G] admette une structure quotient par q il faut et il suffit que g soit
compatible avec oc et fi, c'est-à-dire que f ~ f entraîne oc(f) ~oc(f) et fi(f) ~

Si C# est une catégorie, le triplet (C, /?, oc) est un graphe orienté, noté
[C#]. Soit pGF l'application:

(C-, <p, C') -> ((C, /S, oc) <p, (C, p, oc))

de F dans G; (G, pGF, F, Fy) est une catégorie d'homomorphismes.

Proposition 14: Ce Fo est une structure quotient de C* relativement à (Gs,pGF)

si, et seulement si, C' est une catégorie quotient de C*.
Ceci résulte du théorème 2 et de la proposition 13.

Soit L la catégorie réunion de F ^ G avec la classe des triplets (C',0, [G])
tels que ((C, ^, oc), 0, [G]) e G la loi de composition étant définie par:

(C' ,0',C' • (C* 0, Cj) (C* 0!0, C[) ;

(C- 0',C) • (C* 0, [G]) (C-, 0'0, [G]) ;

(C- 0', [G]) ¦ ([G], 0, [G,]) (C-, 0'0, [G,]) ;

([G], 0r, [G]) • ([<?], 0, [G,]) ([G], <Z>'<2>, [GJ).

f est une sous-catégorie pleine de L.

Proposition 15: II existe un fondeur naturalisé (L, X) dans L tel que pour
tout 0 e L, L(0) soit une F-projection de 0 dans L et que, pour tout [G] e Go>

L ([G]) soit la catégorie libre L[G] des chemins de [G],

Démonstration: Rappelons la construction de la catégorie libre L[G] des

chemins de [G] (voir [4]): L[G] a pour éléments les sommets de [G] et les

chemins de [6r], c'est-à-dire les suites finies (fn, fx) où fzeG,ftî [G]o
et oc(ft+1) p(ft) pour tout i <n La loi de composition est définie par:

\9m > • • • 9 9l) (fn > • • • 9 /1) — (9m • • • 9l fn 9 • • • > /1)
si, et seulement si, oc(gx) fï(fn) ;

(fn9 • • •» /i) * ^ (/w> • • •> ti) 8h e^ seulement si, e ^(/i)
e' '(fn>-—>fi) =(/«>•• •> /i) si> et seulement si, er )î(/w)
e • e' e si, et seulement si, e' e e [G]o.

On a: X([G]) (L\Gf], t, [G]) e L Soit 0 (C-, 0, [G]) e I; alors
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où L(0) désigne l'application définie par:

L(0)(e) 0(e) si ec[G]Q;
6t

M0) (fn9...9h) #(/„)•...-0(/i).
Donc A ([G]) est un F-projecteur dans L et L(&) (C*, i(<P), £[&]) est

une F-projection de 0. D'après la proposition 2, il existe une et une seule

F-projeetion L(0X) de 0t ([G], 01} [G]) e G de la forme (L[Q]9 L($t),
L[G]) ; l'application L(01) associe à (/n, /J le chemin (0x{fn),

^i(/i)) • On définit ainsi un foncteur £ de Z. vers F en posant de plus L(02)
^= 02, si 02e F; le foncteur L est naturalisé [4] par l'application k:

[G] -> X{[G]) et C' -> /dc foncteur identité de C'

Corollaire 1: Si (C, 0, L[G]) est une prsurjection, (C#, 0t, [G]) est une
pFL-surjection.

Ceci résulte du théorème 2, puisque (L[G], i, [G]) e L est une (F, L)-surjection.

Corollaire 2 : Soient C% une catégorie et Bt un sous-graphe de [CJ tel que Cx

soit la sous-catégorie de C\ engendrée par Bt) où i 1, 2. Tout foncteur 0
(C2,0,C1) pour lequel 0(B-i) c 62 est un foncteur quotient de L(W),

où 5F=([BJ,<Pi, [flJ)-
En effet, posons: j% (C[, i, [SJ); on a L(jt) e /.. Comme la restriction

de L(jt) à L[Bt]0 est une bijectionsur (Ct)0, il résulte de la proposition 23 (voir
aussi [3]) que C\ est une catégorie quotient de L [BJ. - Le quatuor (/2, 0, W, jx)

étant appliqué par le foncteur ClL sur le quatuor (L(;2), 0, L(W)9
où £(?J est une ^f-surjection, on a 0 —< L(W)

Soit [6?] e 60, supposons donnée une relation q sur la catégorie libre L[G].
Soit q la relation d'équivalence sur L[G] intersection des relations
d'équivalence q1 compatibles avec les applications source et but et la loi de composition

de L [G] et telles que si (/', /) e q alors f ~ f modulo q'

Définition 8: Avec les notations précédentes, si L[G] admet une catégorie

quotient C* par q nous dirons que C' est la catégorie engendrée par le système de

générateurs [G] et la relation q (ou les relations élémentaires (Qt)t€l, où gt est

un couple (ft9 f[) et q la classe des couples (/t, f[), i e I)
En particulier, si g vérifie la condition: (e, ef) e g, e e[G]0 et e' e [C?]o

entraînent e er, alors la classe d'équivalence e modulo g est réduite à e

pour tout e e [6]0; par suite il existe une catégorie quotient de L[G] par g,
qui admet [6?]0 pour classe d'objets.
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Applications : 1. - Groupoïdes libres :

Soit V la sous-catégorie pleine de L dont les unités sont les graphes orientés
et les groupoïdes. Soit Ff F ^ U

Proposition 16: Tout graphe orienté [G] admet pour F'-projection le groupoïde
libre F[G].

Démonstration: Soit y une bijection de G - [G]o sur une classe G' telle que
G r> G' 0. Soit ((?,/?, oi) le graphe orienté dans lequel on a:

G G~G<; S (/) «(/), j8(/) j8(/)> S(y(/)) /?(/) et /3(y(/))=«(/)

pour tout / e Soit g! la relation sur £[(?] définie par:

(?(/)•/, «(/))«& et (/.y(/), /?(/)) eei

pour tout feG. Il existe une catégorie /*[(?] quotient de L[G] par @,

engendrée par le système de générateurs [G] et par la relation glm L'élément
f mod q de jT[(?] admet pour inverse ^>(y(f)) Par suite F [G] est

un groupoïde, appelé [5] groupoïde libre sur [G], On a: {F[G], £t, [G])
W e U, Tout élément 0 (S' ,<p, [G]) de U se prolonge d'une manière

unique en 0 (S', q>, [G]) e U en posant:

Vit) ?(/) et y(y(/)) -
pour tout feG. D'après la proposition 15, on a:

Par ailleurs, la relation: (w, w') e q1 entraîne:

pF(L(0)) (w) y(M;) y(wO pF(L(0)) (w') ;

donc il existe une application unique ç/ telle que:

pF(L(0)) v'oq.
Puisque F [G] est une catégorie quotient de L[G], on en déduit:

0' (S-, ^, T[(?]) c r et & 0' -W.
Par conséquent, jT[G] est une F'-projection de [G],

2.- Rappelons les définitions suivantes (voir [3]): Soit C' une catégorie; soit
B(C') la classe des éléments réguliers de C* (c'est-à-dire des éléments qui sont
à la fois un épimorphisme et un monomorphisme). On dit que C' est parfaite
si on a B{C') C'y. On dit que C* vérifie la condition (P) si, pour tout / e B(O)
et tout heC avec /?(/) /?(A), il existe (h,f,f,A')en(C'; J?(C"))> l'élément
&; étant un épimorphisme si h e B(C').
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On dit que C' est un perfectionnement de C* si C* est une catégorie parfaite,
telle que O < C' et que, pour tout h eC, il existe (h, /', /, h) e QC#,
avec f eC^R(C'), f €C^R(C') et AeC.

Soit f la sous-catégorie de F ayant pour éléments toutes les catégories et
les foncteurs (C',0,C) tels que &(R(C')) c C'y. Soit P> la sous-catégorie
pleine de F ayant pour objets les catégories parfaites.

Proposition 17: Toute catégorie C' € Fo admet une Fv-projection P[Cm]
dans F.

Cette proposition est démontrée dans [5]; P[C*] est une catégorie quotient
de la catégorie libre des chemins du graphe [G] ^ [C-G^, où Gx est la classe

des éléments réguliers de C* non inversibles et [G] le graphe construit dans la
proposition 16, où G Gt^ <x{Gx)

Corollaire: Pour que P[C'] soit un perfectionnement de C', il faut et il suffit
que C* vérifie la condition (P).

Démonstration: Si P[C'] est un perfectionnement de C*, alors C* vérifie la
condition (P) en vertu du théorème de perfectionnement d'une catégorie

(voir [3], p. 73). - Si C* vérifie (P), C' admet [3] un perfectionnement O qui
est la catégorie quotient de la catégorie des trios (/', /, h) de C#, tels que
/ e jR(C') et /' €R(C'), par la relation d'équivalence q:

{f, f,h)~(gf, g, k) si, et seulement si, f-(p g-ip, où (p€R(C')etyjeE(C'),
entraîne f -h-cp g' -h-tp

Soit (S', &,C') e F, où S'€FP; soit @r l'application:

(/',/, h) mod Q -> 0(f) • 0(h)

on trouve (S*, 0;, C') e Fp. Par suite C* est une f^-projection de C' dans F,
c'est-à-dire est équivalente à P[C'].

III) Graphes multiplicatifs:

Nous allons maintenant construire une sous-catégorie de la catégorie N des

homomorphismes entre classes multiplicatives.

Définition 9: On appellera graphe multiplicatif une classe multiplicative G'

vérifiant les conditions suivantes:
1) Tout f eG admet une et une seule unité à droite oc(f), appelée source de f
(resp. à gauche /?(/) appelée but de f)
2) Si g • / est défini, on a: a (g) 0{f), oc(g • /) oc(f) et p{g • /)
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La classe des unités du graphe multiplicatif G' sera notée Gq Si 77 est une
bijection d'une classe A sur G'o, un élément de A sera appelé objet de G' et
généralement identifié à rj(A). Soit G'* G' la classe des couples (g, f) tels que
g ' f soit défini.

Exemple: Une catégorie est un graphe multiplicatif. Pour qu'un graphe
multiplicatif G' soit une catégorie, il faut et il suffit que les axiomes suivants
soient vérifiés:
1) Si h • (g • /) et (h - g)-f sont définis, ces composés sont égaux,
2) Si oc (g) j8(/), alors le composé g - f est défini.

Définition 10: On appelle homomorphisme du graphe multiplicatif G' vers
le graphe multiplicatif G* un triplet (G% 0, G) tel que:

1) (6?*, 0, G') est un homomorphisme de classes multiplicatives',

2) On a: 0(G'O) c G'o

Soit N! la sous-catégorie de N formée des homomorphismes entre graphes
multiplicatifs.

Proposition 18: Nr est une sous-catégorie pleine de la catégorie induite
Pg(N, pN) de N par (pG, pN); F est une sous-catégorie pleine de A/7.

Démonstration: Soit G' e Nf0; le triplet (G, fi, oc) est un graphe ayant G'Q

pour classe de ses sommets. Posons Pqn(@') ~ (@> fi> <*) ^ [^'] e^

si (Ô-, 0, <?•) - N'.

On a ([G*], 0, [G0]) e G. Soit / e G; comme / • <x(f) est défini, le composé

0(f).0(a(f)) est aussi défini; puisque 0(oc(f)) e G'O et que oc(0(f)) est

unique, on a: oc(0(f)) 0(oc(f)) De même on trouve /?(#(/)) 0(P(f)) ;

par suite Pgn(@' > ®> ®') e ^* -^a proposition résulte alors des définitions.
Nous désignerons par pGN le foncteur canonique de N' vers G. Remarquons

que pGN admet un foncteur section n tel que n(G, /S, oc) soit le graphe
multiplicatif G' dans lequel la loi de composition est définie par :

/ oc(f) / et 0(f) • / / pour tout / € G

Proposition 19 : Tout 0 e Nf admet une F-projection v (0) dans N' telle que

(v, v) soit un foncteur naturalisé dans N' (voir [4]).

Démonstration: Soit G* € Nf0; désignons par v(G') la catégorie L[G']/q
engendrée par le système de générateurs [G'] et la relation q:

((g, /), g-f) e q si, et seulement si, (g9 f) eG' *Gm.
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Posons v{G') (/) / mod g pour tout / c G. On a: (v(G'), v(G')9 G') e N'.
Soit C- € Fo et supposons Ô> (0, 0, e A/'. Alors L(<£) (C*, £($),
Zr[(?•]) e F et, comme L(&) est compatible avec q, il existe 0' tel que:

L(0) 0' | et (C-, <Z>', *(#•)) ^ f •

De plus on obtient :

0 £((P) i 0>ÇC 0f v(O')
d>0Ù

0 (C-, 0', v((?•)) • (v(Q')> v(G')9 G)

Donc v(G') est une f-projection de G' dans A/'. En vertu de la proposition 2,

il existe unhomomorphisme quotient de L([G*]9 W, [G-]), noté v(G', W, G')

(^(Ô-),^^), v(G-)), pour tout (G-,W,G')eNr. On définit ainsi un
foncteur v de /V7 vers F, qui est naturalisé par l'application 7 :

Soit (M, Pu, Nf, Nfy) la catégorie d'homomorphismes dans laquelle p'N

est la restriction de pN à Nl.

Proposition 20: Powr gwe (tj1- «otï ^/ie p'N-sous-structure de G* € Nf0, il faut
et il suffit que G£ soit une sous-classe multiplicative de G' et que pGN (Q£ soit un
sous-graphe de Pqn(G').

Démonstration: Si les conditions sont vérifiées, pour tout feGl9 on a
oc (/) e Gx et p (/) e G± et / admet a (f) et p (/) pour unités à droite et à gauche
dans G^. Par suite G^ est un graphe multiplicatif; puisque G^- est une sous-
structure de G* dans Pç(N, pN) d'après la proposition 5, G£ est aussi une
sous-structure de (?* dans la sous-catégorie pleine Nl de Pq(N, pN). - Inversement,

soit G£ une 2>/v"sous"s^ruc^ure &e @' î comme (Gm, i, Q£) e Nr, on a, pour
tout / e Gx :oc(f) li^if)) effi; de même p(f) e G± et [(?/¦] est un sous-
graphe de [G*]. On en déduit que G'x est aussi un graphe multiplicatif, donc

une ^-sous-structure de G' en vertu du début de la démonstration. L'unicité
de la sous-structure de G' sur Gx entraîne G't G£.

Définition 11 : Soient G' e Nf0 et q une relation d'équivalence sur G; on dira
que q est bicompatible sur (?* si q est compatible sur la classe multiplicative G'
et compatible avec oc et p.

Proposition 21 : Soient G* e Nr0 et q une relation d'équivalence sur G. Pour

que G' admette une prN-structure quotient G1- par o, il faut et il suffit que q soit

bicompatible sur G'; dans ce cas, on a: G1- G'jq.



242 CHABiiES Ehbbsmann Structures quotient

Démonstration: Supposons g bicompatible sur G' et soit g l'application
/ -> / mod g de G sur Gjg. Montrons que la classe multiplicative G'/g, qui est
la ^-structure quotient de (?* par g est un graphe multiplicatif. Soit / e G ;

puisque / • a(f) est défini, g (/) • g (oc (/)) est défini et égal à @ (/). Si g (g) •

• g(oc(f)) est aussi défini, il existe g' ~ g et h ~ oc(f) tels que g' • A soit
défini; on a alors

/?(A)~«(/) et «fa') £(*).
Comme ~ (^ ~ (^ (/)) g ^,. a^ ~

(gf)

£(<*(/)) es^ une unité à droite de £ (/). Soit £ (&) une autre unité de G'/q telle

que £•(/)•£(&) soit défini; il existe Z'^'/ et k1 ~k tels que /'• &' soit
défini; la relation <%(/') ^(fc7) entraînant ^(fe7) ~oc(f), on a:

• *') =?(«(/)) -ê(ft) ?(*(/)) •

Donc ç (^ (/)) est la seule unité à droite de £ (/) ; de même q (/) admet £ (P (/))
pour seule unité à gauche. On en déduit que G'Jq est un graphe multiplicatif.
Par ailleurs [G'/g] est le graphe quotient de [G'] par g. Il en résulte que G'/g
est une structure quotient de G' dans p%(N, pN) et, N' étant une sous-
catégorie pleine de p%(N, pN), G'jg est la ^-structure quotient de Gm par

g. - Inversement supposons que G1- soit la ^-structure quotient de G* par

g. La relation: (6rx, £, G*) e N' signifie que g est bicompatible sur G' et,
d'après le début de la démonstration, G'jg est une ^-structure quotient de

G* par g. On déduit donc de la proposition 6 que G'/g & ¦

Corollaire: j e Nf est une pfN-surjection si, et seulement si, j est une pN-
surjection et si PqN(J) est une pG-surjection.

IV) Catégories quotient et catégories quotient strict

Proposition 22: Soient C# une catégorie et g une relation d'équivalence
bicompatible sur C#; alors C'/g est un graphe multiplicatif; v(C'jg) est une catégorie

quotient de C' si v(Cmjg) est une surjection de C'jg sur v(C'jg).

Démonstration: D'après la proposition 21, Ojg est un graphe multiplicatif
quotient de C* par g et on a (C'/g, g, C') € N', où g(f) / mod g pour tout
/eC. Soit v(C'/g) la F-projection de C'/g, qui existe d'après la proposition
19; on a

W - (v(C-/g), v(C'jg) g, C') v(C'lg) • (C/g, q, C') e F

Soit 0 (S*, 0, C') e F tel que 0 0r v(C'lg)g Puisque C'/g est un
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graphe multiplicatif quotient de C', on a:

0'^(S',0'Ï(C'Iq), C-Iq)cN';

d'après la proposition 19, il existe v(0') e F tel que

0' v{0') • v(C'/q) et par suite 0 0' • (C/g, g, O) v{0') • W.

Si v(C'Iq) est une surjection, l'égalité 0 pF(v(0')) v(O/q) g 0fv(C/g) g

entraîne 0' 2>^(v(<P;)) » donc W est une ^f-surjection. Inversement si

(v(C*Iq),v (C'/q)~q, C') * F*(M8, pF), l'application v(O/g) est évidemment une
surjection sur v(C'Jq).

Remarque: La démonstration précédente prouve que tout foncteur 0 se

décompose d'une manière canonique en le produit de deux foncteurs v(0r) • W,

l'application v(0')o étant une injection, mais W n'est pas une (M, pF)-8xir-

jection, car pF{v{0')) et 0' peuvent être différents. En particulier tout
foncteur (S*, 0, C') se décompose d'une manière canonique en le produit de
foncteurs (S*, &l9 v(C'Iq#)) • (v(C'Iq#) ,v(C'Iq0)q0> C) où y0 est la relation
d'équivalence associée à 0.

Théorème 7: Soient C' une catégorie et q une relation d'équivalence sur C.

Pour que C' soit une catégorie quotient de C' par q il faut et il suffit que q soit
bicompatible sur C' et que v(C'/q) soit une bijection de C'/q sur v(C'/q); dans

ce cas C' est équivalente à v(C'Iq).

Démonstration: Si les conditions sont vérifiées, v(C'/q) est une catégorie
quotient de C' d'après la 2e partie de la proposition 22, et la bijection v(C'/q)
définit sur C'jq une structure de catégorie équivalente à v(C'/q); par suite C*

admet une catégorie quotient par q - Inversement supposons que C* admette C'

pour catégorie quotient par g. Comme (C*, J? C*) € F, où g(f) f mod q pour
tout / c C, la relation d'équivalence g est bicompatible sur C' et il résulte
de la proposition 21 que C'jg est le graphe multiplicatif quotient de C' par g;
par conséquent on a (C*, i, C'/q) € N' Soient S'€ Fo et (S*, 0, C'jg) e N'.
La relation: (S', 0g, C') e F entraîne (S*, 0, C') € F\ puisque O—<C*.
Il en résulte:

(S-, 0, cig) (S',09 C-) • (c-, 6, oie) ;

donc C* est une F-projection de O/g et, en vertu de la proposition 6, C* est
une catégorie équivalente à v(Olg).

17 CMH vol. 38
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Corollaire: Pour que (C*, W,C') e F soit une prsurjection, il faut et il suffit

que Ï^C) C' et que C soit une F-projection de C'jgw, où gv est la relation
d'équivalence associée à W.

En effet gw est bicompatible sur C* et le corollaire résulte du théorème 7.

Si (C#, Ï7, C*) est une 2>f-surjection, il n'en résulte pas que (Q, f, C)
soit une ^-surjection.

Définition 12: Soient C' et C* deux catégories; on dira que C' est une catégorie

quotient strict de C' (resp. de C' par g) si C' est une catégorie quotient de C' (resp.
de C' par g) et si C' est une pN-structure quotient de C'.

Proposition 23 : Soient C' une catégorie et g une relation d'équivalence sur C.

Pour qu'il existe une catégorie C' quotient strict de C' par g, il faut et il suffit
que g soit compatible sur C' et que Von ait (C'/g, £, C') e F, où 'g(f) f modg,

pour tout f € C. Dans ce cas, on a C' C'/g.
Démonstration: Soit C* une catégorie quotient strict de C* par g. Puisque

C' est une ^-structure quotient de C', d'après la proposition 21 g est

bicompatible sur C* et on a C'—C'/g, donc (C* /g, g, C*) e F - Inversement si

(C'jg, ?,C') c F, alors g est bicompatible sur C* et C'jg est une ^-structure
quotient de C", puisque C'jg est une catégorie et que F est une sous-catégorie
pleine de N', C'jg est une catégorie quotient strict de C*.

Corollaire: Pour qu'une catégorie C' admette une catégorie quotient strict par
g, il faut et il suffit que g soit bicompatible sur C* et que C'/g soit une catégorie.

Soient C' une catégorie et g une relation d'équivalence bicompatible sur
C'. Alors C'/g est un graphe multiplicatif et pour que C'/g soit une catégorie,
il faut et il suffit que de plus soient vérifiées les conditions suivantes (voir
exemple III) :

1) Si g(h) - (g(g) • 'g(f)) et (g(h) • ^(g)) • g(f) sont définis, ils sont égaux.
2) Si oc(g(g)) P(g(f))9 alors 'g (g) • £(/) est défini, c'est-à-dire: si g eC,
/ cC et a (g) ~ /?(/), il existe g' ~ g et f!~f tels que g' • /' soit défini.
Par suite on obtient les critères suivants pour que C' admette une catégorie
quotient strict:

Proposition 24: Pour que (C*, W, C) € F soit une prsurjection, définissant

C' comme catégorie quotient strict de C', il faut et il suffit que W(C) C et que, si

W((x(g)) WiPif)) il existe g' e C et f e C tels que

W(g') W(g), W{f) W{f) et oc (g') /?(/')

En effet, ces conditions signifient que C'jg^ est une catégorie, où gw est la
relation d'équivalence correspondant à W. (Cette proposition se trouve dans [3].)
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Proposition 25: Si g est une relation d'équivalence bicompatible sur la
catégorie C' vérifiant Vune des conditions:
Si eeC'o, feC et e~ot(f) (resp. e ~/?(/)), il existe f'~f telque e oc(f')
(resp. e /*(/')),
alors C'Iq est une catégorie quotient strict de C*.

Cette proposition est démontrée dans [3].

Corollaire: Si g est une relation d'équivalence compatible sur la catégorie C'
vérifiant la condition:
Si f -/', alors «(/) «(/') et /?(/) /*(/'),
C'Iq est une catégorie quotient strict de C'.

Exemples: 1) Une catégorie quotient peut ne pas être une catégorie
quotient strict comme le montre l'exemple suivant : Soit C* la catégorie formée de
9 unités et de 9 morphismes al9 a2, a3, aé, a5, a6, a[, a2, a'A, chaque unité
étant adjacente à deux morphismes différents exactement. Les seuls composés
entre deux éléments différents d'une unité sont:

a2 • ax a3 ; a4 • ax ab et ae # a4 a2

Soit g la plus petite relation d'équivalence sur C' compatible avec oc et /? et
telle que l'on ait:

at <^j ax\ a2 >—'a2 et a4 ^^a4.
Alors C* admet une catégorie quotient par g, qui n'est pas une catégorie quotient
strict par g, puisque le composé £(a6) • £(a5) est défini et égal à £(^3)-

2) Soient C* une catégorie et g une relation d'équivalence sur C. La condition:

il existe ((C/g)-1, £, C) € F n'entraîne pas que (C/g)1- soit une catégorie
quotient de C', comme le montre l'exemple suivant: C' est formé de 6 unités
et de 3 morphismes fl9 /2, /3, le composé de deux éléments n'étant défini

que si l'un des éléments au moins est une unité. Soit g la relation d'équivalence
sur C engendrée par: ^(/J ~<%(/3), j8(/2) ~ j#(/3) et <x(f2) ~/S(/i). Alors
C/g devient une catégorie pour la loi de composition:

hf ±h h! - h si h' • h est défini dans C'Iq ;

et ?</iU ê(M etft) •

Mais (CIg)1- n'est pas une catégorie quotient de C'.
3) Soit C' une catégorie. Une relation d'équivalence g sur C peut être

compatible sur la classe multiplicative C' et telle que C'Ig soit une catégorie sans

que C* admette une catégorie quotient par g. Par exemple, soit C* une
catégorie ayant deux unités distinctes e et e1 et un seul morphisme / tel que:
f - f f et oc(f) ef. Soit g la relation d'équivalence engendrée par e ^/,
e non équivalent à e'. Alors C'Ig est une catégorie formée d'une unité £(e') et
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d'un élément idempotent e tel que oc(e) — g(e'). Mais C'/q n'est pas une
catégorie quotient de C\ Toutefois on a:

Proposition 26: Soient O un groupoïde et q une relation d'équivalence corn-
patible sur C' et telle que C'/q soit une catégorie. Alors C'/q est un groupoïde x)

quotient strict de C'.

Démonstration: Pour tout /cC, posons:

/ £(/) / modulo q

Les relations : geC et ^€(C#/^)o> entraînent:

<7 0'(«(flO) *(g), d'où g~oc{g).
De même P(g) ~g. - Montrons que si e eCj, on a: e € (C-/q)0. En effet,
de l'égalité e*e e, on déduit e • e e, donc #(e) /?(e). Posons
£=<%(e). Puisque /ï-c est défini, il existe f~e et g*Ji tels que ^x(^)

Pif) l comme ju € (C'Iq)0, d'après le début de la démonstration on a /?(/) e iw.

Posons er Z"1. A partir de l'égalité f - f-1 /?(/), on obtient e • e' /i.
Parsuite: ~ ~ ~ ~ ~ ~, ~ ~, ~

<

II en résulte: e € (C'/^)o e^ (C'/(?> ^' C#) € f. Par conséquent C'/ç es^ un
groupoïde, qui est une catégorie quotient strict de C', en vertu de la proposition

23.

V) Relations d'ordre quotient

Soit Q la catégorie des homomorphismes entre classes ordonnées (voir [2])
et (M, a), Q, la catégorie d'homomorphismes correspondante; soit a>

l'équivalence de Q sur la sous-catégorie pleine de F ayant pour objets les

catégories de couples définissant un ordre sur la classe de leurs unités. Si co (g)
est une 2>f-surjection, lg est une co-surjection. Mais il existe des co-surjections ^
telles que œ (g) ne soit pas une £>f-surjection.

Soit Q1 la sous-catégorie de Q formée des homomorphismes stricts ([1] et

[2]), c'est-à-dire des triplets ((A, <), g, (A, <)) e Ù tels que les conditions:
x1 < x et g(x') g(x) entraînent x' x.

Soit Q" la sous-catégorie de Q formée des triplets ((^4, <), g, (A, <)) c Q
tels que, pour tout x e A et tout z < g(x), il existe x' < x avec g(x') z.

Q1 et Q" sont des sous-catégories saturées de Q. Soient co' et œ" les restrictions

de co à Q1 et à Q" resp.

1) Pour une proposition analogue, voir [8].
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Définition 13: On dira qu'une relation d'équivalence g sur A est compatible

sur (A, <) e 420 si la relation définie par:
g(x) < g (y) si, et seulement si, il existe x' ~ x et y' ~y tels que x' < y'
est une relation d'ordre sur A/g.

Proposition 27: Si g est une relation d'ordre compatible sur (A, <) e Qo,
alors (Alg,<) est une ^-structure quotient de (A,<). Si de plus il existe

ç? ((Ar,<), <pf • *g, (A, <)) € Q', alors (A/g, <) est une cofstructure quotient
de (A,<).

Démonstration: On a ((Ajg,<),g, (A, <)) * Q Soit ç> ((u4', <),
<p' ' g, (A, <)) c Q. Soient x e Ajg et x' < x. Il existe y € A et y1 <y tels

que g(y) x et g(yf) x', donc <p'(xf) cp' • g(y') < <pf • g(y) y'(x) et

on trouve 9/ ((Af, <), cp', (A/g, <)) c 42. Ainsi (A/g, <) est une o>-

structure quotient de (A, <). - Supposons de plus ïp € Q' et g/^7) <p'(#) ;

on en déduit y' y, d'où x' x et ç?' € i2'. - Enfin les conditions y1 <y
et y1 ~y entraînent 9/ • £(*/') #>' • (?(y), et par suite y' y. Ainsi

((Ajg, <), g», (^4, <)) € -Q' et (-4/g, <) est une «/-structure quotient.

Définition 14: On dira que ~g e Q est une co-surjeetion stricte, ou que fi(g)
est une structure d'ordre quotient strict de a (g), si la catégorie ay(f}(g)) est

une catégorie quotient strict de a> (oc (g)).

Proposition 28: Pour que ~g ((A, <), g, (A, <)) € Q soit une œ-surjec-

tion stricte, il faut et il suffit que g (A) A et que les conditions:

x e A, x' < x et x" < x1

entraînent qu'il existe yeA,y'<y et y" <y' tels que g (y) x, g (y1) x' et

g {y") x". Sfg est une œ-surjection stricte et si ge £?', alors g est une w'-surjection.

Si ~g e Q" et g (A) A, g est une œ-surjection stricte et une oy"-surjecti(m.

Démonstration: La première partie de la proposition résulte de la proposition

24. - Si g e Ù' et si g est une co-surjection stricte, la relation d'équivalence
gg associée est compatible sur a (g) et ~g est une co'-surjection, en vertu de la

proposition 27. - Soit ~g e Q" et g(A) A ; il résulte des définitions que la condition de
l'énoncé est vérifiée, par suite ^r est une co-surjection. Supposons 9? ((A',<),
<p' • g, (A, <)) e Q". Soit x € A et z < q>'(x) ; il existe y e A et y1 < y
tek que g{y) x% j g{y) ^ (x) et <p' • g(y') z.
Par suite x1 g (y1) < x et <p'(x') z, d'où ((Af, <), <p', {A, <)) € Q\
et 'g est une eo^-surjection.
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Soient lps, I8 et I les catégories des applications sous-inductives entre
classes sous-préinductives, des applications inductives entre classes sous-
inductives et des applications inductives entre classes inductives (voir [1],
[2] et [3]). Soient cop8, co8, co\ m'»8, co'8, (o'\ œffp8, co"s et a>"1 les restrictions
de wà lps, /•, /, l'ps I*8 rs Q', I1* Q1 ^ /«, /' / ^ Q\ I'p*

- l*>8rs Q\ I" I8 r, Q" et /" =r I r, Q" resp.

Proposition 29: Supposons ~g ((^4, <), g, {A, <)) € l^s et g {A) ^4.
/Si on a la propriété suivante:

(qps) Les conditions x € A, x' < x et x" < x entraînent qu'il existe y e A,

y' <y et y" < y tels que g (y) x, g{yf) x' et g{y") xn

alors g est une cops-surjection stricte.

Démonstration: L'axiome (qps) entraîne que la relation d'équivalence qg
associée à g est compatible sur (A, <); par suite g est une co-surjection stricte,
d'après la proposition 27. Soit y ((A1, <), <pf -g, (A, <)) e l?8. Soient
x1 € A, x' < x et x" < x; en vertu de (qps), on a:

V'(x' - x") <p'-g(yf - y") <p! • g (y1) - v'

d'où ((A', <), <pf, (A, <)) e lps et~g est une o#>s-surjection.

Corollaire: Si Ij e l"ps et <o(g) e M8, alors Ij est une co^^surjection et une
o)ffps-surjection.

Proposition 30: Soit ~g ((A, <), g, (A, <)) e /s (resp. e I) et g(A) A.
Supposons Vaxiome suivant vérifié:

(q8) Les conditions x*A et xt<x, iel entraînent qu'il existe ycA et yt<y
tels que g (y) x et g(yt) xt, pour tout i e I.

Alors g est une ojs(resp. €oi)-surjection stricte.

Démonstration: D'après la proposition 29,^ est une co^-surjection stricte.
Soit ç> ((^4', <), q>' • g, (A, <)) € I8; en reprenant les notations de (q8) on
trouve: x x y 9.{%)

<p'(uxt) cpf(ug(yt)) <p'(g(uyt)) u <p'(x%),
i€l i€l tel ici

d'où ((A', <), <pf, (A, <)) c /s et {7 est une a>s-surjection. Si g e I, g est une
co*-surjeetion, car / est une sous-catégorie pleine de I8.

Corollaire: Si ~g c /"s fre^p. € I") et œ(g) e M8, alors ~g est une co8- (resp.
(o%-)surjection et une co"8- (resp. w"1-) surjection.



Structures quotient 249

4. Graphes multiplicatifs induits

Théorème 8: Soient xt (G',xt,G%)c N, où i 1, 2. Il existe une pN-sous-
structure x2 (G[, xx) de G[ X G2 telle que:

K (x2, xlf ^ï, 2v) € ON,
où p%i désigne la restriction à tt*((?i, xx) de la projection canonique p% de Gx X G2

sur Gx. Si de plus on a xt € N' (resp. e F), alors K e Nr (resp. K e[jF).
Démonstration: Soit x2(Gx, xx) la classe des couples (glf g2) tels que

^i(^i) — "2(9 2) - Si (glyg2) € S* (G;,^) et si (gi9g/2)€K^(O'199c1)9 les composés
g\-g% étant supposés définis, i 1, 2,ona:

%(9i'Qi) ^(g[) ' *i(9i) ^2(&'^2), d'où (g[ -^, (72 • ^2) ^ S*(G[, »x).

Par suite x*(@i> Ki) es^ une sous-classe stable pour la loi de composition de
G't x G'2; la première partie du théorème en résulte. - Si xl e Nf et si (glf g2)

e ^* (Gj, Xi), on trouve :

«i(«(0i)) =¦- «(«itoi)) ^- «(«2(^2)) ^2(^(^2)),

d'où (aW^ye^S;,^); de même G?(flr2).j8(flri)) €iÇ((?1,x1). On en
déduit que ^* (^i> *i) es^ un graphe multiplicatif, qui est une sous-structure
du graphe multiplicatif G'x X G^ d'après la proposition 20. Enfin, si ~xt e F,
puisque x*(G'19 xx) est stable pour -, x*(G't, xx) est une sous-catégorie de

G[ x G2, ce qui prouve le théorème 8.

Corollaire: Si K' (xly x2, x'2, ~x[) cQ/V, il existe un élément et un seul

(x* (G19 Xj), n, oc(x[)) —neN1 tel que ^l • ~n — x[.

Démonstration: D'après la définition du produit H — oc(xx) x oc(x2), il
existe [x[, x2] (77, [xFt, x2], a(S{)) e N' tel que pt • \x[, x2] x[, i 1, 2.
La relation: iT € GA/' signifie: [^, ^] (^(^)) c ^*(^î» ^1) • Puisque
x2(G19 xx) est une 2>A/-sous-structure de II, il en résulte:

n («*(«!, S^, [^, K2L ^(«i)) € W et (2V) • S S( •

Définition 15: /Soie^ xte N (resp. e N1 tels que ^{xx) (i(x2); x^(Gl9 xt)
(théorème 8) sera appelé classe multiplicative (resp. graphe multiplicatif) induit
de G't ^x(^i) par (x2, xx).

Si x4 e F, la catégorie x2 (6?j, xx) est la catégorie induite de G[ par
0*2 5 ^i)> au sens de [3].

Soit A une classe. Nous désignerons par (A x A)1- la catégorie obtenue en
munissant la classe produit A x A de la loi de composition entre couples:

(u", urx) X (u', m) (w^, u) si, et seulement si, u[ uf
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Soient <?• c Nf et â0 (0'0, aQ, A) € M. On a:

M] ((Gj X G;)S [/?, «], c A/', où [/S, *] (/)

aoxao ((GJ X 6J)1, a0 x a0, (-4 x A)±) e Nf.

Définition 16: Avec les notations précédentes, le graphe multiplicatif

(aox ao)*[G-,[p,*\)

induit de G' par (a0 X aQ9 [/?, oc]) est appelé graphe multiplicatif induit de
G' par a0 et noté a*(G').

Un élément du graphe multiplicatif a*(G') est un triplet (/, (uf, u)) où

f € G, u e A et u' e A, tel que :

ao(w)=«(/) et a0(tO /?(/).

L'application [a0, <5]-1: (ao(^)> (w> w)) "^^ es^ une bijection de (a*(G'))0
sur A; ainsi .4 est une classe d'objets de a*(G'). Nous poserons:

3 (0-, Pl, <((?•)) où

Cas particulier: Si 6?* est une catégorie, a*(G*) est la catégorie induite
de G' par a09 au sens de [3].

L'application U:

(G-, 09 G-) -> ((?;, #0, Go), où (G-, 0, 6-) € /V',

définit un foncteur U (M, U, N'). Soit Î7f la restriction de U à F et
D> (M, C7f, F).

Théorème 9: Pour que W ~ (G-, W9 G') e /V; 5oi^ une (M, U)-injection, il
faut et il suffit que Von ait:

W=(Q-, Y, ÎP*((?•)) ' 7 avec y (^(6'), r> Ô-) c ^
Dans ce cas y(f) (¥*(/), (/»(/), «(/))) pour tout f € G.

Démonstration: Montrons que (G-, W, W*(G')) est une (M, î7)-injec-
tion. En effet, soit & ((?•, 0, T-) e N' tel que (2>0 W0&'0. Comme:

on a: -—_ ^ ïp <n ~\ nNf

et il résulte du corollaire du théorème 8 que 0 se décompose d'une manière

unique sous la forme : 0 W • 0', avec :
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l'application &' associant à / € F le triplet (<£(/), (e'> e))> dans lequel e et e'

sont définis par les relations :

(y,(e), (e, e)) #(«(/)) et (y,(e'), (e', e'))

Par suite W est une (M, !7)-injection. - Inversement soit

W (G-, ¥,&)€ Nf

une (M, C7)-injection. D'après ce qui précède, ((?', W9 W*(Q*)) est aussi une

(M, t/)-injection. Puisque (ï7*(G*)0,y0, G'Q) e My> où y0 [}FQ, ô] il existe,
en vertu du théorème 1, un élément

y (VÏ(G-),y,G')eN'y tel que W=W-y.
Corollaire: Pour que W (C*, W, O) e F soit une (M, UF)-injection, il faut

et il suffit que Von ait:

ty9 où y,Fy.
Démonstration: D'après le théorème 8, W*(C) € Fo. Puisque F est une

sous-catégorie pleine de Nf, la condition est suffisante en vertu du théorème.
Une démonstration analogue à la fin de celle du théorème montre que la
condition est aussi nécessaire.

Proposition 31: Soient (C, xi9 Ci9 .)> où i 1, 2, des catégories d'homo-
mor'phismes; (C{, Pit, **(Ci> ^i))> •) es^ une catégorie d'homomorphismes. Si
Cx est saturée au-dessus de C, alors x*(Cl9 xj est saturée au-dessus de C2
et (C, Xi Pii, h*(Ci, «i), est une catégorie d'homomorphismes.

Démonstration: La première partie de la proposition est démontrée dans

[3]. Supposons Cx saturée au-dessus de C. Soient (sl9 s2) €x*(Ct, x^q et
<P2 =¦' (4> 9>s*) € (C2)y ; on a («2(4)><P>*2(s2))cCY et, puisque x2(s2) xx(sx),
il existe cpx — (s^cp^Sj) ed; par suite {(pl9cp2) appartient à ^*(Ci, xx) et
^*(Ci,«i) est saturée au-dessus de C2. H en résulte que (C,., #*(Cij «îh •)
est une catégorie d'homomorphismes, ce qui démontre la proposition.



II. Graphes multiplicatifs structurés

1. Classes multiplicatives structurées

Soit (M, pN, N, Ny) la catégorie d'homomorphismes considérée au n° 3, I.
Soit ((?', 99, (?*) € N; nous désignerons par 9?*9? la restriction de l'application

<p x (p à G' * G-. Soit x(G') l'application:

(g,f)-+g.f où (g,f)eG'*G-.
Lorsqu'aueune confusion n'est possible, nous écrirons x' au lieu de x(G*).
L'application: (G', cp, G') -> (x(G'), cp, <p*(p, x(G')) définit une équivalence
x de N sur une sous-catégorie de DD/W.

Soit (M,p, H) un foncteur. Dans tout ce paragraphe, nous identifierons
(resp. (DDM)0) avec H (resp. M).

Définition 1: Une unité de la catégorie induite x *(ddW, dp) sera appelée
classe multiplicative ^-structurée; un morphisme de x*(noH, \Jp) sera appelé
morphisme entre classes multiplicatives ^-structurées.

Une classe multiplicative p-structurée est donc un couple ((?*, K) où
G' € No, K e H et p{K) (G, x(G%),(?** G') Un morphisme entre classes

multiplicatives ^-structurées s'identifie à un quadruplet:

vérifiant les conditions suivantes :

((?*, K) et ((?-, K) sont des classes multiplicatives ^-structurées;

(K, &, 0ryK)€BH;(G') p(&), G) € N et p(0') p($)*p(0)
Remarquons que l'application: 0 -> (K, 0, 0f, K) est une équivalence de

Dp) sur une sous-catégorie de noH. Nous poserons:

M; pN(0) (G-,p(0),G')eN; pH(0) 0 € H

Définition 2: Nous dirons que la classe multiplicative p-structurée (G*, K)
est fortement p-structurée si la condition suivante est vérifiée: Soit s f}(K);
il existe un produit s X s dans H tel que p(s X s) G X G, et oc (K) est une
p-sous-structure de s X s.

Nous désignerons par N(p) la sous-catégorie pleine de x*(nnH,Op) ayant
pour unités les classes multiplicatives fortement ^-structurées.

Supposons désormais que (M, p, H, soit une catégorie d'homomorphismes.

Une classe multiplicative ^-structurée (6?% K) est entièrement déterminée

par la donnée de s f}(K), de s'=<x(K) et de la loi de composition x(G*)

p(K); elle sera représentée par le triplet (G*, s, sf).
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Proposition 1: x*(nnH, Dp) s'identifie à la catégorie des triplets

0 ((G-, 5, 50, ?>,(<?•,«, «0)

vérifiant les conditions suivantes: (Gm ,(s,x(G'),sf)) et (G',(s,x(G*),s')) sontdes

classes multiplicatives p-structurées; (G,<p,G) e M; (G', y, G') e N; (s,<p,s)€ H
et (sf, <p * cp, sf) e H.

Nous poserons :

pM(0) (G, <p, G); pN(0) (G',<p, G-); pH(0) - (s, <p, s)

Proposition 2: N(p)0 s'identifie à la classe des couples (G', s) vérifiant les

conditions suivantes:
1) On a G- <¦ No, s e Ho et p(s) G.

2) II existe un produit s X s dans H tel que p(s X s) -- G X G et il existe

une p-sous-structure s1 de s X s telle que p(sr) G' * G'.
3) On a (s, x(G-), s') t H.

N(p) s'identifie à la sous-catégorie pleine de p*(N,pN) ayant N(p)Q pour
classe d'objets.

Démonstration: Supposons que (G',s) vérifie les conditions 1, 2 et 3.
Puisque (M, p, H, est une catégorie d'homomorphismes, s X s et s'sont
uniquement déterminés par la condition 2 et (G', s) s'identifie à :

(G',(s,*(&), s')) e N(p)0. - Soit 0 ((£•, <p,G-), (s, rp, s)) un élément

quelconque de la catégorie induite p*(N, pN); si (G', s) e N(p)0 et (G*, s)

e N(p)0, on a (sxs,(pX(p,sxs)€H, par définition du produit; comme
s' <( s x s, s' < 5 x s et (cp * <p) ((jf*(?*)c6* *(?', on trouve:

&' ^ (s\ (p*<p,s')€ H, donc (K, 0,0', K)enH, où0 (s, y, s)

K (s, x(G'), sr), et K (s, ^((?•), Par suite on peut identifier 0
avec ((G',s),cp, (G', s)) e N(p).

Nous ferons toujours les identifications dont les propositions 1 et 2 assurent
l'existence.

Théorème 1: (A/, pN,x*(nnH, Dp), •) est une catégorie d'homomorphismes.
Si H est saturé au-dessus de M, alors (H,pH, «*(nnW, Dp), •) est une
catégorie d'homomorphismes saturée au-dessus de H.

Démonstration: Montrons que les conditions:

* ((G-,5,50,y,(fi[-,*,«0_)€(»*(Œ3H,np))y et (G-,«1,«i)«**(°ntf.
entraînent l'existence de 0X (((?', s1? ^), ç?, (G*, s^ ${)) € ^*(ddW,
En effet, puisque (M, p, Hy) est une espèce de structures, les relations
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(G, <p9 G) e My9 (G- * G-, <p * ç?, (?•*(?•)€ My, p(«x) p(*) et p(s[) p(sf)
assurent qu'il existe

*i («i» <P> *i) € HY et 0i $, 99 * 99, s[) e Wy

Ona (Klt <P±, &i KJenH, où Kx («lf k(G-), *J) et jfx ^vi^-^"1.
Comme (x(G')f <p, y * <p, x(G')) cDMet Dp(^i, #1, ^i> Jfi) cDM, il en
résulte (xjë'),^*?,x((?-))==Dp(^i,*i,^,ifi), d'où C^,«(»•),^)

Kx et 0X ((G;, il5 5i), ç?, (G-, *!, *()) c «*(anW, Dp). On en déduit que
(N, «*(DnW, D^>), est une catégorie d'homomorphismes. - Supposons
H saturé au-dessus de M. Soient

0 (i,ç?,5) c A/y et (G-, 5, s') ex *(nDW,D^)0-

Puisque (G, ç>, G) c My, il existe (G-, <p, G*) € Ny et on a

(G- *G-,ç?*ç?,G-*G-)€/Wy.
W étant saturé au-dessus de M, il existe &' (sr, cp * <p9 s') € Hy et on obtient

(i, x(G'),8f) 0 • (s, x(G'), s') • (0')-1 € H

Par conséquent (G-, 5, s') €x*(onH, Dp), et (H, .,x*(Dn/y,Dp), est
une catégorie d'homomorphismes saturée au-dessus de H.

Corollaire: Si H est saturé au-dessus de M, alors (M,pM, «*(DDH, Dp), •)
est une catégorie d'homomorphismes saturée au-dessus de M.

En effet, pM — ppH et, puisque (H,pH, et (M,p, H, sont saturées,

(M, pM, x*(nnH, Op), est une catégorie d'homomorphismes saturée.

Théorème 2: Si {M, p, H, est saturée au-dessus de M (resp. est à produits

finis), N(p) est une sous-catégorie saturée de «*(DDH,

Démonstration: Soient (G-,s) € N(p)Q et

0 ((G-, s, i'), cp, (G-, s, s1)) c (x*(mW,
On a s x se HQ, (5, 99, 5) c f/y et (G x G, <p x <p, G x G) e My
Si (M, W, est à produits finis, il existe s x s et on a

(i x s, cp X cp, s X s) e Hy

Si H est saturé au-dessus de M, il existe (S,<p X cp,s x s)e Hy; montrons

qu'alors 8 s X s dans H. En effet, soient (s, pt, s X s), où i 1, 2,
les projections canoniques de s X s sur s, p[ la projection canonique de G X G

sur G. On trouve:

(«, 2>o #) («> 9>> *) ' (*> Pi> s x s)-(s X s, (<p x <p)-\ S) € H.
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Par ailleurs, si ft (s, /,, a) e H, i 1, 2, on a:

(«X5, [<p-1fi,(p-1f2]><')eH9

d'où (S, [/!, /J, a) (S, cp X ç>, 5 X s). (5 X s, [(p~1f1, P'VaL cr) * W •

Od en déduit 8 s x 5. - Enfin les conditions :

s' < s X 5, (5', ç? * 9?, 5') € Hy et (s x s, y X <p, s X s) e Hy

entraînent <J 5 X 5 en vertu de la proposition 3, I. Donc (<?•, s, S') € /V(p)0

et N(p) est une sous-catégorie saturée de K*(nnW, ?#)•
Corollaire: Si (M, p, H, est à produits finis (resp. est saturée au-dessus

de M), (N, pN, N(p), est une catégorie d'homomorphismes. Si H est saturé

au-dessus de M, (H, pH, N(p), est une catégorie d'homomorphismes saturée

au-dessus de H et (M, pM, N{p), est une catégorie d'homomorphismes saturée
au-dessus de M.

Ce corollaire résulte des théorèmes 1 et 2.

Théorème ZiSoit (M,p,H, une catégorie d'homomorphismes à produits finis,
saturée au-dessus de M. Alors (M,^pM,x*(nnH,np), et (M,^pM, N(p),
sont des catégories d'homomorphismes à produits finis.

Démonstration : Soient (Gt, st, s[) e x * (nn H, p) 0, où t 1, 2. On a :

Gx X G'2e No et K1 x K2 ($! x s2, *(#;) X *(<%), «{ X s'z) € W.
Soit n la bijection de {Gx X Gx) X (G2 X G2) sur (Gt X G2) X {Gx X G2)

définie par n((g'l9 g±), (g2, g2)) ((g[, g2), (gl9 g2)); soit n' la restriction de

n à p(s[ X s2) * (?x) X (G2 * (?'). Il existe (Sf, ri, s[ x s2) c Hyf car
H est saturé au-dessus de M, on a: p(/S;) =¦ ((?î X G2) * ((?^ X G2) et

(«! X 52, x(G[ x G2), S') (Kx X K2) • (S', ri, s[ X si)-1 € H,

donc (Gx x G2, sx X s2, 8') e«*(nnW, Hp)o ~ Supposons de plus (G'%9 st)

e N(p)0. D'après la proposition 3, II [2], on a s[ X s2 < (5X X ^i) X (s2 X s2) ;

en vertu de la proposition 4, II, [2]

((s1 X s2) X (sx X s2),7t, (sx X SJ X (s2 X s2)) € Hy

d'où Sf <^ (5j X s2) X (sx X s2), d'après la proposition 3, I. Donc (G[ X G2,

5X X s2) c N(p)0. - Démontrons que (M, ^*(nnW, Dp), •) est une
catégorie à produits finis, dans laquelle (Gx X G2, sx X s2, Sf) (G1} st, s[) x
X (G2, s2, s2) Soit pt (resp. p[) la projection canonique de Gx X G2 sur G%

(resp. de p(s[ X s2) sur p(s[)) ; les relations: ((?;, pt, G[ X G2) e N, (st, pt,
st X s2) c H et

(*;, P. * P., SO Kr, pj, *J X «i). («i X s'2> ri, S') e H
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entraînent ((G;, sl9 s^)9 pt9 (Gx X GZ9 sx x s29 S')) ex* (ooH, Dp). - Enfin
soient — —* Dp);

comme (M, H, et (M, N, sont à produits finis, on a:
((?; x <?;L[ç>i, <p2]> ©•) e /V; (*! x «2, [ç?!, ç>2],5) e W; ï7^ (^ X «a»

9^2 * ^2], «') e W, où [ç?i, ç>2] (/) (^x(/), ç>2(/)) On trouve:

et par suite [01? 02] ((G[ xG'2,s1x s2, S'), [cply (p2], (G-, ss s')) e h* (nnW, D p).

Théorème 4: Soit ((?*, s, s1) <= ^*(nnH, D^)o fre^- c N(p)Q); si G[ est une
sous-classe multiplicative de G* et si s1 et s[ sont des p-sous-structures de s et s'

resp. telles que pis^ G± et p(s[) G[*G[, alors (Gx, sl9 sfx) est une
sous-structure de (G', s, sf) dans (M, x*(DQH, Hp), •) (resp, dans

(M, .,/v(P), .))¦
Démonstration: D'après la proposition 11, I, G[ est une ^-sous-strue-

ture de G\ D'après la proposition 2, I, les conditions: s1-<ss, s[ <^ s' et
k{G') (G'^Gl) c Gx entraînent: v v

d,où (*u *{Gi), &<{*>*(&),*')>

(G[, sx, s[) €X*(QnH,np)0 et ((G-, s, s1), c, (G[, sl9 s[)) c **(ddW, Dp).

Soit 0 (((?*, s, s'), cp, (G-, 5, 5')) € x*(nnH, Dp) tel que <p(G) c ^; on

a alors (9? * cp) (G' * G') c G^ * G[ ; des relations:

G[ < G- «! < s et ^ < s'
PN P P

on déduit: (G[9 <p9 G') e N; (sl9 <p,s)eH et (sf19 cp * <p, s') e H, donc

((Gl,slJsï),<pf9(G-,s,sf))e>c*(naH,Dp) et (G;, ^, ^< (G-,s,a').
_ pm

Si on suppose de plus (G0, s) e N(p)09 on a:

s[ < s7 < 5 x s

et, puisque ^(^1) c: p(sx X «i), le théorème 1, I, montre que s^^x^,
donc (G'19 sl9sf1) e

Remarque: Les conditions (G-, s) e N(p)09 Gx c G, sx < s et p^) Gx

n'entraînent pas toujours l'existence de s[ «( s' tel que (6?^, sl9 s^) soit une
classe multiplicative fortement ^-structurée, même si (M9 p9 H, est
résolvante à droite.
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Théorème 5: Soient (G-, s, s') € ^*(ddW, D.p)0 & Q une relation
d'équivalence compatible sur G' telle que Von ait:

q (s/g, q, s) e HS(MS, p) et q * q - («', q * q, s') c H'(M'$ p),

où q désigne la surjection canonique de G sur G/q. Alors (G'/q, sJq, sr) est une
structure quotient de (G', s, sf) dans (M, #*(??#, dp), •) •

Démonstration: D'après la proposition 12, I, G' admet une classe

multiplicative quotient G'jq et on a:

la proposition 2, I, entraîne (s/q, h(G'/q), s') -£-< (s, x(G')t s'),
d'où rQ (G'/q, s/q, s') e ^*(DDW, np)o et

Soit & ((G-, s,sf),(p'Q,(G',s,sf))€X*(nnHf[3p); alorsona <prQ*<prQ

(y1 *<p') (q * 9) et les relations:

G'Iq™-<G-, s/q-V-ïs et ?-^y
entraînent :

(Q-9<p',{Q-lQ))€N\(i,<p',8lQ)€H et (s', <p'* <p',~s') € H
donc 0/ ^. ^ ?/) ^^ r) ^*(DDW D2>) et

Ceci démontre le théorème 5.

Remarque: Si dans le théorème 5 on suppose de plus (G*, s) € N(p)Qi il
n'en résulte pas que (G'/q, s/q, s') e N{p)0, comme il peut être montré par
des exemples de classes multiplicatives structurées dans T.

Théorème 6: Supposons (M, p. H, saturée au-dessus de M, à produits
finis et résolvante à droite. Soient

Jit ((G-, s, sf)9jui9 (G\, si9 si)) e **(Œ)W, Dp) (resp. e N(p))

où i 1, 2. Soit (G[ X (?', «! X «a, £') (<?;, *t, «1) x (GJ, sa, 5g) (théorème

3). Il existe o *\ s± X s2 et g' <( S' tels que (^*(G^, Â*i)> °> a) s°it
une sous-structure de (G[ X G'2, st X s2, Sf) dans (M, pM, ^*(DDW, Op)9

(re^^). dans (M, N(p), ^(^Ij/^i) désignant la classe multiplicative
induite de G[ par ((Gm, ^2» $2)» (^'> i«ij ^î))-

Démonstration: Puisque (M, p, H, est résolvante à droite, le couple
((sifi1plfs1x s^^SyfizPziSiX s2)) admet un p-noyau a tel que p(a)
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J^(G'19]i1)f où pt désigne la projection canonique de Gx X G2 sur Gt.
D'après le théorème 3, il existe Sf tel que:

(G1x0^s1Xs2i8()€x*(DDH,Dp)o (resp. €N(p)0) et (Srfn'9ai X s'2)€ Hy9

où n'Ug'i, gx), (g2, g2)) (toi, g'z), toi, 0a))- L© couple

((s X s, {fxx * /«i) pi*/-1, 8'), (s x s, (p2 * /*2) pj^'-1, #'))
où ^ est la projection canonique de p(s[ X s2) sur p^), admet un p-noyau
g' < S' tel que p(a') (^*(G;, ^)) * (/I*(6?;, ^J) Il résulte donc du
théorème 4 que Ton a :

f (resp.

â. Graphes structurés

Soit (M, pG, G, la catégorie d'homomorphismes considérée au n° 3, I.
Rappelons qu'une unité de 6 est un graphe (G, fio, olg), unité que nous
noterons aussi (G, fi, oc), ou simplement [G], Soit (M, p, H) un foncteur.

Définition 3: On appellera graphe p-structuré un triplet ([G], B,A) vérifiant
les conditions suivantes:

1) [G] €G0, BeH,AeH, p(B) ([(?]0, pG, G), p(A) ([G]o, ocG, G);
2) 0{A) j8(jB) s0 € Ho, ce {A) oc(B) s c Ho;
3) s0 est une sous-structure de s relativement à {M\ p) (voir n° 3, I).
Nous désignerons par G(p)Q la classe des graphes p-structurés.

Définition 4: On appellera morphisme entre graphes p-strueturés un triplet
0 (([(?], B, A), &, ([G], B, A)) vérifiant les conditions suivantes:

1) ([G]LB,A)cG{p)ojt ([G],BLI)€G(p)0;
2) pH(0) =J> € H et pG(0) ([G]Lp(0), [G]) e G

3) On a: (B, 0O, 0, B) c H et {A, 0O) 0, A) e Q H, où <PO<0.
p

Proposition 3: La classe G(p) des morphismes entre graphes p-structurés
est une catégorie; (G,pG,G(p)) et (H, pH, G(p)) sont des fondeurs.

Nous supposons désormais que (M, p, H> est une catégorie
d'homomorphismes.

Proposition 4: G(p)0 s'identifie à la classe des couples ([G], s) vérifiant les

conditions suivantes:
1) [G]cGo, se #o et p(s) G.
2) II existe so^s tel que p(s0) [G]o et on a:

p
(s0, ocg, s)€ H et (s0, pG, s)€ H
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Démonstration: Si ([G], s) vérifie les conditions 1 et 2, alors

Inversement soit ([G], B, A) e G(p)0, sQ fi (A) et s oc(A); le couple
([G], s) vérifie les conditions 1 et 2 et on a:

A (s0, ocG, s) et B (s0, /?<?, «) ;

comme la ;p-sous-structure s0 de s est entièrement déterminée par la donnée
de s et de [G]o d'après la proposition 6,1, l'application ([G], B, A) -> ([G], 5)

est une bijection.

Proposition 5 : G (p) s'identifie à la sous-catégorie pleine de p* (G, Pq)
admettant G(p)0 pour classe d'objets.

Démonstration: Soit 0 — (([G], 9?, [G]), (s, 99, s)) e^*(G, #G) tel que

([(?], 5) et ([(?], 3) vérifient les conditions 1 et 2 de la proposition 4. D'après
la proposition 2, I, il existe &0 (sOi <p0, s0) e H, où s0 ^ s, so^\s, p(s0)

[6r]0 et ^(5o) — [G]o- II en résulte, en posant 0 (s, y, s),

((50, ^, 5), 0OJ 0, {80, pG, s))

Donc 0 s'identifie à (([G], 5), 0, ([G], s)) e G(p). - Inversement si

(([G], B, I), 0, ([G], B, A)) e G(p), ona (([G], p(0), [G]), 0) cp*(G, pG).

Nous identifierons désormais G (p) à la sous-catégorie pleine de p* (G, pG)

lui correspondant d'après la proposition 5. Ainsi un graphe ^-structuré sera
représenté par le couple ([G], s); nous désignerons par s0 la p-sous-structure
de s telle que p(s0) [G]o. Un morphisme 0 entre graphes p-structurés sera
écrit sous la forme :

(([G],i),<M[G],*)), où ([G],tp,[G])eG et (s,<p,s)eH.

Proposition 6: Soient [G] € Go, s e Wo e^ p(s) G. Pour ^e ([G], 5) soi£

un graphe p-structuré, il faut et il suffit que Vune des conditions équivalentes
suivantes soit vérifiée:

1) II existe so<s tel que p(s0) [G]o; on a:

(s, oc, s) c H et (s,(},s)€H.
V) II existe s0 e Ho tel que (s, 1, s0) e H, (s0, oc, s) e H et (s0, fi, s) e H.

Démonstration: Si ([G], s) e G(p)0, les conditions 1 et 1' sont évidemment
vérifiées. - Supposons la condition 1 vérifiée; des relations:

(s,<xfs)€H et oc(G) c [G]o, on déduit (sOioc9 s) e H

18 CMH vol. 38



260 Charles Ehresmann

puisque s0 <( s; de même (s09 /?, s) e H, et ([G], s) e G(p)0. - Supposons
la condition V vérifiée. Comme s0 (s0, oc, s) - (s, c, s0), il résulte de la
proposition 6, I que s0 < s, d'où ([G], s) € G(p)0.

Théorème 7: Si H est saturé au-dessus de M, G(p) est une sous-catégorie
saturée de p* (G, pG).

Démonstration: Soient ([G], s) € G(p)0 et

* (m, v> m, (5, v, «)) « (p*(g, P6))Y.

Montrons que ([G], s) est un graphe p-strueturé. En effet, puisque H est
saturé au-dessus de M, il existe (s0, ç?0, so)e Hy, où <po q?r9 comme (s, <p, s)e Hy,
on a so<\ s d'après la proposition 3, I; il en résulte:

(s09 oc-g, s) (ï0, <p0, s0) • (s0, ocg, s) • (s, <p, s)-1 e H;
de même (s0, pQ,s)e H, donc ([G], 5) e

Corollaire : >Si H est saturé au-dessus de M,(G,pG,G(p), (H, pHyG(p),
et (M, PPh-> G(p)> •) sont des catégories d'homomorphismes; déplus G(p) est

saturé au-dessus de G et de H.
Ce corollaire résulte du théorème 7 et de la proposition 31, I.

Proposition 7: Si (M, p, H, est saturée au-dessus de M et à produits
finis, (M, G(p), est une catégorie d'homomorphismes à produits finis.

Démonstration: Soient ([GJ, s{) e G(p)0, où i l,2. On a:
[Gt] X [6?2] [O± X G2] € 60, OÙ

(XGx xG2= OCG^ X 0CG2, jS^ x »a ^ X ^
(5X XS2)(X i, («Jo X (52)0) € W

((«1)0 X («a)o, «c x g9, «1 X s2) € H et ((sjo X («2)0, /îc x c 5iX52) e W

et, d'après la proposition 6, ([O1 X (?2], s± X 52) e G(p)0. On en déduit que
G (p) est à produits finis, avec

([(?! x <?2], «! x s2) - ([GJ, 5l) x ([GJ, «a).

Définition 5: Î7?ie ppH-sous-structure (resp. une ppH-structure quotient)
5) € G(p)0 «5^^ appelée sous-graphe (re^p. graphe quotient)

^-structuré de ([G], s).

Puisque [G] est un graphe, il résulte du théorème 2, I, que ([G], s) est aussi

une 2>G-sous-structure (resp. une ^-structure quotient) de ([G], s).

Proposition 8: Soient ([G], s) c G(p)0, [G] un sous-graphe de [G] et s < s
_ _

2?

fe£ gwe 2>(i) G. S'il existe so<^s tel que p(sQ) [G]o, ([G], s) est un sous-

graphe p-structuré de ([G], s).
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Démonstration: Comme so<( 5,50-< s et p(s0) c p(s0), on a so< sQ, d'après
le théorème 1, I. ocg étant une restriction de ocg, les conditions: ocg (G) c [G]09

(sq, ocg, s) e H, so*\ s0 et s < s entraînent (s0, oc-q, s) e H;
de même (s0, fa, s) e H, et par suite ([6?], 5) €G(p)0. Puisque ([G], s) est
une sous-structure de ([G], s) dans {M, .,p*(G, pG), d'après la proposition
5, I, ([G], 5) est aussi une sous-structure de ([G], s) dans la sous-catégorie
pleine G(p) de p*(G,pG).

Proposition 9: Soient ([G], s) eG(p)0 et g une relation d'équivalence sur G,
compatible avec ocg et ($g, telle qu'il existe une p-structure quotient s/g. S'il existe

Sq^s/q avec p(s0) [G/q]0, alors ([G/g], s/q) est un graphe quotient p-struc-
turéde ([G], s).

Démonstration: Soit J> l'application: / -> / mod g, où / € G. Les conditions:

s/g -£-< s, (s/g, 'gocG, s) (s/g,g, s) • (s, ocGi s) € H et ^G/e? gocG

entraînent (s/g, ocGiQ, s/g) € H en vertu de la proposition 2, I; de même

(sIq pGiQ,slg) e H et on a ([G/g], s/g) €G(p)0, d'après la proposition 6. - Comme

([G/g],slg) est une structure quotient de ([G], s) dans (M, .,p*(6,^G),
d'après la proposition 5, I, et que G(p) est une sous-catégorie pleine de

on a aussi ([Gjg], sjg)—<([G],s) dans (M, G(p),

Proposition 10: Supposons (M, p, H, résolvante à droite. Pour qu'un
couple {[G], s) soit un graphe p-structuré, il faut et il suffit que les conditions
suivantes soient vérifiées:

1) [G]eG0, se HQ et p(s) - G.

2) On a: (s, oc, s) e H et (s, /?, s) € H.
En effet, les conditions sont évidemment nécessaires. Si elles sont vérifiées,

le couple (s, (s, oc, s)) admet un p-noyau s0 <^ s tel que p(s0) [G]o et on a

([G], s) cG(p)0 en vertu de la proposition 6.

Corollaire 1: Si (M,p,H, est résolvante à droite, G (p) est une sous-catégorie
saturée de p*(G,pG); (G,pG,G{p), (H,pH,G(p),) et (M,ppH,G(p),
sont des catégories d'homomorphismes.

Démonstration: Les conditions: ([6?], s) € G(p)0 et

* (([#], v, [G]), (5, v, s))cp*(G, pG)Y
entraînent :

(«, ocg, s) (s, (p, s) • (s, ocg, s) • (S, ç?, s)-1 e H et (s, fig, s) e H,
d'où ([G], s) c G(p)0 en vertu de la proposition 10. Par suite G(p) est saturée
dans p*(G, pG) et le corollaire résulte de la proposition 31, I.
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Corollaire 2 : Si (M, p, H, est résolvante à droite et à produits finis
(M, G{p), est à produits finis.

En effet, si ([GJ, s,) € G(p)0, i 1, 2, on a:

($x X s2, ocgx x g2, *i X s2)e H et (5X X s2, p0^ x Oj, sx X s2) c W,

d'où ([<?! X G2], *2 X s2) ([GJ, «J X ([G2], a,) dans G(p).

Théorème 8: Supposons (M,p,H, résolvante à droite; soit ([G],s)€G(p)0-
Si [G] < [G], S < s ^ jP(«) G, ator« ([G],^) est un sous-graphe p-structuré

VQ V

de ([G], s). Si q est une relation d'équivalence sur G compatible avec <%g et fio
et si s admet une p-structure quotient sjq par q ([G/q] s/q) est un graphe quotient
p-structuré de ([G], s).

Démonstration: Les conditions: (s, ocq, s) e H et ocg(G) c G entraînent:
(s, ocq9s) e H] de même (s, Pq,s)€ H, donc ([G], s) eG(p), d'après la
proposition 10. - Une démonstration analogue à celle de la proposition 9 prouve:
(*Iq> ocg/q, s/g) e H et (s/q, pQ/Q, s/q) e H, donc ([G/g], s/q) e G(p)0. Le théorème

résulte des propositions 5, I, et 5.

Corollaire: Si (M, p, H, est résolvante à droite, (M,ppH, G(p), est

résolvante à droite.
__ __

En effet, soient 0t (([G], 5), <pi9 ([G], s)) eG(p), où i 1, 2. Soit [G1]

le graphe ^G"n°yau ^u couple (([G], <pl9 [G]), ([G],(p2, [G])) et sr le p-noyau
du couple ((s, (pl9 s), (s, ç>2> #))• H résulte du théorème 8 que ([G'], s') est

le p^-noyau de (0l9 02).

Nous supposons désormais (M, p, H, à produits finis. Soit H' une sous-
catégorie de H contenant Hy et soit p' la restriction de p à H'.

Définition 6: On dira que ([G], s) est un graphe (p, W7)-structuré (resp.
(p> (H1 y H'))-structuré) si les conditions suivantes sont vérifiées:

2) On a (s0 x s0, [0, <x],s)eH', oit [p, oc] (/) (£(/), *(/)), / e G (resp.
on a (s0, oc, s) e H1 et (sOi /?, s) c H').

Proposition 11: Soient [G]€G0,S€H0 et p(s) G. Pour que ([G], s)
soit un graphe (p, H')- (resp. (p, (Hf, H'))-)structuré, il faut et il suffit que Vune
des conditions équivalentes suivantes soit vérifiée:

1) II existe so*\ s tel que p(s0) [G]o; on a (s0 X sQi [/?, oc], s) € H'
p

(resp. on a (s0>oc, s) c H' et (s09 /?, s) c H1).
V) II existe s0 e Ho tel que p(s0) — [G]o et (s, i, s0) e H; on a

(«o X so> W> oc]9 s) € H' (resp. on a ($0, oc, s) e H' et (s0, p, s) e H1).
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Démonstration: Les conditions sont évidemment nécessaires. La condition
(s0 X s0, [fi, oc], s) e H' entraîne (s0, oc, s) (s0, px [fi,oc], s) e H, où px
désigne la projection canonique de p(s0 X s0) sur p(s0) >

de même (sOi fi, s) e H.
Il résulte donc de la condition 1 ou 1' et de la proposition 6 que ([G], s) €G(p)0,
ce qui démontre la proposition 11.

Nous désignerons par G (p, H1) (resp. G(p, [H1, H'))) la sous-catégorie pleine
deG(p) admettant pour unités les graphes (p, H1) (resp.(p, (H1, H'))) -structurés.

Si la sous-catégorie H' de H vérifie la condition [2] :

(a) s < sf dans (M,p, H, entraîne s < sr dans (M,p', H',
la catégorie G (p, (H', /¦/')) est identique à la catégorie G(p').

Proposition 12: Si (M,p, H, est résolvante à droite (resp. saturée au-dessus
de M) et si H1 est stable par produits dans H (déf. 2, II, [2]), et vérifie (a), alors

G(p') est une sous-catégorie pleine de G(p, H').
En effet, soit ([G], s) eG(p, (Hf, H'))o; d'après le théorème 6, I, il existe

(5S> ll> l]> s) € Hy, et par suite:

(s0 X s0, [fi, oc], s) (s0 X so,fi X oc, s X s)- (s X s,t,s8) • (s8, [i,t],s) € H',
d'°Ù ([G],s)cG(p,H')0.

Proposition 13: Supposons que H' vérifie la condition (a); soient [G]€G0,
s e HQ et p(s) G; on a ([G], s) eG(p, H')o si, et seulement si:

1") II existe so-^s tel que p(s0) [G]o et on a (s X s, [fi, oc], s) € H'.
p

Si (M,p, H, est résolvante à droite, la condition 1" est équivalente à:
V") On a (sx s, [fi, oc], s) e H'.
En effet, les conditions sont évidemment nécessaires. Si V est vérifié, on a:

sQ x s0 < s X s et [fi, oc] (G) œ p(s0 X s0), d'où

(sQXso,[fi,oc],s)eHr et ([G],s)eG(p, H')o.

La condition V" entraîne (s, oc, s) e H et (s, fi, s) e H, donc ([G], s) e G(p)Q

d'après la proposition 10; par suite 1" est vérifié.

Théorème 9: Si H est saturé au-dessus de M (resp. si (M,p, H, est résolvante

à droite), G(p, H') et G(p, (H', H')) sont des sous-catégories saturées de

G(p); (M,ppH,G(p,Hf), et (M,ppH,G(p,(Hr, H')), sont des

catégories d'homomorphismes; si de plus H' est stable par produits dans H, ces

catégories d'homomorphismes sont à produits finis.

Démonstration: Les conditions ([G], s) € G(p, Hf)0 et

entraînent: 0O (s0, <p0, s0) e Hy, &0 X 0O (50 X s0, <p0 X ç>0, s0 X s0) e Hy
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et (80 X 80, [Pg,ocq], s) (0O X &0) ' (s0 X sOi [pG, ocG],s) • (5, tp9 s)~l e Hf,
donc G(p,Hr) est saturé dans G(p). - Les conditions ([G], s) e G(p, (Hr,H'))0
et #e(G(2>))y entraînent:

et (so,Pg,s)eHf, d'où ([ë],5)€G(^,(W;,W/))o et G(p,(H', H')) est saturée

dans G(p). Les deux dernières affirmations du théorème résultent d'une
part du théorème 7, d'autre part des propositions 7 et 10, corollaire 2.

Proposition 14: Soient ([G], *) € G(p, W')o (*»?• * G(p, (W, H'))o) * < *,
[G] < [G] e^ ^(^) G' ^ on a (s, i,s) e Hr et s'il existe s0 e HQ tel que

VQL _ - -
so X 50< s0 X s0 (resp.que 50<^ 50>^ e^ p(5o) t^]o> «^r^ ([(?],«) est unesous-

v' p'
structure de ([G], s) dans (M,.,G(p, Hf), (resp.dans (M,.,G(p, (H1, H')),

Démonstration: La condition s0 xso<\soxso entraînant (s ox sQyi,sox 80)eH,
on trouve: P

(s,it80) (s,i9so)-(sO9p1,so X so)-(so X 50,t,50 x so)-(so x 50,[t,0,i0)eW,

où pt désigne la projection canonique de [G]o X [G]o sur [G]o. On en déduit
(s, t, s0) e H, puisque s <( s et p(50) c p(s). Par ailleurs, les relations:
_ _ p _ _ _ _
sox so<sQ x 80, [po,*G](Q) c [G]o x [G]Q et Kx^,^,^]^)-^^,^»'
entraînent : _ _ _

donc ([(?], s) e G(p, H')o en vertu de la proposition 11.

- Si ([G], s) € G (p, (Hr, H')o)} de la condition s0 < s0, il résulte:
v'

(5, t, 50) (S, l, So) • (50, t, 50) e W

et par suite (5, i, 50) c H, car 5 <( s. De plus on a:
p

(so,<xGis)> (s, t,,s)e H', d'où (S0>*ô>â)< (50, <xG, s);
v1

de même (s0> fiG,s) e H'. Par conséquent ([G],s) €G(p,(H', H'))o. - La
proposition 14 est alors conséquence des propositions 5,1 et 5.

Corollaire 1: Soient ([(?], s) e G(p, Hf)0, [G] < [6?], 5 <s et p(s) G
PQ V _

Si H' vérifie la condition (a) et s'il existe sQ«\S tel que p(s0) [C?]o, alors
— _ v

([(?], s) est une sous-structure de ([6?], s) dans (M, G(p, H'),
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En effet, les conditions s0 < s, so<, s et p(s0) c p{s0) entraînent s0 < s0
p p_ _ p

d'après le théorème 1,1, et par suite s0 X s0 <( s0 X s0 en vertu de la propo-
p _sition 3, II, [2]. En utilisant la condition (a), on en déduit sQ x s0 < s0 x sQ;

_ _ p'
de plus s <( s entraîne s < s, d'où (s, i,s) € Hf. Ainsi les conditions de la

proposition 14 sont vérifiées et le corollaire 1 en résulte.

Corollaire 2: Si Hf vérifie la condition (a) et si (M, p, H, est résolvante

à droite, les conditions ([G], s) e G(p, W)o, [G] < [G], s < s et p(s) G
— p

entraînent ([G], s) eG(p, H')o. De plus (M, G{p, H'), est résolvante
à droite.

Ceci résulte du théorème 8, et du corollaire 1.

Proposition 15: Soient ([G], s) e G(p, H')o, q une relation d'équivalence sur
G compatible avec ocg et /?# et s/o -^-< s tel que p (s/q) G/g. Si H' est stable

par produits et vérifie la condition (a) et s'il existe s0 e Ho tel que s0 < sfç et
p

p(s0) [G/q]0, alors ([G/q], s/q) est une structure quotient de ([G], s) dans

(M, .,G(p,H')r,p'*(G9pG), .)•

Démonstration: En vertu de (or), on a Sq^s/q. Soit q la surjection canonique

deGsurG/g. Comme (s/q X s/g, g X g, s x s) €Hf et (s X s, [Pg,ocg],s)€Hf, ona
(s/g x s/g, (g x 'g [£g ocG], s) e Hr et les relations s/g -^1< s et [^^/(?, ocQIq\ g

(J X ç) [/?g, #g] entraînent:

X «/g, [0GlQ9 ocGlQ]fslg) c W d'où ([Glg],slg) eG(p, H')o

en tenant compte de la proposition 13. - De plus ([G/g], s/g) est une
structure quotient de ([(?], s) dans p'*(G, pG) d'après la proposition 5, I;
comme G(p, H') est une sous-catégorie pleine de p*(G, pG), la sous-catégorie

G(p, H') rs p'*(G, pG) est pleine dans p'*(G, pG) et ([Gjg], s/g) est aussi

une structure quotient de ([G],s) dans (M, G(p, H') ^ p'*{G,pG)y

Corollaire: Supposons que Hr vérifie la condition (a) et soit stable par produits
et que (M, p, H, soit résolvante à droite. Soient ([G], s) eG(p, H')o et g une
relation d'équivalence sur G compatible avec ocg et /?# et telle que s admette une
p'-structure quotient par g. Alors on a ([G/g], s/g) cG(p, H')o

En effet, la démonstration précédente montre que l'on a:

(s/g X sIq, \fiGlQ, PGiQ], s/g) e H1,

et le corollaire résulte de la proposition 10.
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3. Graphes multiplicatifs structurés

Soit (M, pN, Nf, la catégorie d'homomorphismes construite au n° 3, I,
où p'N est la restriction de pN à la sous-catégorie N' de N. Soit G* e Nf0 ; G* est
donc un graphe multiplicatif, dont le graphe sous-jacent sera désigné par
[(?•]. Soient G'a et Gp les classes des couples (/,<%(/)) et (/?(/),/) resp., où

f e G; soient ya et yp les bijections canoniques:

[«,«]:/-*(/,«(/)) et [/S,*]: /->(/?(/),/)
de G* sur G^ et sur G^ respectivement.

Soit (M, p, H) un foncteur. Nous reprenons les notations des nos 1 et 2;
en particulier jôG et ~pH désignent les foncteurs canoniques de la catégorie G (p)
vers G et H resp.; pN est le foncteur canonique de x*(DQH, Dp) vers N et
~pH le foncteur de h* H, p) vers H défini par : ((G*, K), 0>, 0', (G-

Définition 7 : O/i appellera graphe multiplicatif ^-structuré (resp. fortement
^-structuré) un quadruplet (G*, K, B, A) vérifiant les conditions:

1) G-c/V^; (G-9K)€**(nnH,np)0 (resp.e N(p)0), ([G], B, A) eG(p)0.
2) On a: a (A) /?(#) s c Ho.
3) /? ea;i5^e Pa c /Vy e^ ^ne p-injection ja telle que K'ja jT"1 et p(ra) ya ;

il existe Fp c Hy tel que <x(Fp) s et p (Fp) yp.
Ces conditions entraînent que jp ;a • Fa • jT^1 est une ^-injection telle

que K*jp iy. _Soit N'(p)0 (resp. Nf(p)0) la classe des graphes multiplicatifs ^-structurés
(resp. fortement ^-structurés).

Les conditions 1 et 2 de la définition 7 signifient que (G', K, B, A) s'identifie
à une unité ((G*, K), ([G-], B, A)) de p%(x*(nnH, Dp), pH) (resp. de

P*h(N(p),Ï>h)) telle que G-e A^

Définition 8: Un morphisme de la sous-catégorie pleine N' (p) {resp. N' (p))
de jp£(**^(DD H,Op),Ph) ayant N' (p)0 (resp. N1 (p)0) pour classe d'objets sera

appelé morphisme entre graphes multiplicatifs p-structurés (resp. fortement
2?-structurés).

Nous supposerons désormais que (M,p, H, est une catégorie
d'homomorphismes.

Un graphe multiplicatif ^-structuré s'identifie alors à un triplet (G*, s, s')
vérifiant les conditions suivantes :

1) G-e/Vo7; (G-9s,s')€>c*(nnH9np)o,(lG-],s)eG(p)o.
2) II existe sa < sf tel que p(sa) G; et (sa, ya,s) e Hy.
3) II existe s^ € HQ tel que (sp, yp, s) € Hy.
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La condition 2 entraîne que ((?•, s, sf) est entièrement déterminé par la donnée
du couple (G-, sr)t en vertu de la proposition 6, I; si de plus (G\ s, s1) est
fortement p-structuré, la donnée du couple ((?•, s) détermine aussi ((?•, s, s1).
Par suite nous représenterons indifféremment un graphe multiplicatif p-strue-
turé sous la forme ((?*, s, sf) ou ((?•, sf); s'il est fortement ^-structuré, on
peut aussi le représenter par (G', s).

Proposition 16: Un morphisme entre graphes multiplicatifs p-structurés

s'identifie à un triplet 0 ((G', s'), cp, (<?*, s1)) vérifiant les conditions

suivantes: (G-,sr)e N'(p)0; (G',s')e N'(p)0; (G,<p,G)eM; (G-, <p, G-)e Nf et
(sf, y * y, s') c H. Un morphisme entre graphes multiplicatifs fortement p-
structurés s'identifie à un triplet

0 ((G-,s),<p,(G-,s)) tel que (G', s) e N'(p)0, (G-,s) c N'(p)0,

(G,(piG)eM> (G',<p,G-)€Nf et (s,<p,s)<:H.

En effet, les conditions 5a<5/,5-<5/, (s',(p*(pfs') € H et (ç?*^)^) c Gj,

entraînent, en vertu de la proposition 2,1: (s-, (<p * ç?) i, sa) € H, et par suite :

(5, 9?, 5) fo, yj, 5)"1 • (5-, (99*9?) t, 5a) • (5a, ya, 5) € W,

d'où 0 <¦ N' (p). La fin de la proposition résulte de la proposition 2.

Proposition 17: Soit (G-, s, s') un triplet vérifiant les conditions:
1) G-eN'o; (G-,s,sf)€n*(noH,np)o et ([(?•], s) c G(p)0;

Si H est saturé au-dessus de M, (G*, s, s') c N'(p)0 est équivalent à:
2) («',y«,*)€tf.

Démonstration: Si (G-, s, sf) € Nr(p)0, on a:

Supposons la condition 2 vérifiée. Il existe sa e Ho et 5^3 € Ho tels que
(5«» 7a> 8) € Hy et (fy> ^> 5) € Wyî on obtient:

(«', *, 8a) («', ya, 5) • (8a9 ya, 5)-1 € A/

Comme (5^, ya n(G')9 sr) • («s', t, «sa) 5a, il résulte de la proposition
duale de la proposition 6, I, que sa est une ^-sous-structure de sr; par suite

[G-,8'lcN'lp)0.
Si 0 ((G-, sf), (p, (G', s')) e N'(p), nous poserons:
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Théorème 10 : Si H est saturé au-dessus de M (resp. si (M,p,H,. est résolvante à
droite), Nf (p) est une sous-catégorie saturée de la catégorie ]ô#0** (DD H, p), pH).
Si H est saturé au-dessus de M, Nf(p) est une sous-catégorie saturée de N'(p).

Démonstration: Soit (G*, s, sf) € Nf(p)0 et:
® ^ (((G-,s,s'),<p, (G-,s,s')), (([G],i),<p,([G-],s))J efâ^^
comme N' est saturé au-dessus de M, on a fre/Vj et [G] [(?•]. De
plus (s', ya-, s) (sf, <p* y, s') • (sf, ya, s) • (s, <p, s)-1 € H ce qui entraîne

(G' ,s, s') e N' (p)0 en vertu de la proposition 17. - Si on suppose ((?• ,s)e Nf (p)0,

on trouve (G* ,s,s') e Nf (p)0, car N(p) est une sous-catégorie saturée de

«*(DDf/, Op) d'après le théorème 2.

Corollaire: Si H est saturé au-dessus de M, (H,pH, N' (p),.), (Nf,pN,, N'(p),
(M,p'Nï>N,,N'(p),.), (H,.,Nf(p),.), (N',.,N'(p),.) et (M, /V>),
£on£ <Zes catégories d'homomorphismes saturées.

Ce corollaire résulte de la proposition 31,1.

Théorème 11: Si (M,p, H, est résolvante à droite, N'(p) est identique à

la sous-catégorie pleine et saturée de ]?%(N(p), pH) ayant pour unités les couples
s)), où G-eN'o.

Démonstration: Montrons que les conditions G' e Nf0, ((?•, s, s') c N(p)0 et

s) e G(p)0 entraînent (G', sf) € N'(p)0. On a:

(s, p2, s X s) e H et (s, oc, s) • (s, pl9 s x s) c H

où 2?t désigne la ie projection canonique de G X G sur G. Puisque (M,p, H,.
est résolvante à droite, le couple ((s, p2,s X s), («s, a ^u 5 x 5)) admet un
p-noyau sa tel que ^ ($a) G'a. Les relations :

s' <s x s et G; c G- * G-

entraînent sa <( «', d'après le théorème 1, I. Comme s X s est un produit
dans H, on a:

(« X s, ya, 5) (5 X 5, [4, a], s) e W,

et par suite (s^, y^, s) e H, puisque sa < s X 5. Par ailleurs, on a:

(5, y;1, *a) (5, »(G-), O • (*', *, ««) € H.

On en déduit (sa, ya, s) € Hy. On montre de même que l'on a (^, y$,s) e Hy,
d'où (G* ,s)<- N' (p)0. Le théorème résulte alors du fait que N' est saturé dans N.
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Corollaire: Si (M, p, H, est résolvante à droite et à produits finis,
(Nf, Pn>, Nf(p), est une catégorie d'homomorphismes.

Démonstration: Soient (G', s) c N'(p)0, (G-, sx) e N'(p)0 et

0 ((<?•, S, <p, (G', S, S')) e (N'(p))Y

Puisque (M, p, Hy) est une espèce de structures, il existe (51? <p, sx) e Hy
et il résulte des corollaires du théorème 2 et de la proposition 10 que Ton a

(G-, st) e N(p)0 et ([(?*], s±) e G(p)0; donc (G-, st) e N'(p)0 en vertu du
théorème 11.

Cas particulier: La définition donnée dans [2] d'une catégorie //-structurée
(C*, s) est équivalente à: C' est une catégorie et on a (C*, s) € Ph(N(p)> Ph)o*
II résulte du théorème 11 que, si (M, p, H, est résolvante à droite, cette
définition est équivalente à: C' est une catégorie et on a (C*, s) e N'(p)0.

Remarques: 1. En général si H n'est pas saturé au-dessus de M, Nr(p)
et N' (p) ne sont pas des catégories d'homomorphismes au-dessus de H ni
au-dessus de M. Toutefois si (M, p, H, est résolvante à droite et à produits
finis, la catégorie des foncteurs /-/-structurés est une catégorie d'homomorphismes

au-dessus de H (voir [2] théorème 11, II); ceci résulte des propriétés
suivantes : si (C*, s) est une catégorie H-structurée, sf est le p-noyau du couple
((s, oc px, s X s), (s, fi p2, s X s)) ; par ailleurs Hy opère sur les p-injections
définissant un 2>noyau, en vertu de la proposition 16, I, [2].
2. Si H n'est pas saturé au-dessus de M, on peut se ramener à ce cas en

remplaçant H par son élargissement [3] H au-dessus de M. Cette opération ne change
pas les notions de sous-structures et de structures quotient dans H. mais peut
introduire de nouvelles sous-structures ou structures quotient.

Nous supposerons désormais que (M, p, H, est une catégorie
d'homomorphismes saturée au-dessus de M.

Théorème 12: Si (M, p, H, est à produits finis, (M, N'(p), et

(M, Nr(p), sont des catégories d'homomorphismes à produits finis.

Démonstration: Soient (Gt, st, s'%) e N'(p)Q (resp. c Nf(p)0), où i 1,2.
D'après la proposition 7 et le théorème 3, on a:

([(?; x <?;],«! x s2)eG(p)0i

et ((?; x Q-t,8x X s2,Sf)€X*(nnH,np)0 (resp. c N(p)0), où (/S',*',«J X s'z)<-Hy
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et n'((g'19 gx), (g2, g2)) ((gi, g'2), (glf g2)) Il en résulte:

(8'>V'Oixa'%>*i x 82) (Sl,nt, s[ X s2) - [(s[9yaG^ sx) X (s'2, yaQ^

En vertu de la proposition 17, ceci prouve que Ton a:

(G[ X G'29 sx X s%9 Sf) e N'(p)0 (resp. € N'(p)0)

Comme (M, p, H, et (M, AT, sont à produits finis, on en déduit

(Gi X G*, ^ X «8, £') (G'19 al9 si) X (G2, s2, *J) dans /V7(p) (resp. N'{p)).

Soit (G*, s') un couple vérifiant la condition suivante:
1) G- € Ni s' € Ho et p(*;) <?•*<?•.

Considérons les conditions suivantes :

2) II existe ^ <( «' tel que p(sa) G*a et il existe sQ •< 5; tel que ^(^)
(Go x G-) r, g;
2') II existe (sr, t, sa) € H et (sf, i, sfQ) e H tels que:

p(%) g; et pK) (O;xG;)^;.
3) (s'9yax{G-)9sl)€H;

')^;
')cH et (8r9yaPx(G-)98')cH;

Proposition 18: On a ((?•, «') € Nr(p)0 si, et seulement si, les conditions 1, 2,

3, 4 (resp. 1, 2, 3', 4/; re«s#>. 1? 2', 3', 4;) ci-dessus sont vérifiées. Si (M, p, H,
est résolvante à droite, on a ((?*, s') e N'(p)0 si, et seulement si, les conditions
1, 3 et 4 sont vérifiées.

Démonstration: Soit (G-, s, s') * Nf(p)0; il existe s0 < 5, où p(s0) G'O9

et par suite (s'o, ya e, s0) e Hy avec p(So) ((?* x 6?ô) ^ (?a; comme s0 < 5

et (sa, ya, 5) € f/y, on a ^ < 5a < ^', d'après la proposition 3,1. On en déduit

que les conditions indiquées sont vérifiées, à l'aide des relations:

(sa9 y^s)- (s, x(G),sf) c H; {s'o, yat9s0)' (so,oc, s) • (s, y;1, sa) e H
et

(«', t, 5j • (5a, ya, S) • (5, a, S) • (5, *(<?•)» S1) e H

Supposons les conditions 1,2,3,4 vérifiées. D'après le théorème 1,1, la condition 2

entraîne sf0<^ sa. H étant saturé au-dessus de M, il existe (s,y^,sa) c Hy et
(5o> y'* h Sq) e Hy, où 2>($o) G'o; en vertu de la proposition 3, I, on a

s0 < 5. La condition 3 et les relations sa < sf et ya ^(G#) (G** G') c: G'a ont

pour conséquence (sa, ya «((?*)> 5') € H, d'où (5, «((?*)> 5/) (5> y»1»^) #

• (sa, ya ^(G-), 5;) c H et ((?', s, 5;) e «*(cxi/y, Dp)0- La condition 4 et les

relations : sa<( s' et ya(xx (G' (G'a) c G'a entraînant (sa, ya oc x (G' 1, sa) € H,
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on trouve

(*,«,*) (s, y?, sj • (sa, yaoc x(G*) i, sj • (8a, y^, s) c H

De même {s, fi, s)* H, d'où ([(?•], 5) c G(p)0 et (6-, s, sf) <¦ A/»o. - Si les

conditions 1, 2, 3', 4' sont vérifiées, on a:

On en déduit que les conditions 1, 2, 3, 4 sont vérifiées, d'où (G', s') € N' (p)0. -
Si les conditions 1, 2', 3', 4' sont vérifiées, les égalités:

et (tà, y* «y;1, ««) • fe> y« *(<?•), *')) • (*', <> *J) *J

entraînent sa < 5' et Sq << «', en utilisant la proposition 6, I. Donc les
conditions 1, 2, 3' et 4' sont vérifiées et (G', s') e N'(p)Q. - Enfin supposons
(M, p, H, résolvante à droite et les conditions 1, 3, 4 vérifiées. Le couple
(sf, (s', yax(G'), s')) admet un p-noyau sa tel que p(sa) =G'a et le couple
(sr,(sr,ya(xx{G'),8f)) admet un p-noyau s'o tel que Ton ait p(sfQ) (G'Q X G'0)^G'a.
Par conséquent la condition 2 est aussi vérifiée, et par suite (G' ,sr) e N'(p)0.

Définition 9: UneppH-sous-structure (resp. structure quotient) de (G',sf)e Nr (p)Q

sera appelée sous-graphe multiplicatif (resp. graphe multiplicatif quotient)
2?-structuré de (G',sf). On définit de même les sous-graphes multiplicatifs
(resp. graphes multiplicatifs quotient) fortement ^-structurés en remplaçant

N'{p)par N'(p).

Théorème 13 '.Supposons (M, p, H, résolvante à droite. Soient (Gm, s, sr)eNr(p)0
(resp. e Nf(p)0), G' une sous-structure de G' dans (M, Nr, et s' < sf

tel que p(sf) — G*G'. Alors ((?*, s') est un sous-graphe multiplicatif p-structuré
(resp. fortement p-structuré) de (G'9sf).

Démonstration: Les conditions s'< sf, (s',yax(G'), sf) e H et
y&{G-)iiQ-*G-)c:G-*G-e*^
admet un 2>-noyau s- «\ sf tel que p (s-) G% ; comme s- <( S' < sf et sa < s',
on a S- <( sa, en vertu du théorème 1, I. De plus, H étant saturé au-dessus

de M, il existe (s, y^1, s-) e H, avec p(i) G' ; d'où ï <^ s, en vertu de

la proposition 3, L Des théorèmes 4 et 8, il résulte alors: ([G']is)eG(p)o*y

([G'], ^) < ([G-], «); (Ô-, «, ï;) € k*(dqW, Dp)0 et (G-, s') < (G-, «')•
VVH _ VPH

Donc (G\s')eN'(p)0 et (#,?)< (G-, a') dans (M, .,S/(»*(m/y,Dp),>//), •)
d'après la proposition 5, I; puisque N'(p) est une sous-catégorie pleine
de p£(h*(dqW, Dp),Ph)> (^'>^') es^ un sous-graphe multiplicatif de
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(G#, s'). - Supposons de plus ((?•, s) e N'(p)0- D'après le théorème 6, I, on a

s x s «\ s x s; par ailleurs les conditions s* *\ s' <\ s x s et p(sf) a G x G

entraînent s' <( sxs. Par conséquent (G*, s) € N'(p)0. Comme {G', s)

< (G*, 5) et comme N' (p) est pleine dans Nr (p), on trouve (6?*, s) < (G', s)
pph

a _
dans (M,ppH, N1 (p), .)•

Théorème 14: Supposons (M,pf H, résolvante à droite. Soient (G->s, s')
e N'(p)Q, g une relation d'équivalence bicompatible sur G' et £ la surjection
canonique associée. Si on a:

(s',Q*Q,s')eHs(Ms,p) et p(s')^(G'Iq)*(G-Iq),
alors il existe s/q-^—^s et (G'Iq9 s/q, sf) est un graphe multiplicatif quotient
pstructuré de (G' ,s} sf) ; de plus on a (s/q)0 -^-< sQ.

Démonstration: D'après la proposition 21, I, G'/q est un graphe multiplicatif;

nous désignerons par oc et /? resp. ses applications source et but. Comme

sf—<sf, les relations:

entraînent - -(sr,y-x(G'lQ),sf) € H
et les relations :

(sf,yaocx(G'),s/) e H et (q * q) ya oc x{G') y-'ôc x(G'/q) (q * g)
entraînent ,K*x{G'le),*) * H ;

demême (s',nP*(Q'lQ),*)*H.
D'après la proposition 18, il en résulte (G'/q9 s/q, s') e N'(p)0. Le couple

yzk(G'Iq)9 admet un p-noyau 5- tel que p(s~) (G'/g)- (?-.
Comme (£ * ^) (Ga) G'-, on a

(5-, Qa, sj e H et fc9 Qa, sa) < (s', q * q, s') ;

de plus on a :

(**> ?**{&)>*') € H et (8a,yax{G'),8f) • («',t,*a) «a ;

à l'aide la proposition 4, I, on en déduit (s-, £a, sa) € Hs(Ma, p). H étant
saturé au-dessus de M, il existe (s, y^1, s-) e Hy On obtient:

(5, ^, s) (s, yz\ s-) • (5-, Ja, 5a) • (5a, ya, s) e W8(M% p)

d'où s «/^ —< s. Des théorèmes 8 et 5, il résulte que ([G'/g], s/g) est un
graphe quotient p-structuré de ([(?•], s) et que ([G*/g],s/g,s') est une classe

multiplicative quotient p-structuré de (G', s, s'). En utilisant la proposition 5,1

et le fait que N' (p) est une sous-catégorie pleine de p%(x * (DD H, p), pH), on
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voit que (G'/ç>,sf) est un graphe multiplicatif quotient ^-structuré de (G', s1 -
Les relations : so< s, (<s/ç)0< sjg et q(G0) c (#7e)o entraînant ((s/o)0,eo>So)
<( (s/g, £, s) on trouve, à l'aide de la proposition 4, I, s/£0 JL< s0

Remarque : Si on suppose dans le théorème 14 que (G\s)€ N' (p)Q, iln'en résulte

pas que (G'/q,sIq) e N'{q)0; nous verrons plus loin des cas où il en est ainsi.

Soient H1 et H" deux sous-catégories de H contenant Hy. Pour simplifier,
nous supposons (M,p, H, à produits finis. Soient p' et p" les restrictions
de p à H1 et à W" resp.

Définition 10: On dira que (G-, s, s') est un graphe multiplicatif {p, H1', Wv)

(resp. (p, (H', H"), H"))-structuré si les conditions suivantes sont vérifiées:
1) (G', s y s') est un graphe multiplicatif p-structuré,
2) ([G'], s) est un graphe (p, H1) {resp. {p, {H', H')))-structuré.
3) (G', s, sr) est une classe multiplicative p"-structurée.

Si la condition 1 est remplacée par la condition:
V) (G',sysf) est un graphe multiplicatif fortement p-structuré,

on dira que (G',s,sf) est un graphe multiplicatif fortement (p, H', H") (resp.

Remarque: Un graphe multiplicatif (G',sts') fortement {pyH',H"Y
structuré peut ne pas être une classe multiplicative fortement p"-structurée,
sauf si H" vérifie la condition (cr), car sr < s X s n7entraîne pas «s'< s X s.

p p"

Définition 11: Soient C' une catégorie et (C',s,sf) un graphe multiplicatif
(p, H', H"Ystructuré (resp. {p,(H' $ H'), HUf) -structuré); on dira que (C\s,sf)
est une catégorie faiblement (p, Hr, H") (resp.(p, (H1, H'), A/"))-structurée.
Si de plus (C*, s) e N' (p)0, on dira que (C*, s) est une catégorie H (H'', H")
(resp. H((Hf, H'), H"))-structurée.

Remarque: Cette définition est en accord avec celle de [2] dans le cas,

principalement considéré dans [2], où (M, p, H, est résolvante à droite,
en vertu du théorème 11 (voir ci-dessus dans le cas H H' H").

Un graphe multiplicatif (p, H', /-/'^-structuré est aussi un graphe multiplicatif

(p, H[, Wf)-structuré, si H[ contient Hf et H" contient H".
Nous désignerons par N'{p, H', H") (resp. N'(p, (/¦/', H1), H")) la sous-

catégorie pleine de N' (p) ayant pour unités les graphes multiplicatifs (p, H', H")
(resp. (p, (Hr, Hf), W"))^fracturés. Soit:

N'{p, H', H") - N'{p) - N'{p, tf', H")
6t

N'(p, (H', H'), H") N'{p) r, N'(p,(H', H'), H")
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Pour simplifier les notations, nous utiliserons le symbole N'( qui pourra
être lu partout N'(p, Hr, H"), ou partout N'(p,(H', H1), H"). Même
convention pour les symboles N'( (p, et H( D'une manière analogue,
G( peut être lu partout G(p, H') ou partout G(p, (H', H')).

Théorème 15: Nr( (resp. A/'( est une sous-catégorie saturée de N'(p)
(resp. de N' (p)).

Démonstration: Supposons ((G-,ï, «'),#, (#*>*')) *(N!{p))Y et (G-,sr)eN'{ )0.
Comme G( est une sous-catégorie saturée de G(p) d'après le théorème 9,

on a ([#•], S) c G( )0. Puisque (M, p", H", est saturée au-dessus de

M, x*(ODH", Op") est saturé au-dessus de M, selon le cor. du théorème 1,

et on a (G-, s, s') e x*(nnH", D^)o. Donc (G-, sf) c Nf( )0. Par suite
N'( est une sous-catégorie saturée de N'(p). Le théorème en résulte, car
N1 {p) est saturée dans Nl{p) en vertu du théorème 10.

Corollaire: Le corollaire du théorème 10 est encore vrai en y remplaçant N1 {p)

par N'( et N1 (p) par N'(
Théorème 16: Si H' et H" sont stables par produits dans H, les catégories

d'homomorphismes (M, N'( et (M, N'( sont à produits finis.
Ce théorème résulte des théorèmes 3, 9 et 12.

Nous supposerons désormais pour simplifier que (M, p, Hy est résolvante
à droite et que la sous-catégorie H' vérifie la condition (a).

Théorème 17 : Supposons aussi que H" vérifie la condition (a). Soit (G',s,s')€Nr()0,

(resp. c N'( )0). Les conditions:

sf<s',G-<G- et p(sf) Gh*G-
_ _

v pN

entraînent que (G', s') est une sous-structure de (G', sf) dans (M, Nf{

(resp. dans (M, .,N'(
Démonstration: Soit (G-, s) € Nr( )0. D'après le théorème 13, il existe

s <( s tel que (G', 5, s') <(((?', s, sf). Puisque H' vérifie la condition (a), on a

([(?], s) € G( en vertu du cor. 2, prop. 14. Comme H" vérifie la condition
(a), on a aussi $'< sf et s < s, donc

— f"
_

v"
(G-,s,sf)<(G-,s,sf) dans (M, ^*(ddW'/, Dp1), •)

d'après le théorème 4. Donc (£',«') < (G-, *7) dans (M, AT( ),.)•- Si de

plus (6?#, s') € Nr )0, on a ((?•, i;) € N1 (p)0, en tenant compte du théorème 13,

ce qui démontre le théorème 17.
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Corollaire 1: Si H" vérifie la condition (cr), les catégories d'homomorphismes

(M, N'( et (M, N'( sont résolvantes à droite.
Démonstration analogue à celle du corollaire du théorème 8.

Corollaire 2: Supposons que H" vérifie la condition (a) et que H! et H" soient
stables par produits. Soient

Jit ((G-,8, s'), p%, (<?;, st, s'%)) € N'( (resp. e N'{ i 1, 2

Alors il existe a Kst X s2 et a' ^ 8r tels que (^*((?j, JtJ, a, a') soit une sous-
p v

structure de (Gx x G\, sx x s2, S') dans (M, A/'( (resp. dans

(M, Nf( ; de plus on a:

<), P, «, (SC^i, ?i), a')) c A/'( (re«p. c /V'(

(voir théorèmes 8,1 et 6).

Démonstration: D'après le théorème 16, on a (G[ X G'2, sx x s2, S') e/V'()0
et, en vertu du théorème 6, il existe g' < S' et cr < sx X s2 tels que
(^(^I, ^i), <?> cr') e^*(DDA/, Dp)0; il résulte donc du théorème 17 que Ton a
(j%(G'1,'fï1)9 g') c N'{ )0 - Par définition, on a:

La relation:

(K> p, * * p, ^ <y;) K;> Pt, *i x s'2) • (^ x *i, *', i8f;) • (^, *, g')€h,
où 2>( est la projection canonique de p(s[ X s2) sur p(5^) et

^((^1^2), (/1, /2)) =• (toi, /1), (92, fi))
entraîne ptc e N'(

Remarque: Soit (C*,<s) une catégorie W( )-structurée. Si 5 <( 5 et si
__ p

est une sous-catégorie C' de C', alors (C*, 5) est une catégorie H( )-structurée
(voir théorème 13, II, [2]). Par contre l'énoncé analogue pour les graphes
multiplicatifs fortement structurés n'est plus valable car la démonstration du
théorème 13, II [2] repose sur le fait que s' est un p-noyau, ce qui n'est plus
vrai dans un graphe multiplicatif.

Théorème 18: Supposons H' stable par produits. Soit (G' ,s,sf) e N'( )0.
Soit q une relation d'équivalence bicompatible sur G' et ^ la surjection canonique
de G sur G/q. Si on a: (s',q * q, sr) c H8(M8, p) rs H"S(M8, p) et si la relation
s/q -£-< s entraîne s/q -£l< s et (s/q ,Q,s)e H", alors (G'/q s/g, s') est un graphe

multiplicatif (p, )-structuré9 qui est une structure quotient de (G^s^') dans

19 CMH vol 38
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Démonstration: D'après le théorème 14, il existe s/g € Ho tel que sJq ^~< s

et (O'Iq, s/g, s1) c N'(p)0 En vertu du cor. prop. 15, on a aussi

Enfin les relations: sf -*1< sf, (s/g, gx(G'),sf) € H" et qx{G') a (#7$) (q*q)
entraînent (s/g, x(G'/g),s') <¦ H". Donc (G'/g, sjg,s') e N'( )0

4. Quelques applications

Nous reprenons les conventions de la fin du n° 3. En particulier, (M, p, H,.)
est une catégorie d'homomorphismes à produits finis, résolvante à droite et
saturée au-dessus de M. H' et H" désignent deux sous-catégories de H
contenant Hy et on suppose que H' vérifie la condition (a).

A. Graphes multiplicatifs fortement structurés induits

Supposons que H" soit identique à H et que H' soit une sous-catégorie de H
stable par produits dans H.

Théorème 19: Soient (G',s)eN'( )0 et (s0, tpo,so)€H, où s0 < s et

p(s0) — G'o. Alors il existe un graphe multiplicatif fortement structuré induit
(y*((?•), a) e Nf( )0 tel que a < s X (s0 X s0) et

W ((G-, s), yf (yî(G-), *)) * N'( )> V Pi ^
2?! désignant la 'projection (/, (w', u)) -> f de G X (p(s0) X ^(50)) 5/wr ^ (voir
n° 4, I). De plus, si a0 < a e£ p((T0) ^o(^*)oj ow a:

7 (^o5 [^o» d]"1» ^0) « Wy, avec [>0, à] (u) (yo(^)5 (w> m))

Démonstration: D'après le théorème 13, II, [2], 1= ((p(5o)X^(«o))x^o X i0)
est une catégorie H(Hy, W)-structurée, où J_ désigne la loi de composition
entre couples: „ /x „ x

et WOXWO (((p(s0) X p(50))^, S0 X 50), ^ X?o,^^'().
Comme ((p(s0) X ^(^o))"1» [^» ^]» G') € N' et ($0 x_so> t/5,^], «) ^ W, on a

DM] C((p(*o) X p(5o))-L,^o X s0) [p,<x], (G-,s))_€ N'( en vertu de la

proposition 16. Puisque y>*(Q') (Wo X W0)*(G', [/?,«]), il résulte du corollaire 2

du théorème 17 qu'il existe a < s X (ï0 X s0) tel que (y>*(^')> o) c Nf( )0

et F c /V'( - De plus on a:

(«0 X *o,d,*o) (^0 X «05[fc>0^o)eW, d'où (5 X (50 X so)9[yfO9d]9so)€H9
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et par suite (a0, [>0, ô], s0) e H, car [y)0, ô] (p(s0)) c %(#<))• ï^8 relations:

(*0> Pi 2>2, S X (SOX So)) ' (8 X (So X 50), t, C0) eH

où 2?2 (resp. £>i) est la projection de p(s X (#0 X 50)) sur 3°(^o X ^o) (resp. de
p(50 X s0) sur p(50)),

K» I>o> à], s0) -j a0 et j - (o0, [y)0, ô], s0) 50

entraînent :

]eHy.
Corollaire: Si de plus ((?•, s) est une catégorie H( ^structurée, alors

(^j* ((?•), a) est aussi une catégorie H( )structurée.

Soit U( le foncteur de Nf vers H défini par:

0 ((6?-, 5), 9?, (G-,*)) ->(5o,^o^o)5

cp0 désignant toujours la restriction de cp à G'o.

Théorème 20: Pour que W ((G', s), y, (G-, s)) eNf() soit une (H, U( ))-
injection, il faut et il suffit que Von ait:

s),VlL,(y>*0(G'),a)) et ¥"e/V'()y.
Démonstration: Reprenons les notations du théorème 19 et montrons que

W est une (H, U( ))-injection. Soit:

<P^((G-,s),<p9(G',s))*N'(
tel que U( (0) (s0, (p0, s0) (so,y)Q, a0) • (cr0, ^, «0), ^ù (a0, <p'o, sQ) e H.
Puisque (po — VoVo et que (G',Iji,y*(G')) est une (M, C/)-injection d'après
le théorème 9,1, on a:

(G-, <p, G-) (&, y, v*{0-)) • (W*0(G')9 9'9 G)
cpf désignant l'application [ç?, [p (j) cpf0 /?, p(j) <p'o £]], c'est-à-dire <p'(f) (<p(f), (e', e))
tel que:

(VoW, (e, e)) pi(«(/)) et (yo ^
pour tout / € G. Les relations :

r(ffo>9>o>*o)'(VX>?)€W et r
entraînent :

A (50 x 50, [p(?)<p'op,p(j) <Po*],s) [(5o

Par ailleurs, on a:
(« X (50 X 50)>9?'>^) [(«^y»*)! h]€H.

Comme y'(G) cz y)*(G') et a < 5 X (£0 X So)> i1 en résulte (o9<p' ,8)e H.
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Donc 0' ((y>î(G-)9 G)i 9f> (&>*)) € N'( et W est une (H, Û( ^-injection

; il en est de même de W W • W, si W € N' )y. - On voit que la
condition de l'énoncé est aussi nécessaire, par une démonstration analogue
à la deuxième partie de la démonstration du théorème 9, I.

Corollaire: Soit W ((<?•, «), y, (G' ,5)) € N'( ; alors W admet la

décomposition canonique W— W * W, oit

^ ((G\ s), y, (?*(©•), a)) W (&*{&), a), W', (Ôj, s))
6t V>'(f) (vif). (v>o(P(f)),V>o("(f)))) pour tout feG.

B. Catégorie structurée quotient

Dans tous les théorèmes suivants noies supposons que C' est une catégorie
et q une relation d'équivalence sur C, telle que C* admette une catégorie quotient
strict par q; les applications source et but dans la catégorie quotient C'jq
seront notées ~ôc et j8. Soit g * q (resp. £0) la relation d'équivalence induite par
la relation d'équivalence produit g X g sur C' * C' (resp. par g sur Ci). Nous

supposons que (C*, s) est une catégorie W-structurée et nous posons s' <( s X s,
p(s') C * C. Si: — (5/^*5, ,/) € W*(MS> p),
où ç(/) / mod g pour tout / cC et £ * g(g, f) (J(gr), ç(/)) alors il
existe slg-^s et (C'lg,slg9sr) est une catégorie faiblement ^-structurée
quotient de (C',s,sr) dans (M, N'(p), d'après le théorème 14; de

plus (slg)0—<ks0 et par suite il existe soA?o—<so* Dans ce cas nous poserons
Q (slQ> Q> s) et ëo (We)o> 6o» «o) •

Remarque: Pour que C'*C* soit saturé pour g X g, il faut et il suffit que £0
soit la relation identique. Généralement les auteurs se bornent à ce cas particulier

(mais important dans des applications) pour définir une catégorie quotient.

Théorème 21: Supposons g *g € HS(M8, p). Si les relations: (sf, i, sf) e H
et p(sf) p(sf) entraînent sf =5', alors (C'lg9s/g) est une catégorie H-

structurée quotient de (C', s) dans (M, H, (II, [3]).

Démonstration: On a (C/g, s/g, s') e Nf(p)0. Le couple:

((s/g, xpl9 s/g X s/g) (s/g, Jp2, s/g X s/g))

où p{ sont les projections canoniques de C'jg * O/g sur Ojg, admet un p-noyau
sf tel que p(s') C'/g *C'/g. Les conditions:

(s/g Xs/g,gXg,sXs)€H, et (g * g) (O * C') (C'Iq) * (C'Iq)

entraînent (s'9 g * g9 sf) e H. Comme sf —< sf, il en résulte (s', i9 sf) e H,
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d'où 5' sf < s/q X s/g, et (C'Iq, sjg) c Nf (p)0. On en déduit que (C'/g, s/g)

est une catégorie W-structurée quotient de (C\ s) dans (M, .3 W, .)> car lft

sous-catégorie W de Nr(p) formée des foncteurs W-structurés [2] est pleine
dans N'(p).

Corollaire: Soit (C', Cx) une catégorie double [2]. Si (C' * C*)x admet une
catégorie quotient (resp. quotient strict) par g * g, alors il existe une catégorie
double (C'/g, (C/e)x) (resp. (C'/q^C^Iq)) quotient de (C'^C-1) par g.

Démonstration: Rappelons qu'une catégorie double est une catégorie
F-structurée (C',s), où s C±€F0. Comme les relations (#,i,$')eF et
p(8) p(Sl) entraînent S Sr (proposition 9, II [2]), il résulte du théorème
21 qu'il existe une catégorie (C/@)x quotient de Cx telle que (C'/g^C/g)2-)
soit une catégorie double. - Supposons de plus que (C* * C*)x admette une
catégorie quotient strict (C* * C')jg * g. La bijection canonique de (C* *C')/g*g
sur (C'/g) * (C'/g) définit sur (C'Ig) * (C'/g) une loi de composition J_ telle que
(C'/g* C'Ig)2- soit aussi une catégorie quotient strict de (Cm * C*)-1- Si g J_ /
est défini dans (C/g)-1, le composé (g, ^(g)) _L (/, <*(/)) est défini dans

(C'jg * C'/g)-1, puisque l'on a:

Par suite il existe (g, h1) eC* *C* et (/, h) eC' * C' tels que le composé
(gy h')± (/, h) soit défini dans (C* *C')X et que:

* Q (9, V) G, *(£)), Q * i (/, h) (/, *(/))
Comme £(gr) gf> ?(/) =/ et que #_]_/ est défini, £ définit (C/e)x comme
catégorie quotient strict de C±, en vertu de la proposition 23, I, c'est-à-dire
on a (C/g)-1 =CJ-/^.

Corollaire 2: Soit (C', s) une catégorie topologique [3]. Supposons C' C*

saturé pour g X g (resp. supposons la relation d'équivalence g fermée et la topo-
logie s séparée). Si s X s/g X g est homéomorphe à s/g X sjg (par exemple si
la relation d'équivalence g est ouverte) alors (C'Ig, s/g) est une catégorie topo-
logique quotient de (C*, s).

Démonstration: Rappelons qu'une catégorie topologique (C#, s) est une

catégorie F-structurée, où (M, 0, T, est la catégorie d'homomorphismes
formée des applications continues; donc s est une topologie sur C et sf est la
topologie induite par s X s sur C' * C*. Comme sf admet une topologie
quotient s'Ig * g, on a gV^ c f*(M8, 8) et (C'Ig, s/g, s') € N'(0), où est la
topologie sur (C'Ig) * (C'/g) homéomorphe à 8'/g*g. Soit s' la topologie
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induite par s/q x s/q sur (C'/q) * (C'/q). Puisque s' est un 0-noyau, 6(8r) est
fermé dans s x s, si s est séparée. Si la relation d'équivalence q est fermée
et si s est séparée (resp. si C' * C' est saturé pour q x q), et si s/q X «/g est
homéomorphe k s X s/q x q, alors $'/@ * Q> e^ Par suite s', est homéomorphe
à sf. Il en résulte s' s' < s/g x s/g ; donc (C'Iq,s/q) est une catégorie
topologique.

Théorème 22: Soit (C*, s) «me catégorie ordonnée. Si on a q*q € Q" et si les
relations EeCô, ecCô, e'eCô, e<E,er<E et e~er moàq entraînent e ef,

alors on a q e Q" et (C'/q, s/q) est une catégorie ordonnée. Si de plus (C% s) est

une catégorie Q(Ûf, Déstructurée, il en est de même de (C'Iq, s/q).

Démonstration: Rappelons [1] qu'une catégorie ordonnée (C% s) est une

catégorie Q(Q', 42)-structurée, donc s est la classe C munie d'une relation
d'ordre, notée <. D'après la proposition 28, I, q*q e Q" est une co-surjection;
par suite (C'Iq, s/q, 57) est un graphe multiplicatifco-structuré. La deuxième
condition du théorème signifie que l'on a QqcQ^; on en déduit: £0 x Qo*Qi c Q'.
Les relations:

9 tëo X ëo) ' (*o X so, [fi> à},8)€ Q' et œ(y) - (q0 X g0) \fi9 oc] [fi. *]q
assurent que q est une w'-surjection d'après la proposition 27, I. Donc

{(sIq)o X (sIq)q, [/*><*]> sIq) ^ Qr, en vertu du corollaire de la proposition 15,

et (C'!q,sIq,8') est un graphe multiplicatif (co, Ùf, Û)stvnct\xvé. -Montrons:
g € Q". En effet, soient / eC et ff < ç>(f) dans sfe. Comme (sr, y^f s/g) c S,
on trouve, dans 5; :

(/', «(?)) < (?(/), «(?(/))) (e *i) (/, *(f)) ¦

L'hypothèse q*qïQ" assure l'existence de (/', h) < (/, «(/)) dans «' tel

que q{f) f et g(fc) «(/~). On a:

/'• A *<C-)(/\A)<*(C-)(/,« (/))=/
et, puisque (C'/e. C') e f :

d'où q € Q". - Montrons que i; est identique à la structure d'ordre V induite

par sjq X s/q sur C'/q *C'/q. En effet, on a (î;, t, sf) e Q. Supposons

G'Jf)<(gJ) dans (C'Iq*C'Iq,s'), c'est-à-dire gr<g et /' <f dans s/q.
Comme C'Iq est une catégorie quotient strict de C*, il existe (g, f) eC* *C'
tel que ^(g) g et ^(/)=/. Puisque jôe42", il existe g!<g tel que
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Q (Ç1) Çf et il existe /' < / tel que £(/') /' ; on a:

«(a1) < «(0) N)> /*(/') < Hi) et £(«(</')) *($') M') etf(/)) •

En utilisant la condition q0 € Ûrly on en déduit <x(gf) /?(/')• (C*, 5) étant
une catégorie ordonnée, on a (gf, f) < (g, f) dans s', d'où

té', /') *efo', ff)<Q*Q(g, /) (5,7)

dans s', car qxqcQ. Ceci démontre la relation (S', t, s') e .Q; par suite
s' =8* -*\ s/q x sjg et (C'Iq,sjq) est une catégorie ordonnée. - Supposons de

plus (C*, s) e N' (œ, Û, Q"). De ^ c /?' et de la proposition 28,1, il résulte
s/q J^ s ; la proposition 2,1, entraîne alors (s/g, x (C'/q) sf) -^1< (s, h (C'), s')
donc (C'Iq, s/q) est une catégorie Q (Qr, £?/;)-strueturée.

Théorème 23: Soit (C*, 5) wtie catégorie sous-préinductive (resp. sous-induc-

tive, resp. inductive). Si on a q *q e l"ps (resp. e /"*, resp. e I") et q0 € Qf,
alors (C'Iq, s/q) est une catégorie sous-préinductive (resp. sous-inductive, resp.
inductive) quotient de (C*, s) par q

Démonstration: Soit (C*,s) une catégorie sous-préinductive, c'est-à-dire
(voir [1]) une catégorie /^«(Z^8, /^-structurée. D'après le corollaire de la
proposition 29,1, q *q e I"*8 est une co^-surjection et il résulte du théorème 14

que (C'JQ,slQySf) est un graphe multiplicatif co^-structuré. D'après la démonstration

du théorème 22, geQ", d'où s/q-^-^s. Le couple

((S/Q, <Xply 8JQ X 8/q), (slQypPz, SJQ X 8JQ))

où p4 désigne la i-ième projection canonique de C/q X C/q sur Cjq, admet un
co^^-noyau s' et on a (s1, i,sf) € lp8. Par ailleurs les conditions q0 € lps et

QoeQ' entraînant ^0 c Q[ (voir [3] et [1]), (C'Iq,sjq) est une catégorie or
donnée en vertu du théorème 22. Les relations:

S' < 8Jq X sjq et (sJq X s/g, 1, s() c I*8
a>

entraînent (s1, 1, 3') c Q, d'où sf ?' «( s/q x s/q. Donc (C'Jq, s/q) est

une catégorie sous-préinductive. Le cas sous-inductif (resp. inductif) se

démontre d'une manière analogue.

Corollaire: Soit (C',s) ungroupoïde sous-préinductif (resp. sous-inductif:, resp.

inductif) [3]. Si on a q *q € lïïp8 (resp. e /"*, resp. cl") et q0 e Q1', alors

(C'Iq,8Jq) est un groupoïde sous-préinductif (resp. sous-inductif, resp. inductif).

Démonstration: Rappelons [2] qu'un groupoïde sous-préinductif est un
groupoïde lps(/P8, l"*8 ^ /'^-structuré. Supposons qVq e l"ps et q0 e &'.
D'après les théorèmes 22 et 23, (C'Iq, s/q) est une catégorie sous-préinductive
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et une catégorie Q (Q', i2")-structurée. En vertu de la proposition 2, I, on a

(s/g, j, s/q) e Qy, où j(f) Z"1 pour tout /eC/g. D'après la démonstration
du théorème 22, on a q c Q'. Des relations :

q-(s,x(C'),s')cQf et q

et de la proposition 27, I, il résulte que q* q est une co'-surjection. Par suite
on a (s/q, x(C'Iq), s') -^< (s, x(C)> s')

ce qui démontre le corollaire dans le cas sous-préinductif. La démonstration
est analogue dans le cas sous-inductif (resp. inductif).

Remarque: Le théorème p. 57 [3] est un cas particulier du dernier corollaire.

Dans les deux théorèmes suivants, nous supposons que C' * C' est saturée

pour q X q.

Théorème 24: Soit (C*, s) une catégorie ordonnée; q est compatible avec s

si, et seulement si, q * q est compatible avec sf. Si q est compatible avec s, il existe

une catégorie ordonnée (C'/q, s/g) quotient de (C*, s) par q.

Démonstration: Supposons q * q compatible avec s! ; alors q * q est une co-sur-

jection d'après la proposition 27, I, il existe sjq -^-< s et (C'/q, s/q, H')e N! (a>).

Supposons /' < / dans s/q ; on a :

«(?))< (f,«(7)) dans 5'

et il existe (/', h') e O * O et (f,h)eC-* C" tels que

q*qW, h') (/', «(/')) iQ*e(f,h) (L « (/)) ; (/', h') < (/, A).

Comme (C*, s) est une catégorie ordonnée, on a sf < s x s, d'où

/'</, Q(f') f' et 5(/) /~;

donc ^ est compatible avec 5. - Supposons inversement q compatible avec s ;

soit i; la structure d'ordre induite par s/q X s/q sur C'/q * C'jq La condition
(?'» kr) < (g, k) dans s; entraîne:

* ?(<7', *;) (eto;), e(*;)) < * eto, 4)

dans ï;. Supposons (/', h') < (/, A) dans S'; il existe (f, h') eC* * C' et
(/, A) c C' * C* tels que:

q * Q(f, h') (/\ A7) et ç*è(f,h) (f,h),
car C'/g ©st une catégorie quotient strict de C\ II existe aussi f[ < fx et
h1<hx tels que: ,/ ,/
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Puisque C* * C* est saturée pour g X g, on en déduit

Par suite g * g est compatible sur s' et, d'après la proposition 27, I, on a
sr —< s'. Il en résulte (C'/g, */(>, S') c A/'(co); déplus {C'lg,8Jg) est une
catégorie i^-structurée, car s' < $/g x «/g. Comme gO€ Qf, un raisonnement
analogue à celui du théorème 22 prouve

de sorte que (C')q, s]g) est une catégorie ordonnée.

Théorème 25: Soit (C't s) une catégorie sous-préinductive (resp. sous-induc-
tive, resp. inductive). g* g vérifie la condition (qp8) (resp. la condition (q8), resp.
(qs)) si, et seulement si, g vérifie la même condition. Dans ce cas, (C'jg, s/g) est

une catégorie sous-préinductive (resp. sous-inductive, resp. inductive) quotient de

(C', s) par g.
En effet, la démonstration de la première partie est analogue à celle du théorème

24. Si g*g vérifie la condition (qp s), g * g est compatible sur s'et (C'/g, s/g)
est une catégorie ordonnée d'après le théorème 24. La condition (qp8) entraînant

que g* g est une co^-surjection d'après la proposition 29,1, une démonstration

similaire à celle du théorème 23 prouve que l'on a 5X s/g X s/g,

de sorte que (C*, s) est une catégorie sous-préinductive. La démonstration
est analogue dans le cas sous-inductif (resp. inductif).
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