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Structures quotient
par CHARLES EHRESMANN

A GeEorGcEs DE RHAM, en hommage amical & 'occasion de son 60 anniversaire

Introduction

Dans la premiére partie, dont les résultats ont été résumés dans [0], sont
d’abord définies et étudiées les notions générales de structure quotient et de
sous-structure. La suite est consacrée & l’étude des catégories d’homomor-
phismes formées des homomorphismes entre classes multiplicatives, entre
graphes orientés et entre graphes multiplicatifs. Ceci permet de donner une
définition précise des catégories quotient et catégories quotient strict, ainsi que
leurs propriétés.

Dans la deuxiéme partie sont définis et étudiés les classes multiplicatives
structurées, les graphes structurés et les graphes multiplicatifs structurés, qui
interviennent dans la théorie des catégories structurées. Le dernier paragraphe
contient les principaux théorémes de 'article, concernant les catégories struc-
turées quotient, dont la démonstration utilise tous les résultats précédents.

Ce mémoire est lié aux articles [1] et [2] et reprend les mémes conventions,
en particulier les suivantes:

Une structure de catégorie sur une classe C sera encore désignée par C- (ou
simplement par C). Soit C* une catégorie. Le composé de deux éléments g et f
de C, ¢’il est défini, est désigné par g - f. Les applications source et but dans C
sont notées x et B. La classe des unités de C* (ou une classe d’objets) est repré-
sentée par le symbole C,; le groupoide des éléments inversibles de C- est
noté C,.

Soit C une catégorie. Soit [JC la classe des quatuors de C, c’est-a-dire [3]
des quadruplets (¢, /', f, 9), ou geC, feC, f'eC et g'eC, tels que les com-
posés ' -g et g’ f soient définis et égaux. Rappelons [2] que [(JC est une caté-
gorie double (00C, HC) pour les multiplications longitudinale et latérale.

Soit (C, p, H) un foncteur (le mot foncteur signifie toujours foncteur cova-
riant); ce foncteur sera parfois représenté par p seulement. La restriction de
p & C, est notée p,. Soit [Ip le foncteur de OOH vers OOIC défini par:

(mp) @, 1, f 9 = (@@), (), (), @) .

La catégorie duale de la catégorie C est notée C* et considérée comme ayant
la méme classe support que C. Si (C, p, H) est un foncteur, nous désignons
par p* le foncteur (C*, p, H*).
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Soit (C, p, H, S) une catégorie d’homomorphismes [3]. Un élément hde H

est souvent identifié au triplet (p (7»), p(i;), oc(;;)) . Rappelons [2] que (C, p,
H, S) est saturé au-dessus de C (ou que H est saturé au-dessus de C) si les
conditions:

heC,, seH,y et p(s) = x(h)

assurent I'existence de h e H tel que «(h) = s et p(i:) =h. Si § n’est pas
explicitement défini, il est sous-entendu que S = H,. Pour simplifier les nota-
tions nous remplacerons parfois I'une des lettres du symbole (C, p, H, S) par
un point, si aucune confusion n’est possible. Ainsi (C, p, H, .) signifiera
(C, p, H, H,).

Pour simplifier le texte, nous faisons de plus la convention suivante: Soit
(C, p, H) un foncteur; soit H' une sous-catégorie de H; quand aucune con-
fusion n’est possible, nous désignerons par (C, p, H') le foncteur de H' vers C
défini par la restriction de p & H’.
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I. Structures quotient
1. (K’, p)-injections et (K’, p)-surjections.

Soient (K, p, H) un foncteur et K’ une sous-catégorie de K. Soit p* le
foncteur (K*, p, H*).

Définition 1: On appellera (K', p)-injection faible (resp. (K’, p)-injection)
un élément § € H vérifiant les conditions susvantes:
1) p(j) e K'. B N B
2) Les conditions: geH, B(g) = B(j) et p(g) =p(j) - g’ entrainent Uexistence

d’un (resp. d’'un et d’un seul) g e H tel que p(g')=g e g=1j-¢g .
On dira que §* ¢ H est une (K’', p)-surjection faible (resp. (K’, p)-surjection)
81 j* est une (K'*, p*)-injection faible (resp. injection ).

Ainsi j* e H est une (K', p)-surjection faible (resp. surjection) si, et seule-
ment si:
1%) p(*) € K';
2*) Les conditions g ¢ H, x(g) = «(j*) et p(g9) =¢'-p(j*) entrainent P'exis-

tence (resp. 'existence et 'unicité) de g’ ¢ H tel que:
p(g) =9 et g=7yg j*.

Remarque: La notion de (K’, p)-injection faible est définie dans [1] sous le

nom de (K', p)-injection; comme nous aurons essentiellement & considérer des

(K', p)-injections (au sens de la définition 1), il semble préférable de modifier
ainsi la terminologie.

Cas particuliers: 1. Si (K, p, H, S) est une catégorie d’homomorphismes,
les notions de (K’, p)-injection et (K’, p)-injection faible sont identiques; en
effet, si j est une (K’, p)-injection, ’élément ¢’ dont I’existence est assurée par
la condition 2 est entiérement déterminé par la donnée du triplet (x(j), ¢’,
x(g)), donc unique. 2. Si j est une (K’, p)-surjection (resp. une (K’, p)-
injection) et si p(j) est un épimorphisme (resp. un monomorphisme) dans K,
alors j est un épimorphisme (resp. monomorphisme) dans la catégorie H.

Nous désignerons par H'(K’, p) et H*(K', p) tesp. les classes des (K’, p)-
injections et des (K’, p)-surjections. Nous énoncerons les résultats pour les
(K', p)-surjections; par dualité on pourra obtenir des propositions analogues
pour les (K’, p)-injections.

Pour que j ¢ H soit une (K’, p)-surjection, il faut et il suffit que j soit une
(K', p)-surjection faible et que les conditions:

g-i=g1-7 et p(g)=p(g)
entrainent g’ = g,.
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Proposition 1: H*(K', p} est une sous-catégorie de H contenant tout élément
feH, tel que p(f) e K .

Démonstration: Tout f ¢ H, tel que p(f) « K' vérifie la condition 2* pour
j* = 1. Soit je H(K', p); on a évidemment «(j) e H*(K', p) et B(j) e
H’ (K, p). Soit j' e H*(K', p) tel que «(j') = B(j). D’aprés la proposition duale
de la proposition 1 de [1], j'-j est une surjection faible. Supposons que ’on ait:

g -G =g1-G"f) et p(g)=p(g).
Les conditions:
(97§ = (g7 et p(g'-j) = p(g1-7)
entrainent ¢'-j' = g,-j', puisque j est une (K’, p)-surjection. Les relations:
g7 =g1-7" et p(g) = p(9)
entrainent alors g’ = g;; donc j'-je H'(K', p).

Théoréme 1: Soient je H*'(K', p) et §' € H(K', p) tels que «(j) = x(j').
Soit fe K' tel que: f-p(j) = p(j'). Alors il existe un et un seul " ¢ H*(K', p)
vérifiant les conditions:

p(G") =1 e j"-5=7".
St f est inversible dans K', j" est inversible dans H.
Démonstration: Les relations:
jeH(K',p), «(j) =a(’) et p({) =/fp()
entrainent l’existence d’un élément unique j” tel que:
p(G") =1 et 3" -j=7".
Montrons que ;" est une (K’, p)-surjection. Soit g ¢ H tel que
a(g) = a(j") = BG) et p(g) =9 -f.
Comme j' ¢ H*(K', p) et que l'on a:
p(g-9) =9 -f20) =9 p(),
il existe un et un seul ¢’ ¢ H pour lequel:
p(g) =g e g-j'=9g-j=0("7)7.
/

Comme p(g'-j") = p(g), il en résulte ¢'-j

g . Les conditions:

>/

g " =911 et p(g)=p(g)
entrainent g¢'-j' =gi-j', dou ¢ = g;, et par suite j' e H(K',p). -
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Supposons f e K,. Il existe aussi j; ¢ H*(K', p) tel que:
pU) =f7 et f1-§ =j.
Les relations:

(19" =1di-i'"=7 et p@i-j") = «(f) = p(B()
entrainent: j7-§” = «(j”). De méme on montre j”-j; = f(j”). On en
déduit j” = (j;) € H,.

Corollaire: Les conditions: j e H*(K', p), 7' € H(K', p),

a(j) =«(j) e pG) = py')
entrainent §' = y-j, ou yeH,.
En effet, d’aprés le théoréme, il existe j” ¢ H, tel que:
(") = p(BG) et j'-j=7".
Nous désignerons par U la catégorie longitudinale 0OO(K; K') dont les

éléments sont les quatuors [2, 3] (¢', f', [, 9) e OK telsque fe K' et f ¢ K'.
De méme: _ _
U* = oa(H; H(K', p)) et U'=1oo(H; H(K', p)) .

Définition 2: On dira que h' ¢ H est un (K', p)- homomorphlsme quotient
(resp. sous-homomorphisme) de heH %l existe (h’ 757, h) e U (resp.
(hy9'y7, 1) e U); on écrira alors:

PR ow W —h (resp. E’(K< )ﬁ ou W< h).
ey

Proposition 2: Soient he H, je H(K', p) et §' € H(K', p) tels que:
oa(h) = (j) et B(h) = x(j'). S’ existe:

=, p(j"), pli), pR) € U,
alors il existe un et un seul H = (7&' 5957, l;) e U tel que
Op(H) =

St de plus ﬁeHy et h'eK,, ona: h’eH
En effet, les conditions j e H*(K', p) et p@' - ) = h' - p(j) assurent l'exis-

tence et 'unicité de %' ¢ H tel que A’ - j=17 -k . — Supposons h e H, et
b eK,; onaaussi (', p(j), p(i'), p(h—l)) e U; donc il existe %, ¢ H tel

que p( ) =h'""t et (h{,j §', h) e U*. On en déduit:

(B R)-§ =h-j-ht =4 h-ht=7,

done ' - by = B(j') = ﬂ(’b'), puisque ;' e H(K', p) et p(h' - ) = p(B(")) -
De méme on obtient k{ o= oc(k'), dot A = (hy) e H, .



Structures quotient 225

Pr0p0s1t10n 3: Soient ke H, et e H, . Sl existe je H(K', p) tel que:
(P®), I, pG), P(h)) e U, 0‘(7) = a(h) et B(j) = «(h'), alors on a:

j =R f ke H(K, p) et B R,

En effet, d’apres la proposition duale de la proposition 3 de [1], ' est une
(K', p)-surjection faible. Les conditions:

g eH.gieH, g i =717 et p(g) = p(g)
entrainent: (g'-4)-j = (gi-§)-h = (gi-#)+j, dou ¢ = g, puisque
je H(K',p) et W' eH,.

PrOpOSItlon 4: Sotent j e H une (K', p)- surjection faible, (Z', ¥, f, l_z) e[H,
et keH tel que k-h = oc(h) S f= p(f est un épimorphisme et s’il existe

', f,p©, p(k)) e U, alors f est une (K', p)-surjection faible.

Démonstration: Puisque f est un épimorphisme, les égalités:

Cp()f =k pGeh)=fpk) p(h) =]
entrainent - /
k'-ph') = pK).

Les conditions: § est une (K', p)- sur]ectlon faible, «(j) = a(k) eb p(f k) =
= k' - p(j) assurent l’existence de k eH tel que:

p() =k et f-k=Fk"j
Soit g e H tel que:
a(g) =olf) et g=mp(g)=9"f.
p(g k) =g [ pk) =g ¥ pl
il existe un g”" ¢ H tel que p(g") =g -k et g¢g- k=79g"-j.
Posons: ¢’ = ¢” - &' . On obtient:

Comme on a:

et - - = —y . =
g:g-k,h_—-—:_—g -7¢k:gc

Donc } est une (K’, p)-surjection faible.

Remarque: Méme si on suppose de plus dans la proposition 4 que j est une

(K', p)-surjection, il n’en résulte pas que f soit une surjection (sauf évidemment
dans le cas ot (M, p, H, .) est une catégorie d’homomorphismes).

Soient (H, p, L) un foncteur et H' une sous-catégorie de H.
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Theoreme 2 (transitivité des sumectzons ): Sout 7 e L tel que o] ) e H(K',p).
Ona jel*(H,p) si, et seulement si, j e L*(K', pp) et p(j) e H'.

Démonstration: Supposons je L5(H', D). D’apres la proposition duale de
la proposmon 6 de [1], j est une (K', pp)- sur]ectlon faible. Les conditions:
B-j=hi-j et pp(k') = pp(h}) entrainent p(k') = p(k;) puisque p(j)«

H:® (K', p); par suite h = h', car y € LS(H’ p) ~ Inversement supposons
jel*(K,pp). Soit hel tel que (k) =w(j) et p(h)=h-p(j), ou
heH. On a: — , .

) pp(h) = p(R) - pp())

et, comme ;e L*(K', pp), il existe un et un seul A’ ¢ L tel que:

h=h-j et pp(k')=p().
De_s_z relations: p(j) € H*(K', p), et p(k')- i(ﬁ =ph)=h - (), il résulte
p(h') =h'. Les conditions:
hy-j=h-j et plhy) =p(k') =W
entrainent p'ﬁ(ﬁ{) = pp(h’ ), et par suite h1 = h'; done je LS(H', D) .
Soient (K, %, K) un foncteur, »*(H, p) la catégorie induite (voir no 4 et
[3]) de H par (x, p) et 7 le foncteur canonique:

(9, 9) > p(g) ==(g) de x*(H,p) vers K.

Proposition 5: Les conditions: j < H*(K', D), j € K*(K', x) et p(j) = x(j)
entrainent que (7, 7) est une (K', n)-surjection.

Nous verrons des exemples dans lesquels (7, j) est une (K’, 5)-surjection
sans que j (resp. j) soit une (K’, p) (resp. (K', x))-surjection.

Remarque: Les conditions j e L*(H',p) et j e L*(H’', pp) n’entrainent pas
p(j) e H (K', p) .

2. Cas particuliers
I) Sous-structures et structures quotient:

Soit (K, p, H, H,) une catégorie d’homomorphismes; soit K’ une sous-
catégorie de K.
Pour que j e H soit une (K’, p)-surjection, il faut et il suffit que p(j) ¢ K’

et que les conditions:
g'e K et (S,9'-p(), «(j)) ¢H
(S,9',BG) eH.

entrainent:
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Proposition 6: Les conditions: je H*(K', p), j' ¢ H*(K',p), a(j) = «(j')
et p(h) = p(y’ ) entratnent 7 =4 . St f= (s*,f,8)eH, fe K', et sl existe
f’ e H tel que f f’ = §*, alors on a f—e H:(K', p).

En effet, la premiére partie de la proposition résulte du théoréme 1. Suppo-
sons g—=(s,9 -f,8)eH; posons g =g-f. On a:

p(g)=9¢ ff=g e p@g-H=g" f=n,
d’ou §=§’-f et fe H (K, p).

Définition 3: St K’ est formé d’épimorphismes, on dira que S* est une structure
quotient de S relativement & (K', p) s’il existe une (K', p)-surjection j telle que
x(j) =8 et B@G) = S*. Par dualité, on définit de méme la notion de sous-
structure S* de § relativement & (K', p), si K’ est formé de monomorphismes.

Ainsi S* est une sous-structure de § §'il existe une (K’, p)-injection 5 telle
que a(j) = 8% et B(j) = 8.

Si S* est une structure quotient (resp. une sous-structure) de § relativement
a (K', p), alors S* est un objet quotient (resp. un sous-objet) [7] de S dans
la catégorie H. Mais un objet quotient de S dans H peut ne pas étre une struc-
ture quotient de §.

Proposition 7: Sotent (H, p, L) un foncteur et H' une sous-catégorie de H;
les conditions:

je (K pp) e P()eH
entrainent j e L*(H', P) .
En effet, reprenons les notations de la 2¢ partie de la démonstration du
théoréme 2; puisque (K, p, H, .) est une catégorie d’ homomorphismes les

elements h' et p(h') sont egaux car ils ont la méme image pp (h’ ), méme source

B(p(j)) et méme but B(p h)) . La fin de cette démonstration s’applique alors
et démontre la proposition 7.

»

IT) C’-projections et C’-éjections:
Soient C une catégorie et C’ une sous-catégorie pleine de C . Soit @ la catégorie

formée d’une seule fléche z et de deux unités distinctes «(z) et f(z). Soit C’
la sous-catégorie de C formée des fe C tels que fe C' ou «(f) ¢ C'. Soit Z le

foncteur de C’ vers O défini par:

Z(f) =Bz) si feC';
Z(f) = «(z) s O‘(f)¢co et f(f)¢Co;
Z(f) == x(f)¢Co et B(f)<Co.

16 CMH vol. 388
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Définition 4: Si j est une (@, Z)-surjection telle que Z(j) % «(2), on dira que
9 est un C’-projecteur dans C et (j) sera appelé C'-projection de «(j) dans C.
St b' eC' est un (0, Z)-homomorphisme quotient de h, on dira que h' est une
C’-projection de % dans C. Par dualité on définit les C'-éjecteurs et C’'-éjections
dans C. 3

Pour que S ¢C, soit une C’-projection de 8 eC,, il faut et il suffit qu’il

existe 7 eC tel que «()) = 8, () = 8, et que les conditions:
geC, B(g)eC’ et «(g) = x(j)

assurent 1’existence d’un et d’un seul ¢’ e C’' tel que g =g¢'-7.

Proposition 8: Soient C" une sous-catégorie pleine de C' et §' un C'-projecteur
dans C. Si j" est un C"-projecteur dans C' tel que §" - §' soit défini, 7" - §' est un
C"-projecteur dans C. Si §, est un C"-projecteur dans C tel que «(j7) = x(j'),
il existe un C"-projecteur j; dans C' tel que ji = ji -4’ .

Démonstration: Soient j' et j” deux projecteurs tels que «(j') =S8, 8(j') =
= a(j")=8" et f(4") =8". Si geC, B(g)eC" et x(g) = S il existe un
et un seul g’ tel que g=g¢'-4' et un et un seul g’ tel que g’ =g¢"-3", d’ou
g=g9"-@G"-4). De plus la relation:

g =g G i) =gl (")
entraine ¢"-j” =g, 4", et par suite ¢, = ¢”. Ainsi j”-j’ est un C"-pro-
jecteur dans C. — Soit j, un C”-projecteur tel que x(j7) =S et f(ji) = S7.
Comme j' est un C’-projecteur, il existe un et un seul j, tel que j; - j' = jr .
Supposons f e C’, a(f) = &' et B(f) « C". Puisque j; est un C’-projecteur,
il existe un et un seul f’ tel que f-j' = f"-ji = f"-4;-4. Il en résulte
f = f"-41, et j; est un C"-projecteur dans C'.

Soit (K, p, H) un foncteur; soit K’ une sous-catégorie de K. Soit V la
catégorie des quadruplets (A',7',9,h)e K X H X H X H tels que:

p(") e K', p(G) e K' et (W, p(i"), p(§), p(R) ¢ O K,
munie de la loi de composition:
(k;’ 7{’ 7.1: Zl) : (hl’ j,: j’ E) = (h{ * h" ?{» ja i’:l : 77’)
si, et seulement si, j; = j'.

H s’identifie & la sous-catégorie pleine de V ayant pour unités les quadruplets
(p(s), s, 8, 8), en identifiant % ¢ H avec:

<h> = (p(h), B(h), a(h), h) .
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Proposition 9: 5 ¢ H est une (K', p)-surjection si, et seulement si, J =
= (p(ﬁ(j)) ’ ﬂ(?): j’ 7) est un H‘p7'0]‘66t6u7‘ dans V.

Démonstration: Supposons j e H*(K', p) et soit (b, s, j, k) ¢ V; comme
oc(h) =« (j) et p(h) k- p(j), illexisteunet unseul A’ ¢ H tel que p(l;’) = h'
et h=~h'-{; par suite on a:

(hl’ 8, ﬂ(j)’h,) = <’;/> et (h’: S,j, ]—va) == <ﬁl>'J!

donc J est un H- prOJecteur dans V. — Inversement soit J un H-projecteur
dans V. Les conditions: % e H, cx(h) = x(j) et p(k) == ff ( j) entrainent
', ﬁ(k) 7, h) V; par consequent il existe un et un seul &' e H tel que
<W>-J=(, ﬁ(h) 7s h) Il en résulte p(h’) =% et W-j=h, dou
je H}(K', p) .

Exemples: 1.- Soit U la catégorie formée des applications uniformément
continues entre espaces uniformes séparés; soit U’ la sous-catégorie pleine de
U ayant pour unités les espaces uniformes complets. Tout E ¢ U, admet pour

U’-projection le complété EdeE.
2. — Les produits tensoriels et les puissances extérieures d’espaces vectoriels (ou

vectoriels topologiques) peuvent étre interprétés comme des projections dans
des catégories convenables.

3.- Soit G(/?) la catégorie des foncteurs ~-inductifs entre groupoides pré-
locaux; un élément de G(/?) est un triplet

(81, <), P, (S, <),

tel que (S;,®P,S’) soit un foncteur, que (S, <) et (S; ,<) soient des grou-
poides prélocaux [3] et que I'on ait:

D(f ~f)=D(f) ~ D(f') pour tout feS§, f' eS§;
D(U f;) = UD(fy si f,eS etsi U f; existe.
iel

i€l i€l
Soit G’ (/?) la sous-catégorie pleine de G(/*) ayant pour ;objets les groupoides
locaux complets [3].

Théoréme 3: Tout (S, <) e G(I?), admet pour G'(I?)-projection le groupoide
local (5‘, <) dont les éléments sont les classes complétes de S.

En effet, d’aprés le théoréme de complétion [3], S* est un grg_upoide local
complet. Soit ¥ le foncteur (~-inductif) canonique de S* dans §'. Soit @ un
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foncteur ~-inductif de (§°, <) dans un groupoide local complet (X, <). Soit
F ¢ S; puisque deux éléments de F' sont compatibles et que @ est compatible
avec les intersections finies, la classe @ (F) est compatible [3] dans X', donc
admet un agrégat @'(F). Si F' ¢S, la classe F' ~ F' est engendrée par les
éléments f~f', ou feF et f e¢F’'; en utilisant ’axiome de distributivité,
on trouve:

D (F) ~ @' (F') = (v D(F)) ~ (v B(F)) = < (D(f) ~ D(f)) =
=< o(fnf) =¢'(FAF’>-

Donc ’'application F' — @’ (F) définit un foncteur ~-inductif tel que @ = @’ - V.
Le théoreme 3 en résulte.

Soit G”(/?) la sous-catégorie pleine de G(/?) ayant pour objets les grou-
poides locaux.

Théoréme 4: Tout (S, <) e G(/?), admet pour G’ (IP)-projection le sous-
pseudogroupe faible S de S engendré par S.

En effet, d’apres [3], S est un groupoide local. Soit ¥ le foncteur ~-inductif
canonique de S dans S-. Soit @ un foncteur ~-inductif de (§', <) dans un
groupoide local (2°,<). Si F ¢S , la classe F' est majorée par f dans §;
par suite la classe @ (F') est majorée par @(f) dans 2, donc admet un agrégat
@' (F) dans 2. Comme @ est ~-inductif, ’application: F — @' (F) définit un
foncteur ~-inductif @' de S vers X tel que =@’ Y. Le théoréme en
résulte.

Soit G.(/?) la sous-catégorie pleine de G(/?) ayant pour objets les grou-
poides locaux relativement complets [3].

Théordme b: Tout (S, <) e G(/?), admet pour G.(IP)-projection le sous-
groupoide plein S de 5 ayant S, pour classe de ses unités.

En effet, d’aprés la proposition 8 et le théoréme 4 il suffit de montrer que
la G’ (/?)-projection de (§',<) admet une G,(/?)-projection; nous pouvons
done supposer ( , <) local. D’aprés [3], S* est un groupoide local relativement
complet. Soit ¥ le foncteur ~-inductif canonique de S* dans S+. Soit @ un
foncteur ~-inductif de §* dans un groupoide local relativement complet X-.
Soit F « §; puisque « (F) et B(F) sont majorés dans S;, D (x(F)) et D(B(F))
sont majorés dans 2; de plus, @ (F') est compatible, car @ est ~-inductif; par
suite @ (F) engendre une sous-classe relativement compléte [3] de 2" et @ (F)
admet un agrégat @' (F) dans 2. L’application F — @'(F) définit un fonc-
teur ~-inductif &' et @ = @' - ¥,
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III) Injections et surjections au-dessus d’une catégorie d’applications:

Nous désignerons par M, une classe de classes contenant avec une classe M
toutes ses sous-classes, avec deux classes, leur classe produit. Soit M la caté-
gorie de toutes les applications (M', f, M), de M « M, dans M' e M,. Soit
M la sous-catégorie de M formée des applications (M, ¢, M'), ot M’ est une
sous-classe de M et ¢ l'injection canonique de M’ dans M.

Soit M* la sous-catégorie de M formée des surjections. Soit (M', ¢, M) e M?;
nous appellerons relation d’équivalence associée & (M', ¢, M) larelation d’équi-
valence g, sur M définie par:

m ~m' si, et seulement si, ¢@(m) = p(m').

On a évidemment: (M', ¢, M)=y. (M/,, 0> M), ol g, est la surjection
canonique de M sur la classe quotient M/o, et y, la bijection: m mod g,
— @(m) . Soit M? la sous-classe de M* formée des surjections canoniques
(Mo, 0, M), ou o est une relation d’équivalence sur M .

Soit Me la catégorie dont les éléments sont les triplets @ = (o3, @, om) ,
ol gy et pz sont des relations d’équivalence sur M et M resp. et u(®) =
= (M, p, M)e M est une application compatible avec gy et 037 - Soit iy la
relation d’équivalence =z ~ x sur M. La catégorie M s’identifie & la sous-
catégorie pleine de M¢ ayant les relations ¢y pour objets. Tout gy ¢ M@
admet M/po pour M-projection dans Me. De plus (M, u, M, .) est une
catégorie d’homomorphismes.

Si (M, p, H) est un foncteur, une (M?, p)-surjection (resp. une (M?, p)-
injection) sera appelée p-surjection (resp. p-injection). Si A’ est un (M?, p)-
homomorphisme quotient (resp. un (M¢?, p)-sous-homomorphisme) de », on
dira que &' est un p-homomorphisme quotient (resp. un p-sous-homomorphisme)
de % et on écrira:

B 2<h (resp.h' < k).
Y4

La relation: % —< % est une relation de préordre dans H, d’aprés la propo-
sition 1 (voir aussi [2]).

Soit (M, p, H, H,) une catégorie d’homomorphismes; une structure
quotient (resp. une sous-structure) S* de § relativement & (M?, p) (resp. a
(M?, p)) sera appelée p-structure quotient (resp. p-sous-structure) de S, ou
structure quotient (resp. sous-structure) de S dans (M, p, H,.). Une
(M?, p)-surjection j telle que p(j) e M? est uniquement déterminée par la
donnée de «(j) et de B(j), ou par la donnée de «(j) et de la relation d’équi-
valence ¢ sur p(x(j)) associée & p(j). Toute p-surjection ¢ est de la forme
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p=1y-9J, ou yeH,, je H'(M’, p) et p(j) e M?, si H est saturé au-dessus
de M.

Définition 5: Soient S e H, et ¢ une relation d’équivalence sur p(S). Nous
dirons que S* est la structure quotient de S par o si on a (8*, ¢, 8) ¢ H*(M?, p)
et si o est la surjection canonique de p(S) sur p(S)/o; dans ce cas, nous poserons
S* = S/e .

Tout gy ¢ M? admet M [p pour structure quotient par ¢ dans (M, u, M, .).
H g’identifie & la sous-catégorie pleine de la catégorie induite u*(H, p) (voir
ne 4 et [3]) ayant pour unités les couples (s, p(s)) . Soient P et u les projec-
tions canoniques de u*(H, p) vers Me et H resp.

Proposition 10: Pour que S/o soit une structure quotient de S par la relation
d’équivalence ¢ dans (M, p, H, .), il faut et il suffit que S/o sott une H-pro-
jection de (S, o) dans u*(H, p) et que p(Sle) = p(S)/e.

La démonstration est analogue a celle de la proposition 9.

Soient s;e Hy, 1 = 1, 2. Nous dirons qu’il existe un produit s, X s, dans
H tel que p(s; X 8) = p(8)) X p(S), sl on a p, = (8;, Pi» 1 X 8) e H o
p, désigne la projection canonique de p(s;) X p(s,) sur p(s;), et si (s X 8;;
Py, Po) €st un produit dans H de s; et s, (voir [6]). Ces conditions déterminent
8; X 8, d’une maniére unique (proposition 2, II, [2]).

Théoréme 6: Supposons (M, p, H, .) résolvante & droite [2] (resp. saturée
au-dessus de M). Soient se Hy et s' € Hy tels qu’il existe des produits s X 8
et 8' X s’ dans H, pour lesquels p(s X 8) =p(s) X p(s) et p(s' X §')=p(s') X
X p(s'). Alors on a s<§' si, et seulement si, s X 8 j s' X s . St est une

p
relation d’équivalence sur p(s) admettant (p(s'), 0,p(s)) pour surjection canonique
associde, et si on a (' X 8,0 X 0,8 X 8) e H*(M*,p), alors s =sfp-2<s.

Démonstration: La condition s < s’ entraine s X s<s' X ¢ d’aprés la
proposition 3, II, [2]. — Supposons (M, p, H, .) résolvante & droite; le couple
((s, P2, 8 X 8), (8, P1, 8 X §)), ou p, désignent les projections canoniques de
p(s X 8) sur p(s), admet un p-noyau ss tel que p(ss) = 4 = diagonale de
p(s X 8). De la démonstration du théoréeme 12, II [2], il résulte que 'on a:
ve = (85, [t, (1, 8) e H,, ou [t, J(x) = (x, ). — Supposons H saturé au-
dessus de M; alors il existe

Vs — (88> [¢, ], 8) € Hy s
et on a:

(8 X 8,t,85) = (s X8, [¢,¢],8) viteH, (ss,[¢, P, 8 X 8)eH.
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Comme

(88’ [Ga "] P18 X 8)- (8 X 8,t, 88) = 85
la proposition duale de la proposition 6 assure s5 < s X s. — Soient donc
ss<8x s et s5<8 X8 tels que p(ss) = 4 et p(s)) = 4. Si on a
s X 8< & x &, les conditions:

s5<s X 8<s x8§,s<sxs e Ac A

entrainent s5<s;, en utilisant le théoréme dual du théoréme 1. — Soit
une relation d’équivalence sur p(s) vérifiant les conditions de I’énoncé. Les
lations: ~
relations ss<sXs,s<sxs e pgxo(d)cd
assurent I'existence de (s;, 05, 85) < (8’ X ', 0 X 0,8 X 8). On a:

k=75 (5,05,8 X 8)eH, k(s X 5,0,85) =55 eb Zsp(k) = ([, ]py) (2 X 8,
d’oli, en utilisant la proposition 4, (s}, 05, 85) € H*(M®, p) . Par suite:

(8,’ E? 8) = y;—l : (Sg, 58’ 88) "Vs € Hs (M?, p) et s = 8/@ .

Remarque: Avec les notations du théoréme 6, la condition s’ —< s n’en-

tralne pas s’ X 8 —< 8 X 8, comme le montre le cas H = T. Si on a:
s’ —< s et g’lil existe § —< s X s, p(S) = p(s' X §'), alors (s’ X &',¢,8) e H.

Exemples: 1) Soit T la catégorie des applications continues (S§', f, S) ou
S et S’ sont des topologies sur des classes 6(S) et 6(S’) appartenant & M,
et f une application de 6(S) dans 6(S’). Soit (M, 0, 7~' T) la catégorie
d’homomorphismes correspondante ou T est le groupmde des homéomor-
phismes appartenant & T. Une structure quotient de S dans (M, 0, T, T)
est une topologie quotient de §; une sous-structure de S est une topologie
induite par S sur une sous-classe de 6(S). Pour que j soit une (M, 0)-injec-
tion, il faut et il suffit que «(j) soit homéomorphe & la topologie image réci-
proque de j3(7) par 6(j). B
2) Soit F la catégorie des foncteurs (C:, @, C*) tels que:

pr(C', ®,C) = (C,D,C)e M.

(M, pg, F, F,) est une catégorie d’homomorphismes & produits finis et résol-
vante & droite [2]. Soit C* € F,; une sous-structure de la catégorie C* est une
sous-catégorie de C* (proposition 9, II, [2]). Une structure quotient de C
sera appelée catégorie quotient de C*, une structure quotient de C* par la relation
d’équivalence g, catégorie quotient de C* par o. Nous reviendrons plus loin
sur cet exemple (n° 3).
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3. Graphes multiplicatifs et catégories quotient

I) Classes multiplicatives:

Définition 6: On appellera classe multiplicative M- le couple formé d’une
classe M et d’une loi de composition, partiellement définie sur M. On appellera
homomorphisme de la classe multiplicative M- vers la classe multiplicative
M3 un triplet (M3, D, M*) tel que D soit une application de M dans M | vérifiant
la condition:

(Q) St g - f est défins, alors @ (g)) D(f) est défini et on a:

D(9) L 2(f) =P(g-f)-

Soit N la catégorie dont les éléments sont les homomorphismes entre classes
multiplicatives (M-, @, M) tels que:

pN(MiL’ ¢’ M.) = (Ml’ Qa -AI)6 M .

N contient F comme sous-catégorie.

Si M- eN, et si M, c M, on désignera par M, la classe multiplicative
dont la loi de composition, appelée loi de composition induite par M-, est définie
par:

(g, ) =>g-f si,etseulementsi, g-f est défini dans M- et siona g-feM,.

Proposition11: (M, py, N, N,) est une catégorie &’ homomorphismes a produsts
finis, résolvante & droite et saturée au-dessus de M. Pour que M3 soit une py-sous-
structure de M- e N, il faut et il suffit que Uon ast: M, c M et M\ = M,.

En effet, la premiére partie résulte des définitions. Si M < M, on a
évidemment M, < M-. Inversement si M} < M:, on a aussi M; < M-,
donc M = M; en vertu de la proposition 6.

Définition 7: Soit M- e N,; nous dirons que o est une relation d’équivalence
compatible sur M- si g est une relation d’équivalence sur M telle que les conditions:

g-fetg-f sontdéfinis;ona f~f e g~g
entrainent: L
g-f~g-f.
Si p est une relation d’équivalence compatible sur M-, la classe M/p des
classes d’équivalence modulo ¢ peut étre munie de la loi de composition,
appelée lot de composition quotient, définie par:

(9 mod g , fmod g) — (¢’ - f') mod p

si, et seulement si, il existe ¢’ ~g et f ~f tels que g’ -f soit défini.
Nous désignerons par M-[p la classe multiplicative (M/p) .
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Proposition 12: Soient M- € N, et o une relation d’équivalence sur M. Pour
que M- admette (M |[p)+ pour pp-structure quotient par g, il faut et il suffit que
o soit compatible sur M- et que (M[o)* = M'Jo .

En effet, les conditions sont évidemment suffisantes. Inversement si (M/p)*
est une py-structure quotient de M*, comme M:/p est aussi une py-structure
quotient de M-, il résulte de la proposition 6 que 'on a (M/p)t = M'/p.

Corollaire: Pour que (M-, D, M) = D soit une pp-surjection, il faut et il
suffit que © (M) = M, et que l’on ast

D=y (M oy, 00, M) avec y e N, ,
en désignant par o 4 la relation d’équivalence associée a .

Remarque: Soient M: e N, et p une relation d’équivalence sur M. Soit o
la relation d’équivalence sur M, intersection des relations d’équivalence g’
compatibles sur M- et telles que f ~ f mod ¢ entraine f ~ f mod p'. Alors
M:[o peut étre appelée classe multiplicative quotient de M: par o.

II) Graphes orientés:

Soit [@] = (G, B, ) un graphe orienté; rappelons [5] qu’alors G est une
classe, « et B, deux rétractions de G sur une sous-classe [(], de G ; un élément
de [(], est appelé sommet de [(]; une fleche de [G] est un élément f de G
tel que f#£ «(f); les sommets «(f) et B(f) sont appelés source et but de
f resp.

_ Soit G la catégorie des morphismes de graphes, formée des triplets
b= (G,p,a), D, (G, B,x) tels que:

(G, B,x) et (G', B, «') sont deux graphes orientés,

Pc(®@) = (@, D,0)e M,
Poax=0'0D et Poff=p00.

La classe des unités de G sera identifiée & la classe G, des graphes orientés [(]
tels que G e M, .

(M, pg, G, G,) est une catégorie d’homomorphismes & produits finis, résol-
vante & droite [2]. Une sous-structure de [(] est un sous-graphe de [G], c’est-
a-dire un graphe (G', ', '), ou G’ est une sous-classe de (¢ contenant avec
une fléche sa source et son but, &’ et p’ étant les restrictions de x et § & G'.

Proposition 13: Soit G* la sous-catégorie de G formée des W tels que pg(¥)e M?;
alors G*® est la catégorie des pg-surjections.
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Corollaire: Soient (G, B, x) e G, et p une relation d’équivalence sur G.
Pour que [G] admette une structure quotient par o il faut et il suffit que o soit
compatible avec x et B, c’est-a-dire que f ~ f entraine x(f) ~«(f') et L(f) ~

~B(f) .

Si C* est une catégorie, le triplet (C, f, «) est un graphe orienté, noté
[C]. Soit pgr I'application:

(C,9,C) = ((C, B, %), ¢, (C, B, )

de F dans G; (G, pge; F, F,) est une catégorie d’homomorphismes.

Proposition 14: CZ‘ e Fy est une structure quotient de C* relativement @ (G*, pgg)

81, et seulement si, C* est une catégorie quotient de C-.
Ceci résulte du théoreme 2 et de la proposition 13.

Soit L la catégorie réunion de F v G avec la classe des triplets (C, @, [(])
tels que ((C, B, «), @, [G]) ¢G, la loi de composition étant définie par:

(C ,9,C ) (C,P,C) = (C,99P,C) ;
(C , D',C) - (C , D,[G]) (C, 9'0,[G]) ;
(C @, [6)- (6], D, [() = (C', 'O, [64]) ;
([61, 2, [G) - ([G], @, [G4]) = ([G], 9’9, [G,4]) .

I

F est une sous-catégorie pleine de L.

PropOSItlon 156: Il existe un foncteur naturalisé (L, A) dans L tel que pour

tout D e L, L(q5) soit une F-projection de @ dans L et que, pour tout [G] € G,,
L([G]) soit la catégorie libre L[G] des chemins de [G].

Démonstration: Rappelons la construction de la catégorie libre L[G] des
chemins de [(] (voir [4]): L[G@] a pour éléments les sommets de [(] et les
chemins de [(f], c’est-a-dire les suites finies (f,,...,f:), ou f,e@, f, ¢ [G],
et «(f;.1) = B(f;) pour tout 7+ <= . La loi de composition est définie par:

(gm’ MR gl) : (fn’ . "fl) = (gm: cees 915 fn, .. -’fl)
si, et seulement si, «(g9,) = B(f.) ;

(fns---sf1) - e = (f,, ..., f1) si, et seulement si, e = «x(f,)
e (frs--->f1) = (fu, - - -, [1) 8i, et seulement si, ¢ = f(f,)
e-e = si, et seulement si, ¢’ = e e [G],.

On a: A([@]) = (L[G], L, [ el. Soit @ = (C', D, [G])<L; alors
= (C', L(®), L[G)) - A([GD) ,
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ou L(P) désigne 'application définie par:
L(D) (e) = P(e) si ee[G]y;

L®@) (fns - s f1) = @(fa) -+ .. - P(fy) .

Done A([GF]) est un F-projecteur dans L et L _) = (C, L(D), L[GF]) est
une F- prOJectlon de @. D’ aprés la proposition 2, il existe une et une seule

FprOJectlon L(®,) de (Dl = ([G] ®,, [(]) e G de la forme (L[G] L(®,),
L[G]); lapplication L(®,) associe & (f,,...,f;) le chemin (@, (f,,)__. .

@, (f1)) . On définit ainsi un foncteur L de L vers F en posant de plus L(®,) =

et

= @,, si D,eF; le foncteur L est naturalisé [4] par l'application A:
[G] - A([G]) et C' — Id. = foncteur identité de C- .

Corollaire 1: S: (C', @, L[G]) est une pg-surjection, (C*, @, [@]) est une
pgL-surjection.
Ceci résulte du théoreme 2, puisque (L[G], ¢, [G]) € L est une (F, L)-surjection.

Corollaire 2: Soient C; une catégorie et B; un sous-graphe de [C;] tel que C;
soit la sous-catégorie de C; engendrée par B,, ot v =1, 2. Tout foncteur D =
= (C,, D, C;) pour lequel ®(B,) < B, est un foncteur quotient de L(?:P—),
ou ¥ = ([Bs], D¢, [B4]).

En effet, posons: j, = (C;, ¢, [B;]); on a L(j;) e L. Comme la restriction
de L(j,) a L{B,], est une bijection sur (C;),, il résulte de la proposition 23 (voir
aussi [3]) que C; est une catégorie quotient de L[B;]. — Le qua,tuor (72, ?, v, 1)
étant appliqué par le foncteur [JL sur le quatuor (L(3s), ?, L(Yf) L),
ou L(j,) est une pg-surjection, on a - L( SP)

Soit [('] € G,; supposons donnée une relation g sur la catégorie libre L[G1].
Soit ¢ la relation d’équivalence sur L[G] intersection des relations d’équi-
valence o’ compatibles avec les applications source et but et la loi de compo-
sition de L[G] et telles que si (f', f) e p, alors f' ~ f modulo o'.

Définition 8: Awec les notations précédentes, si L[G] admet une catégorie
quotient C* par g, nous dirons que C- est la catégorie engendrée par le systéme de
générateurs [G] et la relation o (ou les relations élémentaires (9;); ¢, O 0; €St
un couple (f;, fi) et o la classe des couples (f;, f1), i eI).

En particulier, si ¢ vérifie la condition: (e, e)ep, ec[G], et &' ¢[G],
entrainent e = ¢, alors la classe d’équivalence ¢ modulo ¢ est réduite & e
pour tout e e[(],; par suite il existe une catégorie quotient de L[G] par g,
qui admet [G], pour classe d’objets.
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Applications: 1. - Groupoides libres:
Soit L' la sous-catégorie pleine de L dont les unités sont les graphes orientés
et les groupoides. Soit F/ = F ~ L'.

Proposition 16: Tout graphe orienté [G] admet pour F'-projection le groupoide
Libre I'[G].

Démonstration: Soit y une bijection de G — [G], sur une classe G telle que
G~ Q@ = g. Soit (@, B, x) le graphe orienté dans lequel on a:

G=Goa; &(h=alf), B(h=8, () =B et A () =«(f)
pour tout fe@. Soit g, la relation sur L[é] définie par:

@) f, x() eor et (F-v(f), B() <0a

pour tout feG. Il existe une catégorie I'[(F] quotient de L[Z#] par ¢, en-

gendrée par le systéme de générateurs [5] et par la relation p,. L’élément
o(f) = fmodp de I'lG] admet pour inverse g (y(f)) . Par suite I'[G] est
un groupoide, appelé [5] groupoide libre sur [¢]. On a: (I'[G],0¢,[G]) =
= Wel. Tout élément @ = (S, ¢, [G]) de L' se prolonge d’'une maniere
unique en @ = (S, 9, [é]) e L', en posant:

~

o) = olf) e @) = (p(H)?

pour tout feG. D’apres la proposition 15, on a:

b = L(®) - (L[E], ¢, [G]) -
Par ailleurs, la relation: (w, w') € g, entraine:

pr(L(D)) w) = pw) = §(w) = pr(L (D)) (w);
donc il existe une application unique ¢’ telle que:
?F(L(é)) = ¢ og.
Puisque I'[G] est une catégorie quotient de L[é], on en déduit:
@ = (S, ¢, l[G)el e &= ¥,

Par conséquent, I'[G'] est une F’'-projection de [G].

2.— Rappelons les définitions suivantes (voir [3]): Soit C* une catégorie; soit
R(C') la classe des éléments réguliers de C* (c’est-a-dire des éléments qui sont
a la fois un épimorphisme et un monomorphisme). On dit que C* est parfaite
siona R(C') = C,. Ondit que C* vérifie la condition (P) si, pour tout f ¢« R(C")
et tout heC avec B(f) = p(h), il existe (h,f,f',A')ed(C"; R(C")), I'élément
k' étant un épimorphisme si 4 ¢ R(C-).



Structures quotient 239

On dit que C: est un perfectionnement de C* si C* est une catégorie parfaite,
telle que C-< C: et que, pour tout heC, il existe (h, f'sf, h)e oc,
avec fe C~nR(C),f «C~R(C) et heC. |

Soit F la sous-catégorie de F ayant pour éléments toutes les catégories et
les fonctelirs (E‘, D, C) tels que @(R(C')) c C—‘y Soit F la sous-catégorie

pleine de F ayant pour objets les catégories parfaites.

Proposition 17: Toute catégorie C- ¢ F, admet une FP-projection P[C-]

dans F.
Cette proposition est démontrée dans [5]; P[C-] est une catégorie quotient

de la catégorie libre des chemins du graphe [é] v [C-G4], ou @G, est la classe
des éléments réguliers de C* non inversibles et [@] le graphe construit dans la
proposition 16, ot G = G, v x(G,) v B(G,).

Corollaire: Pour que P[C'] soit un perfectionnement de C*, il faut et il suffit
que C* vérifie la condition (P).

Démonstration: Si P[C'] est un perfectionnement de C-, alors C: vérifie la
condition (P) en vertu du théoréeme de perfectionnement d’une catégorie
(voir [3], p. 73). — Si C* vérifie (P), C* admet [3] un perfectionnement C* qui
est la catégorie quotient de la catégorie des trios (f', f, h) de C, tels que
feR(C') et f e¢R(C"), par la relation d’équivalence g:

(f', 1, h) ~(g', g, k) si, et seulementsi, f-p = g-y, ot pe R(C') et peR(C),
entraine f'-h-9o =¢g'-k-y.
Soit (S, D,C)eF, ou § efp; soit @' l’application:
(/"> 1, k) mod o — D(f') - D(h) - D(f);

on trouve (S, @, E‘) ¢ Fo. Par suite C est une ;p-projection de C* dans F x
c’est-a-dire est équivalente & P[C].

IIT) Graphes multiplicatifs:

Nous allons maintenant construire une sous-catégorie de la catégorie N des
homomorphismes entre classes multiplicatives.

Définition 9: On appellera graphe multiplicatif une classe multiplicative G
vérifiant les conditions sutvantes:
1) Tout feG admet une et une seule unité & droite «(f), appelée source de f
(resp. a gauche B(f) appelée but de f) .
2) S8t g - [ est défini, on a: «(g) = B(f), a(g-f) = «(f) et B(g9-1) = B(g).
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La classe des unités du graphe multiplicatif G- sera notée G;. Si 7 est une
bijection d’une classe 4 sur G,, un élément de A sera appelé objet de G- et
généralement identifié & n(4). Soit G-* G- la classe des couples (g, f) tels que
g - f soit défini.

Exemple: Une catégorie est un graphe multiplicatif. Pour qu’un graphe
multiplicatif G* soit une catégorie, il faut et il suffit que les axiomes suivants
soient vérifiés:

1) Si A-(g-f) et (h-g)-f sont définis, ces composés sont égaux,
2) Si «x(g) = B(f), alors le composé ¢ - f est défini.

Définition 10: On appelle homomorphisme du graphe multiplicatif G- vers
le graphe multiplicatif G- un triplet (6', D, G) tel que:
1) ((5’, D, G) est un homomorphisme de classes multiplicatives;
2)Ona: ®(G,) C @{,.

Soit N’ la sous-catégorie de N formée des homomorphismes entre graphes
multiplicatifs.

Proposition 18: N’ est une sous-catégorie pleine de la catégorie induite
pe(N, py) de N par (pg, py); F est une sous-catégorie pleine de N'.

Démonstration: Soit G- ¢ N,; le triplet (G, 8, «) est un graphe ayant G,
pour classe de ses sommets. Posons pgn(G) = (G, B, «) = [G"] et

pen (@, @, &) = (6], @, [G]), si (G-, P, G) e N'.
On a ([G], D,[G']) eG. Soit feG; comme f-«(f) est défini, le composé
D(f). D(x(f)) est aussi défini; puisque DP(x(f)) € G; et que «(D(f)) est
unique, on a: g(@(f)) = D(x(f)) . De méme on trouve S(D(f)) = P(B(f));

par suite pgn(G-, @, G°) e G. La proposition résulte alors des définitions.

Nous désignerons par pgy le foncteur canonique de N’ vers G. Remarquons
que pgy admet un foncteur section x tel que 7z (G, f, «) soit le graphe multi-
plicatif G- dans lequel la loi de composition est définie par:

fra(fy=1f et B(f)-f=[ pourtout feG.

Proposition 19: Tout @ < N' admet une F-projection v(®) dans N’ telle que
(v, v) soit un foncteur naturalisé dans N' (voir [4]).

Démonstration: Soit G* ¢ N,; désignons par »((G') la catégorie L[G]/o
engendrée par le systéme de générateurs [G"] et la relation p:

((9,f),g-f) ee si, et seulement si, (g, f) e G *G-.
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Posons » (G*) (f) = f mod ¢, pour tout feG. On a: (»(G), ¥(G"), G) e« N'.
Soit C- e F, et supposons @ = (C', D, G") e N'. Alors L(®) = (C', L(D),
L[G']) e F et, comme L(®P) est compatible avec p, il existe @' tel que:

L@ =dp et (C,P,v(G))eF.
De plus on obtient:

=L =P F.=d V(@)
d’ol @ =(C,P,%(E) (&), 7 (@), &) .

Donc »(G") est une F-projection de G* dans N’. En vertu de la proposition 2,
il existe un homomorphisme quotient de L([a'], Y,[G]), noté v(—é", Y,G)=
— (w(é'), v(¥), v(G")), pour tout @, ¥, G')e N'. On définit ainsi un
foncteur » de N’ vers F, qui est naturalisé par I’application ¥ :

G > (v (G"), 7(G"), G) .

Soit (M, py, N', N,) la catégorie d’homomorphismes dans laquelle py

est la restriction de py & N'.

Proposition 20: Pour que Gi soit une py-sous-structure de G- e Nj, il faut
et il suffit que G- soit une sous-classe multiplicative de G- et que pgp (Gi-) soit un
sous-graphe de pgpn(G-).

Démonstration: Si les conditions sont vérifiées, pour tout fe@;, on a
(f) e Gy et B(f) e Gy et f admet «(f) et B(f) pour unités & droite et & gauche
dans Gy . Par suite Gi* est un graphe multiplicatif; puisque G§- est une sous-
structure de G- dans pZ(N, py) d’aprés la proposition 5, Gi- est aussi une
sous-structure de G- dans la sous-catégorie pleine N’ de pS (N, py). — Inverse-
ment, soit Gi* une p,’v—sous-structure de G*; comme (G, ¢, Gi-) e N, on a, pour
tout feGy:a(f) = t(xt(f)) e Gy; de méme B(f) e G, et [Gi] est un sous-
graphe de [G*]. On en déduit que G, est aussi un graphe multiplicatif, donec
une py-sous-structure de G- en vertu du début de la démonstration. L’unicité
de la sous-structure de G sur (7, entraine G, = Gy .

Définition 11: Soient G- « N| et o une relation d’équivalence sur G; on dira
que o est bicompatible sur G+ si ¢ est compatible sur la classe multiplicative G-
et compatible avec o« et f3.

Proposition 21: Soient G- e N, et ¢ une relation d’équivalence sur G. Pour
que G* admette une py-structure quotient G+ par o, il faut et il suffit que o soit
bicompatible sur G-; dans ce cas, on a: G+ = G-Jp.
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Démonstration: Supposons g bicompatible sur G et soit ¢ l'application
f —fmod ¢ de G sur G//p. Montrons que la classe multiplicative G /o, qui est
la pp-structure quotient de G* par g, est un graphe multiplicatif. Soit f ¢ G;
puisque f-a(f) est défini, o (f) - o (x(f)) est défini et égal & o (f). Si o (g)-
-0 (x(f)) est aussi défini, il existe ¢’ ~g et h ~«(f) tels que g'-% soit
défini; on a alors

B(h) ~u(f) et «(g9') = B(h).
e(@)-ex(N) =2 x@)) =e(),

2 (x(f)) est une unité & droite de g (f). Soit g (k) une autre unité de G- /o telle
que o (f) o (k) soit défini; il existe f'~f et k' ~k tels que f -k soit
défini; la relation «(f') = p(k’) entrainant F(k') ~«(f), on a:

e(k) =0 (B()-¥) =e(x(f) -2 (k) =) -

Donc g (x(f)) est la seule unité & droite de g (f); de méme g (f) admet g (8(f))
pour seule unité & gauche. On en déduit que G*/p est un graphe multiplicatif.
Par ailleurs [G-/g] est le graphe quotient de [G''] par g. Il en résulte que G*/o
est une structure quotient de G* dans pg(N, py) et, N’ étant une sous-
catégorie pleine de pg(N, py), G0 est la py-structure quotient de G- par

0. — Inversement supposons que G- soit la py-structure quotient de G- par

Comme

o. La relation: (él, 0, @) e N' signifie que p est bicompatible sur G- et,
d’aprés le début de la démonstration, G-/p est une pj-structure quotient de
G- par p. On déduit donc de la proposition 6 que G-fp = G -.

Corollaire: j e N' est une py-surjection si, et seulement si, § est une py-
surjection et si pgy(j) est une pg-surjection.

IV) Catégories quotient et catégories quotient strict

Proposition 22: Soient C* une catégorie et p une relation d’équivalence bicom-
patible sur C*; alors C*[p est un graphe multiplicatif; v(C*[p) est une catégorie
quotient de C* si v(C*[o) est une surjection de C:[o sur v(C*|o).

Démonstration: D’aprés la proposition 21, C/p est un graphe multiplicatif
quotient de C* par g et on a (C'/g, ¢, C') e N', ol g(f) = f mod ¢ pour tout
feC. Soit »(C/e) la F-projection de C:/p, qui existe d’aprés la proposition
19; on a

¥ = (»(C-/0), 7 (C'/e) 8, C) = ¥(C'[0)* (C'[0, &, C) ¢ F.
Soit @ = (S, ®,C’) e F tel que @ = & ¥(C'/o)g. Puisque C'/o est un
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graphe multiplicatif quotient de C*, on a:
@ = (5,9 ¥Ce), Cle) e N';

d’aprés la proposition 19, il existe »(@') ¢ F tel que

@ = »(@')-7(C*[p) et par suite @ = & - (C'[o, 8,C) = »(P') - ¥.
Si 5(C-/o) est une surjection, I'égalité @ = p,(v(D")) 7(C'[o) o = D' ¥(C[0) 0
entraine @' = pg(v(D')), donc ¥ est une pg-surjection. Inversement si
(»(C:/0), ¥ (C*/e) e, C*) € F*(M?, pg), Papplication ¥(C:/p) est évidemment une
surjection sur »(C:/p).

Remarque: La démonstration précédente prouve que tout foncteur D se
décompose d’une maniére canonique en le produit de deux foncteurs »(®') - ¥,
I’application v(a’)0 étant une injection, mais ¥ nest pas une (M, pg)-sur-
jection, car (»(Ei')) et @' peuvent étre différents. En particulier tout
foncteur (S', @, C’) se décompose d’'une maniére canonique en le produit de
foncteurs (S, D,,»(C/oq)) * (*(C/es), ¥(C|os) 0o, C’), Ol gy est la relation
d’équivalence associée a D.

Théoréme 7: Sotent C' une catégorie et p une relation d’équivalence sur C.

Pour que C: soit une catégorie quotient de C* par o, il faut et il suffit que p soit
bicompatible sur C' et que v(C'/p) soit une bijection de C:[o sur v(C:[o); dans

ce cas C* est équivalente & v(C*/p).

Démonstration: Si les conditions sont vérifiées, »(C:/p) est une catégorie
quotient de C* d’aprés la 2° partie de la proposition 22, et la bijection ¥ (C*/p)
définit sur C-/p une structure de catégorie équivalente & »(C:/p); par suite C
admet une catégorie quotient par o. — Inversement supposons que C* admette C-
pour catégorie quotient par p. Comme (E' ,0,C')eF, ol g(f) = fmod p pour
tout feC, la relation d’équivalence g est bicompatible sur C- et il résulte
de la proposition 21 que C/¢ est le graphe multiplicatif quotient de C* par p;
par conséquent on a (C-, ¢, C-/o) e N'. Soient § ¢ F, et (S', D, C-Jo) e N'.
La relation: (S, @5, C') ¢ F entraine (S, @, E') e F, puisque C-—<C.
11 en résulte:

(S, D,Cle) = (S, D,C)-(C,¢,Clo);

donc C- est une F-projection de C*/g et, en vertu de la proposition 6, C: est
une catégorie équivalente & »(C*/p).

17 CMH vol. 38
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Corollaire: Pour que (C-, ¥, C*) € F soit une pg-surjection, il faut et il suffit
que ¥(C) = C- et que C soit une F-projection de C:[oy, 0% gy est la relation
d’équivalence associée o V.

En effet g, est bicompatible sur C- et le corollaire résulte du théoréme 7.

Si (C, ¥,C’) est une pg-surjection, il n’en résulte pas que (C-, ¥, C-)
soit une py-surjection.

Définition 12: Soient C- et C* deux catégories; on dira que C* est une catégorie
quotient strict de C- (resp. deC* par p) si C* est une catégorie quotient de C- (resp.
de C* par o) et si C* est une py-structure quotient de C- .

Proposition 23: Sotent C* une catégorie et p une relation d’équivalence sur C .
Pour qu’il existe une catégorie c quotient strict de C* par g, il faut et il suffit
que p soit compatible sur C et que U'on ait (C'/o, @, C) e F, ot o(f) =f mod o,
pour tout f eC. Dans ce cas, on a C = Clo.

Démonstration: Soit C' une catégorie quotient strict de C* par g. Puisque

C' est une pj-structure quotient de C-, d’aprés la proposition 21 ¢ est bicom-

patible sur C* et on a C' = C*/g, donc (C‘/g, @,C’) ¢ F. — Inversement si
(C'/e, @,C*) €« F, alors p est bicompatible sur C* et C'/p est une p,-structure
quotient de C+; puisque C*/p est une catégorie et que F est une sous-catégorie
pleine de N’, C'/p est une catégorie quotient strict de C-.

Corollaire: Pour qu’une catégorie C* admelte une catégorie quotient strict par
o, il faut et il suffit que p soit bicompatible sur C* et que C*[p soit une catégorie.

Soient C* une catégorie et p une relation d’équivalence bicompatible sur
C:. Alors C*/p est un graphe multiplicatif et pour que C-/o soit une catégorie,
il faut et il suffit que de plus soient vérifies les conditions suivantes (voir
exemple III):

1) Si o(k)- (2(g) - 2(f) et (2(h)-o(g)) - o(f) sont définis, ils sont égaux.

2) Si «(e(9)) = B(e(f), alors g(g)- o(f) est défini, c’est-a-dire: si geC,
feC et x(g) ~pB(f), il existe g' ~g et f' ~f tels que g’ - f' soit défini.
Par suite on obtient les critéres suivants pour que C* admette une catégorie
quotient strict:

Proposition 24: Pour que (C', ¥,C)eF soit une pg-surjection, définissant
C* comme catégorie quotient strict de C- , il faut et il suffit que W (C) = C et que, 8t
Y(x(9)) = YP(B(f)), il existe g' € C et [ e C tels que

Y(g') = ¥(g), () = ¥() e «(¢g) = B(f).

En effet, ces conditions signifient que C-/g, est une catégorie, ou g, est la

relation d’équivalence correspondant & ¥. (Cette proposition se trouve dans [3].)
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Proposition 2b: St ¢ est une relation d’équivalence bicompatible sur la caté-
gorie C* vérifiant U'une des conditions:
81 eeCy, feC et e ~ux(f) (resp.e ~p(f)), tlexiste f' ~f tel que e = x(f’)
(Tesp‘ €= ﬁ(]u)):
alors C-|p est une catégorie quotient strict de C-.

Cette proposition est démontrée dans [3].

Corollaire: Si g est une relation d’équivalence compatible sur la catégorie C:
vérifiant la condition:

Si [~ alors «(f) = «(f') et B(f) = B(f),

C:/o est une catégorie quotient strict de C-.

Exemples: 1) Une catégorie quotient peut ne pas étre une catégorie quo-
tient strict comme le montre I’exemple suivant: Soit C* la catégorie formée de
9 unités et de 9 morphismes a,, a,, a4, a,, a;, aq, a, a,, a,, chaque unité
étant adjacente & deux morphismes différents exactement. Les seuls composés
entre deux éléments différents d’une unité sont:

!/ / 7
Ay Oy = Ag; Ay @y = A5 €6 ag-a, = a,.

Soit p la plus petite relation d’équivalence sur C* compatible avec « et 8 et
telle que I’on ait: oy ~al; ag~a ot a,~al.
Alors C* admet une catégorie quotient par g, qui n’est pas une catégorie quotient
strict par p, puisque le composé p(ae) - g(as) est défini et égal & o(as).
2) Soient C* une catégorie et p une relation d’équivalence sur C. La condi-
tion: il existe ((C/o)*, @, C’) « F n’entraine pas que (C/o)* soit une catégorie
quotient de C*, comme le montre ’exemple suivant: C- est formé de 6 unités
et de 3 morphismes f,, f;, fs, le composé de deux éléments n’étant défini
que si I’'un des éléments au moins est une unité. Soit g la relation d’équivalence

sur C engendrée par: «(f,) ~w(fs), B(f2) ~ B(fs) et «(fs) ~p(f1). Alors
C/e devient une catégorie pour la loi de composition:

B 1h="h-h si h-h estdéfinidans C'Jo;
et E(fz) 1 E(/l) = g(fs) .

Mais (C/p)* n’est pas une catégorie quotient de C-.

3) Soit C* une catégorie. Une relation d’équivalence g sur C peut étre com-
patible sur la classe multiplicative C- et telle que C*/p soit une catégorie sans
que C* admette une catégorie quotient par p. Par exemple, soit C* une caté-
gorie ayant deux unités distinctes e et ¢’ et un seul morphisme f tel que:
f-f=1 et «(f) =¢€'. Soit g la relation d’équivalence engendrée par e ~ f,
e non équivalent & ¢'. Alors C*/o est une catégorie formée d’une unité g(e’) et
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d’un élément idempotent e tel que «(e) = p(e’). Mais C*/p n’est pas une caté-
gorie quotient de C-. Toutefois on a:

Proposition 26: Soient C* un groupoide et o une relation d’équivalence com-
patible sur C- et telle que C*[p soit une catégorie. Alors C[p est un groupoide 1)
quotient strict de C-.

Démonstration: Pour tout feC, posons:
f=70(f) = f modulo o .
Les relations: geC et ge(C/p), entrainent:
g =9 (@) =«(g), dot g~a«l).
De méme f(g9) ~g. — Montrons que si eeC;, on a: ¢ «(C*/p),. En effet,
de I'égalité e-e=e, on déduit e-e =-¢, donc «(e)=p(e). Posons
i=u(e). Puisque px-e est défini, il existe f~e et geu tels que x(g) =
= f(f); comme ,ZZ € (C:/0)y, d’aprés le début de la démonstration on a B(f) € 4.
Posons e’ = f“l A partir de I’égalité f-f1= B(f), on obtient e -e' = u.
Par suite:

~ ~ ~
I

e=¢c-p=c-ec-e =¢e-e =nu.
Il en résulte: e e (C'[o)o et (C'/o, 0,C) e F. Par conséquent C'/p est un

groupoide, qui est une catégorie quotient strict de C:, en vertu de la propo-
gition 23.

V) Relations d’ordre quotient

Soit 2 la catégorie des homomorphismes entre classes ordonnées (voir [2])
et (M, w, 2,.) la catégorie d’homomorphismes correspondante; soit
Péquivalence de {2 sur la sous-catégorie pleine de F ayant pour objets les

catégories de couples définissant un ordre sur la classe de leurs unités. Si o ()
est une p-surjection, g est une w-surjection. Mais il existe des w-surjections g

telles que o (g) ne soit pas une pF-sur]ectlon

Soit ' la sous-catégorie de Q formée des homomorphlsmes stricts ([1] et
[2]), c’est-a-dire des triplets (( 4, <), 9, (4, <)) e Q tels que les conditions:
2 <z et g(2') = g(x) entrainent z' = =z.

Soit 2" la sous-catégorie de Q formée des triplets ((Z ;<) g, (4, <)) ¢ Q
tels S que, pour tout z e A et tout z < g(z), il existe 2’ < x avec g(2') = z.

Q' et Q" sont des sous- catégories saturées de Q. Soient o' et o" les restric-

tions de w & 2 et & Q" resp.

1) Pour une proposition analogue, voir [8].
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Définition 13: On dira qu’une relation d’équivalence ¢ sur A est compatible
sur (4, <) e Q, sila relation définie par:
o(z) < o(y) si, et seulement si, il existe x' ~x et y ~y tels que 2’ <y
est ume relation d’ordre sur Alp.

Proposition 27: St ¢ est une relation d’ordre compatible sur (4, <) e !50,
alors (Afo, <) est une w-structure quotient de (A, <<). St de plus il existe

o=(4',<), ¢ 0,(4,<)) e Q', alors (Afo, <) est une w'-structure quotient
de (4, <).

Démonstration: On a ((4/e, <), 8, (4, <)) e 2. Soit o= ((4', <),
@ 0,(A4,<)) e Q. Soient z e Afo et 2’ < z. Il existe ye A et y' <y tels
que ¢(y) =z et gly) =2, donc ¢'(z) = ¢ 3(y) <9 Tly) = ¢'(2) et
on trouve ¢’ = ((4',<), ¢’, (4/p, <)) €. Ainsi (dfp, <) est une w-
structure quotient de (A4, <). — Supposons de plus ¢ € Q' et ¢ (') = ¢'(%);
on en déduit y' =y, d’ot ' =z et ¢ Q'. — Enfin les conditions Yy <y
et y' ~y entrainent ¢ -9(y’) = ¢'-9(y), et par suite y =y. Ainsi
((4/e, <), 2, (4, <)) € Q' et (Ao, <) est une w’-structure quotient.

Définition 14: On dira que g e Q est une w-surjection stricte, ou que f(¢g)
est une structure d’ordre quotient strict de «(g), st la catégorie (B(g)) est
une catégorie quotient strict de o (x(g)) .

Proposition 28: Pour que g = ((4,<), g, (4, <)) ¢ 2 s0it une w-surjec-
tion stricte, il faut et il suffit que g(4) = A et que les conditions:

er, <z e <
entrainent qu’il existe ye A, y' <y et y' <y’ telsque gy) ==z, g(y')=2a' et
g(y")==2". Si g est une w-surjection siricte et st ge2', alors g estune w’-surjection.
St ge " et g(A) =A, g est une w-surjection stricte et une «”-surjection.

Démonstration: La premiére partie de la proposition résulte de la propo-

sition 24.-Si g € Q' etsi g est une w-surjection stricte, la relation d’équivalence
0, associée est compatible sur «(g) et g est une w’-surjection, en vertu de la pro-

position 27. — Soit ge Q" et g(A) = A; il résulte des définitions que la condition de
P’énoncé est vérifiée, par suite g est une w-surjection. Supposons ¢ = ((4',<),

@ g, (4,<) Q. Soit zed et z<g'(x); il existe yed ot ¥ <y
telsque  gy) =2, ¢ g) = ¢'(2) et ¢ -g(y) =2

Par suite 2’ =g(¥') <z et ¢'(z') =2, dou ((4', <), ¢, (Z, <)) eé”,
et g est une ”-surjection.
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Soient /P, [° et | les catégories des applications sous-inductives entre
classes sous-préinductives, des applications inductives entre classes sous-
inductives et des applications inductives entre classes inductives (voir [1],
[2] et [3]). Soient w??, w?, w!, ®'?%, 0'?, 0'%, ©"?%, w"° et w"? les restrictions
de w a [po, 5, 1, [Pt = [P0 A Q)= QA =]~ 2, =
= PN Q=AD" et |" =]~ D resp.

Proposition 29: Supposons g = ((4,<), g, (4, <)) /?* et g(4d)=A.
St on a la propriété sutvante:
(q?®) Les conditions xe A, ' < x et " < x entrainent qu'il existe y e A,

Yy <ye y <y tlsque gy) =x,9(y) =2 e gy") = 2",

alors g est une w?3-surjection stricte.

Démonstration: L’axiome (¢?°) entraine que la relation d’équivalence g,
associée a g est compatible sur (4, <); par suite g est une w-surjection stricte,
d’aprés la proposition 27. Soit ¢ = ((4',<), ¢ ¢, (4, <)) e/?*. Soient
2 ed, <z et 2" < x; en vertu de (¢?°), on a:

g2 ~2") =9 g ~y") =9 9(¥) ~ ¢ 9(") = ¢ () ~ ¢ (&),
d'ou ((4',<), ¢, (4, <)) e/?* et g est une w?*-surjection.

Corollaire: Si ge/"?° et w(g) e M*, alors g est une w?*-surjection et une
w"P *-gurjection.

Proposition 30: Soit ¢ = ((Z, <), 9, (A, <)) el® (resp.el) et g(A) = A.
Supposons l'axiome sutvant vérifié:
(¢®) Les conditions zed et x; << x, tel entrainent qu’il existe ye A et y, <y
tels que g(y) = x et g(y;) = z,;, pour tout v el .
Alors g est une w?(resp. w')-surjection stricte.

Démonstration: D’aprés la proposition 29, g est une w?*-surjection stricte.
Soit ¢ = ((4', <), ¢' - g, (4, <)) €/*; en reprenant les notations de (¢°) on
trouve:

x z v @’ (%)
' (Uz,) = ¢'(Ug(yy) = ¢'(g(Uy)) = U @' (),
1€l 1€l 1€l 1€l

d’ott ((4',<), ¢, (4, <)) el* et g est une w*-surjection. Si g e/, g est une
w'-surjection, car / est une sous-catégorie pleine de /°.

Corollaire: St gel"® (resp.el”) et w(g)e M*, alors g est une w*- (resp.
w'-) surjection et une w"*- (resp. w"t-) surjection.
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4. Graphes multiplicatifs induits

Théoréme 8: Soient », = (G",%;,G;)e N, o ¢ =1,2. Il existe une py-sous-
structure x, (Gy, %) de G; X G, telle que:

K = (;‘_m’_‘v —73;: E’;) e ON,

ot py désigne la restriction @ (G, %,) de la projection canonique p;de G; X G,
sur Gy. Side plusona x;e N’ (resp. € F), alors K e ON' (resp. K ¢[1F).

Démonstration: Soit x; (G;, ) la classe des couples (g;, g.) tels que
#(91) == #2(g2). Si (91,95) €% (Gy, %) et si (g7,0:) €% (G, %), les composés
g;-g; étant supposés définis, ¢ = 1, 2, on a:

7‘1(9{'%) = "1(9{) “x () = 752(9;'g2): d’ou (91 *G1s g; *ga) € ;:(Gi» ;1) .

Par suite x, (G;, #,) est une sous-classe stable pour la loi de composition de
G; X G;; la premiére partie du théoréme en résulte. — Si », ¢ N’ et si (g,, ¢2)
e % (G;, %;), on trouve:

%1((91)) == x(%1(91)) == x(¢2(g2)) = 2#2(x(92)) »

d’ou  (x(g1), x(g2)) € ’—‘;‘(Gia %,); de méme (8(g.).6(g1)) ‘5; (G %) . On en
déduit que zx;(G;, %) est un graphe multiplicatif, qui est une sous-structure
du graphe multiplicatif G; X G, d’aprés la proposition 20. Enfin, si x; € F,
puisque x; (G4, x,) est stable pour -, x(G;, %,) est une sous-catégorie de
G, X @G, ce qui prouve le théoréme 8.

Corollaire: Si K' = (%,, %,, %, #,) e AN', il existe un élément et un seul
(2 (G, %), 7, (3;)) =7 e N tel que Py 7 = %, .

Démonstration: D’aprés la définition du produit [T = (%) X a(x,), il
existe [, %] = (II, [, %], (%)) ¢ N' tel que p,- [x;, %] = %;, % =1, 2.
La relation: K' e [IN' signifie: [x, ] (x (%)) < #(G;, %;) . Puisque
% (Gy, ;) est une py-sous-structure de I7, il en résulte:

= (7 (G, %), [y, 23], 2 () e N' et (p) -7 = #;.

Définition 15: Soient %, ¢ N (resp. € N') tels que f(%,) = B(x%3); % (Gy, #1)
(théoréme 8) sera appelé classe multiplicative (resp. graphe multiplicatif) induit
de Q) = x(x;) par (xs, %,).

Si %, ¢ F, la catégorie x,(G;, »,) est la catégorie induite de G; par
(%5, #;), au sens de [3].

Soit A une classe. Nous désignerons par (4 X A4). la catégorie obtenue en
munissant la classe produit 4 X A de la loi de composition entre couples:

(W', ul) | (w,u) = (u",w) si,etseulement si, u, = u'.
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_ Soient G e N' et ao = (Gy, ag, A) e M. On a:

[B,a] = ((Gy X Go)*, [B,],G) e N', ot [B,x](f) = (B{), x(f))
et By X B = (G5 X @)L, @y X aq, (4 X A)2) e N'.

Définition 16: Awvec les notations précédentes, le graphe multiplicatif

(@6 X ao)*(G", [, «])

indutt de G- par (a, X @, [B, «]) est appelé graphe multiplicatif induit de
G- par a, et noté a; (@).

Un élément du graphe multiplicatif aj(G*) est un triplet (f, (u', u)) ou
feG,ued et u' eA, tel que:

ao(u) = x(f) et ay(u') = B(f).

L’application [a,, 6]!: (@q(u), (¥, w)) —u est une bijection de (ag(G)),
sur A; ainsi 4 est une classe d objets de a; (G-). Nous poserons:

a = (G, p,, !I,:(G)) , Ol pl(f’ (u', u)) = .

Cas particulier: Si G- est une catégorie, a,(G-) est la catégorie induite
de G" par a,, au sens de [3].
L’application U:

@, D, G)—> (G, Py, G;), on (G,D,G)eN',

définit un foncteur U = (M, U, N'). Soit U, la restriction de U & F et
U= (M, Ug, F).

Théordme 9: Pour que ¥ = (&, ¥, G) e N' soit une (M, U)-injection, il
faut et il suffit que Uon ait:

P — (@, B, W) 7, avec T = (PLE), 9, G) N
Dans ce cas y(f) = (Y(f), (B(f), x(f))) , pour tout feQ.

Démonstration: Montrons que (G-, g, P¥(G)) est une (M, l_]_)-injec-
tion. En effet, soit @ = (G-, @, I") e N’ tel que @, = ¥,P,. Comme:

2= ((G XG X:P)—(G XGo)'L ([¥,,4]" 1¢ X[‘I’o,é]‘ICDé)[ﬂ «], I) e N’,
on a: (B, o], To x ¥y, P, 7)eON

et il résulte du corollaire du théoréme 8 que D se décompose d’une maniére
unique sous la forme: @ = Y. @', avec:

@ = (PHG), D', ") e N,
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Papplication @’ associant & fe I" le triplet (D(f), (¢’, ¢)), dans lequel ¢ et e’
sont définis par les relations:

(Pole), (e, €) = Po(x(f)) et (Pole)s (€', €)) = Bo(B(f)) -
Par suite ¥ est une (M, U )-injection. — Inversement soit
Y= (G,¥,GF)eN
une (M, U)-injection. D’aprés ce qui précéde, (G, P, Y3 (G-)) est aussi une

(M, U)-ln]ectlon Puisque (%7 (G")o> Vo> 0) eM,, ou y,=[¥,,d], il existe,
en vertu du théoréme 1, un élément

y = (PH(G), », é?) € N}’, tel que ¥ = ?77_1

Corollaire: Pour que Y= (c, v, E‘) e F soit une (M, 5,.-)-injection, 1l faut
et 1l suffit que U'on ait:

V= (C, ¥, WHC)) -7, o FeF,.

Démonstration: D’aprés le théoréme 8, ¥;(C') e F,. Puisque F est une
sous-catégorie pleine de N’', la condition est suffisante en vertu du théoréme.
Une démonstration analogue & la fin de celle du théoréme montre que la
condition est aussi nécessaire.

Proposition 31: Soient (C, x,, C;, .), ot ¢ =1, 2, des catégories d’homo-
morphismes; (C;, pit, %2 (Cy, %1)), .) est une catégorie d’homomorphismes. Si
C, est saturée au -dessus de C, alors x(C,, %) est saturée au-dessus de C,
et (C, »; pit, %3 (Cy, %1), .) est une calégorie d’homomorphismes.

Démonstration: La premiére partie de la proposition est démontrée dans
[3]. Supposons C, saturée au-dessus de C. Soient (s, 8,) €2} (C,, #,)o €t
@2 = (85,9, 8s) € (Cy ),; ona (%2(83) , @, %2(85)) «C, et, puisque x2(82) = %,(81),
il existe ¢, = (s],¢,s,;) €C,; par suite (<P1,<Pz) appartient & xz 3(Cy, %,) et
#; (Cy,%;) est saturée au-dessus de C,. Il en résulte que (C,., s (Cy,%y), -)
est une catégorie d’homomorphismes, ce qui démontre la proposition.



II. Graphes multiplicatifs structurés
1. Classes multiplicatives structurées

Soit (M, py, N, N,) la catégorie d’homomorphismes considérée au ne 3, 1.

Soit (G, @, G*) ¢ N; nous désignerons par ¢*g@ la restriction de ’applica-
tion ¢ X ¢ a G" xG". Soit x(G") I'application:

9,)=>g-f ou (9,f)eG xG.

Lorsqu’aucune confusmn n’est poss1b1e nous écrirons x: au lieu de x(G-).

L’application: (G p, Q) — (x(G @, p*xp, 2(G")) définit une équivalence
» de N sur une sous—categone de OOM.

Soit (M, p, H) un foncteur. Dans tout ce paragraphe, nous identifierons
(DO H), (resp. (DO M),) avec H (resp. M).

Définition 1: Une unité de la catégorie induite » *(QOH, (1p) sera appelée
classe multiplicative p-structurée; un morphisme de »* (COH, [ p) sera appelé
morphisme entre classes multiplicatives p-structurées.

Une classe multiplicative p-structurée est donc un couple (G, K) ou
G eNg, Ke H et p(K) = (G, 2(G"), @ x G-) . Un morphisme entre classes
multiplicatives p-structurées s 1dent1ﬁe a un quadruplet:

o= (@, K), D, ¥, (¢, K))
vérifiant les conditions suivantes:
(G, K) et (G-, K) sont des classes multiplicatives p-structurées;

(K, ®, @', K)eOH; (G, p(@), G)eN et p(d) = p(®)*p(P).

Remarquons que 'application: o > (I—f , D, D', K) est une équivalence de
»*(OOH, Op) sur une sous-catégorie de OO H. Nous poserons:

(@) = p(@) « M; py(@) = (G, p(D), G*) « N; (D) = D e H.

Définition 2: Nous dirons que la classe multiplicative p-structurée (G-, K)
est fortement p-structurée st la condition suivante est vérifiée: Soit s = f(K);
1l existe un produit s X s dans H tel que p(s X 8) = G X G, et x(K) est une
p-sous-structure de s X s.

Nous désignerons par IV(p) la sous-catégorie pleine de »* (COH, (Jp) ayant
pour unités les classes multiplicatives fortement p-structurées.

Supposons désormais que (M, p, H, .) soit une catégorie d’homomorphis-
mes. Une classe multiplicative p-structurée (G-, K) est entiérement déterminée
par la donnée de s = B(K), de s’ =«(K) et delaloide composition »(G')=
= p(K); elle sera représentée par le triplet (G-, s, s').
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Proposition 1: x* (DDH (p) sidentifie & la catégorie des triplets

P = ((¢,5,5), 9, (G, 3,8))
vérifiant les conditions sutvantes: (G',(s,x G'),s’)) et (G, (s,%(G"),s")) sontdes
classes multiplicatives p-structurées; (G,o,@)eM; (G',9,G)eN; (s,p,8)e H
et (&, pxqp,8)eH.
Nous poserons:

(@) = (G, ¢, Q); py(®) = (G, @, G); Dy(P) = (5, ¢, 9) .

Proposition 2: N (p)o $’identifie a la classe des couples (G*, s) vérifiant les
conditions suivantes:

1)Ona G €Ny, seH, et p(s) = Q.

2) Il existe un prodmt s X s dans H tel que p(s X 8) = G X G et il existe

une p-sous-structure s’ de s X s telle que p(s') = G x G-.

3)Ona (s, 2(G"), s')eH.
N (p) s’identifie a la sous-catégorie pleine de p*(N, py) ayant N(p), pour
classe d’objets.

Démonstration: Supposons que (G-, s) vérifie les conditions 1, 2 et 3.
Puisque (M, p, H, .) est une catégorie d’homomorphismes, s X s et s’ sont
uniquement déterminés par la condition 2 et (G-, s) s’identifie a:

(G, (8,%(G"),8)) /'V(p)0 ~ Soit @ = (( G-, @, G), (s, q),s)) un élément
quelconque de la catégorie induite p*(N, py); si (G-, 8) € N(p)o et (G B)
e N(p)g, ona (3 X 3,9 X @,8 X 8)e H, par définition du produit; comme
s<sx8,8<5%X3 et (prg) (xG)c @G * G, on trouve:

@' == (5’,(}7*(}),8’)€H, dOIlC (E, ¢, Q)/, K)€DH: Ol‘lqj: (3399’8)3

= (s, #(G"), §'), et K = (s, x(‘é-), s') . Par suite on peut identifier ®
avec ((G°, ), @, (G, ) « N(p)

Nous ferons toujours les identifications dont les propositions 1 et 2 assurent
I'existence.

Théoréme 1: (N, py,»*(O0OH, Op), -) est une catégorie d’homomorphismes.
Si H est saturé au-dessus de M, alors (H, py, x*(@Q0OH, Op), .) est une caté-
gorie d’homomorphismes saturée au-dessus de H.

Démonstration: Montrons que les conditions:
D =((G,8,8),9,(G,s,5)) e (x*([@OOH, Dp)), (G- sl,sl)w (COH, Op)
entrainent existence de @, = ((G 81, 81), @, (G-, 81, 8)) € x*(COH, Op).
En effet, puisque (M, p, H,) est une espece de structures, les relations
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(@, ¢, G) e M;u G *xG,pxp,GxG)e My, P(s1) = p(s) et p(s{) = p(s)
assurent qu’il existe

D, =(8;,9,8)ecH, et D= (5,p%xp,8)ecH,.

Ona (K,, @,, D], l)e[jH ot K, = (34, %(@),s]) et K, =, K, - P/
Comme (( G) (p,(p*qo, G)) eOM et Dp(f1,¢1,¢{,K1) e M, ilen
résulte (x(G), 9,9 *¢,x )-Dp(Kl,cpl,@{, K;), dou (51,%(G),s;) =
= K, et @, = (( Gl,sl, 81) @, (G, 8y, 81)) ex*(@OH,Op). On en déduit que

(N, ., 2*(00OH,Op), .) est une catégorie d’homomorphismes. — Supposons
H saturé au-dessus de M. Soient

= (8,9,8)eH, et (G,s,8)ex*(@OH,Op)-
Puisque (6, @, @) e M, il existe (é:, ¢, G)eN, et on a
(é-*é-,qow,a-*a-)emy.
H étant saturé au-dessus de M, il existe @' = (s', ¢ * ¢, 8') ¢ H, et on obtient
(8, %(G"),8) = D+ (s, %(G"),8) (D) LeH.

Par conséquent (G,5,5) ex*(OOH, Op), et (H,.,»*(OH,Op),.) est
une catégorie d’homomorphismes saturée au-dessus de H.

Corollaire: Si H est saturé au-dessus de M, alors (M, py, »*(OOH, Op), .)
est une catégorie d’homomorphismes saturée au-dessus de M.

En effet, p,, = ppy et, puisque (H, py, .,.) et (M,p, H,.) sont saturées,
(M, Dy, x*(COH,0p), .) est une catégorie d’homomorphismes saturée.

Théoréme 2: Si (M, p, H, .) est saturée au-dessus de M (resp. est a produits
finis), N(p) est une sous-catégorie saturée de »*(COH,[Ip).

Démonstration: Soient (G-, s) e N (p)o et

® = ((G",53,8), 9, (G,8,8) «(x*(COH, Op)), -
Ona s X secHy, 3, 9,8)¢H, et (GXG,9Xp,GXEG)ecM,.
Si (M, ., H,.) esta produits finis, il existe s X s et on a
(8X8,pXq@,8X8)eH,.

Si H est saturé au-dessus de M, il existe (S,p X ¢,8 X 8) ¢ H,; montrons
qu’alors S=3x3s dans H. En effet, soient (s, p;,8 X 8), ou 2 =1, 2,
les prOJectxons canoniques de s X s sur s, p; la projection canonique de G x @
sur G. On trouve:

(E,P£,§)=(E:‘}”3)'(3:pi:3 XS)'(S X 8’((]) X (p)_l,E)GH.
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Par ailleurs, si f,.= (8,f;,0)eH, i =1,2, ona:
(8 X 8, [(p—lfl’ 97_1]‘2]’ (7)€ H,
d’Oﬁ (S’ [.flﬁfz]’ 0) = (S’ (P X (P, 8§ X 8)' (8 X 8, [‘P—lfl’ (P—lfz],G)GH.

On en déduit S = s X s. — Enfin les conditions:
§<sXs,(,pxg,8)eH, et (X8, Xg@,8X8) eH,
entrainent 5’ <3 X 3 en vertu de la proposition 3, I. Done (G-, 3,3') ¢ N(p),

et N(p) est une sous-catégorie saturée de »*(COH, (Jp).

Corollaire: St (M, p, H, .) est & produits finis (resp. est saturée au-dessus
de M), (N, })N, N(p), .) est une catégorie d’homomorphismes. St H est saturé
au-dessus de M, (H, py, N(p), .) est une catégorie d’homomorphismes saturée

au-dessus de H et (M, ppy, N(p), .) est une catégorie d’homomorphismes saturée

au-dessus de M.
Ce corollaire résulte des théorémes 1 et 2.

Théoréme 3: Soit (M, p, H, .) une catégorie d’ homomorphismes & produits finis,

saturée au-dessus de M. Alors (M, py, »*(@0OH,O0p),.) et (M,py, N(®),.)
sont des catégories d’homomorphismes & produits finis.

Démonstration: Soient (G, s,, s;) e x*(COH,1p)y, ot ¢=1,2. On a:
G, X GyeNy et K, X Ky, = (8; X 83, #(G3) X %(G;), 81 X 83) e H.
Soit 7 la bijection de (G, X G,) X (Gy X Gy) sur (G X G,) X (Gy X Gy)
définie par w((91, 91), (92> 92)) = ((91, 92)s (91, 92)); soit &' la restriction de
ma psy X 8y) = (Gy xGy) X (G;+G;). Ilexiste (§',',s X s)eH, car
H est saturé au-dessus de M; on a: p(8') = (G; X G;) * (G, X G;) et

(81 X 83, %(G; X G;), 8') = (K; X Kj) - (8, 7', 8 X 8) eH,

done (G4 X G;, 8; X 85, 8') ex*(0OH, Op)e . — Supposons de plus (G, s,)
e N(p),. D’aprés la proposition 3, IT [2], ona s, X s5 < (85 X 81) X (83 X 82);
en vertu de la proposition 4, II, [2]

((s1 X 83) X (81 X 83), 7, (81 X 81) X (83 X 85)) e H,,,
d’ou 8 < (s; X 8p) X (8, X 83), d’aprés la proposition 3, I. Done (G, X G;,
8; X 8) ¢ /V(p)o. — Démontrons que (M, .,»*(C0OH, Op), .) est une caté-
gorie & produits finis, dans laquelle (G; X G;, s; X 85, 8') = (G4, 81, 8;) X
X (G;, 83, 83) . Soit p; (resp. p;) la projection canonique de @; X G, sur G,
(resp. de p(s] X s}) sur p(s;)); les relations: (G;, p;, G; X @) e N, (s;, p;,
81 X 8) e H et

(81, P * Pir 8') = (85, Dis 81 X 83). (81 X 8,7, 8') e H
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entrainent ((G;, s;, 8;), P, (G; X G3, 81 X 85, 8)) ex* (0OH, Op). — Enfin

solient — y —
D, = ((G;" 85 83), @iy (G4 8, 3,)) e x*(OOH, Op);

comme (M, .,H,.)et (M,.,N,.) sont & produits finis, on a:
(Gh X Gy, [91, @21, G°) € N; (31 X 83, [91, @21, 8) € H; ¥ = (8 X 85, [p1 % 91,
P2 * @2], 8') e H, ou [py, @:] (f) = (p1(f), @2(f)) . On trouve:
(Sl’ [(pl’ %] * [991’ (Pz]a 5’) = (Sls 7, 8{ X 8;) YeH,
et par suite [@;, D,] = (G} X Gy, 8, X 85, ), [¢1, Pa], (G-, 5.5')) ex* (oM, O p) .
Théoréme 4: Soit (G-, s, s') ex* (OO H, [Ip)o (Tesp. € N(p)o); 81 G, est une
sous-classe multiplicative de G- et si s, et s, sont des p-sous-structures de s et s’

resp. telles que p(s;) = G, et p(s;) = G;+ Gy, alors (G;, s;, ) est une
sous-structure de (G, s, s') dans (M, ., x*(@QOH, Op), .) (resp. dans

(M, -aN(Z’)» )) .

Démonstration: D’aprés la proposition 11, I, G; est une py-sous-struc-
ture de G-. D’aprés la proposition 2, I, les conditions: s,<s, g <s' et
%(G") (G, * G;) € G, entrainent: b b

o (52, #(G), 8) < 5, #(6), 8)
(G, 81, 8) ex*(COH, Op)e et (G-, s,8),t, (G}, 81, 81) €« x*(COH, Op).
Soit @ = ((&, s, s'), ¢, (@,3,5)) e x*(COH, Op) tel que 9(@) c G,; on
a alors (¢ x ¢) (G x G*) c G xG;; des relations:
G, <G, s,<s et s < 8

N » »

on déduit: (G, ¢, G)eN; (8, 9,8 eH eb (s, px@,s)eH, donc
(G, 81, 8), ¢, (G, 38,8)) ex*(COH, Op) et (G, sy, )< (G,s,8).
Si on suppose de plus (G-, s) € N (p)o, On a: ™
8 <8 <sXs

et, puisque p(s;) C p(s; X 8;), le théoréme 1, I, montre que s <s; X s,

done (@, sy, 8)) € N(p), -

Remarque: Les conditions (G-, s) e N(p)y, G1 < G, s, <8 et p(s;) = G,
n’entrainent pas toujours 'existence de s, < s’ tel que (G, s,, s;) soit une
classe multiplicative fortement p-structurée, méme si (M, p, H, .) est résol-
vante a droite.
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Théoréme 5: Soient (G, s, s') e x*(COH, [1p)e et o une relation d’équi-
valence compatible sur G- telle que I'on ait:

5: (8/9’ 5: s)e H(M?, p) et p*xp = (5155* E’ ') e H*(M*, p),
o o désigne la surjection canonique de G sur Glo. Alors (G-, slo, 8') est une

structure quotient de (G-, s, s') dans (M, ., 2z* (@O H, Op), .).

Démonstration: D’aprés la proposition 12, I, G admet une classe multi-
plicative quotient G/p et on a:

(x(G/e), e, 0 * 2, x(G)) « OM;

la proposition 2, I, entraine (s/o, #(G*/p), s') -2« (s, #(G"), §'),
Lot Ty — (Gfo, slo, 5)  x* (@O H, C1p)y et

(PQ: 5’ (G’ $, Sl)) . ”*(DDH, Dp) s

Soit @ — ((é-, $,3"),9 0,(G,s,8)) ex*(@OH,Jp); alorsona ¢pxg'p =
= (¢'*¢') (0 * @) et les relations:

Glo NG, slo2is et & Pcs
entrainent:

(G, ¢, (Glo)eN; (3,9 ,slo)eH et (3,9 ¢ ,8)eH,
@ = ((@,3,3"),¢, ) ex*(@OH, dp) et
&= -(I,,o0,(G,s,s)).

Ceci démontre le théoréme 5.

done

Remarque: Si dans le théoréme 5 on suppose de plus (G-, 8) € N (p)e, il
n’en résulte pas que (G*[o, slo, s') € N(p)y, comme il peut étre montré par
des exemples de classes multiplicatives structurées dans T.

Théoréme 6: Supposons (M, p, H, .) saturée au-dessus de M, & produits
finis et résolvante & droite. Soient

= (G, 8, ), pe, (i, 8, 81)) € x*([@OH, O p) (resp. « N(p))

oir ¢ =1,2. Soit (G, X Gy, 8, X 83,8') = (G}, 81, 81) X (G;, 83, 8;) (théo-
réme 3). Il existe o<s; X 8y et o' <8 tels que (4 (G;, 11), 0, 0') soit
une sous-structure de (G; X G, s; X 85, 8') dans (M, Pm»> 2 X (O0OH, C1p), *)
(resp. dans (M, ., N(p), .)), us(Gy, 1,) désignant la classe multiplicative
induite de G, par ((G", s, @3), (G, puq, Gy)).

Démonstration: Puisque (M, p, H,.) est résolvante & droite, le couple
((8, 11,81 X 82), (8, 2P2, 81 X 85)) admet un p-noyau o tel que p(o) =
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= w3 (G4, 1), ol p, désigne la projection canonique de @, X G, sur G,.
D’apres le théoréme 3, il existe S’ tel que:
(Gi X G5,81 X 85,8 ex*(@OH,Op)o (resp. € N(p)o) et (8',a',8 X 8;)eH,,
ot ' ((g1, 91), (9 92)) = (g1, 92)> (91, 92)) . Le couple

((s X 8, (1 * 1) pra't, 8'), (s X 8, (g * po) P2, 8) ,
ol p, est la projection canonique de p(s; X s;) sur p(s]), admet un p-noyau
o' < 8 tel que p(d') = (us(G;, #1)) * (43 (G, #y)) . Il résulte donc du
théoréme 4 que 'on a:

(45 (G, 1), 0, 0') € x*(@OH, Op)y (resp. ¢ N(p)o) -

2. Graphes structurés

Soit (M, pg, G, .) la catégorie d’homomorphismes considérée au ne 3, I.
Rappelons qu’une unité de G est un graphe (G, f¢, x¢), unité que nous
noterons aussi (G, f, «), ou simplement [G]. Soit (M, p, H) un foncteur.

Définition 3: On appellera graphe p-structuré un triplet ([G], B, A) vérifiant
les conditions survantes:

1) [G]¢ Gy, BeH, A eH, p(B) = ([Glo, Ba, @), p(4) = (G, xc, B

2) B(4) = B(B) = sg€ Hy, x(A) = x(B) = s € Hy;

3) 8, est une sous-structure de s relativement a (M?, p) (voir ne 3, I).

Nous désignerons par G(p), la classe des graphes p-structurés.

Définition 4: On appellera morphisme entre graphes p-structurés un triplet
D = (([é'—], B, Z), D, ([G], B, 4)) vérifiant les conditions sutvantes:

1) (161, B, 4) < G(p)o et (G, B, 4) <G

2) Pu(®) = B < H et s(®) = (€], p(®), [¢]) <G

3) Ona: (B, Dy, D, B)eIH et (4,D,, P, A)e[OH, ou d5o<p D .

Proposition 3: La classe G(p) des morphismes entre graphes p-structurés
est une catégorie; (G, pg, G(p)) et (H, py, G(p)) sont des foncteurs.

Nous supposons désormais que (M, p, H, .) est une catégorie d’homo-
morphismes.

Proposition 4: G(p), s’identifie a la classe des couples ([G], s) vérifiant les

conditions sutvantes:
1) [GleGy, s Hy et p(s) =G.
2) Il existe s, < s tel que p(sy) = [@], € on a:
4

(So>xg,8) e H et (8¢, Ba,8)eH.
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Démonstration: Si ([@], s) vérifie les conditions 1 et 2, alors

([G]> (805 B5 8)5 (S0, &, 8)) € G(p)o -
Inversement soit ([G], B, 4) e G(p)g, 8o = f(4) et s =ux(A); le couple
([G1], 8) vérifie les conditions 1 et 2 et on a:

A = (8y, xg,8) et B = (3, fe,3);
comme la p-sous-structure s, de s est entiérement déterminée par la donnée
de s et de [(], d’apres la proposition 6, I, application ([G], B, 4) — ([G], s)
est une bijection.

Proposition 5: G(p) s’identifie a la sous-catégorie pleine de p*(G, pg) ad-
mettant G(p), pour classe d’objets.

Démonstration: Soit & = ([, @, [G]), (5, @, 8)) e p*(G, pg) tel que
([@], 8) et ([@], s) vérifient les conditions 1 et 2 de la proposition 4. D’aprés
la proposition 2, I, il existe @, = (8, Pg,S80) € H, ot §,< 8, §,< 8, P(8o) =
= [(], et p(sy) = [@],- Il en résulte, en posant @ = (s, ¢, $),

((505 X 5): Qjo, Qa (80; xX@, 3)) eOH >
((EO’ ﬂ@a E): ¢0a D, (SOa :BG: 8)) eH .
Donce @ s’identifie a (([(5], s), @, ([(], 8)) € G(p). — Inversement si

(([G1, B, 4), @, ([G], B, 4)) < G(p), ona (([G], p(D), [(]), P) « p*(G, p¢).

Nous identifierons désormais G(p) & la sous-catégorie pleine de p*(G, pg)
lui correspondant d’apres la proposition 5. Ainsi un graphe p-structuré sera
représenté par le couple ([(7], s); nous désignerons par s, la p-sous-structure

de s telle que p(sy) = [@],- Un morphisme @ entre graphes p-structurés sera
écrit sous la forme:

(([G1, 3), @, ([G1, 9)), o ([G],9,[G]) <G et (3, ¢p,8) e H.

Proposition 6: Soient [Gl e G,, s Hy et p(s) = G. Pour que ([G], s) soit
un graphe p-structuré, il faut et il suffit que Pune des conditions équivalentes
sutvantes soil vérifiée:

1) 11 existe 8y < s tel que p(s,) = [Gly; on a:

(8,x,8)eH e (s,B,8) eH.
1') Il existe sye H, tel que (s,t, 8q) e H, (89, x,8) e H et (39, ,8) e H.

Démonstration: Si ([G], 8) e G(p),, les conditions 1 et 1’ sont évidemment
vérifies. — Supposons la condition 1 vérifiée; des relations:

(s,x,8) e H et «(@) < [G]l,, on déduit (8,4, x, 8) e H

18 CMH vol. 38
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puisque 8,< s; de méme (8y, 8,8) e H, et ([G], s) e G(p)y. ~ Supposons
la condition 1’ vérifiée. Comme s, = (s, &, 8) - (s, ¢, 8;), il résulte de la
proposition 6, I que s,< s, d’ou ([(], s) e G(p),-

Théoréme 7: Si H est saturé au-dessus de M, G(p) est une sous-catégorie
saturée de p* (G, pg)-

Démonstration: Soient ([G], s) e G(p), et

® = (([61, ¢, [6D), G, 9, 9)) « (*(G, D)), -

Montrons que ([5] ,8) est un graphe p-structuré. En effet, puisque H est
saturé au-dessus de M, il existe (s, p,, So) € H,, ou @¢=g@; comme (8, 9,8) € H,,
on a 8,< s d’aprés la proposition 3, I; il en résulte:
(S0> G5 8) = (Sos Pos So) * (S0, %6, 8)* (8, @, 8) L e H
de méme (3,, Bz, 8) € H, done ([G], $) € G(p),-
Corollaire: Si H est saturé au-dessusde M, (G, pg,G(P),.), (H, py,G(p), .)
et (M, ppy, G(p),.) sont des catégories d’homomorphismes; de plus G(p) est

saturé au-dessus de G et de H.
Ce corollaire résulte du théoréme 7 et de la proposition 31, I.

Proposition 7: Si (M, p, H, .) est saturée au-dessus de M et a produits
finis, (M, ., G(p), .) est une catégorie d’homomorphismes & produits finis.

Démonstration: Soient ([G,], s;) e G(p)y, Ot =1, 2. On a:
[Gl] X [@s] = [G1 X G5] € Gy, ou ocalx G, = ocal X (X(;z, ﬁalx G2=ﬂG1 X ﬂGz’
(81 X 85, ¢ X ¢, (S1)0 X (82)0) € H,
((81)0 X (82)0s XG x G, $1 X s3) e H et ((s1)o X (S2)os ﬂGlezs 81 X 83) € H
et, d’apreés la proposition 6, ([G, X G,], 8; X 8,) e G(p)s. On en déduit que
G (p) est & produits finis, avec
([G1 X Gy], 81 X 83) = ([G4], 81) X ([Ge], s2) -

Définition 6: Une ppy-sous-structure (resp. une ppy-structure quotient)
(@], 3) de ([G], s) e G(p)o sera appelée sous-graphe (resp. graphe quotient)
p-structuré de ([F], s).

Puisque [é] est un graphe, il résulte du théoréme 2, I, que ([é] , 8) est aussi
une pg-sous-structure (resp. une pg-structure quotient) de ([G], s).

Proposition 8: Soient ([G], 8) e G(P)y, [G] un sous-graphe de [G] et 8 < 8

tel que p(8) = G. Sl existe 8o < 8 tel que p(so) = [G]o, ([G] 3) est un sous
graphe p-structuré de ([G], s).
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Démonstration: Comme s,< s,8,< s et p(8,) < P(Sy), ona §,< 8,, d’aprés
le théoréme 1, I. oy étant une restriction de «q, les conditions: ag(@) < [G(],,

(89, %@, 8) e H, 8,< 8o et 8 < s entrainent (s,, ag, 8) ¢ H;

de méme (3o, fg,8) ¢ H, et par suite ([(],5) e G(p),. Puisque ([G],5) est
une sous-structure de ([(], s) dans (M, ., p*(G, pg), .) d’apreés la proposition
5, I, ([é], 8) est aussi une sous-structure de ([@], s) dans la sous-catégorie
pleine G(p) de p*(G, pg).

Proposition 9: Soient ([(], s) e G(p), et o une relation d’égquivalence sur @,
compatible avec xg et fa, telle qu’il existe une p-structure quotient sjo. S’il existe
85 < 8fo avec p(s,) = [Glo]e, alors ([Glo], 8lo) est un graphe quotient p-struc-
turé de ([(], s).

Démonstration: Soit ¢ I’application: f — f mod p, ol f € G. Les conditions:
sle -2<s, (o, 0xe, 8) = (slo, @, 8) - (8, 06, 8) e H et ag, @ = oo
entrainent (8/g, xg/, 8/0) € H en vertu de la proposition 2, I; de méme
(8o, Bajos 8e) e H et on a ([G/o], sle) € G(p)o, d’aprés la proposition 6. — Comme
([GJe], s/o) est une structure quotient de ([G], s) dans (M, ., p*(G, pg), -)

d’aprés la proposition 5, I, et que G(p) est une sous-catégorie pleine de
p*(G, pg), on a aussi ([Ge], s/0) —< ([G], s) dans (M, .,G(p), .).

Proposition 10: Supposons (M, p, H, .) résolvante a droite. Pour qu’un
couple ([@], 8) soit un graphe p-structuré, il faut et il suffit que les conditions
susvantes sotent vérifiées:

1) [(]eGy, seHy et p(s) =G.

2) On a: (8,x,8)eH et (s,B,8)eH.

En effet, les conditions sont évidemment nécessaires. Si elles sont vérifiées,
le couple (s, (s, «x, 8)) admet un p-noyau s, < s tel que p(s,) = [(], et on a
([G], 8) e G(p), en vertu de la proposition 6.

Corollaire 1: S: (M, p, H, .) est résolvante a droite, G (p) est une sous-catégorie

saturée de p*(G,pg); (G, ps,G(p),.), (H,py,G(p),) et (M,ppy,G(p), )
sont des catégories d’homomorphismes.

Démonstration: Les conditions: ([G], 8) e G(p), et

@ = (([G1, 9, [6)), G, 9, 8)) « P*(G, Pg),
entrainent:
(8,05,8) = (8,9,8) (8, x6,8) (s, 9,8 LeH et (s, 8)eH,
d’ol ([5], 8) e G(p), en vertu de la proposition 10. Par suite G (p) est saturée
dans p*(G, pg) et le corollaire résulte de la proposition 31, I.
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Corollaire 2: Si (M, p, H, .) est résolvante a droite et & produits finis
(M, .,G(p), .) esta produits finis.
En eﬁ'et si ([Gy], 8;) eG(P)g, t=1,2, ona:

(81 X 82, xe x G, 8, X 8)eH et (s; X 85, ,801 x @y S1 X 8,) e H,
d’out ([G4 X G.], 8; X 83) = ([G4], 81) X ([G:], 82) dans G(p).

Théoréme 8: Supposons (M, p, H, .) résolvante & droite; soit ([G],s) e G(p),-
St [G] < [@], s < s et p(s) =G, alors ([G] 8) est un sous-graphe p-structuré

de ([G] s) Si o est une relation d’équivalence sur G compatible avec xg et B¢
et sv 8 admet une p-structure quotient slp paro, ([G/lel, slo) estun graphe quotient
p-structuré de ([(], s).

Démonstration: Les conditions: (s, ag, 8) e H et ag(é) — G entrainent:
(3, o5, 8) € H; de méme (3, Bg, 5) e H, done ([G],s) € G(p), d’apres la pro-
position 10. — Une démonstration analogue & celle de la proposition 9 prouve:
(s/o, *gles Sle) € H et (s/o, Baje, 80) e H, donc ([G/e], s/e) € G(p)o. Le théo-
réme résulte des propositions 5, I, et 5.

Corollaire: S: (M, p, H, .) est résolvante & droite, (M, ppy, G(p), .) est
résolvante a droite. _

En effet, soient &, = (([@], $), ¢;, ([G], 8)) eG(p), ou ¢ = 1, 2. Soit [G']
le graphe Ppg-noyau du couple (([G], ¢1,[G]); ([(], @2, [G]) et s’ le p-noyau
du couple ((s, P15 ¢ 8), (s @3, 8)). Il résulte du théoréme 8 que ([G'], s') est

le ppy-noyau de ((Dl, 2)-

Nous supposons désormais (M, p, H, .) & produits finis. Soit H' une sous-
catégorie de H contenant H, et soit p la restriction de p & H'.

Définition 6: On dira que ([G], s) est un graphe (p, H')-structuré (resp.
(p, (H', H'))-structuré) si les conditions suivantes sont vérifiées:

1) ([G], 8) € G(P)o-

2) On'a (so X 8o, [B,61,8) ¢ H', o [B,01(f) = (B(), x(f), fe@ (resp.
on a (89, ,8) e H et (9, ,8) eH’).

Proposition 11: Soient [(G]eG,, s8¢ H, et p(s) = G. Pour que ([G], s)
soit un graphe (p, H')- (resp. (p, (H', H'))-)structuré, il faut et il suffit que Pune
des conditions équivalentes suivantes soit vérifiée:

1) Il existe 80§ 8 tel que P(sy) = [Gle; om a (8¢ X 8¢, [B,x],8) € H
(resp.on a (8¢, x,8) e H' et (84, ,8) e H').

1) Il existe sq € Hy tel que p(8y) = [@]y et (8, ¢, 8,) e H; on a
(80 X 89, [B,x], 8) e H (resp. on a (s8¢, x,8) e H' et (sq, f,8) € H').
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Démonstration: Les conditions sont évidlemment nécessaires. La condition
(80 X 8¢, [B, ], 8) e H' entraine (s,, x, ) = (8o, P1[f,*],8) e H, ou p, dé-
signe la projection canonique de p(sy X 8,) sur p(s,); de méme (s,, B,8) € H.
Il résulte donc de la condition 1 ou 1’ et de la proposition 6 que ([G], s) € G (p),,
ce qui démontre la proposition 11.

Nous désignerons par G(p, H') (resp. G (p, (H’, H'))) la sous-catégorie pleine
de G (p) admettant pour unitésles graphes (p, H') (resp. (p, (H’, H')))-structurés.
Si la sous-catégorie H' de H vérifie la condition [2]:
(6) s < &' dans (M,p,H,.) entraine s < s’ dans (M,p', H',.),
la catégorie G(p, (H', H')) est identique & la catégorie G(p’).

Proposition 12: St (M, p, H, .) est résolvante & droite (resp. saturée au-dessus
de M) et si H' est stable par produits dans H (déf. 2, 11, [2]), et vérifie (o), alors
G (p’) est une sous-catégorie pleine de G(p, H').

En effet, soit ([G], s) e G(p, (H', H')),; d’aprés le théoreme 6, I, il existe
(s5, [¢5 ], 8) € H,, et par suite:

(So X 89, [B,],8) = (8¢ X Sgs f X x,8 X 8) (8 X 8,t,85) (85, [¢t,¢],8) € H',

d’ot )

o (61, 8) G (p, H')g -

Proposition 13: Supposons que H' vérifie la condition (o); soient [G]e G,
seHy et p(s)=@QG; on a ([(],s)eG(p, H'), st, et seulement si:

1") Il existe sy<s tel que p(sy) =[Gy et ona (s X s, [B,x],8) e H'.

)

Si (M, p, H, .) est résolvante a droite, la condition 1" est équivalente d:

1y Ona (s X8, [B,x],s)eH'.

En effet, les conditions sont évidemment nécessaires. Si 1” est vérifié, on a:
8o X 8g<8 X s et [B,x] (G) C p(sy X &), d’ou

»
(S0 X 80, [B, 0], 8) e H' et ([G],8) e G(p, H')o.

La condition 1" entraine (s,x,s)e H et (s,f,s) e H, donc ([(], s) e G(p),
d’apreés la proposition 10; par suite 1” est vérifié.

Théoréme 9: St H est saturé au-dessus de M (resp. st (M, p, H, .) est résol-
vante & droite), G(p, H') et G(p, (H', H')) sont des sous-catégories saturées de
G(p); (M, ppy,G(p, H'),.) et (M,ppy,G(p,(H,H')),.) sont des caté-
gories d’homomorphismes; st de plus H' est stable par produits dans H, ces caté-
gories d’homomorphismes sont a produits finis.

Démonstration: Les conditions ([G], 8) e G(p, H'), et

@ = (([61,3), 9, (61, 9) < (G(p)),
entr&inent: ¢0 == (Eo, (po, 30) € H},, @0 X @o - (Eo X 80, (po X 990: 80 X 3°)€Hy
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et (89 X So, [Bg, xgls 8) = (Do X Do) * (89 X 8o, [a,xc], 8) " (8, ¢, ) e H,
donc G (p, H') est saturé dans G(p). — Les conditions ([(], 8) e G(p, (H', H')),

et @ e (G(p)), entrainent:
(50’ XG> 5) = (go’ Po> So) * (S0, %6, 8) (5, @,8) e H

et (3¢,P5,3) € H', donr ([@],3) eG(p,(H',H)), et G(p,(H', H')) est satu-
rée dans G(p). Les deux derniéres affirmations du théoréme résultent d’une
part du théoréme 7, d’autre part des propositions 7 et 10, corollaire 2.

Proposition 14: Soient ([G],s) € G(p, H')y (resp. € G(p, (H', H'))o) » s<s
[G]( [G] et p(s) = G. Sion a (s,0,8) ¢ H et sl ewiste 8o H, tel que

8¢ X 80< 8o X 8¢ (resp. que s,,< So) € p(3o) = [G],, alors ([G],3) est une sous-

structurede ([@], 8) dans (M, . ,G(p, H'),.) (resp.dans (M, .,G(p,(H',H")),.)).
Démonstration: La condition s, X so< 8¢ X 8, entrainant (s, X 8y,¢, 8¢ X 8,) e H,

on trouve:

(s, ‘:50) = (8,¢,80) " (S0>P1,80 X 8¢) " (8¢ X So, ‘950 X 50) ’ (Eo X 50! ¢, ¢],§o) €eH,

ou p, désigne la projection canonique de [G], X [G], sur [G],. On en déduit
(8,t,80) € H, puisque s< s et p(s,) < p(s). Par ailleurs, les relations:

8o X 80<30 X 89, [ﬂa:“a] (G) = [G]o X [G]o et (8o X 89, [Be,xe],8)  (s,¢,8) e H'

entrament
(80 X 80, [ﬂa, 065], 8) € H, Py

donce ([a], 8) e G(p, H'), en vertu de la proposition 11.
~8i ([@],8) € G (p, (H', H'),), de la condition s,< s,, il résulte:
pl

(8,¢,80) = (8, t, 8) * (89, t, Sg) € H
et par suite (s, ¢, 8g) e H, car s <s. De plus on a:
»
(80> %G, 8) " (8,1, 8) e H', d’ou (s, ag, 8) < (89, xc, 8);
p'
de méme (3,, Bg,3) ¢ H'. Par conséquent ([G],3) e G(p, (H', H')),. — La pro-
position 14 est alors conséquence des propositions 5, I et 5.
Corollaire 1: Soient ([G], 8) € G(p, H'),, [G] < [G], s <s et p(s) =

St H' vérifie la condition (o) et 8’il existe s, < 8 tel que p(so) =[Gy, alors
([G1, 3) est une sous-structure de ([G], s) dans (M, .,G(p,H'), ).



Structures quotient 265

En effet, les conditions s, < s, 8, < 8 et p(s,) € p(s,) entrainent s,< s,
d’apres le théoréme 1, I, et p;r suite pfs'o X 85X 8, X 8y en vertu de la prgpo-
sition 3, II, [2]. En utilisant la condition (o), gn en déduit s, X 89X 8¢ X 8g;
de plus s < s entraine s < s, d’ou (s,t¢,8) e H'. Ainsi les condit?ions de la

proposmon 14 sont Verlﬁees et le corollaire 1 en résulte.

Corollaire 2: St H' vérifie la condition (o) et st (M, p, H, .) est resolvante
& droite, les conditions ([@], s) € G(p, H'),, [G1<[6], s <8 et p(s) =

entrainent ([@], 8)eG(p, H')y. De plus (M, ., G(p, H'), ) est résolvante
a droite.
Ceci résulte du théoréme 8, et du corollaire 1.

Proposition 15: Soient ([(], s) e G(p, H')y, o une relation d’équivalence sur
G compatible avec og et Bg et slo 2 <s tel que p(s/o) = Glo. Si H' est stable
par produits et vérifie la condition (o) et s’il existe sye Hy tel que 84 < sfo et

P

p(8o) = [Golo, alors ([G[o], slo) est une structure quotient de ([G], s) dans
(M3 -, G(p, Hl) ~ p/ * (G, pG)’ )

Démonstration: En vertu de (¢),ona s,< s/o. Soit g la surjection canonique
pl

de G'sur GJp. Comme (s/p X /o, 0 X 0,8 X 8)eH et (s X s,[Ba,xc],8)eH’, ona

(s/o X sjo, (@ X 2)[Ba,xc],s) e H' et les relations s/p 2« s et [5019’“0/915 ==
= (¢ X o) [Be,xc] entrainent:

(8/9 X 8/@’ [ﬂ(}/w ‘XGIQ]’ S/Q) € Hl ’ d’ou ([G/QL 8/9) € G(p: H’)O ’

en tenant compte de la proposition 13. — De plus ([G/g], /o) est une
structure quotient de ([G], s) dans p'*(G, pg) d’aprés la proposition 5, I;
comme G(p, H') est une sous-catégorie pleine de p*(G, pg), la sous-catégorie
G(p, H') ~ p'*(G, pg) est pleine dans p'*(G, pg) et ([G[o], s/e) est aussi
une structure quotient de ([G'],s) dans (M, ., G(p, H') ~ p'*(G, pg), .) -

Corollaire: Supposons que H' vérifie la condition (o) et soit stable par produits
et que (M, p, H, .) soit résolvante a droite. Soient ([(], s) e G(p, H')y et o une
relation d équivalence sur G compatible avec ng et Bg et telle que s admette une
p'-structure quotient par o. Alors on a ([G[o], s/e) e G(p, H')o -

En effet, la démonstration précédente montre que l'on a:

(8/9 X 8/9’ [ﬁG/Q’ ﬂGIQ]’ 8/9) € HI’

et le corollaire résulte de la proposition 10.



266 CHARLES EHRESMANN
3. Graphes multiplicatifs structurés

Soit (M, py, N, .) la catégorie d’homomorphismes construite au n° 3, I,
olt py est la restriction de py & la sous-catégorie N’ de N. Soit G « Nj; G- est
donc un graphe multiplicatif, dont le graphe sous-jacent sera désigné par
[G']. Soient G, et G; les classes des couples (f, x(f)) et (8(f),f) resp., ou
| € G; solent y, et yg les bijections canoniques:

[eso: f=(fx(f)) et [B,d:f—(B(F), )

de G sur G, et sur G respectivement.

Soit (M, p, H) un foncteur. Nous reprenons les notations des n® 1 et 2;
en particulier pg et p, désignent les foncteurs canoniques de la catégorie G (p)
vers G et H resp.; py est le foncteur canonique de »*(COH, (1p) vers N et

2y e foncteur de »*(COH, O p) vers H défini par: (G-, K), ®, D', (G*,K)) > D.

Définition 7: On appellera graphe multiplicatif p-structuré (resp. fortement
p-structuré) un quadruplet (-, K, B, A) vérifiant les conditions:

1) G« No; (G, K) ex*(@OH, Op)o (resp. € N(p)o), ([G1, B, 4) ¢ G(p)o-

2) On a: x(4) = (K) = s € H,.

8) Il existe I'yeH, et une p-injection j, telle que K -j, = I';! et p(I,) = y,;
1l existe I'g e H,, tel que o(I'g) = s et p(Ig) = yg.

Ces conditions entrainent que jg=j,* I, " I's' est une p-injection telle
que K-jg=1TIg. _

Soit N'(p), (resp. N'(p),) la classe des graphes multiplicatifs p-structurés
(resp. fortement p-structurés).

Les conditions 1 et 2 de la définition 7 signifient que (G", K, B, 4) s’identifie
4 une unité ((G-, K), ([G-], B, 4)) de py(»*(0OH, Op), py) (resp. de

D3 (N (), Py)) telle que G- ¢ N;.

Définition 8: Un morphisme de la sous-catégorie pleine N'(p) (resp. N'(p))
de pn(x*(COH,0Op), py) ayant N'(p), (resp. N'(p)o) pour classe d’objets sera
appelé morphisme entre graphes multiplicatifs p-structurés (resp. fortement
p-structurés).

Nous supposerons désormais que (M, p, H, .) est une catégorie d’homo-
morphismes.

Un graphe multiplicatif p-structuré s’identifie alors & un triplet (G-, s, 8')
vérifiant les conditions suivantes:

1) G« N5 (G, 8,8") e x*(OOH, OP)o, ([F], 8) € G(P)o.

2) 11 existe s, < &' tel que p(s,) = G et (S, Vu» ) € H,.

3) Il existe sge H, tel que (s, yg, s) € H,,.



Structures quotient 267

La condition 2 entraine que (G-, s, s') est entiérement déterminé par la donnée
du couple (G*, s’), en vertu de la proposition 6, I; si de plus (G, s, s') est
fortement p-structuré, la donnée du couple (G-, s) détermine aussi (G-, s, 8').
Par suite nous représenterons indifféremment un graphe multiplicatif p-struc-
turé sous la forme (G-, s, s’) ou (G-, §’); §'il est fortement p-structuré, on
peut aussi le représenter par (G-, s).

Proposition 16: Un morphisme entre graphes multiplicatifs p-structurés
s’identifie & un triplet - ((CF', s'), @, (G, 8')) vérifiant les conditions sui-
vantes: (G, ') e N'(p)o; (G-, 5) e N'(D)o; (@, @, Q) eM; (G, ¢, G)eN et
(8, p*x@,8)eH. Un morphisme entre graphes multiplicatifs fortement p-
structurés s’ivdentifie a un triplet

A

@ = ((G.5), 9, (G, 9) telque (&, 5)eN'(p)o, (G-, 5) ¢ N'(p)o,
G, o, Q) eM, (G,p0,F)eN e (5,9,8) ¢H.

En effet, les conditions s,< ¢',5:< 5, (8, p*p,s)eH et (pxg)(Q,) c G
entrainent, en vertu de la proposition 2, I: (sz, (p*¢)¢,8,) e H, et par suite:
(5, 9, 8) = (52, 73, 971 (52, (9%@) ¢, &) * (S Yas 8) € H,

dott De N (p). La fin de la proposition résulte de la proposition 2.

Proposition 17: Soit (G-, s, s') un triplet vérifiant les conditions:
1) G e Nj; (G-, 8,8) ex*(OOH, Op)y e ([G°], ) e G(P)y;

St H est saturé au-dessus de M, (G-, s, ') e N' (p), est équivalent a:
2) (8", vy, 8) e H.

Démonstration: Si (G-, s, s') e N'(p)y, on a:

(8”5 Yaus 8) = (8" 15 8) " (825 ¥, 8) € H.
Supposons la condition 2 vérifiée. Il existe s, ¢ H, et sge H, tels que
(Sxs Yus 8) € H, €t (sg, g, 8) € H,; on obtient:
(85 t5 &) = (8'5 Vus 8) * (80> Vo 8) € H
(82> Yo %#(G")5 8') = (835 Vas 8) - (8, %(G"), 8') e H .

Comme (s, y, #(G"), 8') - (¢', ¢, 8,) = 8,, il résulte de la proposition
duale de la proposition 6, I, que s, est une p-sous-structure de s'; par suite
(G-, s’)ﬁ e N'(p)o-

Si @ = ((G-, §'), ¢, (G, §')) e N'(p), nous poserons:

(@) = (3, 9,8) e H et py(P) = (G, 9, &) eN'.

et
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Théoréme 10: Si H est saturé au-dessus de M (resp.si (M, p, H, .) est résolvante a
droite), N’ (p) est une sous-catégorie saturée de la catégorie py(»* (COH, [1p), Py) -

Si H est saturé au-dessus de M, N' (p) est une sous-catégorie saturée de N'(p).

X Démo_r_lstration: Soit (G-, s, s')_e N'(p), et:
O = (((G',E:g')’% (G':s’sl))> (([G],g)ﬂp [G] )) E.’pH(%* OoH, Dp) pH)y’

comme N’ est saturé au-dessus de M, on a G- N, et [G] [G] De
plus (8", Vag> ) = (", 9 *9,8) (8,75, 8) - (5, 9,8 e H, ce qui entraine
(G 8,8 )eN’(p)0 en vertu de laproposmon 17. — Si on suppose (G-, s)eN’(p)o,

on trouve (G-,s,s')e N’ (p)o, car N( p) est une sous-catégorie saturée de
»*(OOH, Op) d’apres le théoréme 2.

Corollaire: Si H est saturé au- dessusde M, (H, pys N' (p), ), (N', Bus N' (), ),

(M, oy Pues N'(D), ), (H, s N' (D), ), (N',.,N'(p),.) et (M, ., N'(p),.)
sont des catégories d’homomorphzsmes saturées.
Ce corollaire résulte de la proposition 31, I.

Théoréme 11: S: (M, p, H,.) est résolvante a droite, N’ (p) est identique a

la sous-catégorie pleine et saturée de E‘,(IV (p), Py) ayant pour unités les couples
(G, 5,8, (61, 8), o G- Np.

Démonstration: Montrons que les conditions G ¢ N, (G-, s, §') € N (p)o et
([G"], 8) e G(p), entrainent (G-, s') e N'(p)y. On a:
(8, Pa, 8 X 8)eH et (s,x,8) (s, P1,8X8)eH,

ou p; désigne la ¢¢ projection canonique de ¢ X @G sur G. Puisque (M, p, H,.)
est résolvante a droite, le couple ((s, ps,s X 8), (S, p;, 8 X 8)) admet un
p-noyau s, tel que p(s,) = G,,. Les relations:

§<sXs et G cGx@G

entrainent s, < ¢’, d’aprés le théoréme 1, I. Comme s X 8 est un produit
dans H, on a:
(8 X 8, Yur8) =1(8 X8, [t,x],8) eH,

et par suite (s, ¥,, S) € H, puisque s, < 8 X 8. Par ailleurs, on a:
(8, v, 8,) = (s, #(G+), 8) - (s',¢,8)eH.

On en déduit (s,, ¥4, $) € H,. On montre de méme que 'on a (sg, ¥, 8) € H,,
d’ou (G,s)e N’ (p),. Lethéoreme résulte alors du fait que N’ est saturé dans N.
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Corollaire: S: (M, p, H, .) est résolvante a droite et a produits fints,
(N, i)N,, N'(p), .) est une catégorie d’homomorphismes.

Démonstration: Soient (G-, s) ¢ N’ (P)os (G-, 87) € /\7’(p)0 et
@ = ((éa 8, "), ¢, (G, s, s')) e (N,(p))y ‘
Puisque (M, p, H,) est une espéce de structures, il existe (s,, ¢, s,)eH,
et il résulte des corollaires du théoréme 2 et de la proposition 10 que 'on a

(C—%", 8) € IV(p)o et ([é'], 8;) e G(p)y; donec (@' , 81) ¢ N'(p), en vertu du
théoréme 11.

Cas particulier: La définition donnée dans [2] d’une catégorie H-structurée
(C-, 8) est équivalente a: C* est une catégorie et on a (C-,s) e E;(N(p), 21)o-
Il résulte du théoreme 11 que, si (M, p, H, .) est résolvante & droite, cette
définition est équivalente a: C* est une catégorie et on a (C-, $) € N’ (P)o-

Remarques: 1. En général si H n’est pas saturé au-dessus de M, N'(p)

et N'(p) ne sont pas des catégories d’homomorphismes au-dessus de H ni
au-dessus de M. Toutefois si (M, p, H, .) est résolvante & droite et & produits
finis, la catégorie des foncteurs H-structurés est une catégorie d’homomor-
phismes au-dessus de H (voir [2] théoréme 11, IT); ceci résulte des propriétés
suivantes: si (C-, s) est une catégorie H-structurée, s’ est le p-noyau du couple
((s, x p1, 8 X 8), (s, Bpa, 8§ X 8)); par ailleurs H, opére sur les p-injections
définissant un p-noyau, en vertu de la proposition 16, I, [2].

2. Si H n’est pas saturé au-dessus de M, on peut se ramener & ce cas en rem-
plagant H par son élargissement [3] H au-dessus de M. Cette opération ne change
pas les notions de sous-structures et de structures quotient dans H, mais peut
introduire de nouvelles sous-structures ou structures quotient.

Nous supposerons désormais que (M, p, H, .) est une catégorie d’homo-
morphismes saturée au-dessus de M.

Théoréme 12: S: (M, p, H,.) est a produits finis, (M, ., N'(p),.) et
(M, ., N'(p), .) sont des catégories d’homomorphismes & produits finis.

Démonstration: Soient (G,, s;, s;) e N'(p)o (resp. e N’ (Plo), ot 1 =1, 2,
D’aprés la proposition 7 et le théoréme 3, on a:

([G; X G;], 81 X 83) € G(p)o,
ot (G X G, 8, X 85, 8) ex*(@OH, C1p)o (resp. € N(p)y) , ot (8,7, 5, X 8l) € H,



270 CHARLES EHRESMANN

et 7' (g1, 91)5 (92 92)) = (91> 92)> (91, 92)) - IL en résulte:
(8", Vag:x gy 81 X 82) = (8,2, 6 X 81) * (81, Vag.> 81) X (80, Vagys 82)] € H.
En vertu de la proposition 17, ceci prouve que I'on a:

(G4 X Gy, 8, X 83, 8) e N'(p)y (resp. e N’(p)o) .
Comme (M,p,H,.) et (M,.,N’,.) sont & produits finis, on en déduit
(G; X G;, 81 X 85, 8'") = (G, 81, 8) X (G;, 82, 83) dans N'(p) (resp. N'(p)).

Soit (G-, s’) un couple vérifiant la condition suivante:

1) G eN,, s eHy et p(s') = G x G-.
Considérons les conditions suivantes:

2) Il existe s, < s’ tel que p(s,) = G, et il existe s;<s' tel que p(s;) =
= (G, X Gy) ~ G, .

2') 11 existe (s',¢,8,) e H et (s',t,s) e H tels que:

p(s) =G, et p(s) = (G; X &) ~ G,

3) (8, oy 2(G"), 8) e H;
') (8> Yo #(G"), 8) € H;
4) (', v, o %( G), sYeH et (s,v,8%(G),s)eH;
4') (85,?’«0‘?21,8“)6H et (S5, Va B V1> Su) € H .

Proposition 18: On a (G-, §') € N’ (p), st, et seulement si, les conditions 1, 2,
3,4 (resp. 1, 2, 3', 4'; resp. 1, 2/, 3, 4') ci-dessus sont vérifiées. Sv (M, p, H, .)
est résolvante & droite, on a (@, ') € N'(p), st, et seulement si, les conditions
1, 3 et 4 sont vérifiées.

Démonstration: Soit (G-, s, s') e N’ (p)o, il existe s, < 8, ou p(8y) = G,,
et par suite (sg, ¥, ¢, So) ; H, avec p(s)) = (G; X @) ~ G,; comme 8,< 8
et (8, Yx» 8) e H,, ona Sy < s, < &', d’apres la proposition 3, I. On en déduit
que les conditions indiquées sont vémﬁees, a l'aide des relations:

(804’ Yos 8) (8’ "(G')’ 8’) e H; ('3(;’ Yo ls 89) * (Sg> &, 8) (8, y;la Sa) e H
("5 5 84) * (Sus Yaur 8) (85 &, 8) (s %(G), &) eH.

Supposons les conditions 1, 2, 3, 4 vérifiées. D’apreés le théoréme 1, I, la condition 2
entraine s(’, < s,. H étant saturé au-dessus de M, il existe (s, yl8,) € H, et
(S Yai L, 8y) € H,, ou p(sg) = Gy; en vertu de la proposition 3, I, on a
8o < s. La condition 3 et les relations s, < ¢’ et y,%(G") (G'xG) c G, ont
pour conséquence (s,, ¥, %(G*), 8') € H, dou (s, (@), 8') = (s, ¥:', 8)

(8ys Va2 (G"), ’) e H et (G,s,s8)ex*(C0OH,dp),. La condition 4 et les
relations: s, < s et y,ax(G')(G,) c G, entrainant (s,,y,xx%(G")¢,s,)eH,

et
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on trouve
(8, %, 8) = (8, 72> 8) * (Sa> Ya ¥ %(G°) ¢, &) * (845 Yy 8) € H .
De méme (s, B,s) e H, d'ou ([G'], ) eG(p), et (G-, s,8') e N'(p),.— Siles
conditions 1, 2, 3’, 4’ sont vérifiées, on a:
(8", va o (G), 8) = (8, 1, 80) * (305 Ya ® ¥a's 82) * (8> Yu #(GF), &) € H.

On en déduit que les conditions 1, 2, 3, 4 sont verlﬁees, d’ou (G-, 8') e N'(p)y. -
Si les conditions 1, 2/, 3’, 4’ sont vérifiées, les égalités:

(Sys> Ya 2(G), 8') - (8", ¢, 8) =8,
((8(;’ Va & 7;1’ Sa) * (Sus Y #(G"), 8’)) (s, e, 8(;) = 8(,)
entrainent s, < s’ et s, < &', en utilisant la proposition 6, I. Donc les con-
ditions 1, 2, 3’ et 4’ sont vérifiées et (G, s') e N'(p)y. — Enfin supposons
(M, p, H, .) résolvante & droite et les conditions 1, 3, 4 vérifiées. Le couple
(s', (8, 4 #(G"), s')) admet un p-noyau s, tel que p(s,) =G, et le couple
(s', (', Yy %(G"),8")) admet un p-noyau s, tel quel'on ait p(sg) = (G X Gs) ~G.,.
Par conséquent la condition 2 est aussi vérifiée, et par suite (G*,s’) e N'(p),.

et

Définition 9: Une pp,,-sous-structure (resp. structure quotient) de (G-, s') e N’ (p),
sera appelée sous-graphe multiplicatif (resp. graphe multiplicatif quotient)
p-structuré de (G-,s’). On définit de méme les sous-graphes multiplicatifs
(resp. graphes multiplicatifs quotient) fortement p-structurés en remplagant

N'(p) par N'(p).

Théoréme 13 : Supposons(M p, H, .) résolvante a droite. Sotent (G',s,s’)eN’ (P)o
(resp. € N'(p) o) G une sous-structure de @ dans (M, .,N',.) et < ¢

tel que p(s') = G % G-. Alors (G 8') est un sous-graphe multzplwatzf p-structuré
(resp. fortement p-structuré) de (G-, s').

Démonstration: Les conditions 8 < §', (8,9, %(G"),s) e H et
Yu(G) (@ G )G +G- entrainent(g’,y—x(@),_’)eH Le couple (3', (s, y=%(G"),5))
admet b un p-noyau sz < 8 tel que p(sz) = G%; comme <8< sets, ¢,
ona s;< s, en vertu du théoréme 1, I. De plus, H étant saturé au-dessus
de M, il existe (s,yz',s;)eH, avec p(s) = G-; d’on s< s, en vertu de
la propomtlon 3, I. Des théorémes 4 et 8, il résulte alors ([6_77'],5) eG(p)o;
([61, 3) < (IG], 8); (G, 8, &) e x*(@DH, Op)o et (G-, 3) < (&, &).

PPY PPH

Done (G-, 5') € N' (p), et (G+,8') < (G-, 8') dans (M, ., pli(x* (QOH, D), Pu)> -)
d’aprés la proposition 5, I; puisque N’'(p) est une sous-catégorie pleine

de Pi(x*(COH, O0p), Py), (G-, 8) est un sous-graphe multiplicatif de
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(G-, s'). — Supposons de plus (G-, s) € N’ (p)o- D’apres le théoréme 6, I, on a
s X 8§ < 8 X 8; par ailleurs les conditions s’ < ' < s X s et p(s’) c G X @
entrainent s’ < s X s. Par conséquent (G-, s)e N'(p),. Comme (G-, s)

< (G, s) et comme N’'(p) est pleine dans N’'(p), on trouve (@,5) < (G-, 9)
PPY

dans (M, ppy, /\_I'(P), ).

Théoréme 14: Supposons (M, p, H, .) résolvante a droite. Sotent (G-, s, s')
e N'(p)y, o une relation déquivalence bicompatible sur G- et 9 la surjection
canontque associée. St on a:

(8,0 %e,8) e H' (M*,p) et p(s') = (Glo) * (G]o) ,
alors il existe slo -2<s et (Go,slo,s') est un graphe multiplicatif quotient
p-structuré de (G-, s, s'); de plus on a (s/p)q -2-—< S4-
Démonstration: D’aprés la proposition 21, I, G*/p est un graphe multipli-

catif; nous désignerons par « et f resp. ses applications source et but. Comme
s’ —< §', les relations:

(s, 72 #(G"), ) e H et (g % @) yu #(G") = v %(G" o) (@ * @)

entrainent — -
(85 yax(Glo), s') e H,
et les relations:
(8 yux 2(G"), ) e H et (0 % @) vy & 2(G") = vz & %(G"Jo) (¢ * o)
entrainent G,y 5 %(G o), ) e H;
de méme (5/, Vi ﬂ %(G/Q), E/) eH.
D’apres la proposition 18, il en résulte (G-/o, s/o, s') e N'(p),- Le couple
&, (', vz #(G"fo), ¥)) admet un p-noyau 5; tel que p(s;) = (G+fo); = G-
Comme (g * 0) (G.) = G=, on a
(875 Ea’ S)eH et (S5 ga’ 8y) < (s, 5 * Ea s');

de plus on a:

(S, YVa #(G"), 8') e H et (sy, Yo %2(G"),8) - (8',¢,8,) =8, ;
a l’aide la proposition 4, I, on en déduit (s;, Ea, s,) e HE(M*, p). H étant
saturé au-dessus de M, il existe (s, 3, s;) € H,. On obtient:

(59 ‘é’ 8) = (gﬁ 7’?:“1’ EZ) ' (EZ’ Ea’ sa) ' (Sa’ 1T 8) € H:(M?, p) ’
d’oll s = sfp —< s. Des théorémes 8 et 5, il résulte que ([G"/o], s/p) est un
graphe quotient p-structuré de ([G*],s) et que ([G"/o],$/0,s’) est une classe

multiplicative quotient p-structuré de (G*,s,s’). En utilisant la proposition 5,1
et le fait que N'(p) est une sous-catégorie pleine de pj;(x* (00O H, (1p), py), on
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voit que (G'/p,s’) est un graphe multiplicatif quotient p-structuré de (G-,s’).—
Les relations: s,< s, (s/)o< $/o et g(@;) < (G /o), entrainant ((s/o),, @, S0)
< (s/e,0,8), on trouve, & l'aide de la proposition 4, I, s/o, -2« s, .

Remarque: Sion suppose dans le théoréme 14 que (G-, s) e N’ (p)os iln’en résulte
pas que (G"[o,s/o) e N'(0)y; nous verrons plus loin des cas ol il en est ainsi.

Soient H' et H" deux sous-catégories de H contenant H,. Pour simplifier,
nous supposons (M, p, H, .) a produits finis. Soient p’ et p” les restrictions
de p & H' et & H" resp.

Définition 10: On dira que (G-, s,s') est un graphe multiplicatif (p, H', H")
(resp. (p, (H', H"), H"))-structuré si les conditions suivantes sont vérifides:
1) (G-, s, 8’) est un graphe multvplicatif p-structuré.
2) ([G°]1, s) est un graphe (p, H') (resp. (p, (H', H')))-structuré.
3) (G, s, 8') est une classe multiplicative p"-structurée.
St la condition 1 est remplacée par la condition:
1') (G-, s, s") est un graphe multiplicatif fortement p-structuré,
on dira que (G',s,s') est un graphe multiplicatif fortement (p, H', H") (resp.
(p, (H, H'), H"))-structursé.

Remarque: Un graphe multiplicatif (G-, s, s’) fortement (p, H', H")-
structuré peut ne pas étre une classe multiplicative fortement p”-structurée,

sauf si H” vérifie la condition (o), car s’ < s X s n’entraine pas s’ < s X s.
p p”

Définition 11: Soient C* une catégorie et (C', s,s') un graphe multiplicatif
(p, H', H")-structuré (resp. (p, (H'y, H'), H")-structuré); on dira que (C*,s,s’)
est une catégorie faiblement (p, H', H") (resp. (p, (H', H'), H"))-structurée.
St de plus (C-, 8) e N'(p)g, on dira que (C-,s) est une catégorie H(H', H")
(resp. H((H', H'), H"))-structurée.

Remarque: Cette définition est en accord avec celle de [2] dans le cas,
principalement considéré dans [2], o0 (M, p, H, .) est résolvante a droite,
en vertu du théoréme 11 (voir ci-dessus dans le cas H = H' = H").

Un graphe multiplicatif (p, H', H")-structuré est aussi un graphe multipli-
catif (p, H,, H)-structuré, si H, contient H' et H, contient H”.

Nous désignerons par N'(p, H', H") (resp. N'(p, (H', H'), H")) la sous-
catégorie pleine de N’ (p) ayant pour unités les graphes multiplicatifs (p, H', H")
(resp. (p, (H', H'), H"))-structurés. Soit:

N—l(p, H/’ H//) — N/(p) -~ N/(p, H/’ HI/)

°t N (. (H', H'), H") = N'() ~ N’ (p,(H', H'), H") .
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Pour simplifier les notations, nous utiliserons le symbole N’( ) qui pourra
étre lu partout N'(p, H', H"), ou partout N'(p,(H’',H’), H'). Méme con-

vention pour les symboles N’ (),(p,) et H( ). D’une maniére analogue,
G( ) peut étre lu partout G(p, H') ou partout G(p, (H', H')).

Théoréme 156: N'( ) (resp. IV’( )) est une sous-catégorie saturée de N'(p)
(resp. de N'(p)).

Démonstration: Supposons ((G",5,5), B, (G",s)) « (N' (p)), et (G~,5') e N'( )y-
Comme G( ) est une sous-catégorie saturée de G(p) d’aprés le théoréme 9,

on a ([6’], 8) € G( )o. Puisque (M, p", H",.) est saturée au-dessus de
M, »x*(CoOH", (p") est saturé au-dessus de M, selon le cor. du théoréeme 1,
et on a (G, 35,8)ex*(0H", O0p"). Donec (G-,5)e N'( )o - Par suite
N'( ) est une sous-catégorie saturée de N’'(p). Le théoréme en résulte, car
N’ (p) est saturée dans N’'(p) en vertu du théoréme 10.

Corollaire: Le corollaire du théoréme 10 est encore vrai en y remplagant N'(p)
par N'( ) et ITI’(p) par I\—I’( ).

Théoréme 16: St H' et H" sont stables par produits dans H, les catégories
d’homomorphismes (M, ., N'( ), .) et (M, ., l—\?’( ), .) sont & produits finis.

Ce théoréme résulte des théorémes 3, 9 et 12.

Nous supposerons désormais pour simplifier que (M, p, H, .) est résolvante
a droite et que la sous-catégorie H’' vérifie la condition (o).

Théoréme 17 : Supposons aussi que H” vérifie la condition (o). Soit (G-, 8,8 )e N'( ),
(resp. € N'( )o). Les conditions:

< ¢, <G e pE)=Gx*G
— P PN
entrainent que (G-, s') est une sous-structure de (G-, s') dans (M, ., N'( ), .)
(resp. dans (M, ., N'( ), .)).

Démonstration: Soit (G-, s) € N'( ),- D’aprés le théoréme 13, il existe
s< s tel que (G-,s,s')<(G",s,s'). Puisque H' vérifie la condition (¢), on a
([G'1,3) e G( ), en vertu du cor. 2, prop. 14. Comme H" vérifie la condition

(o), on a aussi §’<" s et s < s, donc
" 4

(G,5,5)< (G, s,8') dans (M, ., »*(@OH", Op"),.)
d’apreés le théoréme 4. Donc (67‘, 8')< (@,8') dans (M, ., N'( ), .).- Side
plus (G*,s")eN’ (), ona (G*,8') e N'(p),, en tenant compte du théoréme 13,
ce qui démontre le théoréme 17.
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Corollaire 1: S¢ H" vérifie la condition (o), les catégories d’homomorphismes
(M, .,N(),.) e¢e(M,., N(),.) sont résolvantes & droite.
Démonstration analogue & celle du corollaire du théoréme 8.

Corollaire 2: Supposons que H” vérifie la condition (o) et que H' et H" soient
stables par produits. Sovent

;= (G, 8,8), s, (@, 8:,80) e N'() (resp. e N'()), i =1, 2.
Alors il existe o < 8; X 85 et o < S’ tels que (uz (G;, #1), 0, @') soit une sous-

structure de (G X Gy, 8, X sz, 8') dans (M, ., N'(),.) (resp. dans
M, . , .)); de plus on a:

L—— ((Gw z pz‘"’( (Gla /ul I))GN, )(7‘68]) EN,( ))

(voir théoremes 8, I et 6).

Démonstration: D’aprés le théoréme 16, ona (G; X G;, 8; X 85, 8') e N'( ),
et, en vertu du théoréme 6, il existe o' < 8 et o <s, X 8, tels que
(ﬁz (G, #1),0,0") ex*(OOH, [1p),; il résulte donc du théoréme 17 que ’on a
(43 (G5, 11), 0’) € N'( )p . — Par définition, on a:

(Gw D; ¢, cu’z (Gl’ /‘1)) eN'.
La relation:

(85, Pt *pit, 0') = (S5, pi, 8, X 83) - (8) X 85,7, 8) - (8,¢,6")eH,
oll p; est la projection canonique de p(s, X s;) sur p(s;) et

n,((gl’ 92): (.fl’ fz)) = ((gl’ fl)) (g2’ f2)) ’

entraine p,ce N'( ).
Remarque: Soit (C°, s) une categorle H( )-structurée. Si s < s et si p(s)

est une sous-catégorie C: de C*, alors (C-, 8) est une catégorie H( )-structurée
(voir théoréme 13, II, [2]). Par contre ’énoncé analogue pour les graphes
multiplicatifs fortement structurés n’est plus valable car la démonstration du
théoréme 13, IT [2] repose sur le fait que s’ est un p-noyau, ce qui n’est plus
vrai dans un graphe multiplicatif.

Théoréme 18: Supposons H' stable par produits. Soit (G-, s,8’) e N'( )o.
Soit o une relation d’équivalence bicompatible sur G- et o la surjection canonique
de G sur Glo. Siona: (8,0%¢0,8) e H(M*, p) ~ H"*(M?*, p) et sila relation
slo P s entraine sfo P < s et (slo,0,8) e H", alors (G*|o, slo,s') est un graphe
multvplicatif (p, )-structuré, qui est une structure quotient de (G-, s,s’) dans

(M, ,N(),.).

19 CMH vol. 38



276 CrARLES EHRESMANN

Démonstration: D’aprés le théoréme 14, il existe s/o ¢ H, tel que s/p P < s
et (G"fo, 8o, 8") e N'(p)y. En vertu du cor. prop. 15, on a aussi

([G"[e], sl@) e G( o -

Enfin les relations: 8’ 2 ¢s’, (s/o, 0 #(G"), s') e H" et g %(G") = x(G"/o) (0 *0)
entrainent (s/o, x(G"/o), 8') ¢ H". Donc (GJo, slo, 8') e N'( ).

4. Quelques applications

Nous reprenons les conventions de la fin du ne 3. En particulier, (M, p, H, .)
est une catégorie d’homomorphismes & produits finis, résolvante a droite et
saturée au-dessus de M. H' et H" désignent deux sous-catégories de H con-
tenant H, et on suppose que H’ vérifie la condition (o).

A. Graphes multiplicatifs fortement structurés induits

Supposons que H” soit identique & H et que H’ soit une sous-catégorie de H
stable par produits dans H.

Théoréme 19: Sotent (G-, 8)6/\7’( Jo € (8o, Wo So) € H, ot s,< 8 et
p(8o) = G,. Alors il existe un graphe multiplicatef fortement structuré induit
(Wi (G*),0) e N'( )o tel que o< s X (8¢ X 8o) et

Y= (6.9, % %E),0) N (), py=p¢,
p, désignant la projection (f, (W', u)) —f de G X (p(8y) X p(8y)) sur G (voir
ne 4, I). De plus, si 0,< o et p(ay) = vs (G*)g, On a:
7. = (80s [%00’ 6]_1, Go) € Hys avec [1/"0, 6] (u) = (wﬂ(u): (u9 u)) *

Démonstration: D’aprés le théoréme 13, IT, [2], Z= ((p(So) X 2 (80))*, 85 X 8,)
est une catégorie H(H,, H)-structurée, ou | désigne la loi de composition

entre couples: W', ) |, u) = (', u),
e Vo X Po= (((p(s0) X P(S0))*s 80 X So)s ¥o X Yo, E) € IV’( ) .
Comme ((p (o) X P(so))*t, [B,x], G) e N' et (so X 89, [f,x],8) e H, on a
[E:x_] = (((p(80) X P(80))*+,80 X 80}, [B,0], (G ,_s_)ie I\T’( ), en vertu de la pro-
position 16. Puisque y; (G*) = (¥, X Po)*(G", [8,«]), il résulte du corollaire 2
du théoréme 17 quil existe o< s X (3, X 5,) tel que (p¥(G),0) e N'( )
et ¥eN'().— Deplusona:
(80 X 84, 0,80) = (8¢ X 8¢, [t,¢],80) € H, A0l (8 X (8¢ X 84), [0, 6], 80) € H,
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et par suite (oo, [yo, 0], 8o) € H, car [yp,, 6] (p(So)) < v; (G;). Les relations:
= (S0, D1 P2s 8 X (89 X 8)) - (8 X (84 X o), ¢, 0g) e H,

ol p, (resp. p,) est la projection de p(s X (84 X 8,)) sur p(s, X 8,) (resp. de
P (8o X 89) sur p(s,)),

(00> [0, 8], 80) "] = 04 € j - (0, [ve, 4], 8o) == 8
jeH,.

Corollaire: St de plus (G-, s) est une catégorie H( )-structurée, alors
(ve (@), o) est aussi une catégorie H( )-structurée.

Soit U( ) le foncteur de N'( ) vers H défini par:
d = ((Gs s), @, (a’ 5)) — (80, Po> 5o) >

@, désignant toujours la restriction de ¢ & G.

entrainent:

Théoréme 20: Pour que ¥ = ((G-, 3), v, (G*,3)) e N'( ) soitune (H, U())-
injection, il faut et il suffit que U'on aat:

Y=V -V, 00 ¥= (6,9, P [s(G),0) e ¥eN(),.
_Démonstratioli ¢ Reprenons les notations du théoréme 19 et montrons que
¥ est une (H, U( ))-injection. Soit:

@ = ((G,9), 9, (G, 5) < N'()
tel que U ( ) (B) = (S0, Pos 8) = (S0, Yo, 00) * (G0, P 35) s  OU (0, 75, 35) € H.

Puisque ¢, = pop, et que (G-, 9, vs(G)) estune (M, U)-injection d’apres
le théoréme 9, I, on a:

&, 9, &)= (G, 9, ¥} () - (¥ (G), ¢, G),
¢' désignant Vapplication [g, [p(j) ¢} B, p(j) 4 1], c'est-a-dire o' (f) = (¢(f), (¢',€))

tel que:
(vole), (¢, €)) = @ (x () et (ole), (¢, ¢)) = o (B(f)
pour tout fe G. Les relations:
7.'(00’90({“ é:))'(go,&"g)e'H et ? (0'0’ ‘ptl)a ';) (30, ﬂ: E)GH
entrainent:
Par ailleurs, on a:
(8 X (80 X 89),9',8) =[(8,9,8), h]eH.
Comme tp’(a) c w:(é') et o< 8 X (S X 8), il en résulte (0,¢',8)eH.
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Done @ = ((¥¥(@), 0), ¢', (G,3)) e N'( ) et ¥ est une (H, U( ))-injec-
tion; il en est de méme de ¥ =¥ %', si ¥ eN'(),.— On voit que la
condition de I’énoncé est aussi nécessaire, par une démonstration analogue
& la deuxiéme partie de la démonstration du théoréme 9, 1.

Corollaire: Soit ¥ = ((G", s), v, (5’ ,8)) € I\7’( ); alors ¥ admet la dé-
composition canonique ¥ =¥ -V, o

V= ((69), %, (5(6), 0)) , ¥ = (5(E), o), ¥, (G, 5)
¢ v () = (v, (2o(B()> ve(F()))) pour tout feG.

B. Catégorie structurée quotient

Dans tous les théorémes suivants nous supposons que C: est une cutégorie
et o une relation d’équivalence sur C, telle que C* admette une catégorie quotient
strict par p; les applications source et but dans la catégorie quotient C-/p
seront notées « et E Soit g * g (resp. g,) la relation d’équivalence induite par
la relation d’équivalence produit ¢ X g sur C* * C* (resp. par ¢ sur C;). Nous
supposons que (C-, s) est une catégorie H-structurée et nous posons s’ < s X s,

p(')=C *xC. Si:

oxo=(s',0%0, ) e H (M?, p),

ol ¢(f)=fmodg pour tout feC et gxe(g,f) = (e(g),e(f)), alors il
existe sfp -2<s et (C'lo,s/o,s’) est une catégorie faiblement p-structurée
quotient de (C',s,s’) dans (M, ., N'(p),.), d’aprés le théoréme 14; de
Plus (s/0)o -2-< 8, et par suite il existe sy/0,—< s,. Dans ce cas nous poserons

é= (slo, E’ 8) et Z’o = ((s/0)o> Eo, 80) -

Remarque: Pour que C-x C- soit saturé pour p X g, il faut et il suffit que g,
soit la relation identique. Généralement les auteurs se bornent & ce cas parti-
culier (mais important dans des applications) pour définir une catégorie quotient.

Théordme 21: Supposons g o € H*(M?*, p). Si les relations: (3',t,8) e H
et p(3') = p(s') entrainent 8 =3§', alors (C'|o, 8lo) est une catégorie H-
structurée quotient de (C*, s) dans (M, ., H, .) (1L, [3]).

Démonstration: On a (C/p, 8/o, 8') e N'(p)o. Le couple:

((8le> & P1, 8lo X slo), (s)e, B P2» 8lo X /o))

ou p, sont les projections canoniques de C:/p*C*/p sur C*/g, admet un p-noyau
s' tel que p(3’) = C'Jo xC'Jo. Les conditions:

(sfo X sfe, @ X @,8 X 8)eH, et (2x¢)(C *C)=(C/o)*(Clo)

entrainent (s’,p*@,s')e H. Comme 8 —<s', il en résulte (s',:,8')e H,
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d’'ot & =3'<sfo X sfo, et (CJo,s/o) e N'(p)o. On en déduit que (C:Je,8/e)
est une catégorie H-structurée quotient de (C:, s) dans (M, ., H , .), car la
sous-catégorie H de N'(p) formée des foncteurs H-structurés [2] est pleine
dans N’ (p).

Corollaire: Soit (C', Ct) une catégorie double [2]. St (C* * C*)L admet une
catégorie quotient (resp. quotient strict) par o x o, alors il existe une catégorie
double (C*fo, (Clo)*) (resp. (C'[e, C*[0)) quotient de (C:,C*) par o.

Démonstration: Rappelons qu'une catégorie double est une catégorie
F-structurée (C°,s), ou 8 =C+ ¢ F,. Comme les relations (8,:,8')eF et
p(8) = p(8’) entrainent S = 8’ (proposition 9, IT [2]), il résulte du théoréme
21 qu’il existe une catégorie (C/o)t quotient de C+ telle que (C'/p, (Clo)*)
soit une catégorie double. — Supposons de plus que (C' * C')* admette une
catégorie quotient strict (C- * C*)/p xp. La bijection canoniquede (C* *C:)/o*o
sur (C:/o)* (C'/p) définit sur (C:/p) * (C/g) une loi de composition | telle que
(C:Jo* CJo)* soit aussi une catégorie quotient strict de (C: xC-)+. Si 6_]_;:
est défini dans (Clo)*, le composé (§,x(3)) L (f, ®(f)) est défini dans
(C/o *C[o)*, puisque 'on a:

((C'[e *C:[o)*, vz, (Clo)*) € F.

Par suite il existe (g, h')eC *xC- et (f,h)eC xC* tels que le composé
(g9, »') L (f, k) soit défini dans (C* % C*)* et que:

exe (g M) =(G. %G, exe(f, b = (. =(f) -

Comme ¢ (g9) = g, 0(f) = j et que g | f est défini, o définit (C/p)+ comme
catégorie quotient strict de C*, en vertu de la proposition 23, I, c’est-a-dire
on a (Cle)* = C*/e.

Corollaire 2: Soit (C-, s) une catégorie topologique [3]. Supposons C: x C*
saturé pour o X o (resp. supposons la relation d’équivalence g fermée et la topo-
logie s séparée). Si 8 X slp X o est homéomorphe & 8o X 8lo (par exemple st
la relation d’équivalence p est ouverte) alors (C:[o, s/o) est une catégorie topo-
logique quotient de (C-, 8).

Démonstration: Rappelons qu’une catégorie topologique (C°, s) est une

catégorie T-structurée, ou (M, 0, T, .) est la catégorie d’homomorphismes
formée des applications continues; donc s est une topologie sur C et s’ est la
topologie induite par s X 8 sur C* *C'. Comme s’ admet une topologie quo-
tient &'/o %o, on a gxgeT*(M*,0) et (C'o, s/o, &) e N'(6), ot & est la
topologie sur (C-/p) * (C*/o) homéomorphe & s'/o xp. Soit 3’ la topologie
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induite par sfo X sfo sur (C:/p) * (C*[p). Puisque s’ est un 6-noyau, 6(s') est
fermé dans s X s, si s est séparée. Si la relation d’équivalence ¢ est fermée
et si s est séparée (resp. si C * C* est saturé pour o X p), et si sfp X s/p est
homéomorphe & s X sfo X g, alors §'[p * ¢, et par suite s’, est homéomorphe
a 8. Ilenrésulte 8 =3’ < sfo X sfp; donc (C*/p,s/p) est une catégorie topo-
logique.

Théoréme 22: Soit (C, s) une catégorie ordonnée. St on a p x o ¢ Q" et si les
relations E eC,, eeCy, €' €Cy, e<H,e'<E et e~e' modp entrainent e=e',
alors on a o ¢ Q" e (C:lo, slo) est une catégorie ordonnée, St de plus (C-, s) est
une catégorie .(5(!5’ , é”)-structurée, 1l en est de méme de (C*[o, s/po).

Démonstration: Rappelons [1] qu’une catégorie ordonnée (C-, s) est une
catégorie .Q(.Q’ !2) structurée, donc s est la classe C munie d’une relation

d’ordre, notée <. D’apreés la proposition 28, I, p*p € Q" est une w- surjection;
par suite (C/o, 8/0,8’) est un graphe multlphcatlf w-structuré. La deuxiéme con-

dition du théoréme signifie que 'on a gq¢ .Ql ; on en déduit: g, X g€ .Q c Q.
Les relations:

# = (20 X 00) * (80 X 0, [B, 0], 8) € Q' et w(p) = (g, X @) [B,4] = [B. &le
assurent que ¢ est une w’-surjection d’aprés la proposition 27, I. Donc
((8/@)o X (8/@)e, [B, &], 8/o) € 2, en vertu du corollaire de la proposition 15,

et (C Jo,8/0,8’) est un graphe multlphcatlf (w, Q', Q)-structuré. — Montrons:

o€ Q". En effet, soient feC et f’ < o(f) dans sfp. Comme (s', y3, 8fo) € Q,
on trouve, dans 8':

F. a2 < @0 5@ =@+ (L x() -
L’hypothése meﬁ” assure l'existence de (f', k) < (f, x(f)) dans &' tel
que 3(f)=F et g(h) =x(f). On a:
froh==C) (k) <z(C)(f,x(N) =]
et, puisque (C'/p,0,C")¢F:
e -h) =2(f) e =T,
d'olt ge Q" . — Montrons que s’ est identique & la structure d’ordre 8’ induite

par s/g X 8/9 sur C'foxC'/o. En effet, on a (.s s 1, 8) e D. Supposons

(7'.7)<(g,f) dans (C:fo*xC'[o,3'), c'est-d-dire §g'<§ et f <f dans so.
Comme C-/p est une catégorie quotlent strict de C-, il existe (g,f) eC *C"

tel que pg(g) =g et g(f):f Puisque ge.Q” il existe ¢g'<g tel que
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2(9') = g' et il existe f < f tel que o(f') = f; on a:

a(g') < alg) = B(f), B(f) <B(f) et a(x(g") = x(g') = B(F') = e(B(f)) -
En utilisant la condition g, ¢ £2;, on en déduit «(g’) = B(f'). (C*, s) étant
une catégorie ordonnée, on a (¢, f') < (g, f) dans &', d’ou

(9. f)=exelg', f)<exelg, ) = (g,
dans 8, car gxpe Q. Ceci démontre la relation (s',:,8') e 2; par suite
s’ =38'<slo X sjo et (C'lo,s/e) est une catégorie ordonnée. — Supposons de
plus (C',8)e N (w, 2',Q"). De pefQ" et de la proposition 28, I, il résulte
slo 2"< s; la proposition 2, I, entraine alors (s/e¢,%(C'/o),s') -“< (s,%(C"),s'),
done (C:/p, s/o) est une catégorie Q (Q', Q")-structurée.

Théoréme 23: Soit (C-, s) une catégorie sous-préinductive (resp. sous-induc-
tive, resp. inductive). Si on @ g*p ¢ |"P® (resp. € |"%, resp.el”) et po e £2',
alors (C:Jp, 8lp) est une catégorie sous-préinductive (resp. sous-inductive, resp.
inductive ) quotient de (C*, 8) par g.

Démeonstration: Soit (C-, s) une catégorie sous-préinductive, c’est-a-dire
(voir [1]) une catégorie /?*(/'?*®, |P¢)-structurée. D’apres le corollaire de la
proposition 29, I, o x g € /"?* est une w?*-surjection et il résulte du théoréme 14
que (C*/p,8/0,$’) est un graphe multiplicatif w? *-structuré. D’aprés la démons-

tration du théoréme 22, ¢ ¢ Q" d’on sle 2« s. Le couple

((s/e, xpy1, 8o X 8/o), (s/e, B 2, s/o X s/e))

ou p, désigne la i-iéme projection canonique de C/o X C/o sur C/p, admet un
w?*-noyau §' et on a (3',¢,8') e /?*. Par ailleurs les conditions g, € /?* et

0o € Q' entrainant 0o € f); (voir [3] et [1]), (C‘/o, s/o) est une catégorie or
donnée en vertu du théoréme 22. Les relations:
8 < slo X slo et (slo X slo,t,8)el??
entrainent (3, ¢, 3') e 2, d'ou s =3'<s/o X sfo. Donc (C'jo, sfo) est
P8

une catégorie sous-préinductive. Le cas sous-inductif (resp. inductif) se dé-
montre d’'une maniere analogue.

Corollaire: Soit (C*,s) un groupoide sous-préinductif (resp. sous-inductif, resp.
inductif) [3]. Si on a p*p € 1™° (resp. € 1", resp.el”) et g, € 2, alors
(C/o, 8/p) est un groupoide sous-préinductif (resp. sous-inductif, resp. inductif ).

Démonstration: Rappelons [2] qu'un groupoide sous-préinductif est un
groupoide [2*(/?*, ["P* ~ |'P%)-structuré. Supposons g * g € /"?® et g, € 2.
D’aprés les théorémes 22 et 23, (C'/o, 8/0) est une catégorie sous-préinductive
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et une catégome 0 (Q’ .Q”) -structurée. En vertu de la proposition 2, I, on a
(8o, 7, 8/o) € .Q , ou 7(f) = f"l pour tout feC Je. D’aprés la démonstration
du théoréme 22 ona ge Q'. Des relations:

0 (s,%(C),8) e Q' et gx(C) = x(C'fo) (2 *2)
et de la proposition 27, I, il résulte que p x p est une w’-surjection. Par suite
on a (s/e, x(C*[e), &) 2 ¢ (s, %(C), &)
et (8/9, %(C/Q), EI) € ]'?s ~ |'P8 ,

ce qui démontre le corollaire dans le cas sous-préinductif. La démonstration
est analogue dans le cas sous-inductif (resp. inductif).

Remarque: Le théoréme p. 57 [3] est un cas particulier du dernier corollaire.

Dans les deux théorémes suivants, nous supposons que C* x C* est saturée
pour o X 0.
Théoréme 24: Soit (C*, s) une catégorie ordonnée; o est compatible avec s

81, et seulement si, g * p est compatible avec s'. St g est compatible avec s, il existe
une catégorie ordonnée (C:[o, s/o) quotient de (C-, s) par o.

Démonstration: Supposons g x ¢ compatible avec s’; alors g x ¢ est une w-sur-
jection d’apres la proposmlon 27,1, il existe sfo -2<s et (C'/o,8/0,8 )e N (w).
Supposons f’ <f dans s/p; on a:

(', «(f)) < (f, x(f)) dans &
et il existe (f', ') eC xC- et (f,h)eC xC* tels que
exe (f,B)=(f,a(f); exef. b) =, a(N); (f/, ¥) < (f, h).

Comme (C-, s) est une catégorie ordonnée, on a s’ < 8 X s, d’olt

fF<f.elf)y=f et o()=Ff;
donc g est compatible avec s. — Supposons inversement ¢ compatible avec s;
soit &' la structure d’ordre induite par sfo X 8/¢ sur C-/o x C'/o. La condition
(9’5 k') < (g, k) dans s’ entraine:

exelg, k)= (elg), e®) <e*elg, k)
dans s’'. Supposons (f', k') < ()‘~, k) dans s'; il existe (f,h')eC *xC' et
(f, k) eC %xC- tels que:
E * E(j,’ h,) = (.f,’ hl) et 5 * E(f7 k) = (f’ h) ’

car C'Jo est une catégorie quotient strict de C-. Il existe aussi f; <f, et

/ .
<hy telsque: y b R~ fu~f et By~



Structures quotient 283

Puisque C* x C est saturée pour g X g, on en déduit
(f],.’ h;) < (fl’ hl) dans 8’-

Par suite g x o est compatible sur s’ et, d’aprés la proposition 27, I, on a
8’ 2 (8. Ilenrésulte (C:/p, s/o, s') e N'(w); de plus (C'/o,s/o) est une caté-
gorie Q-structurée, car s < sfo X sfo. Comme g4 e &', un raisonnement
analogue & celui du théoréme 22 prouve

((sle)o X (sle)o, [B, ], sfo) € 2,
de sorte que (C‘/p, 8/o) est une catégorie ordonnée.

Théoréme 2b: Soit (C-, 8) une catégorie sous-préinductive (resp. sous-induc-
tive, resp. tnductive). g x g vérifie la condition (q?*) (resp. la condition (q°), resp.
(¢°)) si, et seulement si, g vérifie la méme condition. Dans ce cas, (C'[o, s/o) est
une catégorie sous-préinductive (resp. sous-inductive, resp. inductive) quotient de
(C-, 8) par o.

En effet, la démonstration de la premiere partie est analogue a celle du théo-
réme 24. Si g * o vérifie la condition (¢g?*), g * o est compatible sur s’ et (C:/p, s/p)
est une catégorie ordonnée d’apres le théoréme 24. La condition (¢?*) entrai-
nant que g * o est une w?*-surjection d’aprés la proposition 29, I, une démons-
tration similaire & celle du théoréme 23 prouve que I'on a &' aj‘ 8lo X 8o,

de sorte que (C-,s) est une catégorie sous-préinductive. La démonstration
est analogue dans le cas sous-inductif (resp. inductif).
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