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Tabellen reduzierter,
positiver quaterniirer quadratischer Formen

von KuRT GERMANN, Schaff hausen

Einleitung

Fiir viele Untersuchungen iiber quadratische Formen ist es niitzlich, wenn
man iiber Beispiele verfiigt. Eine Tabelle der bindren Formen kann leicht auf-
gestellt werden, fiir positive ternire Formen existieren die Tabellen von
BrANDT-INTRAU [2], fiir positive quaternire Formen wurde von TowNEs [5]
eine Tabelle der geraden Formen fiir kleinere Diskriminanten publiziert.

Die vorliegende Arbeit bringt nun eine 7T'abelle aller Klassen positiver quater-
ndrer quadratischer Formen bis Diskriminante d = 61. Sie ist aufgebaut auf
der Tafel der terndren Formen von BRANDT-INTRAU (die iibrigens nach der hier
dargestellten Methode leicht berechnet werden kann), und vor allem auf der
Reduktionstheorie der positiven quadratischen Formen, wie sie in der Arbeit [6]
meines verehrten Lehrers, Herrn Prof. B.L. vAN DER WAERDEN, dargestellt ist.

Im ersten Kapitel werden daher kurz die Grundlagen und wichtigsten Ergeb-
nisse der Reduktionstheorie zusammengestellt.

Das zweite Kapitel bringt dann die Darstellung der Methode, die der Berech-
nung der Tabelle zugrunde liegt, sowie eine erste Zusammenstellung der
gefundenen Formen.

Im dritten Kapitel folgen Untersuchungen iiber Aquivalenz und hinrei-
chende Kriterien fiir die Indquivalenz von zwei Formen, und schlieflich die
Aufstellung des endgiiltigen Repriasentantensystems.

Das vierte Kapitel bringt dann noch Untersuchungen iiber eigentliche und
uneigentliche Aquivalenz von Formen.

1. Kapitel

1. Bezeichnungen. Eine positive quadratische Form in n Variabeln, eine sog.
n-dre quadratische Form, mit ganzrationalen Koeffizienten wird im folgenden
kurz als Form bezeichnet.

n
f=f@,..., ") = Xf,x'2* mit f,, ganzrational.

1, k=1
i<k
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Die Form kann auch symmetrisch geschrieben werden, wozu neue Koeffi-
zienten ¢, eingefiihrt werden:

n
f=2g,x'xk  wobei g,; = f;
hkml Jixr = s = Yofu fir ¢ <k.
Die Diskriminante D, der Form wird definiert als die Determinante der
Koeffizientenmatrix (g,,) .

Jua- - - -G1n
D, =det. (g,;) =|....... (1.1)
2 Inn
Es gilt nun eine erste Ungleichung fiir Diskriminante:
Dn Sfllf%"'fnn (12)

2. Aquivalenz von Formen. Fiihrt man durch eine ganzrationale Transfor-
mation neue Variable z¢ ein

n
2t = X t, 2%  t, ganzrational
k=1
so transformiert sich auch die Form f auf eine Form §:
flat, ..., 2" = f(a,..., 2"

Wenn sich umgekehrt auch die x* ganzrational durch die ¢ ausdriicken lassen,
so erhilt man aus f wiederum f durch eine ganzrationale Transformation. Not-
wendig und hinreichend dafiir ist, da8 die Transformationsmatrix (¢,,) uni-
modular ist, d. h. | T | = det. (t,) = + 1
Die Form § heifit nun dquivalent zur Form f, wenn man f aus f durch eine
unimodulare Transformation der ¢ erhilt. Da die Aquivalenz eine reflexive,
symmetrische und transitive Relation darstellt, liefert sie uns die Moglichkeit,
alle Formen in Klassen dquivalenter Formen einzuteilen. Ferner zeigt es sich,
daf sich die Diskriminante einer Form bei einer Variabelntransformation mit
dem Quadrat der Determinante der Transformationsmatrix (¢,,) multipliziert.
Also haben dquivalente Formen gleiche Diskriminante.

Aquivalente Formen stellen z. B. die gleichen Zahlen dar, so da man sich
hdufig nur fiir die Formenklassen, nicht aber fiir die einzelnen Formen einer
Klasse interessiert. Eine Klasse wird durch irgendeine ihrer Formen reprisen-
tiert. Die Reduktionstheorie liefert uns nun ein Mittel, moglichst einfache
Reprisentanten zu finden. Als Vorbereitung dazu miissen wir uns kurz mit der
Gittertheorie im R™ befassen.

3. Gittertheorie. Unter einem Gifter in einem n-dimensionalen linearen Raum
R versteht man die Gesamtheit aller ganzrationalen Linearkombinationen



58 KUuRT GERMANN

von 7 linear unabhéngigen Vektoren e,, ..., e,. Diese Vektoren e, bilden eine
Basis des Gitters. Jeder Gittervektor x 143t sich also schreiben als
n
x= 2 ext mit z* ganzrational.
i=1
Hat man nun eine n-dre Form f, so kann man vorerst bei fester Gitterbasis
eine Metrik einfiithren:
NE)=fx)=f(at, ..., 2" = X [ ata¥ (1.3)
i<k
Die positive ganze Zahl N (x) heiflt die Norm von X, die positive Quadrat-
wurzel daraus die Linge des Vektors Xx:

x| =V NE) =V {(x)

Gleichzeitig fiihrt man so natiirlich auch das Skalarprodukt von zwei Gitter-
vektoren X und y ein:
(x,y) =2fu2'y’' + % z';fik(xi?/k+ z*y?) (1.4)
i i<
Betrachtet man nun eine neue Basis e,, . ..., e, desselben Gitters, so driicken
sich die alten Basisvektoren e, natiirlich ganzrational durch die neuen aus:

e ’
6; = 2 €1,
k=1
Umgekehrt driicken sich auch die neuen Basisvektoren ganzrational durch die
alten aus "
o = X 1y
i=1
Notwendig und hinreichend dafiir ist aber

Eine Basistransformation bewirkt aber auch eine Transformation der Koor-
dinaten eines Gittervektors:
n n _ _ n
x= X ext=2 & a2k mit 2¥= X {2
i=1 k=1 i=1
Verlangt man nun die Invarianz der Norm eines Gittervektors gegeniiber
Basistransformationen, so bewirkt also eine Basistransformation des Gitters den
Ubergang von einer Form f zu einer dquivalenten Form f
Wir sehen also: Verschiedenen Basen desselben Gitters entsprechen dquivalente
Formen und wmgekehrt. Einer ganzen Formenklasse entspricht somit nur ein
Ghtter.
Nun sucht man moglichst einfache Gitterbasen, denen dann auch moglichst
einfache Reprisentanten einer Formenklasse entsprechen.
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4. Reduktionstheorie. Als Vorbereitung brauchen wir den Begriff des primi-
tiven Systems:

k linear unabhéngige Gittervektoren bilden ein primitives System, wenn es
in dem von ihnen aufgespannten linearen Raum keine Gittervektoren auBer
ihren ganzrationalen Linearkombinationen gibt (k= 1,2, ..., n).

Es gilt nun der Satz: Ewn primitives System kann zu einer Basis des Gitters
ergdnzt werden.

Eine Gitterbasis heifit reduziert, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind :

1) e, ist der kiirzeste unter allen primitiven Gittervektoren.

2) e, ist der kiirzeste unter allen Gittervektoren, die mit e,, ...., e,_, ein

primitives System bilden (k¢ =2, ..., n).
Man kann nun zeigen, daB in jedem Gitter eine reduzierte Basis existiert. Eine
Form, die einer reduzierten Basis entspricht, heif3t auch reduziert. Also ist jede
Form dquivalent zu einer reduzierten Form, d.h. jede Formenklasse kann durch
eine reduzierte Form reprdsentiert werden.

Die Reduktionsbedingungen kénnen noch so umgeformt werden, dafl man
Bedingungen fiir die Koeffizienten der Form bekommt:

n
f(e,) < f(s) fiir alle Gittervektoren s = 2'e,s®

mit ggT(sk, ..., ") =1 "~
oder . . .
fer < f(st, ..., s fiir alle ganzrationalen s* mit
ggT(s*, ..., s") =1

Durch spezielle Wahl der s¢ erhilt man folgende Bedingungen:

m<lfa<<..... gf,m} 1.5
lfiel < fos filr i<k

Ferner kann man zeigen: Jede reduzierte quadratische Form mit fi; > 0 st
positiv.

b. Sukzessive Minima einer Form oder eines Gitters:
N, = Norm eines kiirzesten Gittervektors s # 0

N, = Norm eines kiirzesten Gittervektors s, der von s;, ..., 8;_; linear un-
abhéngig ist.

Die Zahlen N,, N,, ...., N, heiBen die sukzessiven Minima der Form f und

sind durch das Gitter eindeutig bestimmt. Die Vektoren §,, ..., 8, heilen die

Minimalvektoren. Sie bilden fiir n» < 4 eine Basis des Gitters mit Ausnahme
der Formenklasse der Diskriminante D, = 1/4 und ihrer Vielfachen.
Falls die Form f reduziert ist, gilt fiir n < 4:

Nszkk (1.6)



60 KURT GERMANN

Ferner gilt die fundamentale Ungleichung der Reduktionstheorie:

fll .f22 """ f'rm ._<_ }'n Dn (1'7)
mit A, = 4/3
Jo=2
A= 4

Fiir die Beweise der hier erwahnten Sitze aus der Reduktionstheorie sei auf
die Arbeit [6] von B. L. vAN DER WAERDEN iiber die Redukitonstheorie der po-
sitiven quadratischen Formen verwiesen.

2. Kapitel

1. Yorbemerkungen. Von jetzt an betrachten wir nur noch reduzierte quater-
nire und terndre Formen. Jede quaternire Form kann aufgebaut werden aus
einer terniren Form f,. Umgekehrt erhilt man aus der quaterniren Form auch
wieder die ternire, indem man setzt: z* = 0.

f(ah, 22, a8, at) = fo(at, 2%, 2®) + aal ot + ba? ot + cad at + fo, ot

Das Tripel (a, b, ¢) wird auch mit (y,, ¥., ¥;) bezeichnet, wenn das eine Ver-
einfachung bringt.

Die Diskriminante D, der quaterniren Form wird nun einfach mit D, die-
jenige der terndren Form mit A bezeichnet. Dann gilt:

D = d/16 wobei d ganzrational

A = é/4 wobei 8 ganzrational und 6 > 1

Ist die quaternire Form reduziert, dann natiirlich auch die ternire, und die
Reduktionsbedingungen konnen nun in der folgenden Form geschrieben werden:

a) f, soll reduziert sein

b) i < fu

c) f(— s, — 82, — &2, 1) > f,, fir ganzrationale s*
Nach MINKOWSKI [4] Seite 78 geniigt es, die s' = 0 oder - 1 anzunehmen.
Fiir gegebenes f, folgt aus c)

fo(s', 8%, &%) > as' + bs® + cs® (2.1)

2. Methode zur Bestimmung eines vollstindigen Reprisentantensystems
a) Man beschrinkt die Diskriminante d < 64;
b) Nach der fundamentalen Ungleichung der Reduktionstheorie (1.7) gilt:

fuufefafu<4D <d/4<16

Ferner ist nach (1.5) fo <o <fos <f
1=/ /33 =Ju
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also gibt es folgende Moglichkeiten fiir fy;, fas, fas:
fu=1 Jo =1 fs=1,2,3
=1 fu=2 [u=2
¢) Aus der Ungleichung (1.2) folgt:
a = 4A S 4fll f22 f88
also folgt aus (2.2): 6 <16
d) Zu jedem ¢ sucht man aus der Tabelle von BRANDT-INTRAU [2] alle Klas-

sen terndrer Formen und nimmt je eine reduzierte Form als Reprisentanten.
Dabei 1a8t man die Formen mit nicht zulidssigen Werten von f,, weg.

(2.2)

Bezeichnungen:
fo(at, 22, 28) = X f,;, o' 2% oder kurz f, = fu foa fas
1<k .f12 f13 f23

So ergibt sich folgende Tabelle terndrer Formen, geordnet nach der Diskrimi-
nante 4 :

S o 3132
w1 o 1

o ! o 1220000
S o 12

e J17 1 e 22
ST e 23

o w 3L e 31

v 1L

e) Zu jedem f, berechnet man nun alle zuléssigen Tripel (a, b, c¢). Nach Un-
gleichung (1.5) gilt (g <
i =i

also ergeben sich nur wenige Moglichkeiten fiir y,, d. h. fiir a, b, c.
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Am besten stellt man sich nun eine Wertetabelle fiir f,(s*, s2, 8*) auf, fiir
alle Werte s* = 0 oder 4- 1. Weil aber f,(— 8) = f,(s), kann man sich auf
die Tripel (s!, %, 8*) beschrinken, fiir die s'> 0, oder & = 0 und s2> 0,
oder (0, 0, 1).

Dann untersucht man fiir jedes Tripel (a, b, c¢), ob es den Reduktionsbedin-
gungen (2.1) geniigt. Dabei stellt man sich gleichzeitig noch eine Tabelle der
Tripel (s!, 82, 8%) zusammen, fiir die in (2.1) das Gleichheitszeichen gilt. Diese
Tabelle wird spiter fiir die ersten Aquivalenzuntersuchungen gebraucht.

3. Erste Aquivalenzuntersuchungen. Zur Vereinfachung der Bezeichnungen
setze ich hier (a,b,c) = (Y1, ¥z, ¥s) -
Sei E? der von e, e,, e; aufgespannte lineare Raum. Man zerlegt nun
e, =P -+ q wobei pin A3, q | E3. Dann gilt:

2e,p=1yvy, (k=1,2,3) (2.3)
Nun fiihrt man die dualen Basisvektoren e* ein, die definiert sind durch
e,ef =08 (1,k=1,2,3) (2.4)
Dann heiit die Losung von (2.3)
P= %k_-’z “yy, (2.5)

Die Beziehungen zwischen e, und e* sind

3
ei == 2 gik ek (2.6)
k=1

Die Reduktionsbedingungen besagen nun

3
N(es — 2 e;8°) > N(ey) (2.7)
=1 .
oder, wenn man setzt ¢, =p -+ ¢ und s = X e,s’
i=1
N(p —8) = N(p) (2.8)

d. h. der Punkt p liegt von 0 nicht weiter entfernt als von irgendeinem anderen
Gitterpunkt s.

Gilt in einer Reduktionsbedingung (2. 8) das Gleichheitszeichen, so kann man
p durch den gleich langen Vektor p — 8 ersetzen, und man erhilt eine neue
Gitterbasis e,, e,, ;, ¢, = ¢, — 8 desselben Gitters, also auch eine dqui-
valente Form. Gilt in mehreren Bedingungen (2.8) das Gleichheitszeichen, so
hat man natiirlich mehrere Moglichkeiten fiir s, man erhélt also auch mehrere
dquivalente Formen. Diese 8 bestimmt man mit der Wertetabelle von f, gleich-
zeitig mit der Bestimmung der reduzierten Tripel (a, b, c).
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Aus (2.5) und (2.6) folgt nun
p=p-—8= 1/2‘]‘29".'9;: = szek(yk - 2‘;gik8i)
also werden beim Ubergang zur dquivalenten Form die y,: ersetzt durch y,
Ye = Yp — 22 g0 s (2.9)

Mit e,, e,, €5, e, ist aber auch e,,e,, ¢;, 8, = — ¢, eine reduzierte Basis des
Gitters, also erhélt man auch eine dquivalente reduzierte Form, wenn man die

h — tzt. 1
y, durch — y, ersetzt Yy = — 4 (2.10)

4. Die Rechnung geht nun folgendermaflen vor sich:

a) Zuerst bestimmt man zu jedem f, die reduzierten Tripel (a, b, ¢) und
gleichzeitig die 8, fiir die in (2.1) bzw. in (2. 8) das Gleichheitszeichen gilt, mit
Hilfe der Wertetabelle von f, (8).

b) Nun berechnet man nach (2.9) und (2.10) alle Tripel (a’, b’, ¢'), die auf
aquivalente reduzierte Formen fiithren, und erhilt so eine Klasse von Tripeln.

c) Aus jeder Klasse wihlt man einen Repréisentanten (a, b, c) aus.

d) Nun berechnet man die Diskriminante d, und scheidet alle Klassen mit
d > 64 aus. Die verbleibenden reduzierten Formen ordnet man in eine erste
Tabelle ein.

e) Falls f;3 = 3 zeigt die Rechnung, daBl es keine quaterndren Formen mit
d < 64 gibt. In diesen Fillen berechnet man daher zuerst d und kann dann
direkt feststellen, daB} fiir ¢ < 64 keine reduzierten Tripel (a, b, ¢) existieren.

f) Fiir groBere Werte von § erhilt man sehr viele Formen mit d > 64. Des-
halb berechnet man auch hier zuerst d und teilt dann nur die Tripel in Aqui-
valenzklassen ein, fiir die d < 64. Auf diese Weise erhilt man dann nur noch
die gewiinschten Formen.

Die Methode wird nun am Beispiel der Diskriminanten 6 = 6 und 6 = 14
gezeigt. Fiir die restlichen Diskriminanten gebe ich einfach die Resultate der
Rechnung an.

b. Beispiele
a) Fir 6 = 6 hat man die ternire Form f, =
also ergibt sich: ¢, b =1, 0, — 1.
c=2,1,0,—-1,—2

112
011

Wertetabelle:
fo(8) =6 fir s = (1,1, 1)
=4 fiir s =(1,0,1), (1, —1,1), (1, — 1, =1), (0,1,1)
=2 fir s =(1,1,0), (1,1, — 1), (1,0, — 1), (1, — 1,0),
(0,1, —1), (0,0,1)
=1 fiir s =(1,0,0), (0,1,0)
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Nun werden die Reduktionsbedingungen (2.1) fiir alle moglichen Tripel
(@, b, ¢) untersucht:

1) (@,b,¢) =(1,1,2): s 4 s+ 25 < f,(8)
Die Reduktionsbedingungen sind fiir alle s erfiillt.
Gleichheit fir s = (1, 1,0), (0,0, 1), (1,0,0), (0, 1,0), (0,0,0).
Aquivalente Tripel: (1,1,2),(1, — 1,1), (—1,1,1), (0,0, — 2),
(-1,—-1,0,(—-1,—-1,—2), (—-1,1, — 1),
(1,—1,—-1), (0,0,2), (1,1, 0).
2) (@, b,0) = (1,1,1) &'+ 8+ <f(s)
Die Reduktionsbedingungen sind fiir alle s erfiillt.
Gleichheit fiir s = (1, 1, 0), (1,0, 0), (0,1, 0), (0,0, 0).
Aquivalente Tripel: (1,1,1), (1, —1,0), (—1,1,0). (=1, —1, —1).
3) (@,b,0)=(1,1, = 1) s+ —&<f(s)
Die Reduktionsbedingungen sind nicht erfillt fir s = (1,1, — 1),
analog fallen weg: (1,1, — 1), (1,1, — 2), (1,0, — 2), (0,1, — 2),
(—1,0,2), (0,—1,2), (=1, —1,1), (=1, —1,2).
4) (@,b,¢) = (1,0, 2) 81+283Sf0(s)
Die Reduktionsbedingungen sind fiir alle s erfiillt.
Gleichheit fiir s = (0, 0, 1), (1,0, 0), (0, — 1, 1), (0, 0, 0).
Aquivalente Tripel: (1,0,2), (— 1,0,1), (0, — 1, —2), (= 1,0, — 2),
(1,0, — 1), (0,1,2), (0,1, — 1), (0, — 1, 1).
5) (@,b,¢) =(1,0,1) 8 4 & < fo(8)
Die Reduktionsbedingungen sind fiir alle 8 erfiillt.
Gleichheit fir s = (1, 0, 0), (0, 0, 0).
Aquivalente Tripel: (1,0,1), (—= 1,0,0), (— 1,0, — 1), (1,0, 0).
6) (a,b,c)=(1,—1,2) & — &4 28 <f,(8).
Die Reduktionsbedingungen sind nicht erfiillt fir s = (0, — 1, 1).
Analog fallen weg: (1, — 1,2), (0, —1,2), (—1,—-1,2), (—1,1,-2)
(0,1, —2), (1,1, — 2).
7) (@,b,¢)=(1, — 1, — 2) st — g — 28 < f,(s).
Die Reduktionsbedingungen sind nicht erfiillt fiir s = (1, 0, — 1).
Analog fallen weg: (1, — 1, — 2), (— 1,1, 2).
8) (@,b,c) =(0,1,1) s+ < f,(s).
Die Reduktionsbedingungen sind fiir alle 8 erfiillt.
Gleichheit fiir s = (0, 1, 0), (0, 0, 0).
Aquivalente Tripel: (0, 1, 1), (0, — 1,0), (0, — 1, — 1), (0, 1, 0).
9) (@,b,c) =(0,0,1) & <f,(8).
Die Reduktionsbedingungen sind fiir alle 8 erfiillt.
Aquivalente Tripel: (0, 0, 1), (0,0, — 1).
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10) (a,b,c) = (0,0, 0).
Die Reduktionsbedingungen sind fiir alle s erfiillt.

112
Aus f, = 011 erhidlt man also 7 Klassen quaternirer Formen.
b) Fir 6 = 14 hat man die ternire Form f, = i g (2)

also ergibt sich: a=1, 0, — 1
b,c=2,1,0, — 1, — 2
Wertetabelle:
f,(8) =6 fiir s=(1,1,1), (1,1, — 1)
=4 fir s=(1,1,0), (1, —1,1), (1, — 1, — 1), (0,1, 1),
(0,1, — 1)
=3 fir s =(1,0,1), (1,0, — 1)
=2 fir s = (1, — 1,0), (0,1,0), (0,0, 1)
=1 fiir s = (1,0, 0)
Nun berechnet man zuerst die Diskriminante d, als Resultat ergibt sich:

d = 56f, — (164 + 862 — 8ab + 7¢?) < 64
Daraus ergibt sich folgende Bedingung:
16a? 4 84 — 8ab + 7¢* > 48

Jetzt werden wieder alle moglichen Tripel (a, b, ¢) untersucht.
1) (@,6) = (1,2): 32+ 7c¢*> 48
also ¢ =2, — 2
a) (1,2,2) s+ 282+ 28 < f,(8).
Die Reduktionsbedingungen sind fiir alle 8 erfiillt.
Gleichheit fiir s = (0, 1, 1), (1,0, 1), (0,1,0), (0,0, 1), (1,0,0),
(0, 0, 0).
Aquivalente Tripel: (1, 2, 2), (0, — 2, — 2), (— 1,1, — 2),

(O; - 232); (ls 2: - 2)’ (— ]-s 1:2)’ (17 - 1: - 2)’ (“— 1’ - 2’2),

0,2, —-2), (1,—1,2), (0,2,2), (-1, — 2, — 2).
b) (1,2, — 2) ist dquivalent zu (1, 2, 2)
2) (a,b) = (1,1) 16 4+ 7¢2 > 48 unmoglich
3) (@,b) = (1,0) 16 + 7¢% > 48 unmoglich
4) (a,b) = (1, — 1) 324 7¢c2> 48
also ¢ =2, — 2
a) (1, — 1,2) ist dquivalent zu (1, 2, 2)
b) (1, — 1, — 2) ist dquivalent zu (1, 2, 2)
5) (a,b) = (1, — 2) geniigt den Reduktionsbedingungen nicht
firs = (1, —1,0)

5 CMH vol. 38

65
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6) (a,b) = (0, 2) 32 4 7c*> 48
alsoc =2, — 2
a) (0,2, 2) ist dquivalent zu (1, 2, 2)
b) (0, 2, — 2) ist dquivalent zu (1, 2, 2)

7) (@, b) = (0,1) 8 4+ 7¢% > 48 unmoglich
8) (a,b) = (0,0) 7c¢* > 48 unmdoglich
Aus f, = i 3 (2) erhélt man also eine Klasse quaternidrer Formen.

6. Resultate der Rechnung. In der nachstehenden Tabelle werden nun die
Resultate der Rechnungen zusammengestellt.

fo (@, b,¢) d
i i (1) (1,0, 0) 8, — 4
(0,1, 0) 8f, — 3

(O’O’O) 8f44
1 (1) 1 1,0, 1) 12fy — 7
(1,0, 0) 12f, — 4
©0,0,1) 12f, — 3

(0,0, 0) 12f,,
111 (1,1, 1) 16, — 12
000 (1,1, 0) 16f, — 8
(1,0, 1) 16f, — 8
(1,0, 0) 16/, — 4
0,1, 1) 16f, — 8
©, 1, 0) 16f, — 4
©,0,1) 16f, — 4

0,0, 0) 16/,
i i g (1,1, 2) 20f,, — 15
(1,0, 0) 20, — 8
(0,1, 0) 20fy — 17
(0,1, 1) 20f,, — 12
0,0, 1) 20/, — 3

0,0, 0) 207,
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fo (@, b, c) d
(1) i 513 (1,1, 0) 241, — 16
(1,1,1) 24f, — 12
(1,0, 2) 24f, — 15
(1,0, 0) 24f, — 17
(0,1, 0) 2f, — T
(0,0, 1) 24f,, — 4
(0,0, 0) 24f,,
1 (1) 2 (1,0, 2) 24 £, 20
(1,1, 1) 2414, 11
(1,0,0) 24f,, 8
(1,0, 1) 24f,, 11
(0,0, 2) 24§, 12
(0,0,1) 24§, 3
(0,0, 0) 24 fy,
1 i ﬁ (0,1, 2) 28f, — 23
(1,1, 0) 28f, — 15
(0,0, 2) 28f, — 16
(1,0, 0) 28f, — 8
(0,1, 1) 28f, — 11
(0,1, 0) 28fy, — 7
(0,0, 1) 28f,, — 4
(0,0, 0) 281
1132 (1,1,2) 321, 32
0 (1,1,1) 321, 20
(1,1,0) 32f., 16
(1,0, 2) 3214 24
(1,0,1) 32f, 12
(1,0,0) 32f4 8
(0,1, 2) 32fu 24
(0,1,1) 32f 4, 12
(0,1,0) 32f4 8
(0,0, 2) 32f4 16
(0’03 1) 32f44 4
(0,0, 0) 32/
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fO (a”b’ C) d

122

i D & (0, 2, 0) 40f,, — 32
(0,2,1) 40f,, — 23
(0,0, 2) 40f,, — 28
(1,1,1) 40f,, — 15
(1,0,0) 40f, — 12
(1,0, 1) 40f,, — 23
0,1,2) 40f,, — 20
(0,1,1) 40f,, — 17
(0, 1,0) 40f, — 8
(0,0, 1) 40f,, — 17
(0, 0, 0) 40f,,

122 (1,2,2) 48f,, — 48

110 0,1, 2) 48f,, — 39

122

402 (1, 2, 0) 48f,, — 44
(1,2,1) 48f,, — 36
(1,1,2) 48f,, — 36

122 (1,0,2) 52f, — 47

101 (0, 2, 2) 52fy — 44

122

100 (0, 2,2) 56fy, — 60

122

301 (1, 2,2) 60f,, — 63

122

3 & 0 1,2,2) 64f, — 80

6. Erste Tabelle quaternirer Formen. Aus der vorangehenden Zusammen-
stellung kann man sich nun eine erste T'abelle quaternirer Formen zusammen-
stellen, die sicher alle Klassen reprisentiert. Diese Tabelle enthélt aber noch
aquivalente Formen, die spéter eliminiert werden. In dieser Tabelle zeigt sich
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auch, daB folgende Einschrinkungen fir die Diskriminante d bestehen:
=0 oder 1 (mod4) und d >1

Umgekehrt gibt es auch zu jeder Zahl », die diesen Bedingungen geniigt, eine
positive quaternire Form mit der Diskriminante d = n. Diese Tatsache wurde
bewiesen von OSKkAR WEBER [8].

Die Formen werden nun durch das Schema ihrer 10 Koeffizienten angegeben :

. fia foo faa faa
f(x) :_Z;fikxzxk oder kurz f = f;, fis fos
i< fra foa faa
1111 1111
d= 4 110 000
100 111
1111 1111
d= 5 110 100
010 101
1111 1111 1111 1111 1111
d= 8 110 100 0 0 000 000
000 100 110 101 011
1111
d= 9 100
001
1112 1111 1111 1111 1111
d=12 110 10 000 000 0
100 000 100 010 001
1112
d=13: 110
010
1112 1111
d =16 110 0
000 000
1112
d =17 100
101
1113 112 1112
d = 20: 110 0 000
100 00 111
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1112
100
001

1113
110
010

d = 21:

1112
000

1112
000
101

1112
000

1112
100

1113
110

24:

000 1160 011

000

1122

O N
— ]
— =

d = 25:

1122

1

1112
000
001

1112

000
010

1112
000

1114
110
100

10

d = 28:

011

100

1122

O AN
o o
—

1113
100
101

1114
110
010

29

I

1122

1122

1

1112
000
000

1113
100
100

1114
110
000

1
10

01
1

10

32:

I

100

1122

oS N
O -
O -

1122
010
012

1122
011

1122
110
010

1113
100
001

33:

Il

102

1122
100
002

1122
011
1

1113
000

1113
100
000

1115
110

36:

I

11

111
1122
100
111

100

1122
100
101

1122
110
001

1115
110
010

d = 37:

1122

1

1113

000
011

1113
000
101

1113
000

1115
110
000

10

d = 40:

000

110
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1122
000
012

1122
000

1122
010
002

1122
100

102

100

1122
010

1122
011

1114 1122
01

100
101

1

41:

|

010 110

100

1113
000
001

1113

000
010

1114 1113
000

100

1116
110

d = 44:

100 100

100

1122 1122
000
1

01

1

11
1114
100
001

001

1122
010

1122
100
001

1123

1

1116
110
010

10

45:

I

1
1122

01

112

1123
110

1113
000
000

1114
100
000

1116
110
000

011
000

48:

Il

011
1122
000
002

1222
102
020

1122
000

1122
010

1122
100
000

110

100

1222
000

1222
110

122

122

1122

oS O
—

o <@

49:

I

1122
010
001

1123
100

1114 1123

000
1

1117

110

110
100

52:

ll

102

11

100

1222
100
022

1222
002

1222
102
002

1122

000

1122
000

120

011
1115
100
101

101

1123
110
010

1117
110
010

53:

ll
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5

&
I

56:

= NN O O N O
o
(e
Do

()

(aw)
et et et D O bt d O
S O N O OO e

114

00

123
00
02

222
02

O e O D
O N OO

DO DO RO = D
[\

123
00
01

QO b e e O e O b b e e e D b b D bl et e D b O e
bt e et e O el e O b O bk e et el e O b b O D b e i e
O e e O N b e OO OO Ok Ok OO
— O N NINN DN ©OF NEFEDN W ON OO OO
e e e O b O bl b ek O bt bd D bl bl O it e O e e O
[\
[\O)

bt el et DN QO N O ket e O e ek et el D) D O b el bd e O ped e
O O = NN OON © O M NORN M O i O b OO
QL

O O QO OO M OO M
bod e el DN O DN O DO e e O

OO DN N DN =O N OO M~
Do

3. Kapitel

In diesem Kapitel folgen nun weitere Aquivalenzuntersuchungen sowie hin-
reichende Kriterien fiir die Indquivalenz von zwei Formen. Als Endresultat
erhilt man dann ein wvollstindiges Reprisentantensystem von indquivalenten
reduzierten Formen.

1. Weitere Aquivalenzuntersuchungen. Es werden nun vier Sitze aufgestellt
iiber Aquivalenz und Indquivalenz von Formen.

Satz 1. Eine Form f geht in eine dquivalente iber, wenn man die x* in irgend-
einer Weise permutiert.
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Satz 2. Eine Form [ geht in eine dquivalente iber, wenn man das Tripel
(a, b, c) durch ein dquivalentes ersetzt und dann die x* permutiert.

Satz 3. Zwe:r dquivalente reduzierte quaterndre Formen stimmen in den Diago-
nalkoeffizienten f,, iberein.

Beweis: Nach Gleichung (1.6) gilt:
‘N]cszk fﬁl‘ k= 1,2,3,4.
wo N, die sukzessiven Minima der Form bedeuten, die durch das Gitter ein-

deutig bestimmt sind. Zu &quivalenten Formen gehoren aber gleiche Gitter,
also gleiche N,, also gleiche f,,.

Definition. Unter der zu einer quaterniaren Form zugehorigen terniren bzw.
bindren Form verstehe ich die Form, die entsteht, wenn man 2* = 0 bzw.
28 = x* = 0 setzt.

Satz 4. Zwei reduzierte quaterndre Formen mit ibereinstimmenden Diagonal-
koeffizienten f,, sind indquivalent, wenn

a) fon < fas und die zugehirigen bindren Formen indquivalent sind.

b) fs3 < fu und die zugehorigen terndren Formen indquivalent sind.

Bewezrs: indirekt. Seien f und f’ zwei 4quivalente, reduzierte quaternire Formen,
und e; bzw. e, die entsprechenden reduzierten Gitterbasen.

a) Sei ferner fp = fr, = | €[> = | €[> < fos = fag = | €5[2 = [e5]?

Dann spannen e, und e, dieselbe Ebene auf wie e, und e, denn wiire z.B.
e; von ¢, und e, linear unabhingig, so wiirde gelten :

N, < |e[[2<|e|? = fss = N; also Ny < N,

Dem von e, und e, bzw. e, und e, aufgespannten Gitter entsprechen aber die
zu f bzw. f' zugehorigen bindren Formen. Weil die Gitter gleich sind, miissen
aber diese Formen dquivalent sein.

Sind also die biniren Formen indquivalent, so sind es auch die quaternéren.

b) Der Beweis fiir den Fall f;; < f,, verlduft genau gleich.

2. Beispiele. Mittels der Sitze 1 und 2 kann nun die Aquivalenz von ein-
zelnen Formen der Tabelle am SchluB des 2. Kapitels gezeigt werden. Wir
wollen das an zwei Beispielen erldutern:

d = 5: Die erste Form geht in die zweite iiber bei der Permutation
Pl=t, 22 =17, 23 = 23, at = 2.

d = 32: Die beiden letzten Formen sind dquivalent. Man ersetzt némlich
zuerst das Tripel (1, 1, 0) durch das dquivalente (0, 0, 2). Dann per-
mutiert man: 2! = 22, 2 = 7', 23 = 2%, 2t = a3.

Von den so als dquivalent erkannten Formen nimmt man wieder je einen

Reprisentanten und erhilt folgende neue Tabelle:
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3. Tabellen reduzierter, positiver quaternirer quadratischer Formen. Die For-
men werden wieder durch das Schema ihrer 10 Koeffizienten angegeben.

' fia fo2 fos faa
f:_zfikzzxk:fmfl:)f%
ik fra foa faa
1111
d=4 110
100
1111
d=25 110
010
1111
d=28 110
000
1111
d=9 100
001
1112 1111
d= 12 110 100
100 00
1112
d =13 110
010
1112 1111
d = 16: 110 0
000 000
1112
d= 17 100
101
1113 1112 1112
d = 20: 110 100 000
100 100 111
1113 1112
d = 21 110 100
010 001



75

Tabellen reduzierter, positiver quaternirer quadratischer Formen

1112
000
1

1112
100
000

1113
110
000

24:

I

10

1122

S AN
—

o I ]

25:

I

1122
110

1112

000

1114
110

d = 28:

1

100 01

100

1114 1113
100
101

1

10

29:

010

1122

1114 1113 1112 1122
100 000 1
100 000

1

011
110

10

10

d = 32:

100

000

1122
010
012

1113 1122
1

100
001

10

d = 33:

010

1122
100
002

1122

1113
000
1

1113
100
000

1115
110

1
1

01
1

36:

|

1

1

1

100

1115 1122
1

110
010

10

d = 37:

001

1122
010
002

1122
110
000

1113
000
1

1115
110
000

40:

Il

10

1122
011

1114
100
101

41:

Il

100

1114 1113 1122
000

100

1116

1

011
001

10

44 :

l

100 100

100

1122
01690
011

1122
100
001

1123
110
1

1114

100
001

1116
110

45:

I

12

010
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1122

1123
110
011

1113
000
000

1114
100
000

1116
110
000

011
000

48:

1222
102

1122
000
002

1122
010

1122
100
000

020

100

1122

o O
-

o O

d = 49:

1

1

1123
100

1123
110

1114
000

1

7

|

010
001

110

d = 52:

100 102

1

1

100

1222
102
002

1117 1115 1123
100 1
101 010

1

10

10

53:

010

1122
010
000

1115 1114 1123
000

100

1117

1

011
110

10

d = 56:

10

100 1

000

1222
102

1123 1123
1

1115
100
001

011
102

10

d = B7:

101

001

1123

1123
110
000

1114

000

1115
100
000

1118

1
1

01
1

110
100

60:

I

1

100

1222

102
012

1122
000
001

1123
100
002

1123
010
012

1118 1123
100
101

1

10

61:

I

010

4. Beweis der Indquivalenz. Die Sitze 3 und 4 zeigen uns nun, daB
alle in die vorstchende Tabelle aufgenommenen Formen indquivalent sind.

48 versagen unsere Kriterien fiir zwei

Nur bei der Diskriminante d
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Formenpaare, fir die die Indquivalenz nun auf anderem Wege bewiesen
werden soll.

a) Die achte Form ist eine sogenannte gerade Form, d.h. alle Koeffizienten
fr sind gerade fiir ¢+ # k. Somit ist sie sicher indquivalent zur fiinften und
zur siebenten Form, denn nach BacEmMANN [1] Seite 425 sind gerade und un-
gerade Formen sogar in verschiedenen Ordnungen.

b) Somit bleibt nur noch die Indquivalenz der finften und siebenten Form zu
zeigen. Die zu den beiden Formen zugehdorigen bindren Formen sind identisch,
ferner ist f,, < fs3. Wiren die beiden Formen dquivalent, so wiirden wieder
die von e; und e, bzw. die von e; und e, aufgespannten Ebenen iibereinstimmen
(Beweis wie bei Satz 4), wobei e; bzw. ¢; die zu den Formen zugehorigen redu-
zierten Gitterbasen sind.

Bei der Aquivalenztransformation, die die eine Form in die andere iiber-
fiithrt, geht die bindre Form in sich iiber. Nach DIRICHLET-DEDEKIND [3]
Seite 152 sind die einzigen Automorphismen dieser Form die folgenden:

+1 0 +1 0 041 041

0 1 0—1 1 O -1 0
Es ist daher: e, = 4 e; oder -+ e,
e, = -+ e, oder - e

4
t=1
: !/
04 == Zbk ek
k=1

Wenn die beiden Formen #quivalent sind, mul} eine ganzrationale Losung a,
und b,, existieren.

|es|2 = 2 = b] + b + 2b3 + 20} + byby + bybs (1)
|62 =2 =a? + ai + 2a} + 2a2 + a,0; + aya, (2)
(e, &) = Yo = 4 (a; + Yoay) (3)
(€, 8) = 0= 1 (a; + Y2a,) (4)
(€, ) = / = =4 (b, + Y5b,) (5)
(€2, 8) = 0= 4 (by + 15by) (6)

Dies gilt, falls e, = + e, und e, = - e;. Im anderen Falle vertauschen sich
die linken Seiten von (3) bis (6). Aus (1) und (2) erhédlt man nun:

2= (b + Yobs) + (b + ¥5b5)* + 3/2 b5 + 20
2 = (a; + %@ + (a2 + %a,)* + 3/2 a3 + 24}



78 KurT GERMANN

Durch einsetzen von (3) bis (6) erhilt man dann:

6a2 + 8a2 =17

602 + 8% =7
Diesen Gleichungen sieht man aber unmittelbar an, daBl es keine ganzrationale
Losung a; und b, gibt. Also sind die beiden Formen indquivalent.

Untersucht man diese Gleichungen noch etwas genauer, so zeigt der Satz

von LAGRANGE, daB sie nicht einmal rational losbar sind. Also sind die beiden
betrachteten Formen nicht nur indquivalent, sondern sogar in verschiedenen
Geschlechtern. Dieses Resultat hiatte man auch direkt durch Untersuchung der
sogenannten Geschlechtscharaktere erhalten kénnen.

5. Kontrollen

a) Die Tabellen von BRANDT-INTRAU wurden fiir die benétigten terniren
Formen nochmals durchgerechnet.

b) Von S.B.TownNEs erschien eine Tabelle der geraden positiven quaterniren.
Formen bis D = 25. Damit konnten die Formen meiner Tabelle bis d = 25
verglichen werden. Mit Ausnahme der Diskriminante d = 5 stimmen sie
bis auf Aquivalenz mit den Formen von TowNEs iiberein. Fir d = 5 sind
bei TowNES nur 9 statt 10 Koeffizienten angegeben.

4. Kapitel

1. Bezeichnungen. Der Aquivalenzbegriff kann noch verfeinert werden, in-
dem man eigentliche und uneigentliche Aquivalenz unterscheidet. Man nennt
zwet Formen eigentlich dquivalent, wenn die Determinante der Transformations-
matrix den Wert + 1 hat, und uneigentlich dquivalent, wenn sie den Wert — 1 hat.
So kann man die Formen nun in Klassen im engeren Sinn einteilen, indem man
in eine Aquivalenzklasse nur eigentlich #quivalente Formen aufnimmt. Dieses
Kapitel soll nun AufschluBl geben iiber die Klasseneinteilung im engeren Sinn.

Dazu brauchen wir den Begriff der zweiseitigen Formenklasse: Eine Formen-
klasse heift zweiseitig, wenn ihre Formen gleichzeitig eigentlich und uneigentlich
dquivalent sind. Die Formenklasse ist dann gleichzeitig eine Klasse im engeren
Sinn und eine Klasse im weiteren Sinn.

Wir wollen nun nochmals alle Formenklassen der Tabelle des 3. Kapitels
durchgehen und die zweiseitigen Klassen heraussuchen. Alle iibrigen Klassen
zerfallen dann in je 2 Klassen im engeren Sinn.

2. Matrixschreibweise einer quadratischen Form. Im folgenden ist es bequem,
wenn man sich der Matrixzschreibweise einer Form bedient, wie sie z.B. von
WaTson [7] verwendet wird.
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Bezeichnet man die Matrix der Koeffizienten g,, einer Form mit @, einen
Zeilenvektor mit den Komponenten 2%, ..., 2" mit x, den analogen Spalten-
vektor mit x’, so kann die Form, unter Beniitzung der bekannten Matrix-
multiplikation, geschrieben werden als

fzt, ...,2") =xG.X

Geht man nun zu einer eigentlich oder uneigentlich &quivalenten Form f iiber,
und bezeichnet man die Transformationsmatrix mit 7', so gilt:
X=X7T und X' =7".X
wobei 7" die zu T transponierte Matrix bedeutet, und
det 7' = |T| = |T'| = +1
Dann schreibt sich f als
f=X-G-X mit g=T-G-T'

3. Ambige Formen. Hine Form f heifft ambig, wenn sie zu sich selbst un-
etgentlich dquivalent ist, d.h. wenn ein Automorphismus mit Determinante — 1
existiert.

Man sieht leicht ein, dal die Eigenschaft, ambig zu sein, nicht nur einer
Form f zukommt, sondern der ganzen Formenklasse im weiteren Sinn, die durch

f reprasentiert wird.
Denn sei G die Koeffizientenmatrix von f, @ diejenige einer dquivalenten

Form f,sogilt: &= _ p g mit |7] = |7 = +1.

Ist nun 4 ein Automorphismus von f mit |4| = — 1, so gilt:
G=A4.-G-4'

Dann ist aber 4 = T+ AT ein Automorphismus von f, denn

A4-G-A =(T-A-TY-(T-G-T)-(T-A4-T)
=T A-T2.T-G- T+ (T)2 4. T
=T.Q.T' =7

14| =T 7 =T

Damit ist also auch f ambig, wenn f ambig ist.

1)

und es ist

L] *

2 4] = —1

4. Zweiseitige Formenklassen. Alle Untersuchungen iiber zweiseitige For-
menklassen konnen zuriickgefiithrt werden auf Untersuchungen iiber ambige
Formen, denn es gilt der

Satz: Eine Formenklasse ist genau dann zweiseitig, wenn ste durch eine ambige
Form reprisentiert wird.
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Bewezis:

a) fund f seien zwei Formen aus einer zweiseitigen Formenklasse. Dann gibt
es also eine Aquivalenztransformation 7' mit |7'| = 1 und eine andere, 8,
mit |S| = —1. Dann ist aber 4 = 7.8 ein Automorphismus von f,
denn A-G A" =T1.8.6.8. (T

=T1.q-(T")1=@Q
und es ist

4] = |7

S| =—1
also ist f ambig.

b) Sei f eine ambige Form, und f eine zu f dquivalente Form. Dann sind f
und f sowohl eigentlich als auch uneigentlich dquivalent, d. h. die durch f
repriasentierte Formenklasse ist zweiseitig. Denn ist

G=T-G-T" mit |T|= +1
und G=A4.-G-4" mit |[4|] = —1
soist § = T'- A eine uneigentliche Aquivalenztransformation.

8:G:8 =T A-G-A T =T-Q-T'=¢
s 18] =1T]-14] = —1.

Genau gleich kann man aus einer uneigentlichen Aquivalenztransformation
T eine eigentliche konstruieren.

b. Erste Untersuchungen der Tabelle des 3. Kapitels. Man kann einigen der
tabellierten Formen direkt ansehen, daf} sie ambig sind.

a) Ersetzt man z. B. 2% durch — 2%, so ist das eine uneigentliche Aquivalenz-
transformation. Sind nun aber f,, = f,3 = fss = 0, so ist diese Transformation
ein Automorphismus, die Form also ambig. Diese Transformation kann beniitzt
werden fiir d = 8, 12, 16, 24, 32, 36, 40, 48, 56, 60. Analog kann man natiir-
lich auch die anderen x* durch — x* ersetzen.

b) Eine weitere einfache uneigentliche Aquivalenztransformation ist das Ver-
tauschen von zwetr Variabeln. Ist die Form invariant gegeniiber einer solchen
Transformation, so ist sie ambig.

Das soll am Beispiel von d = 9 erldutert werden: Durch Vertauschen von
2! und 2? vertauschen sich f,; und fy, f;s und fu, fis und f,. Bei der ange-
gebenen Form ist aber f,, = f5,, fis = fas, f1a = faa. Also ist diese Form in-
variant gegeniiber der Vertauschung, also ambig.

¢) Man kann nun auch noch in einer tabellierten Form zuerst das Tripel
(@, b, c) durch ein dquivalentes ersetzen (siehe 2. Kapitel), also zu einer dqui-
valenten Form iibergehen, und dann die unter a) und b) angegebenen Methoden
beniitzen.
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Dieses Verfahren geht z. B. bei der letzten Form von d = 28. Man ersetzt das
Tripel (0,1, 1) durch das équivalente (1,0, 2) und sieht dann, daB die Form
invariant gegeniiber Vertauschung von 2® und 2* geworden ist, also ambig ist.

Die Methoden a), b) und ¢) fithren schon bei recht vielen der tabellierten
Formen zum Ziel. Bei den restlichen kommt man durch Berechnung aller Auto-
morphismen zu einem Ergebnis.

6. Berechnung aller Automorphismen einer vorgegebenen reduzierten Form.
Im 1. Kapitel, Abschnitt 5 haben wir gesehen, dafl die Minimalvektoren eines
Gitters (mit Ausnahme der Formenklasse mit Diskriminante d = 4 und ihrer
Vielfachen) immer auch eine Gitterbasis bilden, und umgekehrt die Vektoren
einer reduzierten Gitterbasis Minimalvektoren sind. Die Minimalvektoren
konnen aber leicht berechnet werden, indem man alle Losungen der Gleichung

fx)=DN, i=1,23,4.

sucht. Dazu bringt man am besten die Form f mittels quadratischer Erginzung

auf die Gestalt 4
f=2ay?

In dieser Form findet man dann leicht alle Minimalvektoren.

Nimmt man nun fiir e; einen Minimalvektor mit der Norm N,, fiir €] einen
mit der Norm N,, der von e] linear unabhiingig ist usw., so erhiilt man fiir jede
zuldssige Wahl von (ef, e, e;, @) eine neue reduzierte Gitterbasis, also eine
dquivalente Form. Unter allen diesen Aquivalenztransformationen kann man
nun noch diejenigen heraussuchen, fiir die die Skalarprodukte invariant sind,

das heif3t (€], el) = (e, e;) i, k=1,23,4.

So erhilt man das vollstindige System aller Automorphismen einer vorgegebenen
Form. Gibt es unter ihnen solche mit Determinante — 1, so ist die Form ambig,
im anderen Falle nicht. 4lso kann man von jeder Form entscheiden, ob sie ambig
t8t oder nicht.

Diese Untersuchung wurde fiir d = 5 von O. WEBER [8] durchgefiihrt. Wir
wollen am Beispiel der Diskriminante d = 45 (dritte Form) sehen, wie die
Rechnung im einzelnen aussieht. Zur Vereinfachung setze ich:

g, Py, P=z, f=u.
f=a2+ 9y 4+ 2224 3u? + 2y + 22 + 2u + yu + 2z2u

Durch quadratische Ergénzung erhilt man:

60f =152z +y +2z+ up+ 538y — 2z + u)? + (102 + Tu)?
4111
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Nun sucht man alle Losungen von f=1, f =2 und f= 3.
Man erhilt so die folgenden Minimalvektoren:

Slzi(l’O,O’O)
Norm 1: 8, = 4+ (0,1,0,0)
S3=j:(l>'_'130>0)

84 = +(0,0,1,0)
Norm 2: 8 = + (1,0, —1,0)
8§ = 4+ (1, —1, —1,0)

S7= j___(l,o,o, —‘1)
Norm 3: $s = + (0,0,0,1)
8 = 4+(0,1,0, —1)

Bei den Vektoren der Norm 3 mufl man nur diejenigen beriicksichtigen, die
von allen anderen linear unabhéngig sind, also nur diejenigen, deren vierte
Komponente nicht Null ist. Nun rechnet man sich die nétigen Skalarprodukte
aus, wobei z.B. 1.2 das Skalarprodukt (+ s,, -+ 8,) bedeuten soll.

1.2=1 2.3=—1 3.4 =1, 4.7=— 1
1.3=1 2.4= 0 3.56= 0 4.8= 1
1.4=1 2.5= 1 3.6 =1 4.9=— 1
1.5=1 2.6 = — 1 3.7=1, 5.7= 1
1.6 = 0 2.7= 0 3.8= 0 5.8= — 1
1.7=1 2.8= 1 3.9= 0 5.9= 1
1.8=1 2.9= 1 6.7= 1
1.9= 0 6.8 = — 1

6.9= 1

Dann sucht man eine neue Basis (e[, e;, €], €]) so zu bestimmen, da die neuen
Skalarprodukte der Basisvektoren mit denen der gegebenen Form iibereinstim-
men. So findet man z. B. die folgende neue Basis

VARV
(ey, ©;, €5, &) = (8, 83, S5, 87)

Die Transformationsmatrix 7' heif3t

und man sieht, dal |T']| = — 1. Also ist die betrachtete Form ambig.
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7. Resultate. Mit den in den Abschnitten 5 und 6 dargestellten Methoden
findet man:

Alle Formen der Tabelle tm 3. Kapitel sind ambig, d.h. alle Formenklassen
bis d = 61 sind zwezseitig.

Also dndert sich ber den betrachteten Formenklassen wichts, wenn man der
Klasseneinteilung die eigentliche Aquivalenz zugrunde legt.
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