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Solutions élémentaires d’opérateurs
différentiels paraboliques hyperboliques

par PIERRE JEANQUARTIER, Lausanne

Introduction

Nous nous proposons de définir et d’étudier une solution élémentaire tem-

pérée pour I'opérateur P
D=——— D )
ot
dans I’espace R"*!, produit des espaces R">z et R>¢, ou [] désigne le
dalembertien P P o o

D—'_a"x_%_‘_-..—l_ax%—ax%-*-l—-.._%z‘-

On sait que tout opérateur différentiel linéaire & coefficients constants admet
une solution élémentaire tempérée; la transformation de FOURIER raméne la
recherche d’une telle solution & un probléme de division par un polynéme
(cf. HORMANDER [3]). Dans le cas de ’opérateur D, ce probléme de division est
particulierement simple. En effet, 7' étant une distribution tempérée de trans-
formée de FourIiEr FT, la condition DT = § équivaut a (it + w)FT =1,
ou u désigne la forme quadratique

u=ai+ ... +a) -2, — ... — .
Mais la fonction @ = (it + u)~' est localement intégrable et définit une
distribution tempérée telle que (¢t + »)@Q = 1. La distribution £ = F1¢
est donc une solution élémentaire tempérée de D. L’objet de ce travail est
I’étude de la distribution Z.

Remarquons que ¢ est une distribution invariante par le groupe G de toutes
les transformations linéaires de R™*! qui conservent la forme quadratique
et la variable ¢. De plus, @ est homogéne au sens suivant: lorsque x est multiplié
par A, et ¢t par A2, ou 41> 0, @ est multipliée par A-2. Mais la transformation
de FOoURIER conserve ces caractéres d’invariance et d’homogénéité. De facon
précise, E = F1@ est invariante par le groupe G et est multipliée par A"
lorsque z et ¢t sont changés en Ax et A%¢, et c’est d’ailleurs la seule distribution,
a4 jouir de ces propriétés, qui vérifie DE = § (théoréme 1, § 5).

La distribution £ étant ainsi caractérisée, par des méthodes classiques
(cf. METHEE [4], DE RHAM [7], TENGSTRAND [9], GARDING [2]), on montre que,
dans chaque composante connexe de l'ouvert ut =0 de R»*l, E est de la
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n
forme || "2 8 (%) , ol § est une distribution d’une seule variable. La con-

dition DE = § entraine que S est combinaison linéaire de solutions usuelles
analytiques d’une équation différentielle du 2e ordre. Dans ¢ # 0, £ apparait
ainsi comme combinaison linéaire, & coefficients constants encore indéter-
minés, de fonctions analytiques (théoréme 2, § 5). Le probleme est alors de
prolonger ces fonctions en distributions définies sur tout 1’espace.

Nous montrerons qu’il existe une fonction F, localement intégrable, inva-
riante par G et homogéne au sens indiqué, telle que £ = [» F, ou n désigne

.y - 2 ’ \ ]
la partie entiere de " (théoreme 3, § 8). Dans 'ouvert u % 0, K est de

classe C® (théoréme 4, § 8). Par contre, sauf dans les cas n» = 2 ou 3, E n’est
pas localement intégrable au voisinage du cylindre » = 0.

Dans le cas p = n, E n’est autre que la solution élémentaire habituelle de
I’équation de la chaleur; nous supposons donc p>1 et g=n —p > 1.
Nous envisagerons trois cas:

ler cas: p et q impairs,

2e cas: p impair et ¢ pair,

3e cas: p et ¢ pairs.

Le cas p pair et ¢ impair se rameéne au 2e cas par changement de t en — ¢.

En terminant, je tiens & remercier trés vivement M.G. pE REHAM de l'intérét
qu’il a bien voulu porter & mon travail, et des précieux conseils qu’il m’a donnés
pour la présentation des résultats.

1. Notations

Nous désignerons toujours par p et q des entiers > 1 desomme n = p + ¢,
— 2

5"

Nous considérons ’espace R*tl> (x,t) comme produit des espaces

Rrsx = (2y,...,2,) et Rat.

et par n la partie entiére de n

Si « et y appartiennent & E”, on pose
2 y=ah+ ... + 2y, |z|=Va-x.
La forme quadratique
u=at+ ... +ad -2, — ... — 2
sera toujours considérée comme une fonction sur RB* ou R"*. De méme,

w= 7}% désignera toujours une fonction définie dans R"+' pour ¢ # 0.
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Soit Y (v) la fonction d’HEAVISIDE définie pour v e R; nous poserons
sgnv = Y(v) — Y(— v), et dans Rn+:

Nn=YWYQW, p=Y(=w)Y), =Y(—u) Y(=1), = Y(u)Y(-1?).

Dans ER"+l, T'ouvert défini par ut #* 0 est réunion des ouverts ,, 2, étant
Pensemble o y;, >0, ¢+ = 1,2, 3, 4.

Soient U et V des ouverts d’un espace numérique R™. Nous dirons qu’une
application o« de U sur V est réguliére si « est un homéomorphisme C*. En
suivant les notations de SCHWARTZ [ 8], nous désignerons par D(U) ’espace des
fonctions C* a support compact dans U et par D' (U) I'espace des distributions
dans U; si T eD'(U), ¢ e D(U), la valeur de 7' pour ¢ sera notée <T', ¢>.
Pour montrer que 7' « D' (R"), R" > z, nous utiliserons la notation 7' = 7T'(z).

Soit S(B™) l'espace des fonctions & décroissance rapide sur R™ et §'(R™)
son dual. Si @e S(R™), ses transformées de FOURIER seront définies par
Foly) = fe ®Vp(x)dz et Fo(y) = [e*? ¢(x)dx. F et F sont prolongées
par continuité sur ’espace S’ (R™) des distributions tempérées.

Donnons enfin deux formules faisant intervenir le dalembertien itéré:
Si f(v) est une fonction de classe C"2 sur R, et si n est pair, on a, dans
Pouvert ut 40 de R*H:
- (n—2)
grf) _ (P w) (1.1)

wn tn

Supposons maintenant que % soit impair. Si f(v) est une primitive n-iéme de
g@)V |v|, o g(v) est de classe C#, on a, dans 'ouvert uf % 0 de R»*:
oL = (S 0 ). (1.9

=) t
|| *

2. Distributions homogénes

Nous dirons qu’une distribution 7’ € D’ (R"*!) est homogéne de degré v si
T, @Az, 417%)) = A2 (T, p(z, 1)) (2.1)

quels que soient 4 > 0 et @ e D(R™*'). Dans l'ouvert ¢ 7% 0, une telle distri-
bution est donc homogéne par rapport aux variables z et l/l—ﬂ Lorsqu’une
distribution de D'(R™*!) est homogéne par rapport aux variables z et £, nous
préciserons qu’elle est homogéne «au sens classique».
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Si T e« D' (R™*') est homogéne de degré », en dérivant (2. 1) par rapport & 4,
on obtient, pour 4 = 1, la relation d’EULER:
n oT oT (2.2)

22 FrN + 2t —— Y =y T.

Si 7T eD'(R™*') est homogéne de degré v, et (07 sont homogénes de

0
ot
degré v — 2. La mesure de DIRAC § est homogéne de degré — (n + 2).

La condition (2.1) permet aussi de définir les distributions homogéenes de

degré » dans tout «céne» ouvert de R+ de sommet 1’origine.

Proposition 2. 1. Dans R"*1, toute distribution homogéne est tempérée.

Pour établir cette proposition, nous nous raménerons au résultat analogue
valable pour les distributions homogénes au sens classique. Nous construirons
une application réguliére du domaine £, complémentaire de l'origine dans
R sur lui-méme, qui transforme les distributions homogenes en des distri-
butions homogénes au sens classique.

Soit 6(s) une fonction C® de la variable réelle s, telle que 6(s) = 8 au voi-

sinage de s = 0, 06(s) =7 _

1
2 Vs
___+V =

lorsque s est voisin de — oco. Supposons en outre que 6'(s) >0
pour tout s. Posons ¢ = (| « |* + tz)i. Les formules

lorsque s est voisin de 4 co et 0(s) =

¢ =wz|x|e cos [0(t]|x]|?)]
t' = o sin [0(¢]x])]

définissent une application réguliere S : (z,t)— (z',¢') de £ sur lui-méme,
dont le jacobien
D', t)

Dy = 717 gt o [0(s]2] 2] 6'(¢ | 2]

est strictement positif dans £. On en déduit un isomorphisme §* de D(Q):

D(x',t")

p* i@z, t) > @(2'(x,8), t' (2, 1) Db’

d’ol1, par transposition, un isomorphisme g de D'(Q) : (BT, ¢) = (T, f* ¢
si TeD'(2),peD(£).

Si B(x,t) = («',t), ona B(Az, A%t) = (Az', At'), pour tout 4> 0. Il en
résulte que 7' ¢ D'(£2) est homogéne si et seulement si BT est homogeéne au
sens classique.
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Supposons que 7' € D'(R™*!) soit homogéne. Soit a(x,t) une fonction C*
dans R*+!, nulle au voisinage de l'origine, égale 4 1 pour |z|?2 + #> 1.
Ona T =aT + (1 — a)T. 1l est clair que (1 — a)7T est tempérée. D’autre
part, B(aT) = a' BT, avec a'(x,t) = a(f(x,t)). Dans 2, puisque T est
homogeéne, BT est homogéne au sens classique, donc (GARDING [2], note de
la page 398) a'fT est tempérée. Compte tenu de la forme de ’application B,
il en résulte que a7 est aussi tempérée, ce qui établit la proposition.

La proposition suivante est conséquence immédiate des définitions:

Proposition 2.2. Si¢ T e D' (R"*') est homogéne de degré v, FT et FT sont
homogénes de degré — (n + 2 + »).

3. Distributions invariantes

Soit @ le groupe de toutes les transformations linéaires de R™ qui laissent
invariante la forme quadratique #!). Si L e G, nous désignerons encore par
L la transformation linéaire (x,%)— (Lz,t) de R"t!. Le groupe des trans-
formations de R"+' ainsi définies sera encore noté @ ; c’est le groupe de toutes
les transformations linéaires de R”+! qui conservent u et t. Si L ¢ G, l'appli-
cation:

L* :p(x,t)y—> @(Lz,t)

est un isomorphisme de D (R"*!), auquel correspond un isomorphisme trans-
posé L de D' (R*1) : (LT, 9> =T, L*¢> si T e D' (R*), ¢ e D(R*'). Nous
dirons qu’une distribution 7T ¢ D' (R"**!) est invariante si LT =T quel que

. L . . . . . oT
goit L e G. On vérifie facilement que si 7' est invariante, []7" et 5 sont
aussi invariantes.

Dans R*+, désignons par X,; la transformation infinitésimale:

d

Xijzsixi_a—xj——ijj_gzi—: 'i,j=l,2,...,n,
ol gg=...=¢g,=1,¢,,=...=¢,=—1. Si T est une distribution
invariante, on a:
.X’JT=O, 1:,7‘=1,2,...,’IZ. (3.1)

De fagon analogue, on peut définir les distributions invariantes dans tout
ouvert de R"*! qui est invariant par G.

1) Pour ce paragraphe, cf. METHEE [4] et [5], DE RHAM [7] ot TENGSTRAND [9].
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Proposition 3.1. 8¢ T e D' (R™*) est tempérée et invariante, les transformées
de Fourier FT et FT sont aussi invariantes.
Démonstration: Si ¢ e D(R*t'), on a, pour LeG:

FL*(p — j‘e—i(z-E-‘i-t‘t) (P(Lfs T)d&d’[ — j‘e—i(z-L-—lE.;_tt) 99(§a ‘E)dfd‘t :
puisque dét. L = 4 1. Soit § la transformation de G' définie par

S(xy, o, @y Tppys oo X)) = (g, 0o, Xy — Tppny e ee s, — X)) .

Les transformations de G conservant la forme quadratique (z,y) = x-Sy =
=8z -y(xetyeR"), ona: - L1&= (Sz, L&) = (LSx, &) = (SLSx)-¢,
d’ou FL*p = S*L*S*F ¢. Puisque SLS ¢ @, on en déduit, si T eD’(R"*)
est invariante:

LFT, ¢y =<T, FL*¢) = (SLST, Fp) = (FT, p>,
et de méme pour FT, c.q.f.d.

4. Distributions homogénes et invariantes

Désignons par HY le sous-espace de D'(R"+!) formé des distributions qui
sont invariantes et homogénes de degré ». Nous allons montrer que dans I’ouvert

ut # 0, toute distribution de H” est le produit de |¢|2 par une distribution

de la seule variable w = % Les méthodes utilisées sont classiques (cf.

GARDING [2], METHEE [4], DE RHAM [7] et TENGSTRAND [9]).
Les ouverts 2, de Rt étant définis comme au § 1, 'application:

o; : (z, t)—> (2, w), 1=1,2,3,4,

est une application réguliere de Q, sur £Q,,, avec j(1)=1, j(2) =3,
7(8) = 2 et j(4) = 4. Il s’ensuit que
| %]

of 1p(x, t)"*‘P(x,w)‘Zt?

est un isomorphisme de D(£;,,) sur D(£2;), d’olt un isomorphisme transposé
x; de D'(£,) sur D'(£Q;4,).

Désignons par H; le sous-espace de D'(£;) formé des distributions qui
sont invariantes et homogénes de degré ». On a alors:

Lemme 4.1. 8i T ¢ H, alors «,T est une distribution de D' (2;,) indé-
pendante de x.
En effet, en considérant 7 ¢ H comme un courant de degré 0 (cf. DE RHAM
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[6]), les relations (2.2) et (3.1) impliquent dTAdw = 0. Comme «,7 est,
au signe pres, 'image de 7' par ’application réguliere «,, telle qu’elle est définie
dans [6], on en déduit: «;(dT' Adw) = 0 ou encore d(x,I)N\d(x,w) = 0, d’ou

d(oc;T)Ndt = 0 (cf. [6], p. 556—57). C’est dire que O T) 0 pour

ox,
k=1,2,...,n
et le lemme est établi.
Ce lemme entraine que, dans chaque composante connexe de £, %), on
peut écrire de facon unique (cf. ScHWARTZ [8], t. 1, p. 114)

T = 1(x) ®8,(t),

ou S,(t) est une distribution sur une demi-droite ouverte: S;eD'(R,) avec
R, =R;= (0, +00), BRy= R, = (—o0,0). Mais il existe des transfor-
mations de G qui échangent les composantes connexes de u > 0 oude u < 0.
On en déduit qu’une distribution de D'(£2;,,), qui est de la forme 1(x) ®S,(?)
dans chaque composante connexe de £,,,, est I'image par «; d’une distri-
bution de HY si et seulement si S, est la méme distribution pour chaque com-
posante de £,;,. On peut donc énoncer:

Lemme 4. 2. Il existe un isomorphisme B; de H?Y sur D'(R,) tel que, pour
tout T e H : &, = 1(z) ®B,T.

Lorsque S; e D'(R;) estunefonction, 8;' S, est lafonction: (z,¢)—8;(w).
Quel que soit S; e D' (R;), il est donc naturel de poser S;(w) = ;'8;. D’autre

»

part, pour tout », I’application 7' — |£|2 T est un isomorphisme de Hj] sur
H;; on a donc:

Proposition 4.1. Pour toute distribution T < H”, il existe quaire distributions
déterminées de fagon unique S, eD'(R;), telles que, dans Q,, on ait

T = ltlné—St(w)7 ?:: 13 23 37 4.

On sait que si T e H; ", alors DT ¢ H;"*?. De facon précise, si S;eD’(R;)
on a: n
D(|t]” % 8i(w)) (4.1)

n+2

— —sgnt|t|] 2 [-’21 (S; (w) + Si(w)) + w(Si(w) + S’é(w))] :

Cette formule s’obtient par dérivation au sens classique lorsque §; est une
fonction C*. Elle reste valable par continuité pour une distribution quel-
conque.

2) Sipet g >1,82; est connexe,
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Remarque. Si ’on avait posé w = L—?— , le crochet au deuxiéme membre
de (4.1) serait:

5 (S,(w) + 4k Si(w)) + w(Si(w) + 4k S (w)).

Le choix k£ = } apporte une légére simplification dans ’expression des résul-
tats obtenus.

Le lemme suivant donne des exemples de distributions homogénes et in-
variantes dans R"+!:

Lemme 4.3. Soit f(v) wune fonction d’une variable réelle, continue pour
v # 0, telle que
f(v) = O(|v|¥ quand v—>0,
fo) = O(|»|f)  quand |v|—>co.

8i A>—2,a>—1, < A+ 1, la fonction |t|*f(w) est localement inté-
grable dans R*+ et définit un élément de H*.

Démonstration: Dans R*+!, sur un compact de ¢ % 0, ona |¢|* (w) =0 (|u|%).
Cette fonction est doncintégrable sur un tel ensemble puisque « > — 1. Montrons
que |#|Af(w) est intégrable sur un compact défini par |z| <A, |t| <%. Ona,

en remplagant la variable ¢ par v = 2,

41
I= | [t fw)ldedt=C [ |u]™( [ |f(v)] [v]*2dv) dw,
jaf<4 a4 =

ltl<t
out C est une constante positive. Mais

j‘ |f(v)] l”lﬁ)‘_zd” <01‘1"”B~'\_2d” <0y,

[v| =1

puisque f — 41 —2< — 1, etsi |u|]<1:
1

i 1) [”l_'\_z dv < C; | v-A-2dy L C, lula—)\—l + O,

lul<|v|<1 |ul

oi1 les C, sont des constantes positives, |%|*~*-1 étant & remplacer par
|log |u|| si « =4+ 1.

On a finalement, C' et C” étant des constantes positives:

I<C | |uMde+C" [ |u|*dx,
lz|<4 lz|<4
ou |u|* est a remplacer par |u|*|log |u|| si &« =4 + 1. Puisqueax > — 1
et 2> — 2, il en résulte que I'intégrale I est finie, c.q.f.d.
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b. Solution élémentaire homogéne et invariante

Supposons que 7T ¢ D' (R"+') soit une distribution homogéne et invariante
telle que DT = §. Comme &e H"*? et que D abaisse le degré d’homo-
généité de deux unités, il faut que 7' ¢ H™. Par transformation de FourIiEr
on obtient (¢¢ + «) FT = 1. La distribution F7T est donc une solution de
I’équation précédente et d’apres les propositions 2.2 et 3.1 FT ¢ H-2. Mais
(¢t + u)™* qui, d’apres le lemme 4.3, est une fonction localement intégrable,
définit une distribution possédant les propriétés de F7T indiquées. Je dis que
FT = (it + u)*. En effet, si SeH2 vérifie (it+%)8=0,8 a son
support dans I’ensemble défini par v = 0 et £ = 0. S est donc de la forme

S=2X A,.(x) @P (1),

k=0
ou 4, (x) e D' (R*); sur tout ouvert borné, A4,(x) est nulle dés que k est assez
grand (cf. ScEWARTZ (8], t. 1, théoreme 36, p. 101). De plus A4, (x) doit étre
invariante, & support dans « = 0, et homogene au sens classique de degré 2k.
Mais les distributions non nulles, a support dans # = 0 et qui sont invariantes
ne sont jamais homogeénes de degré > 0 (cf. METHEE [4], DE RHAM [7] ou
TENGSTRAND [9]). 1l s’ensuit que A4,(x) = 0 pour tout ket S = 0.

Compte tenu des propositions 2.2 et 3.1, il est clair que

E = 2n)~) F[(¢t 4+ u)™]
appartient a H—" et vérifie DE = J. On a donc démontré:

Théoréme 1. Dans R"t', Uopérateur D admet une solution élémentaire E ,
et une seule, qui sott invariante et homogéne de degré — n. La transformée de
Fourier de E est la fonction localement intégrable (it 4 u)™t.

Les résultats du § 4 vont nous donner des renseignements sur la forme de Z
dans ut 5% 0. En effet, dans chacun des ouverts £,, on a d’apres la propo-

sition 4.1: 5
E=|t 28w, 1=1,23,4.

De plus, comme DE = 0 dans wut¢ 5% 0, la formule (4.1) entraine:
S (8, + 89 + v(S; + 85 =0,

ou l'on désigne par v la variable sur la demi-droite R, telle que S;eD'(R;).
Mais I’équation différentielle précédente est réguliére pour v 7 0 et ses solu-
tions sont ses solutions usuelles. On a done:

S;(v) =C;e®+ Cie™ fe’ |v| 2 dv,
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C; et C; étant des constantes. En particulier, S;(v) est une fonction ana-
lytique pour » 5% 0. Comme la fonction (z,¢)— w est aussi analytique dans
Pouvert ¢ £ 0 de R"t, on a le résultat suivant:

Théoréme 2. Dans Uouvert ut = 0 de R™, la solution élémentaire E est
une fonction analytique.

Comme au § 1, désignons par y, la fonction caractéristique de I'ouvert £,.
Dans st % 0, E est donc combinaison linéaire des huit fonctions

n

xiltl—?e_w: xz]t‘_-gfn(w)’ 7::172,3:4’9 (5'1)
ou f,(v) est une solution de:
fa@) + fuw) = Clv| "2 (5.2)

dans v £ 0, C constante arbitraire = 0. Il est clair que les fonctions (5.1)
sont linéairement indépendantes et engendrent un espace vectoriel V de di-
mension 8.

6. Fonetions intervenant dans 1’ expression de E

Dans ce paragraphe, nous allons préciser quelles solutions f,(v) de I’équa-
tion (5.2) nous choisirons. Nous ferons ce choix de fagon que les fonctions

n
¥: |t] 2 f,(w), définies dans Q,, admettent des prolongements dans D' (R*+1).
Remarquons d’autre part, qu’on peut former une solution de (5.2) pour =
impair (resp. » pair), par dérivation d’une solution de cette équation dans le
cas n =1 (resp. n = 2).
Comme solution de (5.2) dans le cas » = 2, nous choisirons:

h(v) =e " Pf. [e*sds. (6.1)
Cette fonction est analytique pour » 7% 0 et vérifie
B (v) + h(v) = v1, (6.2)
d’oui:
hmD (p) 4+ B (v) = (— 1™ m! v~ | m=0,1,... (6.3)

Lorsque |v|—>oo0, h(v) admet le développement asymptotique:

© k!
h(o) ~ 2 g (6.4)

20 CMH vol. 37
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v
En effet, les fonctions e™* j e*s7lds et e j' e®* s71ds admettent ce développe-

—o0

ment lorsque v tend respectlvement vers + oo et —oo. On a:
0 )
Pf [ etstds= — [eslogsds=C,
—w 0

ol C désigne la constante d’EULER (cf. [1], formule 1.7 (7)).

D’autre part: ”
et [
0

Par suite, ”

4] — 1)
H(v):e—vfes d_z_(__l_)_tl_(1+_;_+._.+_]1;>vk (6.5)

k=1 k!
0

désignant une fonction entiére, on a:
h(v) = e™" (C + log |v]) + H(v),
ou encore:
wo) = 5 tog o] + 0

Co=C (constante d’EULER), (6.6)

0k=0—(1+-;_+...+7§->, k=12, ..

, nous prendrons comme solution de (5.2):

Si 7 est pair, n =

2
fn(v) = ™ (v) (6.7)
de sorte que: .
fa@) + fa®) = (= 1fFnl v 2. (6.8)
Posons encore, pour tout entier m > 0:
1)k
m(0) = £ 225 (og 0] + € 0%, (6.9)

avec C,, défini par (6.6). Pour v % 0, on a:
™ (v) = (— L)m h(v) . ~ (6.10)

Comme solution de (5.2) dans le cas » = 1, prenons

gw) =e " [Y(—v) }es |8|~tds + Y(v) fe" |s|-%ds] .
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g(v) est donc analytique pour » # 0 et vérifie

g' (@) + g(v) = |v| 2. (6.11)
Lorsque |v|— o0, g(v) admet le développement asymptotique

it o L6+ 3)
v) ~|v| %‘f’o———————(%) . (6.12)

0 © —
Comme | ¢*|s|~4ds=2 e "dt =V 'z, on peut écrire:
—00 0

g(v) = e""f et |s|~tds +- l/;z_Y(—— v) e~
0

Mais, en posant s = v(1 — &'):
14

v 1
e—”g’ ef |3|~tds = sgnov V|v]| 6’. e’ s i

8

Introduisons la fonction entiére:

K(v)___l_(vfe—vs.“f_zf___ 1)__2'_(_"_—_1_)fflvt (6.13)
Val o V1-—s il (0 + %) '
Comme solution de (5.2) dans le cas n = 3, nous prendrons la fonction
k(v) = — —171-_7;—9’ (v). On a done, avec (6.13):
K (v)
k(@) = Y(— v)e=? + (6.14)
Viel
k (v) est analytique pour v 7% 0 et vérifie:
B (o) + k) = (— ) L ED g, (6.15)

pour tout entier m > 0. Lorsque |v|—>oco, on déduit de (6.11) et (6.12)
que k(v) admet le developpement asymptothue

L6+ 3)

k(v ' 6.16
O~ (6.16)
Si n est impair, # = n ; : , comme solution de (5.2) nous choisirons:
falv) = k™ (v), (6.17)
de sorte que, d’aprés (6.15):
ry) _»

fa(®) + fo(v) =(— 1) (sgno)att —==|v| 2. (6.18)

Posons Ky(v) = K(v), K,(v) = j m—1(8)ds, pour m > 1.
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Pour tout entier m > 0, K, (v) est donc une fonction entiére:

_p (CyMIa4
) = 2T+ DTG Fm+ D" (6-19)
Pour tout entier m > 0, on a:
K™ @) = K@) . (6.20)
Désignant par R,,(v) la fonction entiére
o (__ t
R,,,(v) = & ( .'l) v, (6.21)
i=m
on a, pour tout m > 0:
R™(@w) = (— 1)yme™", (6.22)

v
Posons enfin ¢,(v) = V'|v|e™®, e,(v) = [ e,_,(8)ds, de sorte que, pour
tout entier m > 0: 0

_yvioiy (DTG +$) i+m

et:
M) =V |v|e®. (6.24)

Donnons encore quelques résultats relatifs aux fonctions % et k£, qui nous
seront utiles pour former certains développements asymptotiques.

Lemme 6. 1. Lorsque X —>o0, on a:

+X _nt log X
_{Yh(v)log |v| dv —-§—+0( X )

Démonstration: Remarquons d’abord que h(v) log |v| est localement inté-
grable. On peut écrire:

+X X
I(X) = [ h(v)log |v|dv= [ [h(v) + h(— v)]log v dv .

-X 0
Mais, d’apres (6.2), h(v) + h(— v) est la dérivée de h(— v) — h(v). En
intégrant par parties:

x
I(X) = [A(— X) — h(X)]log X +off(v) dv ,
_ k() — h(—v)

ou, d’apres (6.6) et (6.4), f(v) = " est intégrable sur R. On a
donc:

1(X) .-_-:ff(v)dv + 0(1°§X).
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La définition (6.1) permet d’écrire aussi:

h(v) =e—vR;e38*1d8= R;oe‘” dz ;
- 0

v—2

ou § désigne une intégrale prise sur un chemin du plan complexe qui évite les
poles de la fonction & intégrer. On a donc:

dz

2 — 22

(o) = 2 R;;e—z

Le théoréme de CaucHY appliqué au contour formé du segment 0 <z <7
de Paxe réel, du quart de cercle |z| =r, Rz >0, Jz >0 et du segment
< Jz < r de I’axe imaginaire donne, lorsque r—>o0:

@
sin 8

Aras
0

flv) =2

d’olt enfin, par un calcul classique-

sin 8 n?
ff(v v-_2f( o 2d.sr)d’o=—§—,c.q.f.d.

Lemme 6. 2. Soit y(v) une fonction C®° pour v # 0, a support compact,
telle que:

p(v) = a log |v| + f(v)

ou f(v) est continue, f' (v) = O(log |v|) lorsque v— 0. On a alors:

§ h(Xv) p(v)dv =%(a%isan+b) +O(_11?_)

lorsque | X | -0, b étant une constante.
Démonstration: D’apres (6.4) on a:

D’autre part:
+1 +1 +1
| h(Xv)yp(w)dv=a [h(Xv)log|v|dv + §h(Xv)f(v)dv.
-1 -1 -1
Mais:
+1 1 +1X log | X| +
1 dv = —+ h(v) 1 d h(v)dv.
_:flh(Xv) og |v| dv x| —f[XI (v) log |v| dv — —IXT f‘l (v) dv

Comme, en vertu de (6.2), k(v) est la dérivée de log |v| — h(v), on a:

+]X| 1
'f ho)do = (= | X)) — A X)) = o(x)
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D’aprés le lemme 6.1 on a donec:
1 1

+1 752
_jlh(Xv) log |v| dv =l——T? + O(Y)'

D’autre part, en intégrant par parties:

+ __[log| Xv| — h(Xv) +1
LX) o) ao = [2EIZ2S fo)”,

1
~ g L 108 | Xol F @) do + 5 | h(Xo) £ (0)do

= — :%1 log |v| f' (v) dv—l—o(—;(—).

En effet, d’aprés le théoréme de LEBESGUE,

lim f R(Xv)f' (v) dv=0,

IX|>o | X" 1<lp|<1
puisque h(Xwv) est bornée pour |Xv|>1, que f (v) est localement inté-
grable et que h(Xv)— 0 lorsque |X|-—>co. En outre:

a0 < o g X1

| | log X ,

f h(Xv)f (v) dv' I?Xyl § k@)

ol <]x|—1

75
C' et C” étant des constantes positives, c.q.f.d.

Lemme 6.3. Si, dans v < 0, f(v) est une fonction C* a support compact,
on a lorsque |Xl-—->oo‘
j'k (Xv) f(v) dv NZ'(Y(X)a + [ X|"%b) X,
i=1

les a; etles b; étant des constantes.

1 s
Démonstration: D’apres (6.15), k(v) est ladérivéede — (k (v) + Ve |v| %).

En intégrant par parties on a done, pour tout ¢ > 0:

f EED) [0 0) do = — LX) f00(0) 1 [ B(X0) 60 0)do

V_XmXI_J;fm v) |v|-tdv .

On en déduit le résultat du lemme en remarquant que, comme % (v) est inté-

grable, 0 1
_j‘m E(Xv)g(v)dv = O(Y)

pour toute fonction g(v) bornée.
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7. Développements asymptotiques

Considérons une fonction f(v) d’une variable réelle, de classe C® pour
v 7 0. Nous dirons que f(v) admet un développement asymptotique indé-
finiment dérivable, en abrégé développement D%, lorsque v— 0, si f(v)
admet un développement asymptotique

1) ~ = pu(v)
k=0

. lorsque v— 0, et si les dérivées successives de f(v) admettent, lorsque »— 0,
les développements asymptotiques
fm (v) ~ Z ¢ (v)
k=0
déduits de celui de f(v) par dérivation terme a terme. Nous utiliserons la
définition analogue pour |v¢| tendant vers I'infini.

On voit facilement qu’une condition nécessaire et suffisante pour que f(v),
de classe C® pour v # 0, se prolonge en une fonction C® sur la droite R,
est que f(v) admette, lorsque v— 0, un développement D% du type de
TAYLOR:

f) ~ X a, vk,
E=0

Lemme 7.1. Soit F(v) wune fonction C*® sur R. Pour que f(v) = F (%)

se prolonge en une fonction C* sur R, il faut et il suffit que F(v) admette
un développement D> de la forme
Fw)~2X a,v*
k=0
lorsque |v| — 0.
Démonstration: Remarquons d’abord que, pour tout entier m > 1,

() ()= [l a) 7] (5):

ou P,(X,Y) désigne un polyndéme de degré 2m en X et de degré m en Y.
Cela étant, montrons que la condition du lemme 7.1 est nécessaire. Si f(v) est
C® sur R, f(v) admet un développement D*:

f() ~ Za, vk
k=0

lorsque v—> 0. Donc, lorsque |8]—>oo:

F(G)N 2 akB'k.

k=0
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De plus, pour tout m > 1, lorsque v—> 0
(m) 2 LA k
m oy .
o) ~ £ (2 (@00,
8

Fm (g) Nko [P,,, (v : gv—) (a fuk)] (%) :

Fom (s) ~ (%)m (@, %) ,

k=0

et comme F™ (g) = [P,,. (v, ?l%) f] (—1—) on a

donc

lorsque [8] — oo. C’est dire que le développement de F est D®. De fagon
analogue, on montre que la condition est suffisante.

Lemme 7.2. Soit h(v) la fonction définie par (6.6). Quel que soit lentier
m >0, la fonction v—m jm (%-) est O° sur R.

Démonstration: De (6.3) on déduit:
i-1

A (v) = (— 1) [h(v) — Z k! v~ k1] | (7.1)

k=0

pour tout entier + > 0. D’apres (6.4), lorsque |v|-—>co on a donec:
-]
A () ~(— 1) 2 k! v—tk+D) | (7.2)
bt

1 2

Or ce développement est aussi celui obtenu par dérivation terme a terme de

(6.4); done (6.4) est un développement D®. En vertu du lemme 7.1, A™ (—11)—)
est donc C* pour tout m > 0. D’apres (7.2):

h(m) (_’;_) (— 1)m f’ k! vkt

k=m

I1 en résulte que v—(m+1)p(m) (—i—) est aussi C®, c.q.fd.

Lemme 7.3. Soit k(v) la fonction définie par (6.14). Quel que soit Uentier

m = 0, la fonction 3 :
f(/y) — ltvl p—(m+1) J.(m) (.;)
est C° sur R.
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Démonstration: De (6.15) on déduit:

1
n

b9 0) = (= [ k) = 4107 216+ o, (1.3)

pour tout entier j > 0. D’aprés (6.16), on a lorsque |v|—>oo:

i) ~ T F 4o, (7.4

t=j4

développement qu’on peut aussi former par dérivation terme & terme de (6. 16).
C’est dire que k(v) admet un développement D® lorsque |v|—>oco, donc
aussi £ (v). Par la méme méthode que dans la démonstration du lemme 7.1,

on en déduit que k™ %— admet un développement D* lorsque »-— 0.

D’apres la formule de LrIBNIz, il en sera de méme pour f(v). Mais, d’apreés
(7.4):

F(v) ~ (‘nl)m ZTG+m+ o
=0

lorsque v— 0. Il en résulte que f(v) est C* sur R, c.q.f.d.

Nous allons donner maintenant quelques développements asymptotiques;
on désignera toujours par ¢ un nombre > 0 tendant vers 0.
Dans I’espace D’ (R) des distributions d’une variable ¢, on a:

o [ __ k
5t — 2) Nk):o( k!l) 5% (1) ek, (7.5)
8(t + o) ~k§07:—! 50 (g) gk | (7.6)
d’ou 'on déduit:
— k —

Rappelons quelques résultats de [7] (voir aussi [9]). A toute fonction
¢ e D(R™),

on peut associer une fonction @ (v) d’une variable réelle, telle que, si f(v) est
par exemple une fonction continue:

+ o
J ) p@)de = [ f(v) Plv)dv. (7.8)

z€R™®

Avec les notations de [7], on a: D (v) = H, [pdx]. P(v) est C* pour v # 0.
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Lorsque v— 0, @(v) admet un développement D* :
si p wmparr, q pair ousi p et q pairs:

0 n—2
D) ~ I (s 9 v + (Brogy 07T T (), (7.9)
.
avec By=(— 1)2 - o(x) ;
)
si p et ¢ vmpairs:
D) ~Z ((Ay, ¢ v% + (By, 9 ¥ " log |]) , (7.10)
k=0 o
avec By=(—1) 2 -0(z) ;
r(z)

les 4, et les B, sont des distributions invariantes sur R» (cf.[7], p. 351, for-
mules 16—19).

Lemme 7. 4. Supposons que p et q soient impairs. Dans D' (R") on a:

n

“ 1 m2  onom
h( ) S8,k (—1) 2 21 ? 8(x)e? + o (cF),
48 k=1
u\ I 1 onie n o
h(~—)= E8y(—eff — (— 1) T 2ix 2 3(z)(— e)? +o0(e?),
de/ =1

avec S, e D' (R") .
Démonstration: D’aprés (7.8), si X e R on a, pour ¢ e D(R"):

JR(Xu)p(x)de = [h(Xv)D(v)dv.
En vertu de (7.10), @ (v) est de classe C»-1 et, lorsque v— 0,
D (v) = n! (B, p) log |v]| + f(v)

ou f(v) est continue, f'(v) = O(log |v|) lorsque v— 0.
D’aprés (6.2), h(v) est la dérivée de la fonction continue log|v| — A(v).
En intégrant par parties, on a donc pour k < n:

§ h(Xv) @®) (v) dv = —XL J h(Xv) @*+D (v) dv — 5. j' log |v| @%+V) (v) dv .

On en déduit: _
fh(Xv)D(v)dy = — Z‘X—" { log |v| @® (v)dv + X-» [h(Xv)DW (v)dv .
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Les propriétés rappelées de @) (v) et le lemme 6.2 entrainent

_ 1 2
J BE0) ) do = (1! Bo, 9> s X +5) + o (g ).

d’otl le résultat en prenant X = + ZIE ’

Lemme 7. 5. Supposons que p soit impair et q pair. Dans D' (R") on a les
développements asymptotiques:

U n+1 q n n n
Y(u)e ¢e= X S, ek + (— 1)2 2% 52 §(x) €2 +0(e2),
k=1

Y(— ) k(-ﬁ—)~§(T,— ¢+ U, eV,

i=1

V(- 0k(- o) ~E0(- o Ve,
48 1=1
avec S;,T,, U, eD'(R").
Démonstration: Soit en effet @ ¢ D(B"). D’apreés (7.9), la fonction @ (v)
correspondante est C* dans » << 0. Dans v >0, @(v) est de classe On,

avec:
g n-—1

PV () = (— )Tz T @(0)o™ 4 0(1).

On a donec:

fe‘fe‘@@%)dv = 2(— 1)%%(0) Ve +0().
0

Mais, a ’aide d’intégrations par parties:

U - -] v
J e tp(x)de= [e % D(v)dv
u>0 0
— X (4 8)1 BD(0) + (4¢)**1 [e 8 D™D (v)dy ,
i=0 0
d’ol1 le premier développement asymptotique.

D’autre part,

u<0

f k(i —fg)qa(x) dx =_fmk(i 71%{) D(v)dv ;

les deux derniers développements asymptotiques du lemme résultent donc
du lemme 6. 3.
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Lemme 7. 6. Supposons que p et q sotent pairs. Dans D' (R") on a alors:

n

% 2 q n n n
Y(u)e e = X S, ek + (— 1)2 2" 72 §(x) 2 +o0(e2?),
k=1

n

u

2 n
Y(— u)ete= T 8p(— 1)1k + o(e2),
k=1

avec S, eD'(R").

Démonstration: Si ¢ e D(R"), la fonction @ (v) correspondante est, d’apres
(7.9), de classe C* dans v >0 et dans » << 0, avec cependant des valeurs
différentes pour les dérivées a l'origine d’ordre > n, suivant que @ (v) est
considérée dans v > 0 ou dans v < 0. En particulier:

q n

D@ (4 0) — P (— 0) = (— 1)2 72 ¢(0).

On a alors, en intégrant par parties:

f e_4le<p(x)dx = ;e_fi D (v)dv
0

u>0

— T @U-D(0) (de) + O (4 0) (47 L o(6H)
=1

1=

1) eﬁw(x)éx= foefzdi(v)dv

u<0

= F (= 1)1 QU (0) (4e)f + (— 1) B® (— 0) (4cfiH + o(s7),
j=1

1

d’ou le résultat du lemme.

8. Etude de la solution élémentaire

Nous avons vu, au § 5, que dans 'ouvert u¢ # 0 de R"t', la solution élé-
mentaire E est égale a4 une fonction de 1’espace vectoriel ¥V engendré par les
huit fonctions (5.1). Comme E est définie dans tout ’espace, nous avons donc,
en premier lieu, & déterminer le sous-espace vectoriel de V formé des fonctions
qui admettent un prolongement dans D'(R"+!). Nous allons montrer que ce
sous-espace est engendré par les six fonctions:

n n
thtl 26—-—")’ xi!tl 2fn(w): (81)
avec 1 =1,3 et j=1,2,3,4. En effet, il est clair qu’aucune combinaison

n
linéaire non nulle des fonctions x;|¢| 2 e™™, ¢ = 2,4, n’est prolongeable
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au voisinage de ¢ = 0, en raison de I’ordre de croissance de e~ dans %t <<0.
Par contre, les six fonctions (8. 1) sont prolongeables.
Considérons d’abord le cas n patr. Les fonctions

__ Y (w) Ri(w)
@, = TR (8.2)
avec (6.21), et _
= L1mhw (8.3)
it w

avec (6.9), sont localement intégrables dans R»+'. En effet, lorsque v— 0

Rz (v) b (v)
P pn

= 0(1),

= 0 (log [v]) ,

et, lorsque |v|—>oo,

o B0 _o(1), o _o(lenls),

pn v n v

le lemme (4.3) permet de conclure. D’autre part, compte tenu de (6.22),
(6.10) et (6.7), la formule (1.1) donne, dans ut #% 0:

0* G, = sgnt Y(w) t";'e"” , (8.4)
O H, = (— 1F 62 f, (). (8.5)

Ces égalités prouvent que les fonctions (8.1) sont prolongeables.
Supposons maintenant n tmpair. Les fonctions

g, =9 =) (8.6)
HENE

H, — Y(— W);:.(W) ;!:_EK;(w) ’ (8.7)
[t]2 |w]| 2

avec (6.23) et (6.19) sont localement intégrables dans R"+1. En effet, si v~ 0:
ez (v) = O(|v|"*}), Kg(v) = O(|v[").

D’autre part, pour v # 0, les fonctions Y (v) e;(v) et Y(— _'v_) e;(v) + K;(v)
admettent pour dérivées n-iémes Y (v) Vve et Y(—v)V|v|e "+ K(v)=
= k(v) l/m (formules (6.24) et (6.20)). D’apres (6.16), lorsque |v|-—>oo,

. 1 1 : A
ces dérivées sont O|—); on en déduit que les fonctions elles-mémes sont
v
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O(|v|™1log |v]). Le lemme 4.3 entraine alors que G, et H, sont localement
intégrables dans R"+1, La formule (1.2) donne, dans ¢ % 0:

n

O"G, = (— sgnu)® Y(w) |t] 2e™", (8.8)

O H, = (sgn w)® ¢ 7T f, (), (8.9)

ou I'on a tenu compte de (6.24), (6.20), (6.14) et (6.17). Les fonctions (8.1)
sont donc prolongeables en distributions sur B+,

Il résulte de ce qui précede que, dans %t = 0, la solution élémentaire K
est égale a une combinaison linéaire des six distributions:

Dﬁxi Gn! Dixiﬂn’ (8‘11)

avec 1 = 1,3 et §=1,2 3,4. Il est clair que ces distributions, définies
dans tout I’espace R"*!, sont invariantes et homogénes de degré — n. Par
suite, & une distribution invariante et homogeéne de degré — n, a support
dans ut¢ = 0 prés, £ est combinaison linéaire des distributions (8.11). En fait,
comme il résulte du théoréme suivant, E est exactement combinaison linéaire
de distributions (8.11).

Théoréme 3. Quels que soient les entiers p > 1 et q > 1, il existe une fonc-
tion F, localement intégrable dans R+, homogéne et invariante, telle que la
solution élémentaire E soit de la forme E = " F.

Dans le 1er cas (p et q impairs): a+1
(=12

r={"")_m, (8.12)
My 2

ouw H, est défini par (8.3).

Dans le 2e cas (p impair et q pair):
(sgnw)i Y(u) Y(¢) G, +sgnt¢ Y(—w) H,],  (8.13)

avec G, et H, définis par (8.6) et (8.7).
Dans le 3e cas (p et q pairs): ¢
(=12

. (8.14)
on o2

ow G, estdéfini par (8.2).
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Il est clair, d’aprés les définitions, que dans chaque cas, []® F' est une distri-
bution sur R"*!, invariante et homogene de degré — =». Par conséquent,
en vertu du théoréme 1, il nous suffira de montrer que D[]® F = é pour
établir le théoréme 3. Pour calculer D[]" F, nous procéderons de la fagon
suivante: comme F est localement intégrable, F' est la limite dans D' (R"*)
de Y(|t| — &) F, lorsque ¢— 0, ¢ > 0. En utilisant les développements en
séries des fonctions qui interviennent dans la définition de #', nous exprimerons
Y(|t] — ¢) F comme somme de séries convergeant dans D' (R"+!). Par déri-
vation terme & terme de ces séries, nous calculerons D[J" Y(|t| — ¢) F,
d’ot DJ® F pour &¢—0.

Nous aurons besoin des formules suivantes:

Om(Y(+ %) |u]?) = (£ 1)" 4,,(4) Y(£ ) |u]*™, (8.15)
O™ (|w|* log |u]) = (sgn )™ 4,,(4) |u|*~™ [log [u| + B,(A)],  (8.16)

avec: %
4m (A + 1)r(z+?)
Am(l) = n ’
ri-+1 —m)I’(i—!—?—- m)
Bl 3 1 1

k= 11+1—k+k=11+__k

Ces formules sont valables pour tout entier m > 1, et pour 1 complexe,
R2A>m — 1. En effet, ces formules sont obtenues par dérivation au sens
classique pour R A assez grand. Elles restent valables dans le domaine o1 leurs
deux membres sont fonctions holomorphes de 4. Rappelons aussi les formules
suivantes, démontrées dans [7] (p. 365-366):

2 log |u] = 0, si p et g impairs. (8.17)
n—1
R .. Ll k. =0, si p impair et ¢ pair. (8.18)
4K
02 Y(u) =0, si p et q pairs. (8.19)

Passons au calcul de D" F:

Ier cas. A un facteur constant preés, Y(|¢] — ¢) F est égal a

Y([t| —e)
. :

F, = Y(Itl —*8) E( 7 ) loglwi_l__c wz-—n

t= n
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Sur tout compact de R"+!, chaque terme de la série précédente est majoré
par le terme d’une série numérique convergente multiplié par la fonction
1+ |log || [, localement intégrable dans R»+!. Par suite, la série égale &
F, converge dans D'(R™*!). Par dérivation terme a terme, on a donc, d’aprés
(8.15) et (8.16):

- Y(|t]—¢&) 2 (— 1)t .
Or*F,= (I L ?) ._0( i') (log |w| + C,) w!
iz (8.20)
(= DR Y(lt| - o)
+ 5T oo @ YU
Toujours d’apres (8.15) et (8.16), on en déduit:
ap — (% ot — ¢ — u 5(t + ¢)
DO F‘-h(_ﬂ)®*—?+(— 1) h(_ 4:8)® n
g2 e?
— el o — 1)1 8(t — ¢) +6(t
+(ﬁ!) ifoz!D”"loglul® (= 1o 8,-51) ( +8),

apres avoir tenu compte de (6.6) et (8.17). Mais d’aprés (7.7):

lim DO F, = Pf. s_%[h<—:—%)®6(t — &)+ (— 1)5h(——4f‘-‘g)® ot + s)]

e>0 e->0

1 we2
=(—1)2 2*n 2 §,

en utilisant (7.5), (7.6) et le lemme 7.4. Dot D[J* F = 4.
2e cas. A un coefficient constant pres, Y (|| — ¢) F est égal a:
F,= Y(jt| —¢) (sgnw)* [ Y(u) Y(t) G, +sgn ¢ ¥(— w) H,] .

Compte tenu de (8.6) et (8.7) on a donc:

Fa:‘ E' (_' 1).[‘(@ +n'g') wt ® Y(t _ 8) t—-(i+g)
i=04) 4‘I’(i +-2-)
%! Yt —¢e)+ Y(—1t—¢)

[ Ada S

=y ra+pHri+3%)

Y (— ) |ulit@

Sur tout compact de B+, la premiére série est majorée par une série numérique
convergente et la seconde par une série numérique convergente multipliée
par |u|"}. Comme |u|~} est localement intégrable dans R"+l, les séries



Solutions élémentaires d’opérateurs différentiels paraboliques hyperboliques 321

qui servent a exprimer F, convergent dans D'(R**!). Par dérivation terme
a terme, on a done, en utilisant (8.15):

— 1)

D F,=(—1p 2 =Y o ve — e t_(H%)

’0,=0 ’&'4'
2 nzl Y(—uw) _ Y-+ Y(—t—¢)
— — | n—i
Van! ,-fo( Dt o V0 u| ® g+ (8.21)
YRR 1 imd o L(E— s)+Y(—t—s)
P S e LW P

d’ot 'on déduit, compte tenu de (6.13), (6.14) et (8.18):
DO"F,= A, + B,,
avec: n u
A,=(— 1" 2 Y(u)e e @4(t — ¢)
- = [ w w
+ e (=)= 17 k(L) @ 00 — o) + k(- =) @8 +9)].
et:

2 2l _ Y(—wu) _ (— 18 —e)+d(t+e)
B, = — 2 ! Ot e .
Vil ise O VTal ® praT)
D’apres (7.7), en utilisant (7.5), (7.6) et le lemme 7.5, on obtient:
p+1 n

lim DO F, =Pf. A, = (— 1) 2 2" 72§,
&>0 &->0
d’ou DO"F = 4.
3e cas. Sipetgsont pairs, Y(|t] — ¢) F est égal, a un facteur constant prés, a:

Fs = Y(Itl - 8) G'n ’
d’ol, d’apres (8.2):
B oo ( — l)k
Fe kzo (k + n)! 4%
Sur tout compact de R"+l, chaque terme de la série précédente est majoré
par le terme d’une série numérique convergente. Par conséquent, la série égale
a F, converge dans D’(R"tl) et peut étre dérivée terme a terme. On a done,

d’apres (8.15):

[Y( u) vk ® X%Tﬂ — Y(— u) v ® Y(";kt_'-l—" 8)] .

_ — 1yn Al - Yt - Y(—t—
@ (— 1)k Y(t — ¢ Y(—t—¢
+£ku4}’k®7mr‘yﬁww® w%a]’
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d’ol1, en vertu de (8.19):

DO, = Y e s @ 2D L (1yry(— e 2T
e? e
(= 1 nsd ek (= 1)@ —¢) + 6(t+¢)

T n! kfok' 07 Ylu) ® g+t .
D’apres (7.7), (7.5), (7.6) et le lemme 7.6 on a donc:
lim D" F, = Pf. e—%[Y(u) e—% R4t — &) + (— 1)%Y(—u)e4% ® 6 (¢t + ¢€)]
&->0 &8->0

g n
= (— 1)-‘2— w2 2n ¢,

Par suite D(J® F = §, et l’on a démontré complétement le théoréme 3.

Les égalités (8.20), (8.21) et (8.22) vont nous fournir des renseignements
complémentaires sur la solution élémentaire E. Placons-nous d’abord dans
Pouvert 4 % 0 de R**. Dans le ler cas, (8.20) donne:

" F, = Y(|t| — &)t 2[h(w) 5 lw’fcll]

D’apres (7.1) on a donc:
O F, = (— D"Y(|t] —e)t 2™ (w).

Mais le lemme 7.2 montre que w™ h™(w) est C* dans u # 0, donc aussi
n

t 2h™(w). On a donc:
lim 0% F, = (— 1)"¢ 2™ (w). (8.23)
&->0

Dans le 2e cas, (8.21), (6.13) et (6.14) donnent:

R F, = (— 1 Y(|t] — )|t T [ Y(w) () e + (sgn i+ Y(— w) b(w)]

I 2Y‘ ’"””"‘” (Yt — &) + (— 1 Y(— ¢ — )]

T t=1 w'

En vertu de (7.3) il vient dOIlC’
O*F,= (= 1" Y(|¢| —e)[t] 2 [Y (u) Y(t) e™” — Y(— u) (sgn w)y1k™ (w)] .
Mais il est clair que dans » # 0, [tl_? Y(u) Y(t) e~ est une fonction C®.

D’aprés le lemme 7.3, il en est de méme pour (sgn w)**! |w|2 k™ (w), donc

n
pour |¢| 2 (sgn w)*+ k™ (w) .
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1l s’ensuit que
n
lim O"F, = (— 1)*|t| 2[Y(w) Y(t)e ™ — Y(— u) (sgnw)™ 1 k@ (w)]  (8.24)
&>0

est une fonction C*.
Enfin, dans le 3e cas, (8.22) permet d’écrire:

OfF, =sgnt Y([t| —e)t 2 Y(w)e ™.
n
Comme la fonction sgnit 2 Y(w)e™ est C° dans u % 0, on a:

lim O*F,=sgnt Y(w)t 2e™”. (8.25)

e->0

Les égalités (8.23), (8.24) et (8.25) permettent d’énoncer:

Théoréme 4. Dans l'ouvert w % 0 de R™1, la solution élémentarre E est
égale a une fonction de classe C*. Dans le 1er cas:
p+1
-1z - _
E=_(.___%E__t 2 pm (w) .

2y 2
Dans le 2¢ cas:
q
2

E:_(_:L

il
on g2

(sgm wf []7F (¥ (w) Y(t) e=* + sgn t ¥(— w) k® (w)] .

Dans le 3e cas: .
1)2 4

E = (——-—sgnt Y(w)t 2ev.

n

Les fonctions h et k sont définies par (6.6) et (6.14).

Plagons-nous maintenant dans 'ouvert ¢ # 0 de R"+'. Les expressions
suivantes, conséquences de (8.20), (8.21) et (8.22) montrent que le cylindre
# = 0 est une variété singuliére pour la solution élémentaire X :

ler cas:
¢ g+1

—_1y2 n
EZL___I_)___t 2 [h(w) + 2 a;, O log |u]| t],
t=1

nt2
A A
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2e cas:
E — ._(:__!7)'__. (Sgn t)’;l:+1 ItI_E

2n 2

k3
2

-

—w _ _ 2Vt 2 {Y(— )

[Y(u) Y(@t)e» + Y (— u) k(w) Vo ifla,- O VTl t]

3e cas: a B

E =—(—:——1—2;2— t 2 [sgnt Y(w)e—» + 2?' a; [0 Y(u)t],
22 =

ol1, dans chaque cas, on a posé

_ (=D (r—9!
o n! )

a;

Pour n > 4, il résulte de ces expressions que dans ¢ #% 0, E est la somme
d’une fonction localement intégrable et d’une distribution & support # = 0.
Si n = 2ou 3, le théoréme 3 montre que E est localement intégrable dans
Rni1,
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