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Solutions élémentaires d'opérateurs
différentiels paraboliques hyperboliques

par Pierre Jeanquartier, Lausanne

Introduction

Nous nous proposons de définir et d'étudier une solution élémentaire
tempérée pour l'opérateur ~

dans l'espace Rn+1, produit des espaces Rn * x et R * t, où désigne le
dalembertien ~2 ^ ^9 ™O 0 u O

dx{ ôx% dx%+1

On sait que tout opérateur différentiel linéaire à coefficients constants admet
une solution élémentaire tempérée; la transformation de Fourier ramène la
recherche d'une telle solution à un problème de division par un polynôme
(cf. Hormander [3]). Dans le cas de l'opérateur D, ce problème de division est

particulièrement simple. En effet, T étant une distribution tempérée de
transformée de Fourier FT, la condition DT ô équivaut à (it + u)FT 1,
où u désigne la forme quadratique

u x\ + + 4 " 4+i -•••-*£•
Mais la fonction Q (it + ^)~1 est localement intégrable et définit une
distribution tempérée telle que (it + u)Q 1. La distribution E F~XQ

est donc une solution élémentaire tempérée de D. L'objet de ce travail est
l'étude de la distribution E.

Remarquons que Q est une distribution invariante par le groupe G de toutes
les transformations linéaires de Rn+1 qui conservent la forme quadratique u
et la variable t. De plus, Q est homogène au sens suivant : lorsque x est multiplié
par X, et t par A2, où A > 0, Q est multipliée par A~2. Mais la transformation
de Fourier conserve ces caractères d'invariance et d'homogénéité. De façon
précise, E F"1 Q est invariante par le groupe G et est multipliée par X"71

lorsque x et t sont changés en Xx et X%t, et c'est d'ailleurs la seule distribution,
à jouir de ces propriétés, qui vérifie DE ô (théorème 1, § 5).

La distribution E étant ainsi caractérisée, par des méthodes classiques
(cf. Methée [4], de Rham [7], Tengstrand [9], Garding [2]), on montre que,
dans chaque composante connexe de l'ouvert ut ^ 0 de RP+1, E est de la
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n [ U \
forme 1t | ""2 $(-77) où 8 est une distribution d'une seule variable. La con-

dition DE ô entraîne que S est combinaison linéaire de solutions usuelles

analytiques d'une équation différentielle du 2e ordre. Dans ut ^ 0, E apparaît
ainsi comme combinaison linéaire, à coefficients constants encore indéterminés,

de fonctions analytiques (théorème 2, § 5). Le problème est alors de

prolonger ces fonctions en distributions définies sur tout l'espace.
Nous montrerons qu'il existe une fonction F, localement intégrable,

invariante par 0 et homogène au sens indiqué, telle que E Q* F, où n désigne
n 2

la partie entière de —-— (théorème 3, § 8). Dans l'ouvert %^0, J5 est de

classe C00 (théorème 4, § 8). Par contre, sauf dans les cas n 2 ou 3, E n'est
pas localement intégrable au voisinage du cylindre u 0.

Dans le cas p n, E n'est autre que la solution élémentaire habituelle de

l'équation de la chaleur; nous supposons donc p ^ 1 et q — n — p ^ 1.
Nous envisagerons trois cas :

1er cas: p et q impairs,
2e cas : p impair et q pair,
3e cas: p et q pairs.

Le cas p pair et q impair se ramène au 2e cas par changement de t en —t.
En terminant, je tiens à remercier très vivement M. G. de Rham de l'intérêt

qu'il a bien voulu porter à mon travail, et des précieux conseils qu'il m'a donnés

pour la présentation des résultats.

1. Notations

Nous désignerons toujours par p et q des entiers ^ 1 de somme n p + q,
_ yi 2

et par n la partie entière de —-—.
Nous considérons l'espace Rn+1 * (x, t) comme produit des espaces

jR» 3 x (xx,..., xn) et R ^ t.
Si x et y appartiennent à Rn, on pose

x-y xxyt + + xnyn, \x\= Vx-x
La forme quadratique

U X1 -\- -T Xp %p+l • • • xn

sera toujours considérée comme une fonction sur Rn ou Rn+1. De même,

w — désignera toujours une fonction définie dans Rn+1 pour t ^ 0.
4î
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Soit Y(v) la fonction (THeaviside définie pour v e R ; nous poserons
sgn v y (v) - Y — v), et dans Rn+1 :

Xl= Y(u)Y(t), X2= Y(~u)Y(t), %z= Y(-u)Y(-t), X*= Y(u)Y(-t).
Dans Rn+1, l'ouvert défini par ut ^ 0 est réunion des ouverts Qi} Qi étant
l'ensemble où %{ > 0, i 1, 2, 3, 4.

Soient Î7 et F des ouverts d'un espace numérique Bm. Nous dirons qu'une
application oc de U sur F est régulière si a est un homéomorphisme C°°. En
suivant les notations de Schwartz [8], nous désignerons par D(U) l'espace des

fonctions C00 à support compact dans U et par D' U) l'espace des distributions
dans U ; si T e D' (U), y c D(U), la valeur de T pour cp sera notée <T, ç?>.

Pour montrer que T eDf (Rn), Bn * x, nous utiliserons la notation T T(x).
Soit S{Rm) l'espace des fonctions à décroissance rapide sur R"1 et S'(Rm)

son dual. Si ç?eS(i?m), ses transformées de Fourier seront définies par
F (p(y) $ e~~ix'p (p(x)dx et F y {y) — jelx'v <p(x)dx. F et F sont prolongées

par continuité sur l'espace Sr (Rm) des distributions tempérées.

Donnons enfin deux formules faisant intervenir le dalembertien itéré :

Si f(v) est une fonction de classe Cn~2 sur R, et si n est pair, on a, dans
l'ouvert ut =£ 0 de B»*1 :

wn tn

Supposons maintenant que n soit impair. Si / (v) est une primitive w-ième de

g (v) \/ | v |, où g(v) est de classe C", on a, dans l'ouvert ut ^ 0 de

2. Distributions homogènes

Nous dirons qu'une distribution T eD' (En+1) est homogène de degré v si

r, ,»(*, <)> (2.1)

quels que soient A > 0 et ç? € D(Rn+1). Dans l'ouvert t ^£ 0, une telle
distribution est donc homogène par rapport aux variables x et V \ 11. Lorsqu'une
distribution de Df (Rn+1) est homogène par rapport aux variables x et t, nous
préciserons qu'elle est homogène «au sens classique».
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Si T e D'{Rn+1) est homogène de degré v, en dérivant (2.1) par rapport à A,

on obtient, pour A 1, la relation d'EuLER:

™™,T. (2.2)Zx+2t,T.
dT

Si TeDf(Rn+1) est homogène de degré v,—^— et [JT sont homogènes de
ut

degré v — 2. La mesure de Dirac 6 est homogène de degré — (n + 2).
La condition (2.1) permet aussi de définir les distributions homogènes de

degré v dans tout «cône» ouvert de En+1 de sommet l'origine.

Proposition 2.1. Dans En+1, toute distribution homogène est tempérée.
Pour établir cette proposition, nous nous ramènerons au résultat analogue

valable pour les distributions homogènes au sens classique. Nous construirons
une application régulière du domaine Q, complémentaire de l'origine dans
fin+i sur lui-même, qui transforme les distributions homogènes en des
distributions homogènes au sens classique.

Soit d(s) une fonction C00 de la variable réelle s, telle que 0(s) s au

voisinage de s 0, 6(s) — — lorsque s est voisin de -f- co et 6(s)

n 1 Y8
— —- + lorsque s est voisin de — oo. Supposons en outre que 6r (s) >0

pour tout s. Posons q (| x |4 + t2) - Les formules

x1 x\ xl-ig cos

t' g sin [0(t\x\~2)]

définissent une application régulière fï : (x, t)-> (xf, t') de Q sur lui-même,
dont le jacobien

=1*1 ~(w+2) ^n+1 cos^-1 [6 (t | a: | ~2)] 0' (t \ x \

D(x,

est strictement positif dans Q. On en déduit un isomorphisme 0* de D(Q) :

0* : y (a, S) -> y (a;'(a?, t), t'(x, t)) *^ ^

d'où, par transposition, un isomorphisme /S de D'{Q) : (flT, y> <î7, 0* y>
si T eD'(Q),<p€D(Q).

Si 0(a, *) (a;', *')» on a 0(A3, AaJ) (A3;, A/')> pour tout A>0. lien
résulte que T e D'(Q) est homogène si et seulement si fiT est homogène au
sens classique.
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Supposons que T eDf(Rn+1) soit homogène. Soit a(x,t) une fonction C00

dans Rn+1, nulle au voisinage de l'origine, égale à 1 pour | x |2 -f fi > 1.
On a T aT + (l ~ a)T. Il est clair que (1 - a)T est tempérée. D'autre
part, p(aT) a'pT, avec a'(x, t) a(^"1(a;, t)) Dans 42, puisque T est
homogène, /îï7 est homogène au sens classique, donc (Gabding [2], note de
la page 398) a' fiT est tempérée. Compte tenu de la forme de l'application /?,

il en résulte que aT est aussi tempérée, ce qui établit la proposition.

La proposition suivante est conséquence immédiate des définitions :

Proposition 2. 2. Si TeD'(Rn+1) est homogène de degré v, FT et FT sont
homogènes de degré — (n + 2 + v).

3. Distributions invariantes

Soit G le groupe de toutes les transformations linéaires de Rn qui laissent
invariante la forme quadratique u1). Si L eG, nous désignerons encore par
L la transformation linéaire (x, t)-> (Lx, t) de Rn+1. Le groupe des
transformations de Rn+1 ainsi définies sera encore noté G ; c'est le groupe de toutes
les transformations linéaires de Rn+1 qui conservent u et t. Si L eG, l'application

:

L* :<p(x,t)-><p{Lx,t)

est un isomorphisme de D(Rn+1), auquel correspond un isomorphisme transposé

L de D' (Rn+1) : <£T, ç>> <T, L* cp} si T e D' (Rn+1), (peD(Rn+1). Nous
dirons qu'une distribution T e Df (Rn+1) est invariante si LT T quel que

dTsoit L eG. On vérifie facilement que si T est invariante, [JT et -z~ sont
aussi invariantes.

Dans Rn+1, désignons par Xti la transformation infinitésimale:

.A t«j — £v Xj -^r £-• 37^ ~r 1, 7 — 1 Z n

où ex ep 1, e^j en — 1. Si T est une distribution
invariante, on a :

XijT 0, t,j l,2,...,w. (3.1)

De façon analogue, on peut définir les distributions invariantes dans tout
ouvert de Rn+1 qui est invariant par G.

1) Pour ce paragraphe, cf. Methée [4] et [5], de Rham [7] et Tengstrand [9],
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Proposition 3.1. Si T c D' (Rn+1) est tempérée et invariante, les transformées
de Fourier FT et FT sont aussi invariantes.

Démonstration: Si (p eD(Rn+1), on a, pour L eG:

puisque dét. L ± 1. Soit /S la transformation de G définie par

O (#x, Xj,, Xp+1, Xn) (X1, Xp, ^p+l > • • • > — ^n) •

Les transformations de conservant la forme quadratique (x, y) x • $y
Sx'y(xety€Rn), on a: a; • i"11 (Sa;, L'1 f) (L/Sa;, f) (SLSx) -f,

d'où FL*<p S*L*S*Fcp. Puisque SLSeG, on en déduit, si T€D'(Rn+1)
est invariante :

et de même pour Fî7, c.q.f.d.

4. Distributions homogènes et invariantes

Désignons par Hv le sous-espace de Df (Rn+1) formé des distributions qui
sont invariantes et homogènes de degré v. Nous allons montrer que dans l'ouvert

V

ut t£ 0, toute distribution de Hv est le produit de \t\* par une distribution

de la seule variable w ——. Les méthodes utilisées sont classiques (cf.

Garding [2], Methée [4], de Rham [7] et Tengstband [9]).
Les ouverts Qt de Rn+1 étant définis comme au § 1, l'application:

»% : (x,t)-+(z,w) i 1, 2, 3, 4

est une application régulière de Qt sur ii^%), avec j(l) 1, ?'(2) 3,
j(3) 2 et j(4) 4. Il s'ensuit que

est un isomorphisme de D{QM) sur D{Qt), d'où un isomorphisme transposé

at de D'(ût) sur D'{Qm).
Désignons par H\ le sous-espace de D'{Qt) formé des distributions qui

sont invariantes et homogènes de degré v. On a alors :

Lemme 4.1. Si Te H®, alors octT est une distribution de D7(i2;(t))
indépendante de x.

En effet, en considérant T e H® comme un courant de degré 0 (cf. de Rham
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[6]), les relations (2.2) et (3.1) impliquent dT/\dw 0. Comme cctT est,
au signe près, l'image de T par l'application régulière oct, telle qu'elle est définie
dans [6], on en déduit: oct(dT/\dw) 0 ou encore d(octT)/\d(octw) 0, d'où

d(*tT)Adt 0 (cf. [6], p. 55-57). C'est dire que 1^1 o pour
oxk

k= 1,2,. ..,n
et le lemme est établi.

Ce lemme entraîne que, dans chaque composante connexe de i2?(l)2), on

peut écrire de façon unique (cf. Schwabtz [8], t. 1, p. 114)

octT=l(x) ®8t(t),
où St(t) est une distribution sur une demi-droite ouverte: 8t e Df (Bt) avec
B1 Bs (0, + oo), R2 i?4 — oo, 0). Mais il existe des transformations

de G qui échangent les composantes connexes de u > 0 ou de u < 0.
On en déduit qu'une distribution de D' {Q^, qui est de la forme 1 (#) ® 8t (t)
dans chaque composante connexe de i2;^, est l'image par oct d'une
distribution de HQ% si et seulement si 8t est la même distribution pour chaque
composante de Qj(%). On peut donc énoncer:

Lemme 4. 2. Il existe un isomorphisme fa de H® sur D' (Rt) tel que, pour
tout T € W° :octT 1 (x) ®faT.

Lorsque 8t e Dr (Rt) est une fonction, jS"1 8t est la fonction : (x,t)->Sl(w).
Quel que soit St e D' (Bt), il est donc naturel de poser 8t(w) P^'18t. D'autre

V

part, pour tout v, l'application T-> \t\* T est un isomorphisme de H® sur

H\ ; on a donc :

Proposition 4.1. Pour toute distribution T c Hv, il existe quatre distributions
déterminées de façon unique St e D' (Bt), telles que, dans Ût, on ait

T=\tfis,(w), t=l,2,3,4.
On sait que si T e H~n, alors DT e H~{n+2). De façon précise, si 8t eu' (Bt)

on a:
D(\t\"St(w)) (4.1)

- sgn t \t\ ""2" \j (St (w) + 8i(w)) + w(S[{w) + Sl(w))\

Cette formule s'obtient par dérivation au sens classique lorsque St est une
fonction C00. Elle reste valable par continuité pour une distribution
quelconque.

2) Si p et q > 1, Qt est connexe.
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Remarque. Si Ton avait posé w k — le crochet au deuxième membre
de (4.1) serait:

^(8t(w) + 4k8'i(u>)) + w(S'i(w) + US'l(w)).

Le choix k £ apporte une légère simplification dans l'expression des résultats

obtenus.

Le lemme suivant donne des exemples de distributions homogènes et
invariantes dans Rn+1 :

Lemme1 4.3. Soit f(v) une fonction d'une variable réelle, continue pour
v ¦=£ 0, telle que

f(v) O(\v\a) quand v->0,
f(v) O(\v\P) quand |v

Si A > — 2, oc> — 1, /? < A + 1, la fonction |£|x f(w) est localement inté-
grable dans Rn+1 et définit un élément de H2X.

Démonstration : Dans Rn+1, sur un compact de t ^ 0, on a 11 \ */ (w) 0 | u |a).
Cette fonction est donc intégrable sur un tel ensemble puisque oc > — 1. Montrons

que | £ |^/ (w) est intégrable sur un compact défini par |o;|^u4, Ml^i-
en remplaçant la variable t par v — :

1= J \t\*\f(w)\dxdt C J K|A+1( J \f(v)\ \v\~*-*dv)dz,

où C est une constante positive. Mais

J l/(t>)| \v\-x~2dv < cJvP-x-*dv < C2,

puisque /? — A — 2< — l, et si |%| < 1 :

J |/(«0l k|-A"2^ < (7, J v«~x

l<l l«l

où les C{ sont des constantes positives, |^|ot~^~1 étant à remplacer par
| log | u | | si oc A + 1

On a finalement, C et C" étant des constantes positives :

où |^|a est à remplacer par \u\a \ log |w| | si oc A + 1. Puisque a > — 1

et A > — 2, il en résulte que l'intégrale / est finie, c.q.f.d.
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5. Solution élémentaire homogène et invariante

Supposons que T e Dr (Bn+1) soit une distribution homogène et invariante
telle que DT à. Comme à € /-/-<n+2> et que D abaisse le degré d'homogénéité

de deux unités, il faut que T e H~n. Par transformation de Foubier
on obtient (it + u) FT 1. La distribution FT est donc une solution de

l'équation précédente et d'après les propositions 2.2 et 3.1 FT € H~*. Mais

(it + u)~x qui, d'après le lemme 4.3, est une fonction localement intégrable,
définit une distribution possédant les propriétés de FT indiquées. Je dis que
FT (it + u)"1. En effet, si S € H~2 vérifie (it + u) S 0, S a son
support dans l'ensemble défini par u 0 et t 0. S est donc de la forme

S Z Ak(x) ®ô(k) (t),

où Ak(x) e Dr (Rn) ; sur tout ouvert borné, Ak(x) est nulle dès que k est assez

grand (cf. Schwartz [8], t. 1, théorème 36, p. 101). De plus Ak(x) doit être
invariante, à support dans u 0, et homogène au sens classique de degré 2k.
Mais les distributions non nulles, à support dans u 0 et qui sont invariantes
ne sont jamais homogènes de degré ^ 0 (cf. Methée [4], de Rham [7] ou
Tengstrand [9]). Il s'ensuit que Ak(x) 0 pour tout k et 8 0.

Compte tenu des propositions 2.2 et 3.1, il est clair que

E (2rc)-(n+1) F[(it + u)-1]

appartient à H~n et vérifie DE ô. On a donc démontré :

Théorème 1. Dans Rn+1, l'opérateur D admet une solution élémentaire E,
et une seule, qui soit invariante et homogène de degré — n. La transformée de

Foubier de E est la fonction localement intégrable (it + u)~x.

Les résultats du § 4 vont nous donner des renseignements sur la forme de E
dans ut ^ 0. En effet, dans chacun des ouverts Qit on a d'après la proposition

4.1: n
E \t\~* 84(W) i= 1,2,3,4.

De plus, comme DE 0 dans ut ^ 0, la formule (4.1) entraîne:

~(Si + Sl) + v(S'i + S'D 0)

où l'on désigne par v la variable sur la demi-droite J2t telle que 8{ e D1 (E{).
Mais l'équation différentielle précédente est régulière pour v ^ 0 et ses
solutions sont ses solutions usuelles. On a donc :

8{(v) Cl e'v + C\ e~v $ev \v\~% dv
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C\ et C'I étant des constantes. En particulier, S^v) est une fonction
analytique pour v ^ 0. Comme la fonction (x, t) -> w est aussi analytique dans
l'ouvert t ^ 0 de Bn+1, on a le résultat suivant:

Théorème 2. Dans Vouvert ut^O de En+1, la solution élémentaire E est

une jonction analytique.

Comme au § 1, désignons par %t la fonction caractéristique de l'ouvert Qi.
Dans ut ^ 0, E est donc combinaison linéaire des huit fonctions

Xi\*r**-W> Xi\t\~^LM, i= 1,2,3,4, (5.1)

où fn (v) est une solution de :

fn(v) + L(v) C \v\~% (5.2)

dans v ^ 0, C constante arbitraire ^ 0. Il est clair que les fonctions (5.1)
sont linéairement indépendantes et engendrent un espace vectoriel F de
dimension 8.

6. Fonctions intervenant dans l'expression de E

Dans ce paragraphe, nous allons préciser quelles solutions fn(v) de l'équation

(5.2) nous choisirons. Nous ferons ce choix de façon que les fonctions
n

Xi MI
~^ fn (w) y définies dans Q{, admettent des prolongements dans D' (Rn+1).

Remarquons d'autre part, qu'on peut former une solution de (5.2) pour n
impair (resp. n pair), par dérivation d'une solution de cette équation dans le

cas n — 1 (resp. n 2).
Comme solution de (5.2) dans le cas n 2, nous choisirons:

h(v) e'v Pf. J e5 s-1 ds (6.1)
—oo

Cette fonction est analytique pour v =£ 0 et vérifie

h'(v) + h(v) tr1, (6.2)
d'où:

m 0, 1,... (6.3)

Lorsque | v| ~>oo, A(#) admet le développement asymptotique:

20 CMH vol. 37
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V V

En effet, les fonctions e~v J e8 s~*ds et e~v J e8 s^ds admettent ce développe-
1 -00

ment lorsque v tend respectivement vers -f- ex? et — oo. On a :

0 oo

Pf. J e8 s-1 ds= - J e~8 logs ds G
-oo 0

où G désigne la constante d'EuLER (cf. [1], formule 1.7 (7)).
D'autre part :

Pf. f e8 s-1 ds f6* ~ l ds + log | v\
0 0

Par suite,

0

désignant une fonction entière, on a :

ou encore :

h(v) Z T (log \v\ + Ch

Cq G (constante d'EuLER), (6.6)

4- — 4- 4-i-\ h i 2-t--f-...-|- I IC/ 1,^,...iJ A/ /

- w — 2
Si n est pair, n —-— nous prendrons comme solution de (5.2):

fn(v) h^(v), (6.7)
de sorte que :

Posons encore, pour tout entier m ^ 0 :

f^^| + Cfc)^, (6.9)

avec Cfc défini par (6.6). Pour v =£ 0, on a:

Comme solution de (5.2) dans le cas n 1, prenons

-v) $e8\s\-ids+ Y(v) J*|«|-*cfa].
— oo 0
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g(v) est donc analytique pour v =£ 0 et vérifie

9'(v)+g(v) \v\-i. (6.11)

Lorsque |t;|->oo, g(v) admet le développement asymptotique

v~<. (6.12)g()\\
0 oo

^
Comme J e* \s\~ids 2 J e~t% dt ktt, on peut écrire:

0

VnY{- v) e~v
o

Mais, en posant s v(l — sf) :

v i dsf
e-v J e8 \s\~i ds sgn v l/]tT| | e~w' >

_ r
-

Introduisons la fonction entière :

£L Wi(~ ytN'- (6.13)

Comme solution de (5.2) dans le cas n 3, nous prendrons la fonction

gf (v). On a donc, avec (6.13):

Jc(v)= Y(-v)e-«+^~!r. (6.14)
y\v\

k (v) est analytique pour v ^ 0 et vérifie :

jfcOn+l)^) + fc(m)(v) (_ l)mr(m + D Iy I-^ y-dn+D (6.15)
n

pour tout entier m ^0. Lorsque |v|->oo, on déduit de (6.11) et (6.12)
que k(v) admet le développement asymptotique:

r(l±^ (6.16)

Si n est impair, ^ —-— comme solution de (5.2) nous choisirons :

fn(v) k^(v), (6.17)

de sorte que, d'après (6.15): -

i—^-M"* • (6.18)

Posons K0(v) K(v), Km{v) J Km_1(8)d89 pour m > 1.
o
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Pour tout entier m > 0, Km(v) est donc une fonction entière:

Pour tout entier m ^ 0, on a :

K%\v) K(v). (6.20)

Désignant par Bm(v) la fonction entière

Rm(v)=Z^^-v\ (6.21)

on a, pour tout m ^ 0 :

Êjtfiv) (- l)me~v. (6.22)

— »

Posons enfin %{v) — V\v\ e~~v, em(v) J ^.^(sjds, de sorte que, pour
tout entier m ^ 0 : °

:—j ; •* y ' 2/ v<+m (6.23)

et:
e^iv) V^\v\ e~v (6.24)

Donnons encore quelques résultats relatifs aux fonctions h et k, qui nous
seront utiles pour former certains développements asymptotiques.

Lemme 6.1. Lorsque X->oo, on a:

Jh(v) log |t;| dt? =-—

Démonstration: Remarquons d'abord que h(v) log |t;| est localement inté-
grable. On peut écrire:

+x x
I(X) J h(v) log \v\dv $ [h(v) + h(- v)] log v dv

-X 0

Mais, d'après (6.2), h(v) + h(— v) est la dérivée de h(— v) — h(v). En
intégrant par parties :

I(X) [h(- X) - h(X)] log X + ff(v) dv
o

où, d'après (6.6) et (6.4), f(v) W ""—\HlL est intégrable sur R. On a

donc:
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La définition (6.1) permet d'écrire aussi:

h(v) e~v R le8 s-1ds R §e~z
dz

v—z

où § désigne une intégrale prise sur un chemin du plan complexe qui évite les

pôles de la fonction à intégrer. On a donc :

00 y/g

Le théorème de Cauchy appliqué au contour formé du segment 0 < z ^ r
de l'axe réel, du quart de cercle \z\ r, Rz ^ 0, Jz ^ 0 et du segment
0 ^ Jz ^ r de l'axe imaginaire donne, lorsque r -> oo :

/
0

d'où enfin, par un calcul classique:

Jf(v) dv iJ{JJ*^-iùéo Ç, c.q.f.d.
0 0 0

J JJ
0 0 0

Lemme 6. 2. Soit y>(v) une fonction C00 pour v ^ 0, à support compact,
telle que :

xp(v) a log |t;| + f(v)

où f(v) est continue, f (v) O(log\v\) lorsque v~>0. On a alors:

y>(v)dv ^(«y sgn X + fcj + o^
lorsque \X \ ->oo, 6 ^ton^ ime constante.

Démonstration: D'après (6.4) on a:

J h(Xv)y>(v)dv=± J V(v)^ + o(4).
|t>|>l <& jt,|>i V \A/

D'autre part :

+i +i +i
J h(Xv)y)(v)dv a $h(Xv)log |t;|cïi;+ J h(Xv) f(v) dv
-i ~i -i

Mais:
+1 1 +|X| lOa I XI +W
J*(Z») log \v\ dv J=r f A(v) log |t>| ito - -f^f1 I *(») dv

Comme, en vertu de (6.2), h(v) est la dérivée de log |t;| — h(v), on a:

h(- \X\) - h(\X\) <)(£).
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D'après le lemme 6.1 on a donc:

))ë\\
D'autre part, en intégrant par parties :

-L )h(Xv) f

En effet, d'après le théorème de Lebesgtte,

Km J h(Xv)f'(v) dv 0,
ixi>a> ixr^i^Ki

puisque A(Xv) est bornée pour \Xv\ > 1, que f'(v) est localement inté-
grable et que h(Xv) -> 0 lorsque \X\ ->oo. En outre :

h(Xv)f(v)dv
1

log
V

X
Cf et C" étant des constantes positives, c.q.f.d.

Lemme 6. 3. Si, dans v ^ 0, f(v) est une fonction (7°° à support compaœt,

on a lorsque \ X | -> oo :

0 oo

fk(Xv)f(v)dv~i:(Y(X)ai + \X\~i bt) X~*,

les a{ et les b{ étant des constantes.

Démonstration : D'après (6.15), k (v) est la dérivée de — k (v) + —== \v\
\ V TC I

En intégrant par parties on a donc, pour tout i ^ 0 :

On en déduit le résultat du lemme en remarquant que, comme k(v) est inté-
grable, 0

J
pour toute fonction g(v) bornée.
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7. Développements asymptotiques

Considérons une fonction f(v) d'une variable réelle, de classe C00 pour
v t^ 0. Nous dirons que f(v) admet un développement asymptotique
indéfiniment dérivable, en abrégé développement D00, lorsque v -> 0, si f(v)
admet un développement asymptotique

£-0

lorsque v-+0, et si les dérivées successives de f(v) admettent, lorsque v-+0,
les développements asymptotiques

déduits de celui de f(v) par dérivation terme à terme. Nous utiliserons la
définition analogue pour \v\ tendant vers l'infini.

On voit facilement qu'une condition nécessaire et suffisante pour que f(v),
de classe C°° pour v ^ 0, se prolonge en une fonction C00 sur la droite R,
est que f(v) admette, lorsque v->0, un développement D00 du type de

Taylor: «,

f(v) ~Zakvk

Lemme 7.1. Soit F(v) une fonction C00 sur R. Pour que f(v) F(—\

se prolonge en une fonction C00 sur R, il faut et il suffit que F(v) admette

un développement D00 de la forme

F(v) ~ZJ akv~k

lorsque \v\ ->oo.
Démonstration: Remarquons d'abord que, pour tout entier m ^ 1,

où Pm(X, Y) désigne un polynôme de degré 2m en X et de degré m en Y.
Cela étant, montrons que la condition du lemme 7.1 est nécessaire. Si f(v) est
C00 sur R, f(v) admet un développement D°° :

00

Z ak vk

lorsque v -> 0. Donc, lorsque | s | -> oo :

00

#(«) ~ 27 aks-k
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De plus, pour tout m ^ 1, lorsque v -> 0

et comme F™(s) \Pm(*>,-—) /] —) on a

donc

lorsque |$| -> oo. C'est dire que le développement de F est Z>°°. De façon
analogue, on montre que la condition est suffisante.

Lemme 7.2. Soit h(v) la fonction définie par (6.6). Quel que soit Ventier

m>0, la fonction tH»*» A(m> |—j e^ C00 wr i?.

Démonstration: De (6.3) on déduit:

M» {v) (- 1)*' [h(v) - i7Jfc! v-^+D], (7.1)

pour tout entier i ^ 0. D'après (6.4), lorsque |v| ->oo on a donc:

*<«> (v) ~ (- 1)* Z jfc! v-^1) (7.2)

Or ce développement est aussi celui obtenu par dérivation terme à terme de

(6.4); donc (6.4) est un développement D°°. En vertu du lemme 7.1, him) l—\
est donc C00 pour tout m > 0. D'après (7.2): ^V '

II en résulte que v-{m+1)him) l—j est aussi C00, c.q.f.d.

Lemme 7. 3. Soit k(v) la fonction définie par (6.14). Quel que soit Ventier

m ^ 0, la fonction
f(v) \v\

estC™ sur B.
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Démonstration: De (6.15) on déduit:

pour tout entier j ^ 0. D'après (6.16), on a lorsque | v\ ->oo :

^)(v)^lzil)!. j? r(i + i)M"~*tH, (7.4)

développement qu'on peut aussi former par dérivation terme à terme de (6.16).
C'est dire que k (v) admet un développement D® lorsque | v | -> oo, donc
aussi Jc(m) (v). Par la même méthode que dans la démonstration du lemme 7.1,

on en déduit que kim) I — J admet un développement Z>°° lorsque v->0.

D'après la formule de Leibniz, il en sera de même pour f(v). Mais, d'après
{1A): vr -iL 27 r(i + m + f) v</() n i

lorsque v-> 0. Il en résulte que f(v) est C00 sur R, c.q.f.d.

Nous allons donner maintenant quelques développements asymptotiques;
on désignera toujours par e un nombre > 0 tendant vers 0.

Dans l'espace Df(R) des distributions d'une variable t, on a:

ô(t - e) ~ r (~ |) 3<*>(<) ek, (7.5)
ifc=o «

±, (7.6)

d'où l'on déduit:

Rappelons quelques résultats de [7] (voir aussi [9]). A toute fonction

(77)

on peut associer une fonction 0(v) d'une variable réelle, telle que, si f(v) est

par exemple une fonction continue:

J /(«) tp(x) dx +j"/(«) 0(0) de (7.8)
X€Rn ~oo

Avec les notations de [7], on a: &(v) Hv[q>dz], &(v) est C00 pour v ^ 0.
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Lorsque t>-> 0, 0(v) admet un développement Z>°° :

si p impair, q pair ou si p et q pairs:

0(v)~Z «Ak, <p} v* + <5fc, <p> /+V j(v))9 (7.9)
k=0

avec B0 (-

si p et q impairs:

&(v)~Z «Jfc> 9» «* + <Bfc> ,»>»*+* log |e|) (7.10)

avec Bo=(- 1) 2 ^
les Ak et les J5fc sont des distributions invariantes sur Rn (cf. [7], p. 351,
formules 16—19).

Lemme 7. 4. Supposons que p et q soient impairs. Dans D'(Rn) on a:

î±l
-27 flffcfi* + (- 1) 2 2^-^ 2 ô(a:)e2 +o(e2),

—

Démonstration: D'après (7.8), si X € R on a, pour ç? e D(Rn):

$h(Xu)(p(x)dx= J h(Xv)0(v)dv

En vertu de (7.10), 0(#) est de classe O-i et, lorsque v-> 0,

où /(v) est continue, /'(v) 0(log \v\) lorsque v-> 0.
D'après (6.2), A(v) est la dérivée de la fonction continue log \v\ — h(v).

En intégrant par parties, on a donc pour k < n :

J h (Xv) 0M (v)dv ~jh (Xv) 0<k+» (v) dv - -^ J log | v \ 0<fc+1> (v) dv

On en déduit :

§h(Xv)0(v)dv - ZX-k J log |t?| M
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Les propriétés rappelées de 0{*) (v) et le lexnme 6.2 entraînent

J h(Xv) 0<»>(v) dv -^(n\ <B0, <P> -ysgnX + b) + ° (4") '

d'où le résultat en prenant X ± -—

Lemme 7. 5. Supposons que p soit impair et q pair. Dans Df (Rn) on a les

développements asymptotiques :

_u n-fl q^ n n^ n
~ï~*= Z Skek + (- 1)~£ 2n tz* ô(x) e*

£{Tt e* + U<

avec SiyTif Uic
Démonstration: Soit en effet cp€D(Rn). D'après (7.9), la fonction 0(v)

correspondante est C00 dans v ^ 0. Dans v ^ 0, &(v) est de classe C~,

avec:

"*+ 0(1)
On a donc :

J e~^0&+V(v)dv 2(- 1)^7^tp(O)Ve + O(e)
o

Mais, à l'aide d'intégrations par parties :

J e~î*(p(x)dx= § e~±* 0(v)dv
w>0 0

S (4 e)^1 (P«)(0) + (4e)^+1
i=o

d'où le premier développement asymptotique.
D'autre part,

les deux derniers développements asymptotiques du lemme résultent donc
du lemme 6.3.
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Lemme 7. 6. Supposons que p et q soient pairs. Dans Df (E"1) on a alors :

n

Y(u) e~* 27 Sk ek + - 1)"2~ 2tt
k=l

n
JL 2

y(_ W) e*« 27 8k(- l)*-i
avec Sk€Df(Rn).

Démonstration: Si <p eD(Rn), la fonction $(v) correspondante est, d'après
(7.9), de classe C00 dans v > 0 et dans v < 0, avec cependant des valeurs
différentes pour les dérivées à l'origine d'ordre > n, suivant que 0(v) est
considérée dans 0 0 ou dans v < 0. En particulier :

0) - #<*>(- 0) (- l)"â"^

On a alors, en intégrant par parties :

U 00 V

J e~**(p(z)dx § e~~**&(v)dv
t*>0 0

(4e)*' + #<">(+ 0)

J e*eq)(x)dx— f eée &(v)dv
_ tt<0 —oo

27 (- l)'-1 0ii~V(O) (4e)' + (- 1)^ 0™ (- 0) (éfip1 +

d'où le résultat du lemme.

8. Etude de la solution élémentaire

Nous avons vu, au § 5, que dans l'ouvert ut =fi 0 de jRn+1, la solution
élémentaire E est égale à une fonction de l'espace vectoriel V engendré par les

huit fonctions (5.1). Comme E est définie dans tout l'espace, nous avons donc,
en premier lieu, à déterminer le sous-espace vectoriel de F formé des fonctions
qui admettent un prolongement dans D' (R11*1). Nous allons montrer que ce

sous-espace est engendré par les six fonctions :

avec i 1, 3 et 1, 2, 3, 4. En effet, il est clair qu'aucune combinaison
n

linéaire non nulle des fonctions Xi I*!"""5" e"w> i 2, 4, n'est prolongeable
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au voisinage de t 0, en raison de l'ordre de croissance de e~w dans ut < 0.
Par contre, les six fonctions (8.1) sont prolongeâmes.

Considérons d'abord le cas n pair. Les fonctions

_ I» Rn{w)

"~i«r~^~'
avec (6.21), et

1 fa(w) ,„H« l-^-' (8'3)

avec (6.9), sont localement intégrables dans R**1. En effet, lorsque v-> 0

o(.).

et, lorsque 11;| —>oo,

le lemme (4.3) permet de conclure. D'autre part, compte tenu de (6.22),
(6.10) et (6.7), la formule (1.1) donne, dans ut ^ 0 :

CP#n sgntf Y{w)t"^e-W (8.4)

H]™Hn — 1)" t" fn(w) (8.5)

Ces égalités prouvent que les fonctions (8.1) sont prolongeables.
Supposons maintenant n impair. Les fonctions

1/7,,..\ „— /«..\
(8.6)

^n= 3 £Z2 » V8-7)

avec (6.23) et (6.19) sont localement intégrables dans Rn+1. En effet, si v -> 0 :

D'autre part, pour v ^ 0, les fonctions Y(v) e~(v) et Y(— v)e~(v) + K^(v)
admettent pour dérivées w-ièmes Y(v) V~v eTv et Y(— v) V\v\ eTv + K(v)

k(v)V]v\ (formules (6.24) et (6.20)). D'après (6.16), lorsque |v|->oo,

ces dérivées sont 01—) ; on en déduit que les fonctions elles-mêmes sont
\v]

Y(- w)

3 n-2 »

2 |^| 2

^n(^) + Kn(w)
3 yt 2
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Le lemme 4.3 entraîne alors que Gn et Hn sont localement
intégrables dans Rn+1. La formule (1.2) donne, dans ut =£ 0 :

ti*Gn (- sgnuf Y(w) \tf^e-w (8.8)

où l'on a tenu compte de (6.24), (6.20), (6.14) et (6.17). Les fonctions (8.1)
sont donc prolongeables en distributions sur Rn+1.

Il résulte de ce qui précède que, dans ut *£ 0, la solution élémentaire E
est égale à une combinaison linéaire des six distributions:

n*x<Gn, D5*,tfK, (s.ii)
avec i 1, 3 et j 1, 2, 3, 4. Il est clair que ces distributions, définies
dans tout l'espace Rn+1> sont invariantes et homogènes de degré — n. Par
suite, à une distribution invariante et homogène de degré — n, à support
dans ut 0 près, E est combinaison linéaire des distributions (8.11). En fait,
comme il résulte du théorème suivant, E est exactement combinaison linéaire
de distributions (8.11).

Théorème 3. Quels que soient les entiers p ^ 1 et q ^ 1, il existe une fonction

F, localement intégrable dans Rn+1, homogène et invariante, telle que la
solution élémentaire E soit de la forme E ?** F.

Dans le 1er cas (p et q impairs) : q+1

F= (~ ^ Hn, (8.12)
On ~r 2

où Hn est défini par (8.3).

Dans le 2e cas (p impair et q pair) :

F (~ 1}n2 (sgn ton Y(u) Y(t) Gn + sgn t Y(- u) Hn] (8.13)

avec Gn et Hn définis par (8.6) et (8.7).

\2
(8.14)

Dans le 3e cas (p et q pairs) :
q

v _ (- 1)T

où Gn est défini par (S.2).
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II est clair, d'après les définitions, que dans chaque cas, D* F est une
distribution sur Rn+1, invariante et homogène de degré — n. Par conséquent,
en vertu du théorème 1, il nous suffira de montrer que D[Jn F ô pour
établir le théorème 3. Pour calculer D[3nF, nous procéderons de la façon
suivante: comme F est localement intégrable, F est la limite dans D'(Bn+1)
de Y(\t\ — e) F, lorsque e-> 0, e > 0. En utilisant les développements en
séries des fonctions qui interviennent dans la définition de F, nous exprimerons
Y(\t\ — e) F comme somme de séries convergeant dans D'(Rn+1). Par

dérivation terme à terme de ces séries, nous calculerons DQS Y(\t\ — e) F,
d'où DrfF pour e-^0.

Nous aurons besoin des formules suivantes :

Um{Y{±u)\u\x)={±lTAm{X)

xlog \u\) (Bgau)^Am(?.)\u\x'm\log\u\ Bm(X)]

(8.15)

(8.16)

avec :

m

Bm{X) S
k l

+ S

Ces formules sont valables pour tout entier m ^ 1, et pour X complexe,
R A > m — 1. En effet, ces formules sont obtenues par dérivation au sens

classique pour RX assez grand. Elles restent valables dans le domaine où leurs
deux membres sont fonctions holomorphes de X. Rappelons aussi les formules
suivantes, démontrées dans [7] (p. 365-366):

2log|w| =0, si p et q impairs.

rç-1 Y(— u)2 —v

V\u\
0 si p impair et q pair.

Y(u) 0 si p et g pairs.

Passons au calcul de D[Jn F :

1er cas. A un facteur constant près, Y(\t\ — e) F est égal à

F. Y(\t\ -s)Hn= £Az_i>! *Y

(8.17)

(8.18)

(8.19)
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Sur tout compact de Rn+1, chaque terme de la série précédente est majoré
par le terme d'une série numérique convergente multiplié par la fonction
1 + | log |tt| |, localement intégrable dans R*1*1. Par suite, la série égale à
Fe converge dans D' (Rn+1). Par dérivation terme à terme, on a donc, d'après
(8.15) et (8.16):

IzA z izJL (log H + 0)
— t=0 • •

t2 (8.20)

Toujours d'après (8.15) et (8.16), on en déduit:

après avoir tenu compte de (Q.^) et (8.17). Mais d'après (7.7):

Fe= Pf. e"Tf*f-?-\®«(* - c) + (- 1)*
0 L \4£/«-?0 L /

g+1 n+2

(- 1) 2

en utilisant (7.5), (7.6) et le lemme 7.4. D'où Dn*F ô.

2e cas, A un coefficient constant près, Y(\t\ — e) F est égal à:

^=7(1*1- fi) (sgn wf [ Y(u) Y(t) On + sgn t Y(- u) Hn]

Compte tenu de (8.6) et (8.7) on a donc:

f (-iW + t) ^j)

Sur tout compact de BP+1, la première série est majorée par une série numérique
convergente et la seconde par une série numérique convergente multipliée
par |%|""^. Comme \u\"^ est localement intégrable dans Rn+1, les séries
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qui servent à exprimer Fe convergent dans D'(Rn+1). Par dérivation terme
à terme, on a donc, en utilisant (8.15):

n*F.= (- 1)" Z -^-77- u* <8>Y(t-e)t K 2'

d'où Ton déduit, compte tenu de (6.13), (6.14) et (8.18):

avec:
_ _^ ^

4é (- 1)» e 2 y(^) e 4e

\/\u\ ei+1

D'après (7.7), en utilisant (7.5), (7.6) et le lemme 7.5, on obtient:

lim DUn Fe Pf. Ae (- 1) 2 2n n* ô
«->0 e->0

d'où Dn*F ô.
3e cas. Sipetq sont pairs, Y(\t\ — e) F est égal, à un facteur constant près, à :

Fe= Y(\t\-*)QH,
d'où, d'après (8.2):

Sur tout compact de R11*1, chaque terme de la série précédente est majoré
par le terme d'une série numérique convergente. Par conséquent, la série égale
à Fe converge dans D'(Rn+1) et peut être dérivée terme à terme. On a donc,
d'après (8.15):
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d'où, en vertu de (8.19):

*F.= Y(u) e~£ ®
Ô(t ~ e)

+ (- 1)^7(- u)

D'après (7.7), (7.5), (7.6) et le lemme 7.6 on a donc:

lim Dn*FB= T?f.e~~ï[Y(u)e~ï~* ®ô(t - e) + (- l)^Y(~u)e^ ®ô(t + e)]
«->0 e-^0

Par suite Z>DÏÏ-F à, et l'on a démontré complètement le théorème 3.

Les égalités (8.20), (8.21) et (8.22) vont nous fournir des renseignements
complémentaires sur la solution élémentaire E. Plaçons-nous d'abord dans
l'ouvert «^0 de B71*1. Dans le 1er cas, (8.20) donne:

D'après (7.1) on a donc:

D*^. (- l)*y(|*| -e)t~^hW (w)

Mais le lemme 7.2 montre que w"+1 A(?i)(w) est C°° dans u ^ 0, donc aussi
n _r~2h^(w). On a donc:

lim U"Fe (- l)«r"2"A<*>(îi>) (8.23)

Dans le 2e cas, (8.21), (6.13) et (6.14) donnent:

-e)\t\~ï[Y(u) Y(t)e~w + (Bgnt)^1 Y(- u)k(w)]

- (- l)n\tfT Ziz^I f ^±11 [7(« -£)+(- 1)-+1 Y(- t-s)].
En vertu de (7.3) il vient donc :

n*F9=(-lFY(\t\-e)\t\~T[T(u) Y{t)e~w - Y{- u) (sgn w)n^k^{w)]
n

Mais il est clair que dans u ^ 0, |2|~"2" F(^) F(£) e"w est une fonction C00.
n

D'après le lemme 7.3, il en est de même pour (sgn w)"*1 |w|2 Jc^iw), donc
_w _ _

pour |*|" (sgn w)n+1 ¥n) (w).
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II s'ensuit que

lim n*Fe=(- lf\ t\~*[Y(u) Y(t)e-W - Y(- u) (sgnw)"+1i«5ï>(w)] (8.24)

est une fonction C°°.

Enfin, dans le 3e cas, (8.22) permet d'écrire:

?* Fe sgntf Y(\t\-e) f* Y(w) e~w

Comme la fonction sgn tt "2" Y(w) e~w est O00 dans u ^ 0, on a :

—
n

lim D" Fe sgn t Y(w) t~ e~w (8.25)

Les égalités (8.23), (8.24) et (8.25) permettent d'énoncer:

Théorème 4. Dans Vouvert u =fi 0 de Rn+1, la solution élémentaire E est

égale à une fonction de classe C00. Dans le 1er cas :

p+i
1\ 2 _ZL

E 4 *4
2rc 2

Dans le 2e cas:

Q_

E (~ 1^ (sgn wf \t\~T[Y{u) Y(t) e~w + sgn t Y{- u) fc*> (w)]

Dans le 3e cas :

E i—=^-sgn ^ Y(w) t

Les fonctions h et h sont définies par (6.6) et (6.14).

Plaçons-nous maintenant dans l'ouvert t ^ 0 de JBn+1. Les expressions
suivantes, conséquences de (8.20), (8.21) et (8.22) montrent que le cylindre
u 0 est une variété singulière pour la solution élémentaire E :

1er cas: ^
E (" l]Z r*[h(w) + Z a, D1 log \u\ P],

1



324 Pieebe Jeanquabtiek Solutions élémentaires d'opérateurs différentiels paraboliques

2e cas :
q

Y(t) e-» + Y(- u)k(w) - -^S S at Di Y^~J!) A
L V* «-* V\u\ J

3e cas :
q

E (~ ^ C* [sgni Y(w) e-w + f o, ?* Y(u) t{]

où, dans chaque cas, on a posé

Pour % ^ 4, il résulte de ces expressions que dans t ^ 0, E est la somme
d'une fonction localement intégrable et d'une distribution à support u 0.
Si w 2ou3, le théorème 3 montre que E est localement intégrable dans
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