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Zu Eisensteins transzendentem Beweis des quadratischen Reziprozititsgesetzes 239

5. Ich reiche diesen am 20. September 1961 in Oberwolfach auf einer Tagung
iiber Geschichte der Mathematik gehaltenen Vortrag?!) zum Druck ein, obwohl
seit meinen in den Math. Ann. 83, 280-285 (1921) und in den Monatsh. Math. 54,
265-283 (1950) veroffentlichten Arbeiten zwei Abhandlungen von T.KuBoTa
erschienen sind, die den Zusammenhang der Reziprozititsgesetze mit transzen-
denten Funktionen betreffen2) [J. reine angew.Math. 208, 35-50 (1961);
Nagoya math. J. 19, 1-13 (1961); meine soeben genannten Arbeiten iiber das
kubische und biquadratische Reziprozititsgesetz sind dort nicht erwihnt].
Zum Beweise des quadratischen Reziprozititsgesetzes, bei dem KuBora sich
nicht auf Primzahlen p und ¢ beschrinkt, benutzt er wie EIsENSTEIN den Sinus,
und er macht vom Gavussschen Lemma Gebrauch, das ich hier nicht heran-
gezogen habe.

Eingegangen den 20. August 1962

Note on Cross-sections in StiereL Manifolds

by GEorRGE W. WHITEHEAD

(Extract from a letter to B. ECKMANN)

For which values of =n,m,r (n = m>r) does the fibration V,, -V, ,
have a cross-section? The case 7 =1 has recently been settled by Apawms [2].
The remaining cases can easily be settled with the aid of your paper [4].

Theorems. Among the fibrations V,,, = V,,.(n = m>r = 2), only the
following have cross-sections:

Vn,n") Vn,n—l ’ V7,3 - V7,2 ’ V8,4 - V8,3 .

Proof. Obviously, if V, ,,—V,, hasa cross-section and r <k <m, sodoes
V5= Va,r According to[4. p.328, Hilfsatz], if V, ,,—~ V, , has a cross-section,
sodoes V,_; 1= Vy_1,0—1- Moreover, [4,p. 337],if V,,—V,, has a cross-
section, then R?+! has a continuous multiplication (2, y) — xy such that
l|zy||=||=|| - ||¥||, and therefore [1] ¢ =3 or ¢ =7. Thus, if V, n—>V,,

1) Schon frither (im Studienjahr 1955/56) hatte ich im Mathematischen Colloquium der Uni-
versitit Bagdad dariiber vorgetragen, und, davon angeregt, hat Herr RAriq HUssEIN bei der
Priifung fiir den Grad eines B.Sec. eine Thesis dariiber verfaf3t.

2) Den Hinweis auf sie verdanke ich Herrn P. ROQUETTE.
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has a cross-section, then » —r=1 or n—r = 5. Since V,, ,—V, ,, hasan
obvious cross-section, it suffices to show that

1) Vs 4—> Vs has a cross-section,
2) V;4—V;, does not have a cross-section,
3) Vg5V, 4 does not have a cross-section.

To prove 1), identify R® with the algebra of CAYLEY numbers. The desired
cross-section is then given by

(,9,2) > (29,22 ((7'y) (z72))) (2.4,2) € Vs

Since 8° does not have a 2-field [2], V43— V,,, does not have a cross-
section. Hence V, 4— ¥V, , does not have a cross-section.

According to BOrEL [3, pp. 148—9], the mod 2 cohomology rings H* (V, ;)
and H*(V,,) have simple systems of generators

X4y Tyg, Lg, Xq, Xy for V5,
Yss Yer Y10 Ys for V9,4
such that
* (Y,) = %, 6=1=89),
and

Sq4 x4 - xs .
If A:Vy,4— V, s is a cross-section, then
O :;: ys :1* 7!:* y8 = A* xs =1* Sq4 x4 == Sq‘l* x4 = 0.

This contradiction completes the proof.
Massachusetts Institute of Technology
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