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L. KoscEMIEDER, Tiibingen

Zu Eisensteins transzendentem Beweis des quadratischen
Reziprozititsgesetzes

Herrn Max Miiller zum sechzigsten Geburtstag am 9. Mai 1961

1. G.E1SENSTEIN hat einen Beweis des quadratischen Reziprozititsgesetzes
gefiithrt, dessen Gang von dem iiblichen abweicht!): er bedient sich einer
transzendenten Hilfsfunktion, des Sinus, dessen Multiplikation er heranzieht.
Wie er sagt, liefe der Beweis noch glatter, wenn man statt des Sinus den
Tangens benutzte. Das scheint bisher nicht geschehen zu sein; ich hoffe, hier
zu zeigen, daf es sich lohnt, diesem Hinweise zu folgen.

2. Das Reziprozitatsgesetz handelt von zwei ungeraden Primzahlen; es sei
zunichst p eine solche. Ein Restsystem (mod. p), das R heiBle, zerfillt, wenn
man von der durch p teilbaren Zahlenklasse absieht, in zwei halbe Rest-
systeme R und R, so daB, wenn r die zu R gehorigen Reste sind, R aus den
Resten — r besteht. Man kann fiir R das System der absolut kleinsten Reste

wihlen; dann wird R von den Zahlen 1,2,..., P ; 1 gebildet, B von den-

selben Zahlen mit negativem Zeichen. Vervielfacht man die Reste r mit einer
durch p nicht teilbaren Zahl ¢, so kann ein Produkt ¢7 zu R oder zu R gehéren;
entweder ist

qr =" (mod. p) (1) oder qr = — r' (mod. p), (1)

wo ' in R liegt. Die zwei Formeln (1), (1) lassen sich bei Gebrauch der unge-
raden und mit z periodischen Tangensfunktion durch eine ersetzen,

rIT
t q
/gP
'

qr =r (mod. p) . (2)

p——.
2

Vervielfacht man alle Kongruenzen (2) iiber R, so erhélt man

qrm
p—1 tg p
q 2 IIr =1Iy' I e (mod. p) .
tg —
14

ITr links und I77' rechts stimmen iiberein, da auch 7’ die Gesamtheit R durch-

1) J. reine angew. Math. 29, 177-179 (1845).
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lsuft. Man darf die Kongruenz durch diese zu p teilerfremde Zahl teilen, dann
bleibt (mod. p)

P
q 2 EH?W_—:H o " (3)
g tg—

Nach dem Evurerschen Kennzeichen in der Lehre von den quadratischen
Resten gilt aber p—1 q
p
q

wo (—5) das LEGENDREsche Symbol bedeutet,

(q . 1, wenn ¢ quadratischer Rest,
p] | — 1, wenn ¢ quadratischer Nichtrest

(mod. p) ist. Also kann man statt (3) schreiben
tg L=

g
(g-) =T —2_ (mod. p).
p tg 7;!

Nun ist aber die rechte Seite, wie man aus dem Mittelgliede von (3) und dem
zu (2) Gesagten ersieht, eine «Einheit», das heiflt gleich 4 1, wie die linke.
Da Einheiten verschiedenen Zeichens nicht kongruent (mod. p) sein koénnen,
folgt

tg
(_Q_) =1 —P? (4)
p r tg rmw
4

tg
(l”_)_n 7, (5)
q s tg 8Tt
q

wo 8 ein halbes Restsystem des Moduls ¢ durchléuft.

3. Die Formeln (4), (5) zeigen, daf3 hier die sogenannte Multiplikation der
trigonometrischen Funktionen, und zwar des Tangens, eingreift. Wir befassen
uns daher kurz mit dieser. Man erkennt sogleich, dal tg mz bei ganzem m
eine rationale Funktion von tg z ist, und zwar fiir m > 0 durch vollstindige
Induktion: Fiir m = 2 trifft es zu, und gilt es fir m = n, so nach dem

Summensatz tgnx + tgx

l1—-tgnztge

tg(n + 1)z =

gleichfalls fiir m =n 4 1. — Auch tgmz/tg = ist einerationale Funktion von
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tg ; wir wollen jetzt ihre Gestalt bestimmen, und zwar bei ungeradem m.
Das Gebiet der Verdnderlichen x ist 0 < 2 < z. Die Funktion tgmax/tg
ist das Verhiltnis zweier Polynome in tg 2. Das Zahlerpolynom hat seine
Nullstellen dort, wo sie verschwindet; das sind die Punkte

mxz-hn,xh——:h—:)—z—,h=1,2,...,m-—1. (6)

Die Nullstellen des Nennerpolynoms liegen dort, wo sie unendlich wird, also
in den m — 1 Punkten

7 7
— = — — - - 7
mz=@2H+1)5, ag=QH+1)g—, H=0,1,..., m —1 (7)
ohne H = ; 1 . Daher ist
tgmae tgxr — tgx,
tgx gn tgx — tgxy ®)

mit einem von x unabhéngigen Werte C'.
Die Nullstellen (6) des Zidhlers lassen sich iibersichtlich paaren, zu

Wy == h—% und z,_, = (m — h)%:n — &, tgx,_, = — tgx,;

der Zghler wird also I7(tg*x — tg?x,), wo iiber ein halbes Restsystem mod. m

—1
m2 .— Auch

die Pole (7) der Funktion (8) kann man zu Paaren zusammenfassen, nimlich

zu vervielfachen ist, das heif3t iiber die Werte A =1,2,...,

xH=(2H+1)-% mit x,_g_, = [2(m — H — l)+1]—2—%=n——xﬂ;

m — 3

5> und somit

der Nenner wird daher I7 (tg®x — tgtzgz), H=10,1,...,

der Bruch (8)
tgmr tg?x — tglx,

tg tgtx — tgley

(9)

SchlieBlich lassen sich die Nullstellen xy des Nenners zu denen z, des Zahlers
in Beziehung bringen; nach (6) und (7) ist némlich

zg + oy = QH + 1) g—+ b= [2(H + k) + 115

Wihlt man 2(H + k) = m — 1, was wegen der Ungeradheit von m moglich

ist, so wird m— 1
xH+a:h=%, tgxy = ctge,, H = 3 —h.
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In (9) eingesetzt, ergibt dies

t to2x — to? 2y — to2
gmxzoﬂgx gwhzcﬂtgx tgxh. (10)
tgx tg2x — ctglz, 1 — tg2x tglx,
¢ ist wiederum ein fester Wert, den man leicht findet, indem man
m—l
x=-—, tgr =1, tgmx_tgm——z(— 1) 2
m—1

setzt; das liefert ¢ = (— 1) 2 , also endgiiltig

tgme ’_”'_1 tgx——tgxh
tgx (=1 ;, 1 — tg2x tglx, (11)
wo, wie gesagt, b ein halbes Restsystem (mod. m) durchliuft.
4. Bedeutet m eine der Primzahlen ¢ und p, so ist demnach
N e e q—1
tgx —( l) 1_ﬂ2t2’ 8'—1’2a"': P ’ (]‘2)
tg pr i S L . p—1
e = (—1)"2 Irf——l_“ztz,r_l,.‘z,..., 5 (13)
mit den Abkiirzungen tgx = ¢, tgfg— = g, tg%: o .
Setzt man z = % in (12) und z = —%n— in (13), so erhilt man
tg rz g—1 2 2 tg i 2 2
P = f g _ p2— o
e T T I S e = VT I
p q
(4) und (5) nehmen daher die Gestalt an
D_g_nysFpr=—Ff S5 g¥-F s
<p>__117( 1)2H1_“2ﬁ2_( 1y 2 2 gl-—o@ﬁz’ (14)
=y R e q— A —
R R R

Diese beiden Ausdriicke unterscheiden sich nur durch die Vorzeichen der

Faktoren im Zihler, deren es P ; 1 ¢ ; 1 gibt; also folgt aus (14), (15)
wirklich

o)),

— das Reziprozitatsgesetz.
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5. Ich reiche diesen am 20. September 1961 in Oberwolfach auf einer Tagung
iiber Geschichte der Mathematik gehaltenen Vortrag?!) zum Druck ein, obwohl
seit meinen in den Math. Ann. 83, 280-285 (1921) und in den Monatsh. Math. 54,
265-283 (1950) veroffentlichten Arbeiten zwei Abhandlungen von T.KuBoTa
erschienen sind, die den Zusammenhang der Reziprozititsgesetze mit transzen-
denten Funktionen betreffen2) [J. reine angew.Math. 208, 35-50 (1961);
Nagoya math. J. 19, 1-13 (1961); meine soeben genannten Arbeiten iiber das
kubische und biquadratische Reziprozititsgesetz sind dort nicht erwihnt].
Zum Beweise des quadratischen Reziprozititsgesetzes, bei dem KuBora sich
nicht auf Primzahlen p und ¢ beschrinkt, benutzt er wie EIsENSTEIN den Sinus,
und er macht vom Gavussschen Lemma Gebrauch, das ich hier nicht heran-
gezogen habe.

Eingegangen den 20. August 1962

Note on Cross-sections in StiereL Manifolds

by GEorRGE W. WHITEHEAD

(Extract from a letter to B. ECKMANN)

For which values of =n,m,r (n = m>r) does the fibration V,, -V, ,
have a cross-section? The case 7 =1 has recently been settled by Apawms [2].
The remaining cases can easily be settled with the aid of your paper [4].

Theorems. Among the fibrations V,,, = V,,.(n = m>r = 2), only the
following have cross-sections:

Vn,n") Vn,n—l ’ V7,3 - V7,2 ’ V8,4 - V8,3 .

Proof. Obviously, if V, ,,—V,, hasa cross-section and r <k <m, sodoes
V5= Va,r According to[4. p.328, Hilfsatz], if V, ,,—~ V, , has a cross-section,
sodoes V,_; 1= Vy_1,0—1- Moreover, [4,p. 337],if V,,—V,, has a cross-
section, then R?+! has a continuous multiplication (2, y) — xy such that
l|zy||=||=|| - ||¥||, and therefore [1] ¢ =3 or ¢ =7. Thus, if V, n—>V,,

1) Schon frither (im Studienjahr 1955/56) hatte ich im Mathematischen Colloquium der Uni-
versitit Bagdad dariiber vorgetragen, und, davon angeregt, hat Herr RAriq HUssEIN bei der
Priifung fiir den Grad eines B.Sec. eine Thesis dariiber verfaf3t.

2) Den Hinweis auf sie verdanke ich Herrn P. ROQUETTE.
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