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Zur Frage der Eindeutigkeit extremaler quasikonformer
Abbildungen des Einheitskreises

von KurT STREBEL, Freiburg/Schweiz

Einleitung

1. Eine quasikonforme Abbildung F des Einheitskreises | Z | < 1 auf den
Einheitskreis | W | <1 induziert eine topologische Abbildung des Randes
| Z| =1 auf den Rand | W | = 1. Es ist daher naheliegend, bei einer ge-
gebenen topologischen Abbildung 7' der Kreisperipherie | Z| =1 auf die
Kreisperipherie | W | =1 nach einer diese Randabbildung induzierenden
quasikonformen Abbildung kleinster maximaler Dilatation, das hei3t nach
einer zu 7' gehorigen extremalen quasikonformen Abbildung des Einheits-
kreises zu fragen. Aus bekannten Eigenschaften quasikonformer Abbildungen?)
folgt, daB eine extremale Abbildung F, existiert, wenn es iiberhaupt eine
quasikonforme Abbildung F gibt, die auf dem Rande mit 7' iibereinstimmdt.
Alle zu T gehorigen quasikonformen Abbildungen F des Einheitskreises,
deren maximale Dilatation K unterhalb einer festen Schranke liegt, bilden
eine normale Familie. Eine Minimalfolge F,, F,,... von Vergleichsabbil-
dungen, deren Glieder also eine maximale Dilatation K,, K,,... haben, die
monoton fillt gegen die untere Grenze K, der maximalen Dilatation aller
Vergleichsabbildungen, enthalt eine im abgeschlossenen Einheitskreis gleich-
mifBig konvergente Teilfolge, und deren Limes F, ist eine quasikonforme
Abbildung von | Z | <1 auf | W | <1, mit der maximalen Dilatation K,,
die auf | Z| =1 mit 7 iibereinstimmt.

Nachdem die Existenz einer extremalen quasikonformen Abbildung erwie-
sen ist, stellt sich die Frage, ob sie auch eindeutig bestimmt sei, oder ob es
topologische Abbildungen 7' des Randes | Z| =1 auf | W| =1 gibt, die
mehrere extremale quasikonforme Abbildungen mit derselben kleinsten maxi-
malen Dilatation K, (die natiirlich eindeutig bestimmt ist) zulassen. Dies ist,
wenn keine zusétzlichen Forderungen an die extremale Abbildung gestellt wer-
den, in der Tat der Fall.

2. Bildet man ein einfach zusammenhingendes, beschrinktes Gebiet G der
2 = z + 1y — Ebene, etwa das Innere einer Jordankurve, mittels der Ab-
bildung w = f,(2) = K,z + 1y, K, > 1, die wir die Streckung von G par-
allel zur z-Achse mit dem Faktor K, nennen wollen, auf ein Gebiet H der

1) Fiir die Definition und die hier verwendeten Eigenschaften vgl. etwa L.V.AHLFORS: On
quasiconformal mappings. J. d’analyse math. Vol. III, 1953/54.
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w = u + tv — Ebene ab, ferner G und H konform auf die Einheitskreise
| Z| <1 bzw. | W| <1, so erhilt man durch Zusammensetzung

Z—>z—fl>w——>W

eine K,-quasikonforme Abbildung F, von |Z|<1 auf | W| <1, welche
eine topologische Abbildung von |Z| =1 auf | W| =1 induziert. Es ist
leicht zu sehen, dafl unter allen quasikonformen Abbildungen F':

| Z|<1—>|W|<]1,

die auf dem Rande mit F, iibereinstimmen, F, die einzige extremale ist.

Es liegt nahe, diesen Gedanken zu verallgemeinern, indem man an Stelle
eines schlichten Gebietes G eine einfach zusammenhingende hyperbolische
RiemaNnnsche Fliche R iiber der z-Ebene durch eine Streckung f, auf eine
Flache S iiber der w-Ebene abbildet. Es zeigt sich dann folgendes: Hat die
Flache R endlichen Inhalt | R |, so lafit die induzierte Abbildung 7' der

Kreisperipherie nur eine, ndmlich eben die zusammengesetzte Abbildung

Z >zl w > Wals quasikonforme Abbildung kleinster maximaler Dilatation

zu?). Ist hingegen | B| = oo, so kann es mehrere Extremalabbildungen
geben. Es wird eine Klasse von Flichen B mit | B | = oo angegeben, fiir die
dieselbe Situation besteht wie im Falle | B | < co. Durch Beispiele wird ge-
zeigt, daf die Bedingungen, durch welche die Klasse definiert ist, nicht beliebig
gelockert werden diirfen, indem dann entweder nicht nur eine Extremalabbil-
dung existiert, oder, wenn es nur eine gibt, diese nicht durch die betrachtete
Streckung erhalten wird.

Extremale quasikonforme Abbildung von Uberlagerungsflichen
endlichen Inhalts

3. R sei eine einfach zusammenhingende RiEmanNsche Fliche iiber der
z-Ebene, von endlichem Flicheninhalt | R | < oo (gemessen in der Metrik der
Grundebene). Das bedeutet, daB es eine konforme Abbildung & der Fliche R
auf den Einheitskreis | Z | < 1 gibt, deren Umkehrfunktion ®-! im Einheits-
kreis regulir ist und endliches Dirichletintegral hat. Als lokalen Parameter fiir
die Fliche R verwenden wir in der Umgebung eines reguliren Punktes der-
selben stets den Spurparameter z; die Windungspunkte kénnen wir in den
Betrachtungen im allgemeinen auBer acht lassen. Sind P und P’ zwei Punkte
der Fliche, so definieren wir ihren Abstand o (P, P’) als die untere Grenze

2) Ein Beweis dieses Satzes unter speziellen Verhiltnissen findet sich auch bei M. Ozawa: On
an approximation theorem in a family of quasiconformal mappings. Kodai Math.Sem. Rep. Vol. 11,
1959, Der Beweis des Haupt-Theorem 3 dieser Arbeit scheint mir jedoch nicht korrekt und in
dieser Weise prinzipiell undurchfiihrbar.
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der Lingen (in der Metrik der Grundebene) aller P und P’ auf R verbin-
denden Kurven. Unter einem Randweg y verstehen wir eine stetige Abbil-
dung eines halboffenen Intervalles in die Fliche R, wobei das offene Ende
gegen den Rand von R geht: P(t),a <t<b,P(t) > Rand von R fir
t — b, und unter einem Querschnitt von R eine topologische Abbildung eines
offenen Intervalles in die Fliche R, wobei beide Enden gegen den Rand von
R gehen. Von zwei Randwegen y : P(t),a <t <b,und 9" : P'(t'), a’ <t'<¥,

fiir welche —t_—_—r:%— o(P (), P'(t')) = 0 ist, sagen wir, ihre Enden haben den
t'—>b’

Abstand null, und dasselbe sagen wir von zwei Querschnitten, wenn es sowohl

fiir die beiden oberen als auch fiir die beiden unteren Enden (beziiglich der

Parameterintervalle) gilt.

Die Menge aller Punkte P der Fliche R, deren Spur z einen gegebenen
Imaginérteil Im z = y hat, zerfillt, wenn sie nicht leer ist und keinen Win-
dungspunkt der Fliche enthilt, in ein System y, von hochstens abzdhlbar
vielen Querschnitten y) der Fliche. Liegen Windungspunkte der Fliche iiber
der Geraden, was hochstens fiir abzdhlbar viele y der Fall sein kann, so treten
an Stelle der Querschnitte verzweigte Kurven auf, die aber keine geschlossenen
Ringe enthalten: Da wir uns auf Aussagen «fast iiberall» beschréinken kénnen,
lassen wir im folgenden diese y-Werte weg. Wir bezeichnen die Summe der

Liingen aller Querschnitte der Systeme », mit I(y) = |y, | =2 |y} |. @ sei
A

eine feste konforme Abbildung von R auf | Z| < 1. Fir die Linge A(y)
des Bildes @(y,) des Systems y, erhalten wir

dZ
und mit Hilfe der SCHWARZSChen Ungleichung
2
A (y) <1(y) I —| dx.

Da der Inhalt | R| = j‘ ly)dy,y, = mf Im z,y, = sup Im z der Fliche R

z€R

endlich ist, ist I(y) < oo fast iiberall. Es ist daher sinnvoll, durch I(y) zu
dividieren und iiber y zu integrieren, und aus

w A2 (y) dZ
ST W -{J"iz?

folgt A(y) < oo fast uberall Fiir fast alle y ist daher die Linge des Bildes
di(y ) jedes Querschnittes y der Fliiche R, der iiber der Geraden Imz = y

2
dedy ==n
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liegt, endlich, und die beiden Enden von 45(;}2) konvergieren somit gegen je
einen Punkt auf | Z | = 1. Dasselbe gilt natiirlich fiir die geradlinigen Quer-
schnitte irgendeiner Richtung der z-Ebene.

Umgekehrt betrachten wir zwei gegen denselben Randpunkt Z,, | Z,| =1,
konvergierende Randwege I" und I" von |Z|<1. y und 9’ seien ihre
@-1-Bilder auf R. Fiir die Linge l(g) der ®-1-Bilder derin | Z| <1 lie-
genden Bogen der Kreise | Z — Z,| = ¢, deren Liénge A(p) <mp ist, gilt

dz

W)= |z7|ed® |Z—Z|=ge?,

und somit fiir jedes ¢ > 0

! e)d j'f!g—;—'agdgdﬁganl.

0

Es kann daher fiir kein ¢ >0 und alle 0 <g <el(p) groBer als eine feste
positive Zahl sein, das heiBt es gibt mindestens eine Folge von Radien o, — 0,
fir die I (0,) = 0 geht: Die Enden der Randwege y und »' haben auf R den
Abstand null. Damit ist der Beweis erbracht fiir folgenden

Hilfssatz: Ist R eine einfach zusammenhingende Uberlagerungsfliche der
z-Ebene, von endlichem Flicheninhalt, und & eine konforme Abbildung von
R auf das Innere des Einheitskreises | Z| <1, und bezeichnen wir mit

= {y}} das System aller iiber der Geraden Im z = y liegenden Querschnitte
von R, sosind deren Bilder @(y}) fiir fast alle y Querschnitte von | Z | <1,
deren beide Enden gegen je einen Punkt auf | Z| =1 konvergieren. Be-
zeichnen wir mit I'=®(y)) einen Querschnitt, dessen Enden gegen Z, und Z,
auf | Z| =1 konvergieren, und mit I" einen beliebigen Querschnitt von
| Z| <1, mit denselben Endpunkten Z, und Z,, so haben die respektiven
Enden der Querschnitte ' = @-1(I") und y} = &(I) auf der Fliche R den
Abstand null. Fiir deren Léangen gilt daher | 9’| >|y}|, und Gleichheit gilt
nur, wenn ' und y) dieselbe Spur haben.

Dieselbe Aussage gilt fiir jede Richtung der Ebene. Ferner bleibt der erste
Teil des Satzes bestehen, wenn man auf einer beliebigen Fliche eine Schar par-
alleler Strecken betrachtet, die einen Flachenteil mit endlichem Inhalt iiber-
streichen, und der zweite, wenn die Betrachtungen sich auf einen Teil der
Fliche beschrinken, der endlichen Inhalt hat.

4. Wir bilden die z-Ebene vermittels der affinen Abbildung f,:

w=Kyx + iy, Ky > 1,

auf die w-Ebene ab. Die Abbildung f, erzeugt durch «Mitdeformieren» von R
eine Fliche 8 iiber der w-Ebene und eine K,-quasikonforme Abbildung von

20 CMH vol. 36
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R auf 8, wobei den Punkten der Fliche R mit der Spur z die Punkte der
Fliche 8 mit der Spur w = K, + ¢y entsprechen. Diese Abbildung, die bis
auf eine Decktransformation der Fliche S eindeutig bestimmt ist, wobei wir,
falls es mehrere gibt, eine davon auszeichnen wollen, nennen wir «Streckung
der Fliche R parallel zur 2-Achse mit dem Faktor K,» und bezeichnen sie
wieder mit f,. Die Fliche S ist wiederum einfach zusammenhingend, und
es gibt daher eine konforme Abbildung ¥ von S auf den Einheitskreis oder
die punktierte W-Ebene. Die zusammengesetzte Abbildung F,:

ot T

Z — 2z w-——>W

ist K,-quasikonform. Insbesondere ist somit das Bild von S in der W-Ebene
der Einheitskreis | W | <1, und F, induziert eine topologische Abbildung
von | Z| =1 auf | W| = 1. Wir behaupten nun den folgenden

Satz 1. Ist R eine einfach zusammenhingende Fliche tiber der z-Ebene, und
fo: w= Kyz + iy, Ky > 1, eine Streckung von R auf die Fliche S, sind
ferner @ und ¥ konforme Abbildungen von R und S auf die Einheitskreise
| Z| <1 bzw. | W | <1, 8o 1ist die zusammengesetzte Abbildung F, = ¥f,d!
unter allen quaszkonfo'rmen Abbildungen F von |Z| <1 auf | W| <1, die
auf dem Rand | Z | = 1 mit F, ibereinstimmen, diejenige (eindeutig bestimmte )
kleinster maximaler Dilatation.

Beweis: Sei F eine quasikonforme Abbildung der maximalen Dilatation K
von |Z|<1 auf | W|<1, dieauf | Z| =1 mit F, iibereinstimmt. Die
zusammengesetzte Abbildung f: 2 2725 W5 w ist eine K -quasikonforme
Abbildung von R auf §; denn die zur Abschétzung der maximalen Dila-
tation von f heranzuziehenden topologischen Quadrate von R diirfen so ge-
wiihlt werden, daB sie und ihre f-Bilder keinen Windungspunkt von R bzw. §
enthalten, und dann ist deren Modulverhaltnis offenbar gleich demjenigen der
entsprechenden topologischen Quadratein | Z| <1 und | W|< 1.

Sei p) ein Querschnitt von R iiber der Geraden Im z =y, dessen @-1-Bild I"
konvergiert und somit zwei Randpunkte auf | Z| = 1 bestimmt. Es konver-
gieren dann auch das F, und das F-Bild von I' in | W| <1, und zwar
gegen dieselben Punkte auf | W | = 1. Das f,-Bild von y) ist ein Horizontal-
querschmtt fo(y}) von S iiber der Geraden Im w =y, dessen Lénge
| o) ] = Ko| y* | ist. Somit gilt fiir die Lénge des {-Bildes von »}

[ f) | = Kol vy |,

und Gleichheit gilt nur, wenn die Spur von f(y,) gleich der Spur von fo(y})
ist. Diese Aussage gilt fiir alle Querschnitte y} iiber Im z = y fiir fast alle y.
Wir wihlen nun y so, daB iiber der Geraden Im z =y kein Windungs-
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punkt von R liegt, jeder der entsprechenden Querschnitte ) von R ein
konvergentes Z-Bild hat, die Gesamtlange aller Querschnitte

und f auf y, absolut stetig ist. Dies ist fiir fast alle y erfiillt. Dann folgt
nach der Langen-Flichen-Methode:

Kol(y) < L(y) = f

Yy

ow
ox

KP(y) < LA y) < l(?/

und nach Division durch I(y) und Integratmn iiber y

ow
K1 R <f T8 ay < (5| 32
y

SQ lpl+1q) 2dwdy<KH(lpI’—-IQI dedy <K|S|=KK,|R]|,

dx dy <

wo dw = pdz + g dz ist.

Daraus ergibt sich zunéichst K > K,. Sei K = K,: Dann gilt iiberall in
der letzten Ungleichung das Gleichheitszeichen, also fast iiberall in der vor-
angehenden. Somit ist fiir fast alle y

(1) L(y) = K,l(y), und fiir alle diese y-Werte mit Ausnahme wieder hich-
stens einer Nullmenge hat das f-Bild jedes Querschnittes y} dieselbe Spur wie
das f,-Bild; f(yy) ist also insbesondere ein Horizontalquerschnitt, seine Lénge

dieselbe wie die des f,-Bildes und auf y) gilt %— =u, >0,

(2) —g—;ﬂ = u, = konst fiir fast alle x. Wegen der Totalstetigkeit von » als
Funktion von z, und der Linge und Lage von f(y}), ist auf y” u= K,x.

Daher ist fiir fast alle ¥ die Spur w des Punktes f(P), wenn z die Spur
des Punktes P ist, w = K,z + iy. Aus Stetigkeitsgriinden mu3 dies nun
fiir alle Punkte der Fliche gelten. Ist nimlich P ein beliebiger Punkt von R,
80 kénnen wir ihn durch einen Punkt P’ gleichzeitig so anndhern, daB fiir
diesen die Gleichung w' = K,2' + iy’ gilt und o(P, P') und o(f(P), {(P’))
beliebig klein ist. Es muB daher auch w = Ky + ¢y gelten. Die Abbildung f
hat daher die Spur w(z) = Kyz + iy und stimmt also mit f, bis auf eine
Decktransformation von S iiberein. Daher miissen F und F, bis auf eine
lineare Transformation des Einheitskreises | W | < 1 iibereinstimmen, und
da sie auf dem Rand identisch sind, ist F = F,.

Wir haben folgenden etwas allgemeineren Satz bewiesen :
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Satz 1'. Die Abbildung f,(z) = Kyx + 1y, K, > 1, bilde die Fliche R end-
lichen Inhaltes auf die Fliche S ab. f sei eine K-quasikonforme Abbildung von
R auf 8, die jeden Horizontalquerschnitt vy} filr fast alle y in einen Querschnitt
von S abbildet, dessen beide Enden von denjenigen des f,-Bildes von 'y: den
Abstand null haben. Dann ist K > K, aufer fir = f,.

Extremale quasikonforme Abbildung einer Klasse von Uberlagerungsflichen
unendlichen Inhaltes

5. R sei eine einfach zusammenhiingende Uberlagerungsfliche der z-Ebene.
Wir wihlen eine Gerade Im z = y,, iiber welcher Punkte der Fliche, aber
keine Windungspunkte liegen. Ein System 1y, = {y;.} von Querschnitten
der Fliche R iiber dieser Geraden zerlegt die Flache in endlich oder unendlich
viele Teilgebiete, und es ist fiir jedes derselben bestimmt, ob es sich an minde-
stens einen der Querschnitte p} nach oben anschlieBe. Die Gesamtheit aller
mit dieser Eigenschaft behafteten Teilgebiete bezeichnen wir mit @, =
= {G!}. DasSystem 1y, seinunsogewihlt, daB jedes Teilgebiet G} ganz
oberhalb der Geraden Im z = y, liegt. Zum Beispiel hat das System aller iiber
der Geraden Im z = y, liegenden Querschnitte der Fldche diese Eigenschaft;
¥y, braucht aber nicht dieses maximale System zu sein. Fir y > y, bezeich-
nen wir das System aller iiber Im 2z =y und in @, liegenden Querschnitte
von R mit y, = {y;} und die an diese Querschmtte nach oben anschlieBen-
den Teilgebiete von R mit G, = {G }.

Dann gilt folgendes: Das System @, liegt ganz oberhalb Im z =y, denn
es ist ein Teil von @,, da y, c G, ist, und v, ist das System aller Quer-
schnitte von @, iiber Im 2 = y. Der zwischen den Geraden Im z =y, und
Im z =y gelegene Teil von @, ist G, — G,. Haben die Querschnitts-
systeme y, eine beschrinkte La.nge | y,] = Z[ vy | < M, so wollen wir
G,, einen «Arm» der Fliche R nennen.

Definition: Ist y, = {yy} ein System von Querschnitten der Fliche R
iiber der Geraden Im z — Yo, SO daB in der durch y, erzeugten Zerlegung
von R die an diese Querschnitte 7} nach oben anschlieBenden Teilgebiete
Gy ganz oberhalb der Geraden Im z = y, liegen, ist die Summe der Léingen
der Querschnitte der G, die iiber der Geraden Im z = y liegen, fiir y >y,
beschriinkt, jedoch der Inhalt des Systems @, = {G)} aller dieser Teil-
gebiete unendlich, so nennen wir dieses System @, einen oberen Arm der
Fliche R, abgetrennt durch das Querschnittssystem g, .

Entsprechend definieren wir einen unteren, rechten und linken Arm der
Fliche, und fassen die ersten zwei unter «Vertikalarme», die letzteren unter
«Horizontalarme» zusammen. Ein einfaches Beispiel einer Flache mit zwei
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vertikalen Armen ist das Streifengebiet | Rez | < M, einer solchen mit zwei
horizontalen Armen der Streifen |Imz| < M. Bei az + b, <Imz<az +
+ b, kann man fiir @ # 0 von Horizontal- oder Vertikal-Armen sprechen.
Vier Arme hat das kreuzformige Gebiet aller z, fiir die | Rez| <M oder
| Im2 | < M ist. In allen diesen Fillen ist R schlicht, was jedoch nicht ver-
langt wird.

6. Die Fliche R besitze nun mindestens einen Arm, etwa einen oberen Arm
@,,. Sie ist dann offenbar hyperbolisch. Wir bezeichnen wieder mit f, die
Streckung von R parallel zur z-Achse mit dem Faktor K, > 1 auf die Fliche
S, und mit @ und ¥ je eine konforme Abbildung von R bzw. 8 auf das
Innere des Einheitskreises | Z | < 1 bzw. | W| < 1. Von einer quasikonformen
Abbildung f: R — 8 sagen wir, sie stimme auf dem Rand von R mit f,
iiberein, wenn die induzierten Abbildungen ¥ und F, von |Z|<1 auf
| W] <1 aufdem Rande | Z | = 1 iibereinstimmen.

Sei f eine quasikonforme Abbildung von R auf §, die auf dem Rand von
R mit f, iibereinstimmt. Die Systeme 7, iiberstreichen fiir y, <y <y, den
Teil @&, — G, der Fliche R, dessen Inhalt | @, — G, | < M(y, — y)
ist, und daher besteht fiir die f(y,) dieselbe Situation beziiglich der f,(y,)
wie im Falle einer Fliche R endlichen Inhaltes: Fiir fast alle y haben die
Enden der Querschnitte f(y,) von S von den Enden der Horizontalquer-
schnitte f,(y,) den Abstand null. Wir nennen d(y) = sup |Imw —y|, wo

P€7y

w die Spur des Punktes f(P) ist, die (vertikale) Abweichung des f-Bildes von
v, vom f[,-Bild von y,. Es gilt der folgende

Hilfssatz: (Ungleichung von GroTzscu?) Die Abweichung d(y) von f(y,)
von f,(y,) ist fiir y >y, + M V'K K, hochstens gleich M K K,.

Beweis: Die Abweichung d(y) ist fiir y >y, eine nach unten halbstetige
Funktion. Ist namlich d(y) >d, fiir ein gewisses y =>y,, so gibt es einen
Punkt P auf y, und ein &> 0, so daB fiir die Spur w von f(P) gilt:
| Imw — y | > dy, + ¢. Wir wihlen eine Umgebung ¥V von f(P), deren Spur
einen Durchmesser < ¢/2 hat, und eine ebensolche Umgebung U von P,
so daB auBerdem f(U) c V ist. Dann schneidet fiir alle hinreichend kleinen
Ay das Querschnittssystem .4, (¥ + 4y > y,) die Umgebung U, und es
gibt somit ein P’e y,, 4,, so daB fir die Spur »’ von f(P') gilt

lImw'—(y+Ay)|=|Imw’—-—Imw+Imw—-y—Ag|

3) Vergleiche auch die Arbeit des Verfassers: Eine Abschiitzung der Liénge gewisser Kurven
bei quasikonformer Abbildung. Ann.Acad. Sci. Fenn. 243, 1957.
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>|Imw—y| - |Imw —Imw| — [dy|>do+ & — o — —=d,
und daher d(y + 4y) = sup |Imw — (y 4+ 4y)| > d,. Wenn somit die
P'G?y-}-dy

Abweichung d(y) fiir eine iiberall dichte Menge von Werten y nach oben be-
schrinkt ist, so ist sie es fiir alle. Wir betrachten nun nur mehr die Werte y,
fiir deren Querschnitte y; das f-Bild und das f,-Bild an den Enden den
Abstand null haben. Sei y > 7, und es gebe ein g, >y und einen Punkt P
auf y,, dessen Bild f(P) eine Spur w hat mit einem Imaginirteil

Imw>y, >y.

Das System von Querschnitten f(y,) liegt entweder ganz in G, oder dann
schneidet es fy(y,,). Lassen wir den zweiten Fall weg, den wir nachher be-
trachten, so hat f(y,) mit dem Querschnittssystem f,(y,) Punkte gemeinsam,
und es gibt daher Punkte von f(@,), die nicht in f(@,) liegen. Fiir

0<dy<gy—y

hat nun auch f(y,,4,) mindestens einen Punkt mit fy(y,) gemeinsam: An-
dernfalls wire fo(@,) © f(Gyiay) < f(G,), Was einen Widerspruch bedeutet.
Schneidet f(y,) das System f,(y,), ¥ > ¥z = ¥,, so muB aus analogen Griin-
den auch f(yy,,,) fir 0> A4y >y, —y das System f,(y,) treffen.

Eine obere Schranke fiir die Abweichung d(y) kann nun aus der Unglei-

chung —%—- < K erhalten werden, wo 4 und A’ die extremalen Léngen*) einer

Kurvenmenge auf B und deren f-Bildmenge auf S darstellen und K die
maximale Dilatation von f ist, wenn man A’'/A nach unten durch gewisse
geometrische GroBen abschiétzt. Wir nehmen den ersten der oben betrach-
teten Falle und wahlen als Kurvenschar auf B die Querschnittssysteme y,
im Intervall y <# <y + 4y <y,. Da die Lénge jedes Systems |y, | < M
ist, schlieBt man auf bekannte Weise 4 < -—g—ly— . Die extremale Linge A’ der
Bilder f(y,) schitzen wir nach unten ab, indem wir im Streifen @, ,, — G,
den Wert der Metrik ¢ = 1 wihlen, auBerhalb null. Damit wird die g-Lénge
fast jedes f(y,) mindestens 2(y; — y — Ay) und der Inhalt der von den
Kurven iiberstrichenen Fliche hochstens K, M (y, — y — Ay). Fiir die extre-
male Liénge A’ erhalten wir daher

AI 4(?/1 Yy — Ay)z
— KoMy, —y—4y)’

4) Fiir die Definition und die verwendeten Bezeichnungen vgl. L. AHL¥YORS und A. BEURLING :
Conformal invariants and function theoretic nullsets. Acte Math. 83, 1950.
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und aus KZ——;:——

4(y, —y — Ay) Ay
K> K20 )

Fir Ay = ;-’ll-gl folgt

h—y<MVKK,.

Ebenso erhalten wir bei einer Abweichung nach unten y — y, < M VKK,.

Ist nun y >y, + M V KK,, so kann man in beiden Ausdriicken zur oberen
Grenze iibergehen, woraus die Behauptung folgt.

Das Resultat fiir die Horizontalabweichung d(x) in einem Horizontalarm
der Fliche R ist dasselbe, und der Beweis verliuft analog.

7. Satz 2 (Minimumsatz): Besitzt die Fliche R einen Arm, so minimisiert
die Abbildung f, unter allen quasikonformen Abbildungen f: R — S, die auf
dem Rande von R mit f, dbereinstimmen, die maximale Dilatation.

Beweis: Die Fliche R habe einen oberen Arm @, . Fiir die Linge L(y)
des f-Bildes der Querschnittssysteme y, von G, ,y > y,, erhalten wir

ow
Ly)={f|-]|dx,
() A 32
. ow |2
Kbey) <Ly <ly/] Ty dx ,
Yy

wobei I(y) = | y,| die Linge des Systems y, von Horizontalquerschnitten
bezeichnet. Daher ist fiit ¢y >y, >y, + M V KK,

ow |2 Ys
| dxdy <V § (1| +1q|)dudy

Y Yy

Vs Ys
Kéyf lydy <J§

1%y

<Eff(lpPk—1laPdady <K|fG, —&,)]

Vi vy
SKKole;_Gv.I+2M" KK, -MK,,

somit
K3 G, — G, | <KK,| @, — G|+ konst.

Da fiir y; > oo | G, — G, | — oo geht, erhalten wir K, < K.

Um den Minimumsatz im Falle eines Horizontalarmes zu beweisen, bilden
wir die Fliche R durch die Abbildung z* = h(z) = K,z auf eine Fliche R*
ab. hfy! ist eine Streckung der Fliche § lings der imaginéren Achse mit dem
Faktor K, auf die Fliche R*, und Af' eine K-quasikonforme Abbildung
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von S auf R*, die auf dem Rande von 8 mit Af;! iibereinstimmt. Damit
besteht hier dieselbe Situation wie oben, und es folgt K > K,.

Ein besonders einfaches Beispiel einer Fliche R mit einem oberen Arm ist
das Gebiet R = {z; Im2 < 0 oder | Rez| < 1}. Sein Rand sind die 4 Halb-
geraden {z; Imz2=20,|z| > 1}, {2;| Rez| =1, Imz > 0}. Bilden wir R
mittels der Abbildung w = f,(2) = K,z + 1y, K, > 1, auf das Gebiet

= {w; Imw< 0 oder | Rew| < K,} ab, so erfiillt jede Abbildung f der

F
orm Koz + vy y>0

1e) = {Kox+z‘9(y) y<o0,
wo ¢ eine reelle, stetig differenzierbare Funktion von y ist und den Bedin-
gungen geniigt: ¢(0) = 0, 1 < g¢'(y) < K3, die Randbedingung und ist K,-
quasikonform. Denn fiir die Dilatation K (z) an einer beliebigen Stelle z er-

halten wir K(z) = 12112l i o — 3 (&, + o' @), ¢ = 3(Ko — 7' @)).

lp| —1ql
Daraus folgt K(z) = : Iz' 0, also K(z) =
0
!
Max ( 5’:" , Ig{ ) < K,. f ist daher zugleich mit f, fiir die durch f, induzierte
0

Randabbildung extremale quasikonforme Abbildung.

Das Beispiel kann natiirlich modifiziert werden, da man zum Beispiel den
Arm der Fliche beliebig wihlen oder auch mehrere Halbebenen geeignet an-
fiigen kann.

8. Die Fliche E habe einen oberen Arm @, , f und f, haben dieselbe Be-
deutung wie oben und es sei K = K, Integrieren wir von einer beliebigen
Stelle y, > y, weg, so erhalten wir

K| G, — @, <j1;:(?;)d < K| @, — G, |+ konst .

Daraus folgt: Zu jedem ¢> 0 und y, gibtesein y > y,, so dal
L(y) < Kyl(y) + ¢

ist. Wire néamlich fiir ein gewisses ¥, und ¢ > 0 L(y) > K,l (y) + ¢ fiir alle
Y = Y,, 80 wire

D(y) s ¥ 2
f Iy > K3 § Ug) dy + 2Kyely —3) = K3 | 6 — Gy |+ 2Kasly — ),

was fur y — oo einen Widerspruch ergibt.
Hilfssatz: Ist G, ein oberer Arm der Fliche R, f, die Horizontalstreckung
von R auf S mit dem Faktor K,, und f eine K,-quasikonforme Abbildung
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von R auf §, die auf dem Rande von R mit f, iibereinstimmt, so gibt es
eine Folge von Querschnittssystemen p, von @, , y, > oo fir n — oo,
fir die die Linge |f(y,,)| sich von | fy(y,,) | um beliebig wenig unterscheidet.
Insbesondere geht dann auch die Abweichung von f(y,,) von fy(y,,), dasheiBt

von y, mit n — co gegen null, denn sie ist fiir & < 2M kleiner als Ve M.
Entsprechendes gilt fiir einen unteren Arm. Fiir einen horizontalen Arm,
zum Beispiel einen rechten, gilt: Es gibt eine Folge von Querschnittssystemen
Vups Uy —> 00 fir m — oo, der Bildfliche S iiber der w = u 4 iv-Ebene,
deren f- und f,-Urbilder sich in der Linge beliebig wenig unterscheiden :

| 10t un) | ST 0,) | S o (u,) |+ s

lim ¢, = 0. Daraus folgt dann wiederum dasselbe fiir die Abweichung. Bei
n—>x
diesem Hilfssatz sowie bei demjenigen von Nr.6 wird iibrigens nur die unend-

liche Liange des Armes, nicht der unendlich grofle Inhalt beniitzt.

9. Satz 3 (Eindeutigkeitssatz): Die Fliche R iber der z-Ebene besitze min-
destens einen Arm, und anderseits set es moglich, hochstens 4 Arme, einen oberen,
unteren, rechten und linken, die wir bzw. mit G, , Gy , G, , G5, bezeichnen, durch
entsprechende Querschnitissysteme y, , ¥y, Vo, Yz, 80 abzutrennen, dafl der Rest
der Fliche R endlichen Inhalt habe:

| B=@, — ... =G5 | < ox.

Ist dann f, eine Streckung der Fliche R auf die Fliche S, parallel zur x-Achse,
mit dem Faktor K, > 1, und f # f, eine quasikonforme Abbildung von R auf
S, die auf dem Randevon R mit f, dbereinstimmd, so tst die maximale Dilatation
K von f grofer als K,.

Beweis: Da die Fliche R m ndestens einen Arm unendlichen Inhaltes be-
sitzt, ist K > K,. Sei nun K = K,. Wir wollen zuniichst zeigen, daB jeder
Horizontalquerschnitt von R durch f auf einen ebensolchen Querschnitt
von 8 abgebildet wird. Wir geben zu diesem Zwecke eine Folge von positiven

Zahlen ¢, >0, n=1,2,... und wihlen dann in den Vertikalarmen &,
und G, Folgen von Querschnittssystemen y,, und y;,, die mit n — oo
gegen -+ co bzw. — oo gehen und deren f-Bilder von den fo-Bildern um

weniger als ¢, abweichen und eine Lange | f(vy,) | <| fo(¥s,) | + &n haben,
dasselbe fiir die y;, . In den Horizontalarmen wiihlen wir in 8 solche Vertikal-

Querschnittssysteme y, und y;,, so daB dasselbe von deren f-Urbildern
0., bzw. &, gilt, u, = Kyx,, u, = Ko %,. o
Die durch die letzteren abgetrennten Gebietssysteme bezeichnen wir mit
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G,, wnd D, = {(G,,) bzw. G;, und D; = f(G;), und den Rest der
Fliche mit
— D;

R,=R-G,, —G;,, —D n
Fiir jedes » ist der Inhalt | R, | < co. Wir betrachten die (unverzweigten)
Horizontalquerschnitte von R, und unterscheiden dabei folgende Arten:

a) Diejenigen, deren beide Endpunkte auf dem Rand von R liegen. Fiir
die Lénge L der f-Bilder derselben gilt L > KI, wobei (immer auBler hoch-
stens fiir eine Ordinatenmenge vom MaB null) das Gleichheitszeichen nur gilt,
wenn das f- und das f,-Bild des betreffenden Querschnittes in der w-Ebene
dieselbe Spur haben.

b) Diejenigen, fiir die das nicht zutrifft. Diese Horizontalquerschnitte von
R, haben also mindestens einen ihrer Endpunkte auf einem der 4§-Quer-
schnitte von R. Wir schlieBen diejenigen davon aus, deren Linge hochstens
2¢, ist. Sie iiberstreichen eine Punktmenge E. auf der Fliche R,, deren
Inhalt kleiner als 2.2 ¢,(M + ¢,) ist. Fiir die Linge L der Bilder der iibrigen
gilt L> K, — 2¢,) > 0. Sie iiberstreichen eine Ordinatenmenge, deren
Gesamtmaf hochstens 2(M + ¢,) ist.

Nehmen wir nun an, es gebe einen (unverzweigten) Horizontalquerschnitt
I'y von R iiber der Geraden Im z = y, so daB8 f(I',) kein Horizontalquer-
schnitt von § ist. Dann gibt es zwei Punkte P, und P, auf I',, deren Bilder
Q, = [(P;) Spuren w, haben mit |Im(w, — w,)| > 0. Fiir hinreichend
groe n liegen die Punkte P,, P; in R,, und es laBt sich ein g > 0 und ein
Ay > 0 angeben, so daB folgendes gilt: Wir betrachten eine vertikale Strecke
der Linge Ay mit Mittelpunkt P, auf R. Dannist die Linge L des f-Bildes
jedes durch « gehenden Horizontalquerschnittes von R,

L= K, (( — 2¢,) + &),
und da die rechte Seite positiv ist, folgt daraus
L* > Ky + 21(— 26, + &)).

Bezeichnen wir die Punktmenge von R,, die von diesen Querschnitten iiber-
strichen wird, mit E2, und die von den iibrigen Horizontalquerschnitten von
R, iiberstrichene mit E3 + E%, wobei der erste Summand die Querschnitte
betrifft, deren beide Enden auf dem Rand von R liegen, der zweite diejenigen,
die mindestens ein Ende auf einem §-Querschnitt von R haben. Auf die ein-
zelnen Querschnittsmengen wenden wir dxe Lingen-Flichen-Methode an. Wir
erhalten daraus fiir

BS: KX fldy + K2 2(— 2¢, + ) Ay <

Zn

l dx dy
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SEJUpP—1qP)dedy,
E

, L2 e
B Kifldy<§pay=if| 32 dady <K ff(1pp - g dady,
2
Bl Kiftdy— Ko 20+ o) < L ay<gp| 3L dnay
S&QHPP—MWM@-

Durch Summation der Beitriige ergibt sich fiir die Inhalte | E: |
Ky (| Bl + 1Byl + | By ) + K32 dy(— 26, + &) — K 8, (M + &,)

<K, ff (lpP—|gPdr dy,
E2 +E +EL
und daraus

K3| B, | 4+ K3 {2 dy(— 2¢, + &) + 8 6,(M + ¢&,) — 4¢,(M + ¢,)}
<Kj|R,|+2M¢,K,.
Fiir n — oo folgt daraus, da sich die Glieder K2| R, | wegheben,
Ki24ye <0

und somit ein Widerspruch.

Es wird daher jeder unverzweigte Horizontalquerschnitt von R durch f
auf einen ebensolchen von S abgebildet. Dann gilt dies aber auch fiir ver-
zweigte Horizontalquerschnitte. Ist ndmlich I', ein solcher, so betrachten wir
ein schlichtes Intervall desselben, dessen Endpunkte Windungspunkte von R
sind (oder einer davon ein Randpunkt von R). Dieses Intervall 1i8t sich be-
liebig durch unverzweigte Horizontalquerschnitte I",, von R annéhern, fiir
die der Satz gilt. Somit gilt aus Stetigkeitsgriinden die Aussage auch fiir das
betrachtete schlichte Intervall des verzweigten Querschnittes, und da alle
diese an den Windungspunkten zusammenhiéngen, fiir den ganzen verzweigten
Horizontalquerschnitt. ,

Um die entsprechende Aussage fiir die Vertikalquerschnitte zu erhalten, bil-
den wir R mittels der konformen Abbildung z* = h(z) = K,z auf die Fliche
R* iiber der z*-Ebene ab und betrachten dann die quasikonformen Abbildun-
gen hfy! und hf1. Die erste ist eine Streckung von § lings der imaginiren
Achse um den Faktor K, auf R*, die zweite eine K,-quasikonforme Abbil-
dung von § auf R*, die auf dem Rande mit Af;? iibereinstimmt. Daher wer-
den die Vertikalquerschnitte von S durch Af auf ebensolche von R* ab-
gebildet, also auch die Vertikalquerschnitte von R durch f auf solche von §.
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Wir wollen nun zeigen, dafl die Abbildung f die Spur w, = K,z + ¢y hat.
Es geniigt offenbar, dies fast iiberall zu zeigen.

Die Horizontalquerschnitte von R im oberen und unteren Arm und die
Vertikalquerschnitte in den seitlichen Armen (wenn solche vorhanden sind)
werden auf ebensolche Querschnitte von S abgebildet mit derselben Ordinate
bzw. Abszisse, da f und f, auf dem Rande identisch sind. Wenden wir auf
einen Abschnitt, das hei3t den zwischen zwei Abszissen #, und z, gelegenen
Teil eines seitlichen Armes die fritheren Betrachtungen, die fiir Flichen end-
lichen Inhaltes angestellt wurden, an, so folgt, daB » = y ist auf den Vertikal-
querschnitten der seitlichen Arme. Sei nun I, ein beliebiger Horizontalquer-
schnitt von R. Trifft er einen Vertikalquerschnitt eines seitlichen Armes, so
wird er durch f auf einen Horizontalquerschnitt derselben Ordinate abgebildet.
Trifft er aber keinen solchen, so ist dies wegen der Ubereinstimmung von f und
fo auf dem Rande von R erst recht der Fall. Ebenso beweisen wir fiir die Ver-
tikalquerschnitte, dal sie durch f auf ebensolche mit der K,-fachen Abszisse
abgebildet werden. Daraus folgt die Behauptung, und daher stimmen f und f,
bis auf eine Decktransformation von S iiberein. Daraus folgt schlieflich wie
oben, dal f = f, ist.

10. Als Beispiel betrachten wir den Parallelstreifen R: 0 <Imz < 1 der
z-Ebene mit den beiden Randgeraden I,:Imz =0 und /}:Imz =1, und
den damit identischen Streifen S in der w-Ebene: 0 <Im w < 1, mit den
Randgeraden 4,: Imw =0 und 4,: Imw = 1. h;(x) =az + b, (j = 0, 1),
a > 0 sei eine lineare Abbildung von I, auf 4;. Gesucht ist die extremale
quasikonforme Abbildung von R auf 8, die auf I'; mit A; identisch ist.

Die (wohlbestimmte) affine Abbildung f der z- auf die w-Ebene, die auf
den I'; mit den %, iibereinstimmt, ist f(2) = ax + (b, — bo)y + b, + iy. Ist
die Dilatation dieser Abbildung K,, so gibt es zwei Ahnlichkeitstransforma-
tionen 2* = ¢(2) und w* = p(w), so daB die Abbildung { die Produkt-
darstellung hat

F=vYe

wo [o(2*) = Kyx*+ ty* die Streckung des z*-Streifens auf den w*-Streifen
lings der reellen Achse mit dem Faktor K, ist. f ist also die extremale quasi-
konforme Abbildung von R auf 8 mit der Randabbildung

f(z)=ax 4+ (by — b))y + by + 1y, y=0, 1.

Satz 4. In der Klasse der quasikonformen Selbstabbildungen des Streifens R :
0<Imz< 1, die auf dem Rande mit der affinen Abbildung f(z) = ax +
+ (b, — b))y + by + iy, a> 0, ubereinstimmen, ist | die eindeutig bestimmte
extremale quasikonforme Abbildung.
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Als Korollar dazu erhalten wir folgenden Drehungssatz: Wir betrachten
einen Kreisring r < |z| < R, und quasikonforme Selbstabbildungen f des-
selben, die den duBleren Kreis punktweise festhalten, hingegen den inneren
Kreis in sich um einen gewissen Winkel rotieren: f(Re?) = Re*®, f(re'®) =
= re!®+%  Die extremale quasikonforme Abbildung des Kreisringes auf sich
selber mit dieser Randabbildung ist diejenige, der in der Ebene des log z die
lineare Abbildung des Parallelstreifens entspricht:

log| 2| — log R
logr —log R

w=f(z) =|z| exp id,

11. Zum Schlusse sei noch ein Beispiel von Flichen gegeben, bei welchen
die Streckung f, nicht die extremale quasikonforme Abbildung mit der durch
sie induzierten Randabbildung darstellt. R sei die Fliche «;, <argz <o,
| 2| > 0. Sie stellt im Falle &, — &; < 27 ein Winkelgebiet der z-Ebene mit
Scheitel im Nullpunkt dar, im Falle &, — &, > 2z ist es ein nicht-schlichtes
Winkelgebiet. Wir bilden R ab mittels der Abbildung f,: w = Ky + ty,
K,> 1. Die Bildfliche 8 ist das Winkelgebiet | w|> 0, 8, <argw < fi,
wobei die beiden Argumente 8, und B, der Randstrahlen durch f, eindeutig
bestimmt sind: Liegt «;,7 = 1, 2, im Intervall kn < &; <(k + 1)7, k ganz,
80 ist offenbar auch kn <8, < (k + 1) & und es gilt cotg B; = K, cotg «,.
Die durch f, induzierte Abbildung der beiden Randstrahlen argz = &, auf
die Randstrahlen arg w = B, ist gegeben durch

| w | =(sin2a5+K§cos2a,)%lz|=c,|z[.

Wir suchen eine extremale quasikonforme Abbildung von R auf S, die auf
den Randstrahlen mit f, iibereinstimmt. Zu diesem Zwecke nehmen wir an,
f sei eine solche Abbildung und K deren maximale Dilatation. Wir &finen
die beiden Winkel mit Hilfe der beiden Potenzoperationen z* = 2", w* = w",
wodurch sie in die Winkelgebiete R*:|z*|> 0, a7 = na; < argz* < nay =
=of und S*:| w* | >0, pf = np, <argw* <np, = f, iibergehen. Die ge-
gebene Abbildung | w| =¢,| 2| (j = 1,2) der Randstrahlen von R auf die-
jenigen von 8 induziert die Abbildung | w* | = ¢} | 2*| der Randstrahlen
von R* auf diejenigen von S*. Wir unterteilen die Winkel B* und 8* je

in n gleiche Winkel
o 4+ (k — 1) Ao < arg 2* < o; + kdo
bzw. Bt + (k — 1) 4f < arg w* < f; + k4B,

k=1,2,...,n; dx =oay — o, ; A8 = 3 — p;, und definieren eine lineare
Abbildung der trennenden Strahlen argz* = &) + jAx auf die Strahlen
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arg w* = f; +4j4p,7=0,1,..., n, durch die Gleichung
| w* | =l cf|2*].

Das ergibt im Teilwinkel mit der Nummer % im wesentlichen dieselbe Si-
tuation wie im urspriinglichen Winkel, nimlich bis auf den gemeinsamen Faktor
c?* k-1, s0 daB eine extremale Abbildung dieses Teilwinkels auf den ent-
sprechenden Teilwinkel der w*-Ebene symbolisch in der Form c}—* ck-1f
geschrieben werden kann. Das System aller dieser n Abbildungen, die auf den
Strahlen arg 2* =&y + j4a(j =1,..., n — 1) stetig zusammenhingen, ist
eine K-quasikonforme Abbildung von R* auf 8*, und die dadurch indu-
zierte Abbildung von R auf S bezeichnen wir mit f,, f, = f. Die Abbildung
fa ist, da sie dieselbe maximale Dilatation besitzt wie f, eine extremale quasi-
konforme Abbildung von R auf 8 mit der durch f, induzierten Randabbil-

dung. Auf den unterteilenden Strahlen arg z = o, + —3; dx, j=0,1,...,n,

hat sie die Form
n—j i

arg w=f+LAp,|wl=0, " &"|z|.

Wir behaupten: Die Folge f, konvergiert auf R, gleichmiaBig iiber jedem
Kreisring 0 <7, <| 2| <7, < oo gegen die Abbildung

argw = f, + 648

L 0<6<1.
|w|=cl"%c]|z|

fo: argz =« + 64x —

Beweis; Sei E die Menge der Punkte von R iiber dem Kreisring
o< <2 <rn<o

bei gegebenem 7, und r,. f, ist eine quasikonforme Abbildung von R auf
8, die auf dem Rand von R mit f und auBerdem auf den Strahlen argz =

—o+ L Ax,j=0,...,n mit f, ibereinstimmt. Fir die Abbildungen

farn=1,2,..., oo, giltin E eine HoLDER-Bedingung der Form

| fo(2) — faza) | <A |2 — 2|2

mit von » unabhingigen Konstanten 4, B> 0. Gegeben ¢ > 0. Wir wih-
len d>0 so, daB A-d® <& ist. Dann ist fiir 2,2 ¢E,|z — 2| <d,
| fa(21) — fa(23) | < & unabhiingig von n. Nun wihlen wir N so gro83, daB fiir
n>N zu jedem Punkt zeE ein 2" ¢ E auf einem Strahl arg:z{® =

= &, +—£~A¢x existiert, fiir den |2z — z| < d ist. Dann gilt fiir n > N,z e E
beliebig
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| fa(2) — fa @) | < | fa(2) — fu(2§) | + | fuo (") — foo(2) |
<Alz—2P|B 44| —2|% <2¢.

Da f, K-quasikonform ist fiir jedes n, ist daher die maximale Dilatation
von f, hochstens gleich K. Wegen der Voraussetzung iiber f kann sie aber
nicht kleiner als K sein, also ist sie gleich K: f_ ist eine extremale quasi-
konforme Abbildung von R auf S mit der durch f, induzierten Randabbil-
dung. Durch Ubergang zum Logarithmus, { = log 2z, w = log w, erhalten wir
aus den beiden Winkelgebieten Parallelstreifen — co < Re{ < oo, a, <Im¢ < &g
bzw. — coc<Rew< oo, fy<Imw<pf,, und f, induziert die affine
Abbildung

Im o = f, + 40 (Im¢ - )

P -
g — Im ¢ Im{ — «
Rew——ReC+Tlogcl+———————Aa logc, .

Die induzierte Randabbildung ist eine Translation um log ¢, bzw. log¢;. Die
extremale quasikonforme Abbildung der Streifen ist somit eindeutig bestimmt
und gleich ¢, . Ist insbesondere Ax = =, so ist auch 48 = & und ¢, = c,.
Die Abbildung hat dann die Form Im w =Im { 4 (8, — «,), Re w = Re { +
+ log ¢,, das heilt w = { + konst, ist also konform.

Satz 5. Die extremale quasikonforme Abbildung eines Winkelgebietes
R:|z| >0, <argz<a, auf das Winkelgebiet 8 = f,(R), wo w = fy(2) =
= Ky + ty, K, > 1, mit der durch f, induzierten Abbildung der beiden
Randstrahlen arg z = o,;(j = 1, 2) auf die Randstrahlen argw = f, von 8§,
die die Form | w|=c,| 2| besitzt, ist eindeutig bestimmt. Sie ist gegeben
durch

arg w = f, + 64

lw|=ea"qlz],

Wo argz =, + 0dx, 0 <6 <1, Adx = oy — %y, 4B = P — B, 18t.

Da ein Winkelgebiet 0 < &, < arg z < ay < 7 eine Flache mit einem oberen
,Arm* darstellt, wobei jedoch die Horizontalquerschnitte y = konst die Lénge
I(y) = cy mit ¢> 0 haben und somit nicht beschrinkt sind, folgt, daB im
Satz 3 die Forderung der Beschrinktheit der Querschnittslinge nicht in be-
liebiger Weise gelockert werden darf.

(Eingegangen den 13. November 1961)



	Zur Frage der Eindeutigkeit extremaler quasikonformer Abbildungen des Einheitskreises.

