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Affine Zusammenhânge auf Mannigfaltîgkeiten
mit fast-symplektischer Struktur

von Ph. Tondeur, Zurich

Auf einer Mannigfaltigkeit M gerader Dimension wird eine fast-symplek-
tische Struktur definiert durch die Vorgabe einer nichtausgearteten Differen-
tialform zweiter Stufe1). Die Existenz eines affinen Zusammenhanges, in
bezug auf welchen die kovariante Ableitung der gegebenen 2-Form identisch
verschwindet, ist eines der Hauptprobleme in dieser Théorie.

Es gibt mehrere Untersuchungen ûber dièse Frage, insbesondere im Zusam-
menhang mit den fast-HEBMiTEschen Strukturen, welche in natxirlicher Weise
eine fast-symplektische Struktur induzieren2). Das Ziel dieser Arbeit ist die
Lôsung des Problems :

Bestimmung aller affinen Zusammenhânge auf M, so daB in bezug auf dièse

Zusammenhânge die kovariante Ableitung der gegebenen Differentialform
verschwindet.

Wir folgen dabei einer Idée von M. Obata3), welcher das entsprechende Pro-
blem fur die fast-komplexen Strukturen behandelt. Die Lôsung des Problems
beruht im Prinzip auf der Lôsung linearer Gleichungen, die durch einen Kunst-
griff bequem gestaltet wird. (Vgl. dazu Nr. 3.)

In Nr. 4 wird gezeigt, daB auf jeder fast-symplektischen Mannigfaltigkeit
mindestens ein natûrlicher affiner Zusammenhang (kurz: J.-Zusammenhang)
existiert, und es wird die aDgemeine Lôsung des Problems angegeben.

Zwischen der Torsion eines beliebigen A -Zusammenhanges und der âuBeren

Ableitung des fast-symplektischen Strukturtensors A bestehen gewisse "Êe-

ziehungen. Dadurch kann man unter allen môglichen ^-Zusammenhângen
gewisse auszeichnen (Nr. 8). Man erhâlt auf dièse Weise das bekannte Résultat
zurûck, daB eine fast-symplektische Mannigfaltigkeit M genau dann symplek-
tisch ist, wenn ein symmetrischer ^[-Zusammenhang auf M existiert (Nr. 8).

In Nr. 9 wird fur einen einfach kontra-, zweifach kovarianten Tensor eine

notwendige und hinreichende Bedingung angegeben dafûr, daB er als Torsion
eines J^Zusammenhanges auftreten kann. In Nr. 10 wird noch auf gewisse
Zusammenhânge mit der analytischen Mechanik hingewiesen, deren Phasen-

mannigfaltigkeit eine natûrliche symplektische Struktur trâgt.

*) Fur die Definitionen vgl. man Libermann [7],
») Z. B. Libermann [7], 205; Obata [9], 71-74; bei Libermann findet man eine ausfûhrliche

Bibliographie.
*) Obata [9].
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loh spreche an dieser Stelle Herrn Prof. R. Nevanlinna fur sein Interesse
und seine kritischen Bemerkungen bei der Abfassung dieser Axbeit meinen
herzlichsten Dank aus.

I. Deflnitionen und Bezeichnungen. Sei M eine 2n-dimensionale differen-
zierbare Mannigfaltigkeit der Klasse Cr(r ^ 2). Eine fast-symplektische Struk-
tur auf M ist ein Feld A von reellen, 2-fach kovarianten, alternierenden, nicht-
ausgearteten Tensoren (kurz: eine 2-Form vom Rang 2n) der Klasse Ch

(1 ^h ^r) auf M. Eine fast-symplektische Struktur heifit symplektisch,
wenn die 2-Form A geschlossen ist: ôA 0. Es bedeutet hier SA die âuBere

Ableitung von A, welche in einer Karte erklârt ist durch

ÔA(x)hJcl A'(x)hkl + A'(x)klh + A'(x)lhk.
Fur die verwendeten Begriffe und Bezeichnungen vergleiche man Nevan-
linna [8] und Schouten [10]. Ein affiner Zusammenhang auf M, in bezug
auf welchen die kovariante Ableitung von A verschwindet, soll kurz A-Zu-
8ammenhang genannt werden.

Im folgenden operieren wir immer in einer festen Karte von M, deren Punkte
wir mit x bezeichnen. In dieser Karte wird A durch eine 2-Form reprâsentiert,
die wir ebenfalls mit A bezeichnen.

Es soll noch am Beispiel eines 2-fach kovarianten Tensors A erlâutert werden,

wie in dem hier benutzten Kalkul die kovariante Ableitung von Tensor-
feldern eingefuhrt wird4). Sei dazu ein affiner Zusammenhang JTgegeben. Wir
betrachten einen Punkt xQ, zwei kontravariante Vektoren k, l in x0 und eine

von x0 ausgehende differenzierbare Kurve G : x x(r),0 ^ r ^l,#o #(0).
Durch Parallelverschiebung der Vektoren k, l in bezug auf jTlângs der Kurve
G erhâlt man zwei kontravariante Vektorfelder k(r), l(r) lângs C, welche
den Gleichungen

i(r) -r(x(r))i(r)k(r), î(r) -r(x(t))x(x)l(x)
mit den Anfangsbedingungen k(0) k, 1(0) l genugen.

Falls die réelle Funktion <x{r) A(x(x))k(r)l{r) im Punkte t 0 dif-
ferenzierbar ist, so heiBt oc (0) die kovariante Ableitung von A im Punkte x0

in Richtung x(0) h und wird mit vA(xo)hkl bezeichnet. Es ist

vA(xo)hkl Af(x0)hkl + A(xo)k(O)l + A(xo)ki(O)

Beachtet man die Gleiehung der Parallelverschiebung, so wird hieraus

vA(xo)hkl Af(x0)hkl - A(x0) r(xo)hkl - A(xo)k T(xo)hl. (1.1)

*) Graeub, Nevanlinna [3].
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Wenn im Punkt x0 die kovariante Ableitung von A in jeder Richtung exi-
stiert, so isb vA (x0) ein 3-fach kovarianter Tensor mit der Eigenschaft (1.1);
er heifit die kovariante Ableitung von A im Punkt xQ.

II. Eine notwendige und hinreichende Bedingung fur ^4-Zusammenhânge.
o

Wir gehen aus von einem beliebigen affinen Zusammenhang F auf M. Solche

gibt es immer auf einer Mannigfaltigkeit der Klasse Or(r ^ 2). Dies folgt
z.B. daraus, daB auf einer solchen Mannigfaltigkeit stets eine RiEMANNsche
Metrik der Klasse Cr~1 existiert.

0 /1\Addiert man zu F ein beliebiges Tensorfeld Q vom Typus (das heiBt ein-
W

fach kontra -— zweifach kovariant), so ist der entstehende Ausdruck ein affiner
Zusammenhang, wie die Betrachtung des Transformationsgesetzes

o — —«— der ° CuXF (x)hk =-f-(x) F (x)hk - -j-^ hk' dx dx2

bei der Parametertransformation x x(x) zeigt. Ferner erhâlt man auf
dièse Weise jeden affinen Zusammenhang auf M, wenn Q die Menge der

Tensorfelder vom Typus f durchlâuft.

Es bezeichne v bzw. v den Operator der kovarianten Differentiation in
o

bezug auf F bzw. JH, wobei

F(x) F{x) + Q(x) (2.1)

Dabei ist Q ein Tensorfeld vom Typus Wir bilden nach (1.1) die kovariante
W o

Ableitung der fast-symplektisehen 2-Form A in bezug auf F und F:

vA{x)hkl A'(x)hkl - A(x)F(x)hkl - A(x)kF(x)hl

vA(x)hkl A'{x)hkl - A(x)F(x)hkl -A(x)kF(x)hl.
Dabei sind h, k und l beliebige kontravariante Vektoren im Punkt x. Durch
Subtraktion erhâlt man wegen der Gleichung (2.1)

vA(x)hkl vA(x)hkl - A(x)Q(x)hkl - A{x)kQ{x)hl.
Die kovariante Ableitung von A in bezug auf F verschwindet also genau
dann, wenn

vA(x)hkl A(x)Q(x)hkl + A(x)kQ(x)hl.
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Sei A'1 der zu A inverse Tensor. Setzt man in der letzten Gleichung l
P:A~1{x), wobei Z* ein beliebiger kovarianter Vektor im Punkte x ist, so
erhâlt man

{x)) A(x)Q(x)hk(l:¥A-1(x)) + A(x)k Q{x)h{l*A-l(x))
(2.2)

Dabei ist

(x)) -A(x)(l*A~i(x))Q(x)hk -l*Q(x)hk.
Definiert man das Tensorfeld P durch

l*P(x)hk ~ \ - vA(x)hk(l^A-1(x)) (2.3)

so schreibt sich die Gleichung (2.2) schlieBlich

l*P{x)hk \[l*Q{x)hk - A(x)kQ(x)h(l"A-1(x))] (2.4)

DieGûltigkeitvon (2.4)furbeliebigeArgumente hyk,l* (h,kkontravariant,
Z* kovariant) ist also notwendig und hinreichend fur die «kovariante Konstanz»
von A bezûglich des affinen Zusammenhanges F,

III. Die Operatoren 0 und W. Es sei T\ der Raum der Tensorfelder vom

Typusl In diesem Raum werden die linearen Selbstabbildungen 0, W

definiert durch
l*(0B)hk i [l*Rhk - AkRhiPA-1)]

(3.1)
l*(WR)hk \[l*Rhk + AkRh^A-1)]

fur ein R € T\ .5)

Ofïenbar ist 0 + W Identitât. Man pruft nach, dafi 0 und W Projek-
tionen sind

00 0, WW=W.

Also muB auch 0 W W0 0 gelten, und 0 ist die Projektion lângs des

Bildraumes von W auf 0(T\), W die Projektion lângs des Bildraumes von 0

IV. Existenz von JL-Znsammenhângen. Âllgemeinster .4-Zusammenhang. Mit
Hilfe der in Nr. 3 erklàrten Abbildung 0 kônnen wir jetzt die Gleichung
(2.4) schreiben

P 0Q. (4.1)

5) Die Einfûhrung dieser Abbildungen vereinfacht den Beweis des Satzes 1 in Nr. 4. Die Idée
stammt von Obata [9], S. 52.
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Die notwendige und hinreichende Lôsbarkeitsbedingung fur dièse Gleichung
lautet offenbar

o

Wir behaupten, daB dièse Beziehung stets erfûllt ist (bei beliebigem F).
Beweis. Nach den Definitionen (2.3) und (3.1) ist

+
Die rechte Seite aber verschwindet identisch, weil vA alternierend ist bezûg-
lich des zweiten und dritten Argumentes.

Die allgemeine Lôsung der linearen Gleichung (4.1) ist

wo R ein beliebiges Tensorfeld vomTypus bedeutet. Wir haben damit den
W

Satz 1, a) In einer Mannigfaltigkeit mit fast-symplektischer Struktur A gibt es

stets mindestens einen A-Zusammenhang.
©

b) Sei F ein beliebiger affiner Zusammenhang auf der Mannigfaltigkeit
M mit fast-symplektischer Struktur A. Ein affiner Zusammenhang F
auf M ist genau dann ein A-Zusammenhangy wenn die Gleichung

l*Fhk l*Fhk - £ • vAhk^A-1) (4.2)

identisch in h,k,l* gilt fur ein gewisses Tensorfeld R vom Typus( )6).
W

o

Insbesondere folgt hieraus: Ist F ein A -Zusammenhang auf einer fast-
o

symplektischen Mannigfaltigkeit, soist F F + Q mit Q € T\ genau dann ein
-4-Zusammenhang, wenn

0.

Dann gilt auch Q WR fur ein R c T\.

Y. Ein Kriterimn fur ^4-Ziisammenhânge. Es sei im folgenden wieder F
ein beliebiger affiner Zusammenhang und Q ein beliebiges Tensorfeld vom

Typus Bezeichnet "v bzw. v den Operator der kovarianten Differentiation
VI

•) Man vergleiche Obata [9], S. 54 fur einen analogen Satz im Fall einer Mannigfaltigkeit mit
fast-komplexer Struktur.
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in bezug auf den affinen Zusammenhang F — F + Q bzw. «T, so ist nach Nr. 2

vAhk^A-1) vAhh^A-1) - AQhk^A-1) -
vAhki^A-1) + l*Qhk -

Hieraus folgt zunâchst

l*Fhk - J • vAhk^A-1) (5.1)
î* fhk - \ - vAhk^A-1) + £ [l*Qhk + AkQh(l^A~1)].

o

Nach dem Satz 1 ist nun bei beliebigem F der Ausdruck

l*(ocF)hk l*Fhk - \ • vAhk(l*A^)
ein A -Zusammenhang.

Benutzt man noch den in (3.1) erklârten Operator S7, so schreibt sich
(5.1) in der Form

<xF=<xF+ WQ. (5.2)
Wir haben folgenden

Satz: In einer Mannigfaltigkeit mit fastsymplektischer Struktur A ist ein affiner
Zusammenhang F dann und nur dann ein A-Zusammerikang, wenn ein affiner

o o

Zusammenhang F mit F oc F existiert.
Wir haben bereits gesehen, daB die Bedingung hinreicht. Ist umgekehrt F

ein A -Zusammenhang, so ist oc F F und die Bedingung des Satzes also mit
F= F erfûllt.

VI, Die Torsion eines beliebiges ^4-Zusammenhanges. Sei F ein beliebiger A-
Zusammenhang und S der zugehôrige Torsionstensor, das heiBt

l*Shk l*Fhk - l*Fkh 2. A l*Fhk
hk

o

Naeh dem Satz 1 konnen wir, von einem beliebigen affinen Zusammenhang F
ausgehend, F darstellen als

l*Fhk l*Fhk - | • vAhk(l*A~i) + l*(WR)hk,

wo R ein Tensorfeld vom Typus (o) bedeutet.
W

Ftir spâteren Gebrauch drûcken wir 8 aus durch v A, R und den Torsions-
O O

tensor 8 von F. Nach der letzten Gleichung ist

l*Shk l*8hk - A vAhk^A-1) + 2 • A l*(WR)hk. (6,1)
hk hk



240 Ph. Tondeub

VII. Beziehungen zwisehen der Torsion eines ^-Zusammenhanges und der
âufieren Ableitung <5A des fast-symplektischen Strukturtensors A. Sei F ein
beliebiger ,4-Zusammenhang auf M und S der zugehorige Torsionstensor. Aus
dem Verschwinden der kovarianten Ableitung des fast-symplektischen
Strukturtensors A folgt nach Gleichung (1.1)

A'hkl - AFhkl - AkFhl 0

Permutiert man die Argumente h, k, l zyklisch und addiert die entstehenden
drei Gleichungen, so erhâlt man unter Beachtung des alternierenden Charakters
von A

ôAhhl - AShkl - ASklh - ASlhk 0.

Wir sehreiben dafur

ôAhkl Z AShkl. (7.1)
zykl.

Dies gilt also fur die Torsion eines jeden J.-Zusammenhanges.
Fiir spàteren Gebrauch bilden wir mit dem zu A inversen Tensor A~x noch

A-1) Z
zykl.

^ + ASk^A-^h +

- l*Shk - AhSklFA-1) +
Benutzt man wieder den in (3.1) definierten Operator Wy so findet man nach
kurzer Rechnung

SAhk^A-1) - 3 • l*Shk + 4 • A l*(WS)hk (7.2)
hk

Satz 2: In einer Mannigfaltigkeit mit fast-symplektischer Struktur A gelten fur
einen beliebigen A-Zusammenharig F uni seine Torsion S die Beziehungen

ôAhkl £ AShkl (7.1)
zykl.

ôAhkl - 3 • l*8hk + 4• Al*(WS)hk (7.2)
hk

VIIL Besondere ^4-Zusammenhânge. Es sei zunàchst Fein beliebiger affiner Zu-

sammenhang und S die zugehorige Torsion. Nach Satz 1 ist der Ausdruck JTin

l*Fhk l*Fhk - i • s/AhkiPA-1) + A • l*{WS)hk (8.1)

fur jedes réelle À ein ^[-Zusammenhang (denn W ist homogen 1. Grades). Die
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Torsion S von F ist

l*8hk l*Shk -As7Ahk{l*A~l) + 2A • Al*(WS)hk. (8.2)
hk hk

o

Es sei nim F insbesondere ein .4-Zusammenhang. Wir wollen X auf eine be-
sondere Weise festlegen. Beachtet man 7.2, so wird aus der Gleichung 8.2

o

nach Ersetzung von l*Shk

l*Shk - £. ôAhk^A-1) + { • Al*(WS)hk
hk

+ 2X-Al*(WS)hk.
hk

Fur X — f heben sich auf der rechten Seite die zwei letzten Glieder auf,
und man hat den

o

Satz 3: Sei F ein A-Zusammenhang in einer Mannigfaltigkeit mit fast-symplek-
o

tischer Struktur A und S die zugehôrige Torsion. Dann ist

ein A-Zusammenhang, dessen Torsion S der Bedingung genûgt

l*Shk — i
Folgerung: Insbesondere existiert demnach auf jeder Mannigfaltigkeit mit
fast-symplektischer Struktur A ein u4-Zusammenhang mit einer Torsion S,
welche der Gleichung genugt

l*Shk= -i-ôAhkiPA-1).
Satz 4: Eine fast-symplektische Struktur A auf einer Mannigfaltigkeit M ist

genau dann symplektisch, wenn ein symmetrischer A-Zusammenhang auf M
existiert7).
Die Bedingung ist nach dem Obigen notwendig. Die Gleichung 7.1 zeigt, da8
sie auch hinreicht.

IX. Ein Kriterium dafûr, wann ein vorgegebenes* Tensorfeld vom Typus

als Torsion eines JL-Zusammenhanges auftreten kann. Satz 5: Sei S ein Ten-

sorfeld vom Typus I alternierend bezûglich der kontravarianten Argumente,

auf einer Mannigfaltigkeit mit fast-symplektischer Struktur A. S tritt genau dann
als Torsion eines A-Zusammenhanges auf, wenn die âu/îere Ableitung àA des

fast-symplektischen Strukturtensors A mit 8 verknûpft ist gemâfi der Beziehung
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ÔAhk(l*A-*) Z
zykl.

Zum Beweis bemerken wir zunàchst, dafi die Beziehung jedenfalls notwendig
ist anf Grund von Satz 2. Sei nun umgekehrt 8 ein Tensor, der den angegebenen

o

Bedingungen geniigt. Wir gehen aus von einem ^4-Zusammenhang F, dessen
e

Torsion S die Gleichung befriedigt

Die Existenz eines solchen J.-Zusammenhanges folgt nach Satz 3. Nach Satz 1

ist ferner

r=r+ x-ws
ein -4-Zusammenhang bei beliebiger reeller Zahl A. Wir bestimmen die Torsion

S von F. Es ist

l*Shk l*ShJc
hk

+ 2A • Al*(WS)hk
hk

Durch dieselbe Umformung, welche von (7.1) zu (7.2) fûhrt, findet man hieraus

l*8hk l*Shk - i -Al*(WS)hk + 2A • Al*(VS)hk
hk hh

Wàhlt man A f, so folgt die Behauptung.

X. Bemerkung zur anatytischen Mechanik. SchlieBlich woUen wir auf die

Bedeutung der hier behandelten Frage fur die analytische Mechanik kurz hin-
weisen. Wie schon von versehiedenen Autoren bemerkt worden ist, lâBt sich
die Phasenmannigfaltigkeit der Mechanik in natûrlicher Weise als symplek-
tische Mannigfaltigkeit auffassen. Schon bei Carathéodory [2] findet man
Bemerkungen dieser Art. Lee [6] und Breuer [1] betonen deutlich dièse

Auffassung.
Auf der Phasenmannigfaltigkeit ist in natûrlicher Weise ein fast-symplek-

tischer Strukturtensor A mit verschwindender âuBerer Ableitung ôA erklârt,
das heifit eine symplektische Struktur8). Die Poissonklammer zweier reeller
Funktionen /, g auf der Phasenmannigfaltigkeit wird mit Hilfe des zu A
inversen Tensors A"1 definiert gemâB

7) LlBERMANN [7], 205.
8) Man vergleiche hiezu Brbueb [1], 35-38 oder Kbllbb, Tondeur [4].
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Wir setzen dabei wie schon friiher kovariante Vektorargumente links vom
Tensor-Symbol. Die Gûltigkeit der jACOBischen Identitât

if,(g,*)) + (0,(M)) + ih,if,g)) o

fur je drei beliebige réelle Funktionen f, g, h auf M ist der Ausdruck fur das
Verschwinden der âuBeren Ableitung des Strukturtensors A.

Nun ist das Verschwinden der âuBeren Ableitung von A die notwendige und
hinreichende Bedingung fur die Existenz von Karten, in bezug auf welche die
den Strukturtensor A reprâsentierende Form konstant (ortsunabhângig) ge-
wâhlt werden kann9). Lokal kann man also die Phasenmannigfaltigkeit stets als
ein Gebiet in einem Vektorraum gerader Dimension auffassen, in welchem eine
alternierende, nichtausgeartete Bilinearform ausgezeichnet ist. (Es ist deshalb
gerechtfertigt, von einer lokal-symplektischen (Bretjek [1]) statt einer sym-
plektischen Mannigfaltigkeit zu sprechen, wie man ja auch in der Riemann-
schen Géométrie beim Verschwinden des Krûmmungstensors von einer lokal-
euklidischen Struktur spricht.)

Bei dieser Deutung ist eine kanonische Transformation ein lokaler Auto-
morphismus der symplektischen Mannigfaltigkeit. Genauer: Eine differenzier-
bare Abbildung <p eines Gebietes U c M in die Mannigfaltigkeit M,
<p: #"-> <p(U)9 ist eine kanonische Transformation, falls

fur aile Punkte x e U gilt. Dabei ist y*A das inverse Bild des Tensorfeldes A
unter der Abbildung ç>, definiert durch

(<p*A)(x)hk A(<p(x)) <pl(x)hq>'(x)k

fur beliebige Tangentialvektoren A, k im Punkt x. Unter Zugrundelegung
dieser Auffassung wird in [4] die Théorie der kanonischen Transformationen
dargestellt.

9) Beweise hiefiir findet man bei Cabatkéodoby [2], 143 und Lee [5], 434.
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