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Affine Zusammenhiinge auf Mannigfaltigkeiten
mit fast-symplektischer Struktur

von PH. TONDEUR, Ziirich

Auf einer Mannigfaltigkeit M gerader Dimension wird eine fast-symplek-
tische Struktur definiert durch die Vorgabe einer nichtausgearteten Differen-
tialform zweiter Stufe!). Die Existenz eines affinen Zusammenhanges, in
bezug auf welchen die kovariante Ableitung der gegebenen 2-Form identisch
verschwindet, ist eines der Hauptprobleme in dieser Theorie.

Es gibt mehrere Untersuchungen iiber diese Frage, insbesondere im Zusam-
menhang mit den fast-HERMITEschen Strukturen, welche in natiirlicher Weise
eine fast-symplektische Struktur induzieren?). Das Ziel dieser Arbeit ist die
Losung des Problems:

Bestimmung aller affinen Zusammenhinge auf M, so daB in bezug auf diese
Zusammenhinge die kovariante Ableitung der gegebenen Differentialform
verschwindet.

Wir folgen dabei einer Idee von M. OBATA3), welcher das entsprechende Pro-
blem fiir die fast-komplexen Strukturen behandelt. Die Lésung des Problems
beruht im Prinzip auf der Losung linearer Gleichungen, die durch einen Kunst-
griff bequem gestaltet wird. (Vgl. dazu Nr. 3.)

In Nr. 4 wird gezeigt, daBl auf jeder fast-symplektischen Mannigfaltigkeit
mindestens ein natiirlicher affiner Zusammenhang (kurz: 4-Zusammenhang)
existiert, und es wird die allgemeine Losung des Problems angegeben.

Zwischen der Torsion eines beliebigen A-Zusammenhanges und der duBeren
Ableitung des fast-symplektischen Strukturtensors A bestehen gewisse Be-
ziechungen. Dadurch kann man unter allen moglichen A-Zusammenhingen
gewisse auszeichnen (Nr. 8). Man erhilt auf diese Weise das bekannte Resultat
zuriick, daB eine fast-symplektische Mannigfaltigkeit M genau dann symplek-
tisch ist, wenn ein symmetrischer 4-Zusammenhang auf M existiert (Nr. 8).

In Nr. 9 wird fiir einen einfach kontra-, zweifach kovarianten Tensor eine
notwendige und hinreichende Bedingung angegeben dafiir, daf3 er als Torsion
eines A-Zusammenhanges auftreten kann. In Nr. 10 wird noch auf gewisse
Zusammenhinge mit der analytischen Mechanik hingewiesen, deren Phasen-
mannigfaltigkeit eine natiirliche symplektische Struktur trigt.

1) Fiir die Definitionen vgl. man LIBERMANN [7].

%) Z. B. LIBERMANN [7], 206; OBATA [9], 71-74; bei LIBERMANN findet man eine ausfiihrliche
Bibliographie.

3) OBaTA [9].
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Ich spreche an dieser Stelle Herrn Prof. R. NEvANLINNA fiir sein Interesse
und seine kritischen Bemerkungen bei der Abfassung dieser Arbeit meinen
herzlichsten Dank aus.

I. Definitionen und Bezeichnungen. Sei M eine 2n-dimensionale differen-
zierbare Mannigfaltigkeit der Klasse C(r = 2). Eine fast-symplektische Struk-
tur auf M ist ein Feld A von reellen, 2-fach kovarianten, alternierenden, nicht-
ausgearteten Tensoren (kurz: eine 2-Form vom Rang 2n) der Klasse C*
(1 =h <r) auf M. Eine fast-symplektische Struktur heillt symoplektisch,
wenn die 2-Form A geschlossen ist: 64 = 0. Es bedeutet hier § 4 die duBlere
Ableitung von A4, welche in einer Karte erkldrt ist durch

SA2)hkl = A' (x)hkl + A’ (x)klh + A’ (z)lhk.

Fir die verwendeten Begriffe und Bezeichnungen vergleiche man NEvVAN-
LINNA [8] und ScHoUTEN [10]. Ein affiner Zusammenhang auf M, in bezug
auf welchen die kovariante Ableitung von 4 verschwindet, soll kurz A-Zu-
sammenhang genannt werden.

Im folgenden operieren wir immer in einer festen Karte von M, deren Punkte
wir mit « bezeichnen. In dieser Karte wird 4 durch eine 2-Form reprisentiert,
die wir ebenfalls mit A bezeichnen.

Es soll noch am Beispiel eines 2-fach kovarianten Tensors A erliutert wer-
den, wie in dem hier benutzten Kalkiil die kovariante Ableitung von Tensor-
feldern eingefiihrt wird?). Sei dazu ein affiner Zusammenhang I" gegeben. Wir
betrachten einen Punkt z,, zwei kontravariante Vektoren &, ! in z, und eine
von z, ausgehende differenzierbare Kurve C: xz = z(7),0 < v < 1, 2= 2(0).
Durch Parallelverschiebung der Vektoren k, I in bezug auf I" lings der Kurve
C erhilt man zwei kontravariante Vektorfelder k(t), I(r) lings C, welche
den Gleichungen

k() = —I'(z() 2(0)k(z), i(r) = — I'(2(1)) 2(x)L(2)

mit den Anfangsbedingungen %£(0) = k, I(0) =1 geniigen.

Falls die reelle Funktion «(r) = 4 (z(7))k(7)l(r) im Punkte 7 = 0 dif-
ferenzierbar ist, so heit «(0) die kovariante Ableitung von 4 im Punkte z,
in Richtung #(0) = # und wird mit v.A (z)hkl bezeichnet. Es ist

vA(z)hkl = A (z)hkl + A(zg)k(0)] + A (zo)k i (0) .
Beachtet man die Gleichung der Parallelverschiebung, so wird hieraus
VA(x)hkl = A’ (xg) Rkl — A(xo) I' (o) Bkl — A(zo)k I' ()1 . (1.1)

4) GRAEUB, NEVANLINNA [3].
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Wenn im Punkt z, die kovariante Ableitung von 4 in jeder Richtung exi-
stiert, so ist v.A4(z,) ein 3-fach kovarianter Tensor mit der Eigenschaft (1.1);
er heiBt die kovariante Ableitung von 4 im Punkt z,.

II. Eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir 4-Zusammenhinge.

Wir gehen aus von einem beliebigen affinen Zusammenhang I" auf M . Solche
gibt es immer auf einer Mannigfaltigkeit der Klasse C7(r = 2). Dies folgt
z.B. daraus, daB auf einer solchen Mannigfaltigkeit stets eine RiEMANNsche
Metrik der Klasse C7-! existiert.

Addiert man zu I" ein beliebiges Tensorfeld @ vom Typus (;) (das heifit ein-

fach kontra — , zweifach kovariant), so ist der entstehende Ausdruck ein affiner
Zusammenhang, wie die Betrachtung des Transformationsgesetzes
T e d— o dz;

bei der Parametertransformation z = ;(x) zeigt. Ferner erhdlt man auf
diese Weise jeden affinen Zusammenhang auf M, wenn @ die Menge der

Tensorfelder vom Typus ( ;) durchlduft.

Es bezeichne v bzw. v den Operator der kovarianten Differentiation in

bezug auf I" bzw. r , wobei
I'(x) = I'(2) + Q() . (2.1)

Dabei ist @ ein Tensorfeld vom Typus G) . Wir bilden nach (1.1) die kovariante
Ableitung der fast-symplektischen 2-Form 4 in bezug auf I" und I:

vA(x)hkl = A'(x)hkl — A(x)'(x)hkl — A(x)kI(x)hl

SA(2)hkl = A'(x)hkl — A(2)'(x)hkl — A () kI (2)hl .
Dabei sind 4, k& und [ beliebige kontravariante Vektoren im Punkt x. Durch
Subtraktion erhilt man wegen der Gleichung (2.1)

vA(x)hkl = VA(x)hkl — A (2)Q(x)hkl — A(x)kQ(x)hl .

Die kovariante Ableitung von A4 in bezug auf I' verschwindet also genau
dann, wenn

VA(2)hkl = A(2)Q(x)hkl + A(x)k Q(x)hl .
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Sei A1 der zu A inverse Tensor. Setzt man in der letzten Gleichung I =
I*A-1(x), wobei I* ein beliebiger kovarianter Vektor im Punkte z ist, so
erhilt man

VA(@)hk(* A1 (2)) = A (2)Q(x)hk(*A-1(x)) + A(2)k Q(x)h (I* A~ (x)) .
(2.2)
Dabei ist

A@)Qx)hk(I* A1 (2)) = — A (2) ((* A7 (x))Q(2)hk = —1*Q(x) k.
Definiert man das Tensorfeld P durch

P (z)hk = — } - VA(x)hk(I* A1 (2)) , (2.3)
so schreibt sich die Gleichung (2.2) schlieBlich
*P(x)hk = 3 [1*Q(x)hk — A(2)kQ(x)h (I* A1 (2))] . (2.4)

Die Giiltigkeit von (2.4) fiir beliebige Argumente A, k, I* (h, k kontravariant,
I* kovariant) ist also notwendig und hinreichend fiir die «kovariante Konstanz»
von A beziiglich des affinen Zusammenhanges I.

III. Die Operatoren @ und ¥. Es sei T'; der Raum der Tensorfelder vom
Typus (;) In diesem Raum werden die linearen Selbstabbildungen @, ¥

definiert durch
X(PR)hk = L [I*Rhk — AERR(I*A71)]
*(WR)hk = 3 [I*Rhk + AERA(I*A7Y)]
fiir ein R T .5)
Offenbar ist @ 4+ ¥ = Identitdt. Man priift nach, da @ und ¥ Projek-
tionen sind

(3.1)

P =, PV =Y.

Also mufl auch ¥ = P® = 0 gelten, und @ ist die Projektion lings des
Bildraumes von ¥ auf &(T;), ¥ die Projektion lings des Bildraumes von @
auf ¥Y(T1).

IV. Existenz von A-Zusammenhiingen. Allgemeinster 4-Zusammenhang, Mit
Hilfe der in Nr. 3 erklirten Abbildung @ kénnen wir jetzt die Gleichung
(2.4) schreiben

P = &Q. (4.1)

§) Die Einfithrung dieser Abbildungen vereinfacht den Beweis des Satzes 1 in Nr. 4. Die Idee
stammt von OBATA [9], S. 52.
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Die notwendige und hinreichende Losbarkeitsbedingung fiir diese Gleichung
lautet offenbar
YP =0.

Wir behaupten, dafl diese Beziehung stets erfiillt ist (bei beliebigem 13).
Bewets. Nach den Definitionen (2.3) und (3.1) ist

P (PP)hk = — }-[YARE(I* A1) + SAR(I*A-1)(Ak)A-1]
= — 1 [SARk(I*A-Y) + YARP*A-Y)E] .

Die rechte Seite aber verschwindet identisch, weil v A4 alternierend ist beziig-
lich des zweiten und dritten Argumentes.
Die allgemeine Losung der linearen Gleichung (4.1) ist

Q=P+ PR,

wo R ein beliebiges Tensorfeld vom Typus (;) bedeutet. Wir haben damit den

Satz 1. a) In einer Mannigfaltigkeit mit fast-symplektischer Struktur A gibt es
stets mindestens einen A-Zusammenhanyg.

b) Ses I“1 etn beliebiger affiner Zusammenhang auf der Mannigfaltigkeit
M mit fast-symplektischer Struktur A. Ein affiner Zusammenhang I
auf M ist genaw dann ein A-Zusammenhang, wenn die Gleichung

*Thk = I*Thk — } - 9 Ahk(*A-Y) (4.2)
+ 3 [I*Rhk + AERAh(I*A1)]
vdentisch in h, k, U* gilt fir ein gewisses Tensorfeld R vom Typus ( ;) 6).

Insbesondere folgt hieraus: Ist I' ein A-Zusammenhang auf einer fast-

symplektischen Mannigfaltigkeit, soist I" = r + @ mit @ ¢ T} genau dann ein
A-Zusammenhang, wenn .
DQ = 0.

Dann gilt auch @ = ¥R fiir ein R e T';.

V. Ein Kriterium fiir 4-Zusammenhiinge. Es sei im folgenden wieder I’
ein beliebiger affiner Zusammenhang und @ ein beliebiges Tensorfeld vom

us : . Bezeichnet V bzw. v den Operator der kovarianten Differentiation
9 pe

¢) Man vergleiche OBATA [9], 8. 54 fiir einen analogen Satz im Fall einer Mannigfaltigkeit mit
fast-komplexer Struktur.
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in bezug auf den affinen Zusammenhang r=r + @ bzw. 19', so ist nach Nr.2
VAhE(* A7) = VAhE(I*A-Y) — AQhk(I* A1) — AkQh(I* A1)
= VAhk(I*A-1) 4 I*Qhk — AkQh(I*AY).
Hieraus folgt zunéchst
*Thlk — } - VARE(* A™Y) (5.1)
= ¥Thk — } - YARK(I* A1) + 3 [I*Qhk -+ AKQh(I*A-Y)].

Nach dem Satz 1 ist nun bei beliebigem I" der Ausdruck

()bl = I*Thk — } - Y ARk(I* A-Y)

ein A-Zusammenhang.

Benutzt man noch den in (3.1) erklirten Operator ¥, so schreibt sich
(5.1) in der Form

aj-’:oclg'—l— Q. (5.2)
Wir haben folgenden

Satz: In einer Mannigfaltigkeit mit fast-symplektischer Struktur A ist ein affiner
Zusammenhang I' dann und nur dann ein A-Zusammenhang, wenn ein affiner

Zusammenhang I mit 1= szo‘ existiert.
Wir haben bereits gesehen, daB die Bedingung hinreicht. Ist umgekehrt I"
ein 4-Zusammenhang, so ist «I"' = I" und die Bedingung des Satzes also mit

]

I' =TI erfiillt.

VI. Die Torsion eines beliebiges 4-Zusammenhanges. Sei I" ein beliebiger 4-
Zusammenhang und S der zugehorige Torsionstensor, das heiBt

*Shk = *T'hk — ¥*T'kh = 2. A V*T'hk .
hik

Nach dem Satz 1 kénnen wir, von einem beliebigen affinen Zusammenhang T
ausgehend, I" darstellen als

*Thk = *I'hk — 1 -VARE(I*A-Y) + IX(PR)AE,
wo R ein Tensorfeld vom Typus (;) bedeutet.

Fiir spiateren Gebrauch driicken wir S aus durch v A, R und den Torsions-
tensor S von I'. Nach der letaten Gleichung ist

*Shk = 1*Shk — A ¥ Ahk(I*A-1) + 2 - A I*(PR)hk. 6,1)
hk hk
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VII. Beziehungen zwischen der Torsion eines A-Zusammenhanges und der
duberen Ableitung 6A des fast-symplektischen Strukturtensors A. Sei I ein
beliebiger A-Zusammenhang auf M und 8 der zugehorige Torsionstensor. Aus
dem Verschwinden der kovarianten Ableitung des fast-symplektischen Struk-
turtensors 4 folgt nach Gleichung (1.1)

A'hkl — AT'hkl — AETRl =0 .

Permutiert man die Argumente %, k, I zyklisch und addiert die entstehenden
drei Gleichungen, so erhilt man unter Beachtung des alternierenden Charakters

von 4
0Ahkl — AShkl — ASklh — ASIhk = 0.

Wir schreiben dafiir
0Ahkl =23 AShkl. (7.1)

2ykl.

Dies gilt also fiir die Torsion eines jeden A-Zusammenhanges.
Fiir spiteren Gebrauch bilden wir mit dem zu A4 inversen Tensor 4~ noch

SAhk(I*AY) = X AShk(I*A-)

zykl.
= —A@*A-Y)Shk + ASk(@*A-)h + AS(*A-1)hk
= — I*Shk — ARSk(I*A-1) + AESh(I*A47).

Benutzt man wieder den in (3.1) definierten Operator ¥, so findet man nach
kurzer Rechnung

SARE(I*A-1) = — 3-1*Shk + 4 - A ¥ (P8)hk . (7.2)
hk

Satz 2: In einer Mannigfaltigkeit mit fast-symplektischer Struktur A gelten fir
etnen beliebigen A-Zusammenhang I' und seine Torsion S die Beziehungen

0Ahkl =2 AShkl (7.1)

2ykl.

SAhkl= — 3-1*Shk + 4- AI*(PS)hk. (7.2)
hk

VIIIL. Besondere A-Zusammenhﬁnge. Es sei zunichst I"ein beliebiger affiner Zu-
sammenhang und S die zugehorige Torsion. Nach Satz 1 ist der Ausdruck Tin

*I'hk = I¥I'hk — - VARE(I*AY) + A-1* (SPS)hk (8.1)
fiir jedes reelle 4 ein 4-Zusammenhang (denn ¥ ist homogen 1. Grades). Die



Affine Zusammenhinge auf Mannigfaltigkeiten mit fast-symplektischer Struktur 241

Torsion S von I ist

U Shk = 1*Shk — AY Ahk(*A-Y) + 24 - A (PS)hk. (8.2)
hk

hk

Es sei nun I" insbesondere ein A-Zusammenhang. Wir wollen A auf eine be-
sondere Weise festlegen. Beachtet man 7.2, so wird aus der Gleichung 8.2

nach Ersetzung von I* Y

P Shk = — L+ 0ARE(I*A-Y) + 4 - AIX(¥S)hk

hk
-]

124 A (PS)hE .
hk

Fir A = — % heben sich auf der rechten Seite die zwei letzten Glieder auf,
und man hat den

Satz 3: Sei I ein A-Zusammenhang in einer Mannigfaltighkeit mit fast-symplek-
tischer Struktur A und S die zugehorige Torsion. Dann st

I'=1I—3 (¥8)
ein A-Zusammenhang, dessen Torsion S der Bedingung geniigt
*Shk = — } - 6Ahk(I* A1) .

Folgerung: Insbesondere existiert demnach auf jeder Mannigfaltigkeit mit
fast-symplektischer Struktur 4 ein 4-Zusammenhang mit einer Torsion §,
welche der Gleichung gentigt

*Shk = — L+ 8Ahk(I*A-Y) .

Satz 4: Eine fast-symplektische Struktur A auf einer Mannigfaltigheit M st
genau dann symplektisch, wenn ein symmetrischer A-Zusammenhang auf M
exustiert?).

Die Bedingung ist nach dem Obigen notwendig. Die Gleichung 7.1 zeigt, daB
sie auch hinreicht.

IX. Ein Kriterium dafiir, wann ein vorgegebenes Tensorfeld vom Typus (;

als Torsion eines 4-Zusammenhanges auftreten kann, Satz 5: Sei S ein Ten-
sorfeld vom Typus ( ;), alternierend beztiglich der kontravarianten Argumente,

auf eitner Mannagfaltigkeit mit fast-symplektischer Struktur A . S tritt genau dann
als Torsion eines A-Zusammenhanges auf, wenn die dufere Ableitung 6 A des
fast-symplektischen Strukturtensors A mit S verknipft ist gemdif der Beziehung
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SAhk(I*A-Y) =2 AShk(*A-Y).
zykl.

Zum Beweis bemerken wir zunichst, daBl die Beziehung jedenfalls notwendig
ist auf Grund von Satz 2. Sei nun umgekehrt S ein Tensor, der den angegebenen

Bedingungen geniigt. Wir gehen aus von einem A-Zusammenhang f’, dessen
Torsion S die Gleichung befriedigt

3. 1*Shk = — 8Ahk(I*4-Y) .

Die Existenz eines solchen A4-Zusammenhanges folgt nach Satz 3. Nach Satz 1
ist ferner

r=r+1-%s
ein A4- Zusammenhang bei beliebiger reeller Zahl A. Wir bestimmen die Tor-
sion S von I'. Es ist
*Shk = 1*Shk = 22 AW(¥S)h

= — 13- SARE(I*AY) + 24 - AIX(PS)hk .
hk

Durch dieselbe Umformung, welche von (7.1) zu (7. 2) fithrt, findet man hieraus

*Shk = 1*Shk — & - AU (P8)hk + 24 - A (PS)hk .
hk hh

Wahlt man A = £, so folgt die Behauptung.

X. Bemerkung zur analytischen Mechanik. SchlieBlich wollen wir auf die
Bedeutung der hier behandelten Frage fiir die analytische Mechanik kurz hin-
weisen. Wie schon von verschiedenen Autoren bemerkt worden ist, 1iBt sich
die Phasenmannigfaltigkeit der Mechanik in natiirlicher Weise als symplek-
tische Mannigfaltigkeit auffassen. Schon bei CARATHEODORY [2] findet man
Bemerkungen dieser Art. LEE [6] und BREUER [1] betonen deutlich diese
Auffassung.

Auf der Phasenmannlgfaltlgkelt ist in natiirlicher Weise ein fast-symplek-
tischer Strukturtensor 4 mit verschwindender dulerer Ableitung 6.4 erklirt,
das heifit eine symplektische Struktur®). Die Poissonklammer zweier reeller
Funktionen f, g auf der Phasenmannigfaltigkeit wird mit Hilfe des zu 4
inversen Tensors 4-! definiert gemis

7) LIBERMANN [7], 205.
8) Man vergleiche hiezu BREUER [1], 35-38 oder KELLER, TONDEUR [4].
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(f, 9)(@) = g' () f () A () .

Wir setzen dabei wie schon frither kovariante Vektorargumente links vom
Tensor-Symbol. Die Giiltigkeit der JacoBischen Identitit

(f.(g,m) + (g9, 0) + (2,(f,9)) =0

fiir je drei beliebige reelle Funktionen f, g, A auf M ist der Ausdruck fiir das
Verschwinden der &uBleren Ableitung des Strukturtensors 4.

Nun ist das Verschwinden der dufleren Ableitung von A die notwendige und
hinreichende Bedingung fiir die Existenz von Karten, in bezug auf welche die
den Strukturtensor A reprisentierende Form konstant (ortsunabhiingig) ge-
wihlt werden kann®). Lokal kann man also die Phasenmannigfaltigkeit stets als
ein Gebiet in einem Vektorraum gerader Dimension auffassen, in welchem eine
alternierende, nichtausgeartete Bilinearform ausgezeichnet ist. (Es ist deshalb
gerechtfertigt, von einer lokal-symplektischen (BREUER [1]) statt einer sym-
plektischen Mannigfaltigkeit zu sprechen, wie man ja auch in der Riemann-
schen Geometrie beim Verschwinden des Kriimmungstensors von einer lokal-
euklidischen Struktur spricht.)

Bei dieser Deutung ist eine kanomische Transformation ein lokaler Auto-
morphismus der symplektischen Mannigfaltigkeit. Genauer: Eine differenzier-
bare Abbildung ¢ eines Gebietes U ¢ M in die Mannigfaltigkeit M,

¢: U— ¢(U), ist eine kanonische Transformation, falls
(p*4)(z) = A ()

fiir alle Punkte = ¢ U gilt. Dabei ist ¢* A das inverse Bild des Tensorfeldes A
unter der Abbildung ¢, definiert durch

(p*A)(2)hk = A(p(x) ¢’ (2)h ¢' ()

fiilr beliebige Tangentialvektoren A, ¥ im Punkt x. Unter Zugrundelegung
dieser Auffassung wird in [4] die Theorie der kanonischen Transformationen
dargestellt.

%) Beweise hiefiir findet man bei CARATHEODORY [2], 143 und LEr [6], 434.
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