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Uber die Ordnung von BURNSIDE-Gruppen mit
endlich vielen Erzeugenden

von W. HOLENWEG, Luzern

Einleitung

Eine Gruppe mit dem Exponenten p und einer endlichen Anzahl von Er-
zeugenden heilt BURNSIDE-Gruppe. BURNSIDE hat vermutet, daB jede BURN-
SIDE-Gruppe endlich ist [1]. Novikov widerlegte jedoch diese Vermutung fiir
die Exponenten n > 72 [4]. Heute stellt sich das Problem, die BURNSIDE-
Gruppen bis zum Exponenten 72 zu untersuchen und fiir n > 72 Struktur-
aussagen iiber endliche Untergruppen zu finden.

Nach Pa. Havwn 188t sich das BURNSIDE-Problem folgendermaBen umformen :
«Jede BURNSIDE-Gruppe ist nilpotent.»

Es sei F freie Gruppe mit ¢ Erzeugenden. FP stellt den von den p-ten
Potenzen erzeugten Normalteiler in F dar. Ferner sei

F=H >Hy,>...>H,>H,_ > ...

die absteigende Zentralreihe von F.

Wir gehen von der freien Gruppe der Klasse w aus: @, = 1. Die Faktor-
gruppe @,/G,,, ist frei abelsch und hat nach Wirr d} Erzeugende [2]. Ist L
freie Gruppe mit dem Exponenten p und der Klasse k(k < w), so ist L,
homomorphes Bild von G,-L,/L,,, ist elementare abelsche Gruppe und besitzt
d},, Erzeugende. Wir setzen mit Pr. Hatr: df , = d} — 6] und bezeichnen
63 als Dimensionsdefekt. LaBt sich eine Methode entwickeln, die gestattet
simtliche Dimensionsdefekte zu bestimmen, so kann die Struktur der BurN~-
SIDE-Gruppen oder deren endliche Untergruppen angegeben werden.

In der vorliegenden Arbeit wird das Ergebnis von [7] auf eine beliebige end-
liche Zahl ¢ von Erzeugenden erweitert. Dieses lautet dadurch: Filr ¢ freie
Erzeugende, das Gewicht ¢ =p +n und n < p — 2 wird die Defektgruppe
genawu durch die verschiedenen Relationen e, erzeugt, welche nur Kommutatoren
vom Gewicht p in den Komponenten K, enthalten.

Damit lassen sich sdmtliche Dimensionsdefekte 6%., fir n<p—1
berechnen.

Die Defektgruppe

(Alle Beweise befinden sich in [6] und [7].)
Wir rechnen in diesem Abschnitt mod H,, ,. Dadurch kann H, als
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abelsche Gruppe behandelt werden, und H, ist nilpotent von der Klasse
c<p.
Wir setzen: D = H,, ,H}, dann gilt:

D(H,, , = {K¥t!' ... K} (fiir =, ist xq+ 1 gesetzt)

mit z,,, ..., 2, = 0 mod p,

wobei K,.,,.., K, die aufsteigende Reihe der Basiskommutatoren vom
Gewicht w = 2 bis zum Gewicht w = 2p — 2 bedeutet.

Zur Ermittlung der Dimensionsdefekte vom Gewicht w mit p <w < 2p — 2
kann daher stets mod D gerechnet werden.

Jedes Element aus F/D hat die Gestalt [3]:

z1 i :
K. .. KFK3P ... Ky mit —oco<®, .., 2, <+ 00,0< 2,4, ..,2<p.

Bildet man hiervon die p-te Potenz, so ergibt sich:

K™ ... KM [IPF® = K™ | KP%h(x,, ..., %,),
i
wobei die P; Kommutatoren in den Erzeugenden K, (: =1, ..., r) sind und
vom Gewicht w < p in diesen Komponenten. Die P, vom Gewicht
2<w<p

in den Komponenten K, liegen in D.

Wir bezeichnen die Gruppe {h(%y,...,%,), D} mit D’ und nennen
D'|D Defektgruppe. Uber die Defektgruppe gilt nun der folgende wichtige
Satz:

1. Satz. Zur Bestimmung der Dimensionsdefekte im Bereiche 0 <w < 2p — 2
hat man nur die Defektgruppe zu betrachten. 82 st gleich der Anzahl aller

ooooooooooooooooooooooo

RO, ..,0,1, 2,5, ..., 2,

mit 0 <, ..,2,<p n H,D/D, die mod H, D voneinander unabhingig
sind.
Die in (1) auftretenden A ergeben sich aus den Potenzen:

(K, K2 ... K*)?,
.............. 0<2,...,2,<p;wkK,) <p—1
(K, K‘;ﬁl, e, KENP,

Wir denken uns diese Potenzen formal in den Unbestimmten z,, ..., z, be-
rechnet. Da D’'/D elementare abelsche Gruppe ist, lassen sich die auftretenden
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Exponenten mod p reduzieren. Ordnen wir anschlieBend nach den verschie-
denen Monomen m; in den z,, so wird das generelle % :

h(l, 2y, ..., o) =¢eM ... ™,
Es gilt der grundlegende Satz:

2. Satz. Die Defekigruppe wird von den Elementen e, erzeugt.

Die e; sind dabei Produkte von solchen Kommutatoren in den
K;(j =1, ..,r), welche alle dieselben reduzierten Exponenten besitzen.

Untersucht man die moglichen Exponenten, so folgt:

3. Satz. Far p <c <2p— 2 wird D'|D durch solche e, erzeugt, welche nur
Kommutatoren vom Gewicht p in den Komponenten K, enthalten.
Bekanntlich gilt fir ¢ <p:82=0.

Unabhiingige Erzeugende der Defektgruppe

Um iiber die Unabhingigkeit der e, weitere Aussagen machen zu konnen,
teilen wir die Basiskommutatoren nach zwei verschiedenen Gesichtspunkten
ein.

a) Einteilung nach dem Gewicht eines Kommutators. In diesem Fall spricht
man vom Typus eines Kommutators.

Definition. /' sei freie Gruppe mit den freien Erzeugenden K, .., K,.
Ein Kommutator heit vom Typus (w,, ...,w,), wenn er in der Komponente
K, das Gewicht w; besitzt 1 =1, ..., q).

Sind L und K Kommutatoren aus F mit den Typen (v, ...,v,) be-
ziehungsweise (w,, .., w,), so sagen wir, L und K seien vom selben Typus,
falls w, =0t =1, ..,q).

b) Einteilung des Kommutators nach den Erzeugenden. Hier spricht man
von der Art eines Kommutators.

Wir definieren induktiv, was man unter der Stufe eines Kommutators ver-
steht. Die freien Erzeugenden K, ..., K, heilen von 0-ter Stufe. Ein
Kommutator [K,,;, K,;] heiBt von s-ter Stufe, falls die Stufe von K,,; gleich
8mi; diejenige von K, gleich s,;, und s = max (s, 8,,; + 1). Nun be-
trachten wir die geordnete Reihe der Basiskommutatoren. Basiskommutatoren
in dieser Reihe werden identifiziert, falls sie gleiches Gewicht, gleiche Stufe
und fiir jeden erzeugenden Basiskommutator K,, =[K,,, K,,,] mit

w(K,)> 2
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in K,, gleiches Gewicht besitzen. Tritt dabei ein Kommutator an i-ter Stelle
auf, so heifit er Kommutator i-ter Ordnung. Diese Ordnung ist automatisch
vorhanden.

Definition. Ein Kommutator hei3t von der Art (¢, ...,¢), wenn er ¢,
Erzeugende i-ter Ordnung enthilt.

Sind K und L Kommutatoren der Art (¢, ...,¢,) Dbeziehungsweise
(ryy ..., 7,), 80 sagen wir, K und L seien von derselben Art, falls » = s
und ¢, =r,t=1,...,8).

Diese Einteilung der Kommutatoren gestattet die Formulierung folgender
Sitze [7]

4. Satz. Alle e, mit Kommutatoren verschiedener Typen sind unabhingig.

6. Satz. Wird die Defektgruppe nur durch solche e, erzeugt, die Kommutatoren
ein und derselben Art besitzen, so sind alle e; unabhingig.

Setzen wir ¢ = p + n, so ist fir » = 0,1 die Voraussetzung von (5) er-
fiilllt; also lassen sich die Dimensionsdefekte d7, 62, bestimmen. Diese
wurden erstmals in [5] mit Hilfe des Lieschen Ringes berechnet.

Sind gewisse e, des Typus (w,, ..., w,) abhingig, so bedeutet das:
Zwischen den Relationen e; des Typus (w,,...,w, besteht eine Ab-
hingigkeitskongruenz der Form:

Ot ... 07 =0y (e = C).

Diese Kongruenz soll gekiirzt sein; das hei3t, bei Weglassen einer Relation C,
tritt Unabhéngigkeit auf.

Wir verwenden im folgenden Abbildungen innerhalb den Gruppen H,,.
Sind homomorphe Abbildungen fiir H,, gesucht, so geniigt es, homomorphe
Abbildungen innerhalb der freien Gruppe F zu bestimmen [7].

Jedes Element aus #/H_ , hat die Gestalt:

—_— il z1 zc,1 ze,de
f:Kl’l’ ""Kl,q’q"'Kc,l’ ....Kc’éo --00<x,-,,<+°°),

wobei K, , der Basiskommutator vom Gewicht ¢ ist und an der Stelle j der
Basiskommutatoren des Gewichtes ¢ vorkommt. Wir nennen K, Erzeu-
gende von F/H,,, K, ,(i=1,...,q) freie Erzeugende von F. Jedes
Element von F/H,,, das durch die geordnete aufsteigende Reihe von Basis-
kommutatoren gegeben ist, heile f-Element. Wird auf zwei aufeinander-
gereihte f-Elemente der Harrsche Durchziehprozel ausgeiibt, so erhélt man
wiederum ein f-Element. Diesen Vorgang nennen wir Produkt zweier f-Ele-
mente. Werden bei der Produktbildung keine Kommutatoren umbenennt, was
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in allen unsern Untersuchungen der Fall ist, so treten im Produkt nur die
Erzeugenden der wurspriinglichen f-Elemente und Basiskommutatoren in
diesen Erzeugenden auf. Das assoziative Gesetz von F iibertrigt sich auto-
matisch auf Produkte von f-Elementen. {f} sei die Gruppe erzeugt durch be-
stimmte f-Elemente; dann ist {f} < F. Jede homomorphe Abbildung fiir
f-Elemente bedeutet einen Homomorphismus von {f} in sich.

Die Abbildung o: In allen f-Elementen, die zur Bildung von {f} beriick-
sichtigt werden, trete die Erzeugende K, , nicht auf (r > 1). o bilde die be-
nachbarte Erzeugende gleichen Gewichts K, ,., (oder K,,,) auf K,, ab.
Dann ist o isomorphe Abbildung fiir f-Elemente ohne K,, in solche ohne
K, .1 (siehe [7]). Das Erzeugendensystem von {f} ohne K,, sei M, das-
jenige von {f} obne K,,, sei M'. Durch ¢ wird M @ M’ und damit
{f} « {f'}. o dndert das Gewicht der Erzeugenden nicht. Wird ¢ auf H,,
angewandt, so fallen simtliche Kommutatoren der Form [K, ,,, K, ,, ..]
weg. Damit ist ¢ (H,,,) ¢ H,; und auch nach angewandter Abbildung o
kann mod H,,, gerechnet werden.

Nun untersuchen wir die Unabhingigkeit der Relationen von Basiskommu-
tatoren mit ¢ freien Erzeugenden.

F, sei freie Gruppe mit den ¢ freien Erzeugenden: K, K,, ..., K,. Wir
betrachten die folgende Reihe von Abbildungen:

K, > Ky, ,6=4¢q,...,1) undsetzen = (i, ...,¢,).

t, bettet F, in F,, , isomorph ein. Jede Abbildung ¢;(¢t =¢ —1,...,1)
bildet die eingebettete Untergruppe in eine dazu isomorphe Untergruppe von
F,,, ab. Wendet man also die isomorphe Reihenabbildung : auf F an, so
erhilt man eine zu ¥, isomorphe Untergruppe von F,, ,, die nur freie
Erzeugende mit ungeraden Indizes enthilt. Uber solche Erzeugende gilt die
Aussage:

6. Hilfssatz. In der aufsteigenden Reihe der Basiskommutatoren konnen be-
nachbarte Qlieder nicht nur durch freie Erzeugende mit ungeraden Indizes gebildet
werden.

Beweis: Wir fithren den Beweis induktiv. Fiir die freien Erzeugenden
K‘(i == 1, e e vy Q)

ist der Satz trivial. Wir konnen also annehmen, fiir Basiskommutatoren des
Gewichtes < w sei unsere Annahme richtig. Es sei K, ,=[K,,, K,,] ein
Basiskommutator des Gewichtes w und K, ., =[K,;, K;,] der zuihm
benachbarte. Dann gilt nach der Definition der Basiskommutatoren: a) es sind
K,, und K,, benachbart oder b) K,;, und K, , sind benachbart (falls
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K,.= K;,;). Die Bedingungen erfiillen nach Induktionsvoraussetzung
unsere Behauptung; also ist diese auch fiir benachbarte Kommutatoren des
Gewichtes w erfiillt.

Bilden wir mittels ¢ F, auf eine Untergruppe F,,_; von F,, , ab, so be-
deutet die Abbildung o eine isomorphe Abbildung von F,, ; innerhalb
F. 2¢-1°

Um die Unabhiéngigkeit von Kommutatoren mit ¢ freien Erzeugenden zu
zeigen, beweisen wir vorerst den folgenden Hilfssatz:

7. Hilfssatz. Die Relationen von Kommuiatoren mit q freien Erzeugenden und
von einer Art sind fir c =p +n und n < p — 2 unabhingig.

Beweis (indirekt): Es bestehe die folgende Abhéngigkeitskongruenz:
c¢...0¥ =0C,,. I

Wir unterscheiden zwei Fille:

o) In (I) treten nur Erzeugende 1. Stufe auf; d. h. die f-Elemente, welche zu
(I) AnlaB geben, enthalten nur Basiskommutatoren 1. Stufe. In den verschie-
denen Relationen C; sind verschiedene Basiskommutatoren enthalten, denn
sonst stellt (I) eine Identitdt dar. Da aber nach Voraussetzung sédmtliche
Kommutatoren der Relationen C; von gleicher Art sind, mufl der Unter-
schied in gewissen Erzeugenden gleichen Gewichts (> 1) liegen. Basiskommu-
tatoren 1. Stufe und gleichen Gewichts sind jedoch nur dann verschieden,
wenn sie verschiedenen Typus besitzen. Wir kénnen also annehmen, dafl die
Erzeugende K, ,(r > 1) in den Kommutatoren der verschiedenen Relationen
nicht gleich oft vorkommt. Damit jedoch die Art erhalten bleibt, treten an
ihrer Stelle als Ergéinzung Erzeugende K, , eines andern Typus auf.

Wir wenden ¢ auf F, an. Dabei geht die Kongruenz (I) in eine solche von
Fy,_, iber. In der neuen Kongruenz, wir nennen sie (I’), sind die freien Erzeu-
genden K, mit ¢+ =2n(n =1, ...,q — 1) nicht enthalten. Die Elemente f
sollen zur Kongruenz (I') Anlaf3 geben.

Der Zusammenhang von K,, und K, , bleibt auch fir K,, und K, ,
erhalten. Sind K,, und K,, benachbarte Basiskommutatoren, so kann
nach (6) zwischen K,, und K, , ein Basiskommutator eingeschoben werden.
Wende ich auf {f'} ¢ F,,, die Abbildungsan (o: K, , > K, ,,,), so bleibt
die Kongruenz als solche bestehen. Hingegen enthélt nun K, , ., als be-
nachbarter Basiskommutator wenigstens eine freie Erzeugende K; mit
t=2nmn=1,...,¢g—1); d.h. die Typen von K,, und K,,, , sind
verschieden. Da die Erzeugende K,, in den Kommutatoren der verschie-
denen Relationen C; verschieden oft vorkommt, treten in der umgeformten
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Kongruenz Relationen mit Kommutatoren verschiedener Typen auf, was (4)
widerspricht.

f) In (I) treten auch Erzeugende 2. Stufe auf. Unterscheiden sich die
Erzeugenden 2. Stufe nicht, so kann «) wiederholt werden. Die Erzeugenden
2. Stufe sollen verschieden sein; d. h. falls K, , Erzeugende 2. Stufe ist, kann
ich annehmen, da3 K, , in den Kommutatoren verschiedener Relationen ver-
schieden oft vorkommt. Werden also, wie unter «), die Abbildungen : und o
ausgefiihrt, so 1aBt sich derselbe Schluf3 wiederholen. In analoger Weise 148t
sich der Beweis auf Erzeugende beliebiger Stufe ausdehnen. Damit ergibt sich
nun:

8. Satz. Die Relationen der Kommutatoren mit q freien Erzeugenden sind fir
c=p+n und n< p — 2 unabhingig.

Beweis (indirekt): Es bestehe folgende Abhéngigkeitskongruenz:
Of ... 00 =0y (I)

In (I) treten wenigstens zwei Arten von Kommutatoren auf, sonst ergibt
sich aus (7) ein Widerspruch. Es gibt daher mindestens eine Erzeugende
K, ,(r> 1), die nicht in allen Kommutatoren der Relationen von (I) gleich
oft vorkommt. Mit Hilfe der Abbildungen ¢ und o:K,, > K,,,, kann
daher der Beweis analog zu (7) gefithrt werden.

Verbindet man die Sitze (3) und (8), so erhidlt man das folgende Haupt-
ergebnis:

9. Hauptsatz. Fir q freie Erzeugende, das Gewicht ¢ = p + n und n < p—2
wird die Defektgruppe genaw durch die verschiedenen Relationen e, erzeugt,
welche nur Kommutatoren vom GQewicht p in den Komponenten K, enthalten.

Mit Hilfe von (9) lassen sich sémtliche Dimensionsdefekte 47, fir n<p—2
berechnen.

Beispiele:
—1
%=(p+g )—q [5]
%H=dqp;372)mrp>z [5]
p+q—2 di+1\(p+q—3)\ ..
6g+2=d§( p—1 )+(22 p—2 x> 3

—2 — 3\, [di+2\(p+q—4) ..
Bo=a(" ) raa(”y L) (7)1 e
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82 4____dq(p;};q )+dq dq<p-;q2 )+(d§+1)(p+q——3)+

2 p—2
o [d3+ 1 (P+9.'—4) di+3\(p+q9—5\ ..
+d3( 9 p—3 + 4 p—4 firp>5.
LITERATUR

[1] W. BURNSIDE, On an unsettled question in the theory of discontinuous groups. Quart. J. Math.
33 (1902), 230-238.

[2] E, WirT, T'reue Darstellung Liescher Ringe. J. reine angew. Math. 177 (1937), 152-160.

[3] M. Hary, A basis for free LiErings and higher commutators in free groups. Proc. Amer. Math.
Soe. 1 (1950).

[4] P. Novikov, On periodic groups. Dokl. Akad. Nauk. SSSR 127 (1959), 749-752.

[6] R. C. LyNDON, On BURNSIDE Problems. Trans. Amer. Math. Soc. 77, (1954), 202-215.
On BURNSIDE Problems I1. Trans. Amer, Math. Soc. 78 (1955), 329-332.

(6] H. MEIER-WUNDERLI, Uber die Struktur der BURNSIDE-GQruppen mit zwei Erzeugenden und
vom Primzahlexzponenten p > 3. Comment. Math. Helv. 30 (1956), 144-174.

[7] W. HorLeNnwEG, Die Dimensionsdefekte der BURNSIDE-Gruppen mit zwei Erzeugenden. Com-
ment. Math. Helv. 35 (1961).

(Eingegangen den 27. Februar 1961)



	Über die Ordnung von BURNSIDE-Gruppen mit endlich vielen Erzeugenden.

