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liber die Ordnung von BuRNSiDE-Gruppen mit
endlich vîelen Erzeugenden

von W. Holenwbg, Luzern

Einleitung

Eine Gruppe mit dem Exponenten p und einer endlichen Anzahl von
Erzeugenden heiBt BiJRisrsiDE-Gruppe. Burnside hat vermutet, daB jede Bxjrn-
siDE-Gruppe endlich ist [1]. Novtkov widerlegte jedoch dièse Vermutung fur
die Exponenten n > 72 [4]. Heute stellt sich das Problem, die Btjrnside-
Gruppen bis zum Exponenten 72 zu untersuchen und fur n > 72 Struktur-
aussagen tiber endliche Untergruppen zu finden.

Nach Ph. Hall làBt sich das BuRNSiDE-Problem folgendermaBen umformen :

«Jede BuRNSiDE-Gruppe ist nilpotent.»
Es sei F freie Gruppe mit q Erzeugenden. Fp stellt den von den p-ten

Potenzen erzeugten Normalteiler in F dar. Ferner sei

TP TJ s TJ -s » Dr n rr ^JO= rL1J îl2 J J flw J II w+1 J

die absteigende Zentralreihe von F.
Wir gehen von der freien Gruppe der Klasse w aus : Gw+1 1. Die Faktor-

gruppe Gh/Gh+1 ist frei abelsch und hat nach Witt dqh Erzeugende [2]. Ist L
freie Gruppe mit dem Exponenten p und der Klasse k(k < w), so ist Lh
homomorphes Bild von Gh • LJLh+1 ist elementare abelsche Gruppe und besitzt
dqhtP Erzeugende. Wir setzen mit Ph. Hall: dqhp d\ — à\ und bezeichnen
b\ als Dimensionsdefekt. LâBt sich eine Méthode entwickeln, die gestattet
sâmtliche Dimensionsdefekte zu bestimmen, so kann die Struktur der Bubn-
SIDE-Gruppen oder deren endKche Untergruppen angegeben werden.

In der vorliegenden Arbeit wird das Ergebnis von [7] auf eine beliebige
endliche Zahl q von Erzeugenden erweitert. Dièses lautet dadurch: Fur q freie
Erzeugende, das Gewicht c p + n und n <p — 2 wird die Defektgruppe
genau durch die verschiedenen Relationen e{ erzeugt, welche nur Kommutatoren
vom Gewicht p in den Komponenten Kt enthalten.

Damit lassen sich sâmtliche Dimensionsdefekte àqp+h fur n < p — 1

berechnen.

Die Defektgruppe

(Aile Beweise befinden sich in [6] und [7].)
Wir rechnen in diesem Abschnitt mod H%p^v Daduroh kann Hp als
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abelsche Gruppe behandelt werden, und H2 ist nilpotent von der Klasse

c< p.
Wir setzen: D J5TftH.1J3|, dann gilt:

• • *f} (fur xq+1 ist zq + 1 gesetzt)
mit xq+l9 xr 0 mod p,

wobei j£a+1,.., jKV die aufsteigende Reihe der Basiskommutatoren vom
Gewicht w 2 bis zum Gewicht w; 2^ — 2 bedeutet.

Zur Ermittlung der Dimensionsdefekte vom Gewicht w mit p ^ ^ < 2^ — 2

kann daher stets mod D gerechnet werden.
Jedes Elément aus F/D hat die Gestalt [3] :

1, xq< + oo, 0 < xq+u ..9xr<p.
Bildet man hiervon die p-te Potenz, so ergibt sich:

Kfxt Kl*qnPf™ Kfxl

wobei die P4 Kommutatoren in den Erzeugenden Ki(i 1, r) sind und
vom Gewicht w < p in diesen Komponenten. Die Pi vom Gewicht

2 < w <p
in den Komponenten Ki liegen in D.

Wir bezeichnen die Gruppe {h(xly xr), D} mit D' und nennen
D'/D Defektgruppe. Ûber die Defektgruppe gilt nun der folgende wichtige
Satz:

1. Satz. Zur Bestimmung der Dimensionsdefekte im Bereiche 0 <w <2p — 2

hat man nur die Defektgruppe zu betrachten. d*, ist gleich der Anzahl aller

x2i ,xr)

h(0, ..,0,1,*,+!, ...,av)
mit 0 < x%i xr < p in H^^D/D, die mod HW+1D voneinander unabhangig
sind.

Die in (1) auftretenden h ergeben sich aus den Potenzen:

0<Xi, ...,xr<p; w(Kr) < p — 1

Wir denken uns dièse Potenzen formai in den Unbestimmten xl9 xr be-
rechnet. Da D'jD elementare abelsche Gruppe ist, lassen sich die auftretenden
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Exponenten mod p reduzieren. Ordnen wir anschlieBend nach den verschie-
denen Monomen mi in den xt, so wird das generelle h :

xr)=ef e™.

Es gilt der grundlegende Satz :

2. Satz. Die Defektgruppe wird von den Elementen e{ erzeugt.
Die e{ sind dabei Produkte von solchen Kommutatoren in den

Kj(j 1, r), welche aile dieselben reduzierten Exponenten besitzen.
Untersucht man die môglichen Exponenten, so folgt :

3. Satz. Fitr p <c <2p — 2 wird D'jD durchsolche et. erzeugt, welche nur
Kommutatoren vom Oewicht p in den Komponenten Ki enthalten.

Bekanntlich gilt fur c < p: ôqc 0

Unabhângige Erzeugende der Defektgruppe

Um uber die Unabhàngigkeit der ef weitere Aussagen machen zu kônnen,
teilen wir die Basiskommutatoren nach zwei verschiedenen Gesichtspunkten
ein.

a) Einteilung nach dem Gewicht eines Kommutators. In diesem Fall spricht
man vom Typus eines Kommutators.

Définition. .F sei freie Gruppe mit den freien Erzeugenden Kl9 ..,Kq.
Ein Kommutator heiBt vom Typus (wl9 wq), wenn er in der Komponente
Kt das Gewicht wi besitzt (i 1, q).

Sind L und K Kommutatoren aus F mit den Typen (vl3 ...,vq) be-

ziehungsweise (wl9 wq), so sagen wir, L und K seien vom selben Typus,
falls wi vi(i= 1, ..9q).

b) Einteilung des Kommutators nach den Erzeugenden. Hier spricht man
von der Art eines Kommutators.

Wir definieren induktiv, was man unter der Stufe eines Kommutators ver-
steht. Die freien Erzeugenden Kl9 ...,Kq heiBen von O-ter Stufe. Ein
Kommutator [Kmi, Kmj] heiBt von s-ter Stufe, falls die Stufe von Kmi gleich
8mi9 diejenige von Kmj gleich smj und 8= max(^,^+ !)• Nun be-
trachten wir die geordnete Reihe der Basiskommutatoren. Basiskommutatoren
in dieser Reihe werden identifiziert, falls sie gleiches Gewicht, gleiche Stufe
und fur jeden erzeugenden Basiskommutator Km [KmlJ Km2] mit

w(Km)>2
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in Kml gleiches Gewicht besitzen. Tritt dabei ein Kommutator an i-ter Stelle
auf, so heiBt er Kommutator i-ter Ordnung. Dièse Ordnung ist automatisch
vorhanden.

Définition. Ein Kommutator heifit von der Art (^, ...,$,), wenn er t€

Erzeugende i-ter Ordnung enthâlt.
Sind K und L Kommutatoren der Art (*i, ...,*,) beziehungsweise

(rl9 rn), so sagen wir, K und L seien von derselben Art, falls n s

und t{ rt(i 1, s).
Dièse Einteilung der Kommutatoren gestattet die FormuKerung folgender

Sâtze [7] :

4. Satz. Aile e4 mit Kommutatoren verschiedener Typen sind unabhângig.

6. Satz. Wird die Defektgruppe nur durch sokhe e€ erzeugt, die Kommutatoren
ein und derseiben Art besitzen, so sind aile e4 unabhângig.

Setzen wir c p + n, so ist fur n 0,1 die Voraussetzung von (5) er-
fiillt; also lassen sich die Dimensionsdefekte ô%, ôqp+1 bestimmen. Dièse
wurden erstmals in [5] mit Hilfe des LiEschen Ringes berechnet.

Sind gewisse e{ des Typus (wl9 wQ) abhàngig, so bedeutet das:
Zwischen den Relationen e{ des Typus (wly ...,wq) besteht eine Ab-

hângigkeitskongruenz der Form :

Dièse Kongruenz soll gekûrzt sein; das heiBt, bei Weglassen einer Relation Cf
tritt Unabhângigkeit auf.

Wir verwenden im folgenden Abbildungen innerhalb den Gruppen Hw.
Sind homomorphe Abbildungen fur Hw gesucht, so genûgt es, homomorphe
Abbildungen innerhalb der freien Gruppe F zu bestimmen [7].

Jedes Elément aus F/He+l hat die Gestalt :

wobei Kiti der Basiskommutator vom Gewicht i ist und an der Stelle j der
Basiskommutatoren des Gewichtes i vorkommt. Wir nennen KiS Erzeugende

von F/Hc+li K1{ (i 1, q) freie Erzeugende von F. Jedes
Elément von F/He+1, das durch die geordnete aufsteigende Reihe von
Basiskommutatoren gegeben ist, heifie /-Elément. Wird auf zwei aufeinander-
gereihte /-Elemente der HAixsehe DurchziehprozeB ausgeûbt, so erhâlt man
wiederum ein /-Elément. Diesen Vorgang nennen wir P^odukt zweier
/-Elemente. Werden bei der Produktbildung keine Kommutatoren umbenennt, was



Ûber die Ordnung von BtraNSiDE-Gruppen mit endlich vielen Erzeugenden 87

in allen unsern Untersuchungen der Fall ist, so treten im Produkt nur die
Erzeugenden der urspriinglichen /-Elemente und Basiskommutatoren in
diesen Erzeugenden auf. Das assoziative Gesetz von F ûbertràgt sich auto-
matisch auf Produkte von /-Elementen. {/} sei die Gruppe erzeugt durch be-
stimmte /-Elemente; dann ist {/} c F. Jede homomorphe Abbildung fiir
/-Elemente bedeutet einen Homomorphismus von {/} in sich.

Die Abbildung a: In allen /-Elementen, die zur Bildung von {/} beruck-
sichtigt werden, trete die Erzeugende Kr8 nicht auf (r > 1). a bilde die be-
nachbarte Erzeugende gleichen Gewichts Krt8+1 (oder K,.^) auf Krs ab.
Dann ist a isomorphe Abbildung fur /-Elemente ohne Kr8 in solche ohne

Kr,s+i (siehe [7]). Das Erzeugendensystem von {/} ohne Kr8 sei M, das-
jenige von {/'} ohne Kr,8+i sei M1. Durch a wird M <û M' und damit
{/} ^ {/'}. a ândert das Gewicht der Erzeugenden nicht. Wird a auf Hc+1

angewandt, so fallen sâmtliche Kommutatoren der Form [Krft+l9 Kr8, ..]
weg. Damit ist a (Hc+1) c Hc+1 und auch nach angewandter Abbildung a
kann mod Hc+1 gerechnet werden.

Nun untersuchen wir die Unabhangigkeit der Relationen von Basiskommutatoren

mit q freien Erzeugenden.
Fq sei freie Gruppe mit den q freien Erzeugenden: Kl9 K2, Kq. Wir

betrachten die folgende Reihe von Abbildungen :

ii : K€ -> K2i^t (i q, 1) und setzen i =(*!,..., iQ).

iq bettet Fq in F2q_t isomorph ein. Jede Abbildung c{(i q — 1, 1)
bildet die eingebettete Untergruppe in eine dazu isomorphe Untergruppe von
Fzq-i ab. Wendet man also die isomorphe Reihenabbildung i auf F an, so
erhâlt man eine zu Fq isomorphe Untergruppe von F2q_x, die nur freie
Erzeugende mit ungeraden Indizes enthâlt. Ûber solche Erzeugende gilt die
Aussage :

6, Hilfssatz. In der aufsteigenden Reihe der Basiskommutatoren kônnen be-

nachbarte Olieder nicht nur durch freie Erzeugende mit ungeraden Indizes gebildet
werden.

Beweis: Wir fiihren den Beweis induktiv. Fur die freien Erzeugenden

ist der Satz trivial. Wir kônnen also annehmen, fur Basiskommutatoren des

Gewichtes < w sei unsere Annahme richtig. Es sei Kwi [KdtT, Ket8] ein
Basiskommutator des Gewichtes w und KWti+1 [Katk9 KbJ] der zu ihm
benaohbarte. Dann gilt nach der Définition der Basiskommutatoren : a) es sind
Kê8 und Jlm benachbart oder b) Kd9 und Kak sind benachbart (faUs
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Kê8 KhJ). Die Bedingungen erfûllen nach Induktionsvoraussetzung
unsere Behauptung; also ist dièse auch fur benachbarte Kommutatoren des
Gewichtes w erfûllt.

Bilden wir mittels i FQ auf eine Untergruppe jF^-i von ^2q-i at>> so be-
deutet die Abbildung a eine isomorphe Abbildung von F^q_t innerhalb

Um die Unabhângigkeit von Kommutatoren mit q freien Erzeugenden zu
zeigen, beweisen wir vorerst den folgenden Hilfssatz :

7. Hilfssatz. Die Belationen von Kommutatoren mit q freien Erzeugenden und
von einer Art sind fur c p + n und n < p — 2 u%

Beweis (indirekt) : Es bestehe die folgende Abhângigkeitskongruenz :

rictl si<*8 — si /t\V/ -i * * • \J a
" \_/ - i_i I _|_ 1

1 8 —— ^ S-f-l \ /

Wir unterscheiden zwei Fâlle :

oc) In (I) treten nur Erzeugende 1. Stufe auf; d. h. die /-Elemente, welche zu
(I) AnlaB geben, enthalten nur Basiskommutatoren 1. Stufe. In den verschiedenen

Relationen Gt sind verschiedene Basiskommutatoren enthalten, denn
sonst stellt (I) eine Identitàt dar. Da aber nach Voraussetzung sâmtliche
Kommutatoren der Relationen Ci von gleicher Art sind, muB der Unter-
schied in gewissen Erzeugenden gleichen Gewichts (> 1) liegen. Basiskommutatoren

1. Stufe und gleichen Gewichts sind jedoch nur dann verschieden,
wenn sie verschiedenen Typus besitzen. Wir kônnen also annehmen, daB die
Erzeugende Kr8 (r > 1) in den Kommutatoren der verschiedenen Relationen
nicht gleich oft vorkommt. Damit jedoch die Art erhalten bleibt, treten an
ihrer Stelle als Ergânzung Erzeugende Krn eines andern Typus auf.

Wir wenden i auf Fq an. Dabei geht die Kongruenz (I) in eine solche von
¦^2ff-i ûber. In der neuen Kongruenz, wir nennen sie (I'), sind die freien
Erzeugenden Ki mit i 2n(n 1, q — 1) nicht enthalten. Die Elemente /'
sollen zur Kongruenz (I') AnlaB geben.

Der Zusammenhang von Kr8 und Krn bleibt auch fur K'r9 und K'rn
erhalten. Sind K'ft8 und K'rm benachbarte Basiskommutatoren, so kann
nach (6) zwischen Kr>f und Kr m ein Basiskommutator eingeschoben werden.
Wende ich auf {/'} c F%q_x die Abbildung a an (a : K'fti -> K'f8+1), so bleibt
die Kongruenz aïs solche bestehen. Hingegen enthâlt nun K'rtëJtl als be-
nachbarter Basiskommutator wenigstens eine freie Erzeugende K4 mit
i 2n(n 1, q — 1); d. h. die Typen von K'r8 und JC,#+i ^^
verschieden. Da die Erzeugende K'r%% in den Kommutatoren der verschiedenen

Relationen Gt verschieden oft vorkommt, treten in der umgeformten
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Kongruenz Relationen mit Kommutatoren verschiedener Typen auf, was (4)
widerspricht.

/?) In (I) treten auch Erzeugende 2. Stufe auf. Unterscheiden sich die
Erzeugenden 2. Stufe nicht, so kann oc) wiederholt werden. Die Erzeugenden
2. Stufe sollen verschieden sein; d. h. falls KT8 Erzeugende 2. Stufe ist, kann
ich annehmen, daB Kr 8 in den Kommutatoren verschiedener Relationen
verschieden oft vorkommt. Werden also, wie unter oc), die Abbildungen i und a
ausgefuhrt, so lâBt sich derselbe SchluB wiederholen. In analoger Weise lâBt
sich der Beweis auf Erzeugende beliebiger Stufe ausdehnen. Damit ergibt sich
nun:

8. Satz. Die Relationen der Kommutatoren mit q freien Erzeugenden sind fur
c p + n und n< p — 2 unabhângig.

Beweis (indirekt) : Es bestehe folgende Abhângigkeitskongruenz :

Cf C? C,+1 (I)

In (I) treten wenigstens zwei Arten von Kommutatoren auf, sonst ergibt
sich aus (7) ein Widerspruch. Es gibt daher mindestens eine Erzeugende
Kr8(r> 1), die nicht in allen Kommutatoren der Relationen von (I) gleich
oft vorkommt. Mit Hilfe der Abbildungen i und a : K'r8 -> K'ft9+1 kann
daher der Beweis analog zu (7) gefûhrt werden.

Verbindet man die Sâtze (3) und (8), so erhâlt man das folgende Haupt-
ergebnis :

9. Hauptsatz. Fur q freie Erzeugende, das Oewicht c p + n und n < p—2
wird die Defehtgruppe genau durch die verschiedenen Relationen e{ erzeugt,
welche nur Kommutatoren vom Gewicht p in den Komponenten K{ enthalten.

Mit Hilfe von (9) lassen sich sâmtliche Dimensionsdefekte ô9p+n fur n<p—2
berechnen.

Beispiele :
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