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Eine konstruktiv-figiirliche Begriindung
eines Abschnittes der zweiten Zahlklasse

Von H. WerMUS, Genf

§ 1. Einleitung

1. Allgemeines

Seit gewisser Zeit sind einige formale Darstellungen verschiedener Abschnitte
der zweiten Zahlklasse, worunter auch solche auf konstruktivem Wege!), ent-
wickelt worden?). In dieser Abhandlung wird eine Bezeichnung der Ordinal-
zahlen eines Abschnittes der zweiten Zahlklasse durch gewisse Zahlfiguren
(Z-Ausdriicke)3) ausgebildet. Diese Bezeichnungsweise ist hier besonders als
ein konstruktiver Aufbau und Weiterfilhrung der iiblichen CanTORschen
Schreibweise angelegt und ermdoglicht insbesondere auf Grund einer einfachen
Definition der Addition eine ziemlich iibersichtliche Entwicklung der trans-
finiten Arithmetik. Es wird auch jedem Ausdruck zweiter Art eine Hauptfolge
zugeordnet (vgl. § 10, 3).

Dieser Aufbau erfolgt jedoch als eine independente Theorie der Z-Ausdriicke,
wobei wir uns hier auf Zahlfiguren mit endlicher Stellenzahl (das heilt mit
endlichen Indizes)?) beschrinken. (Auf eine naheliegende Erweiterung dieses
Formalismus wird am Schlu8 kurz hingewiesen.) Der somit aufgebaute Ab-
schnitt der zweiten Zahlklasse ist zum Teil infolgedessen ein Abschnitt des
auf anderwertigen Vergleichsprinzipien aufgestellten Systems von ACKERMANN-
ScHUTTE (vgl. Literaturverzeichnis)4). Da aber der 4-stellige Ausdruck [0,0,0,1]
schon die erste kritische Epsilonzahl, wo die iibliche CANTORsche Bezeichnungs-
weise aufhort, darstellt, so ergeben die Z-Ausdriicke immerhin eine betrécht-
lich weiter gehende Formalisierung dieses klassischen Systems.

1) Zum Begriff des «konstruktiven Aufbaues» siehe A. CEURCH, Literaturverzeichnis [3].

3) Siehe Literaturverzeichnis am Ende.

3) Zur Erkléarung der Grundbegriffe siehe § 2. Siehe auch Beispiele im Anhang.

4) Vgl. K. ScHUTTE, Literaturverzeichnis [7]. Die ScrtUTTEschen Klammersymbole sind zwei-
zeilig geschrieben, und es entspricht etwa fir n > 2 dem n-stelligen Z-Ausdruck [0,...,0, Y]

L —
das @-Zahlzeichen <p( I(; 2 —1’_ i :13) , wobei Y* das @-Zeichen fiir Y und ¢ eine geeignete Funk-

a* b*(c* 0 1)
tion sind. Ebenso entspricht dem Z-Ausdruck [a, b, c] das ¢-Zahlzeichen q)( 0 0 ; 2 )
0 1
(vgl. FuBnote 23). SoHUTTE [7] enthilt in einer abweichenden (konstruktiven) Symbolik das

Funktionensystem von O. VEBLEN [1] und das System von W. ACKERMANN [4] (vgl. dazu [7],
Seite 15).
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Im ersten Teil der Arbeit werden Strukturtransformationen der Z-Aus-
driicke (§ 3 Amplifikation), die Vergleichsprozedur sowie die Operation W Z
(Vereinfachung) behandelt und deren Vertriaglichkeit bewiesen (§ 4). Die ein-
gefiihrten Amplifikationen und Vereinfachungen der Z-Ausdriicke entsprechen
den verschiedenen Darstellungsmoglichkeiten fiir eine Ordnungszahl in der
iiblichen transfiniten Arithmetik. AnschlieBend an ein einfaches Vergleichs-
prinzip fiir Zahlsequenzen wird dann der Begriff «Charakteristik» eines Aus-
druckes eingefiihrt, und es werden weitere mit diesem Begriff zusammen-
hingende Vergleichssitze bewiesen. Im § 8 wird, gestiitzt auf die vorangehenden
Ergebnisse, der Wohlordnungsnachweis gefiihrt.

Im II. Teil werden die Operationen der Addition und der Limesbildung
eingefiihrt (vgl. insbesondere die Sidtze 84 und 85) und deren iibliche Eigen-
schaften bewiesen. Weiter werden gewisse Systeme von Normalfunktionen und
deren kritische Stellen betrachtet und anschlieBend daran die Multiplikations-
sowie Potenzformeln hergeleitet. Zum Schlufl wird noch auf einige Zusammen-
hiinge zwischen den Z-Ausdriicken und der CaxTORschen Schreibweise und auf
die Beschaffenheit der Grenzzahl des hier entwickelten Systems hingewiesen.

2. Zur Einfiihrung der Operation « Amplifikation» und «Vereinfachung»

Wegen der angestrebten Wohlordnung miissen die Vergleichsbeziehungen
die (naturgemiBe) Bedingung — sie sei mit (1) abgekiirzt — erfiillen, die darin
besteht, daB ein Ausdruck niemals kleiner als irgendeines seiner Glieder?) Z,
sein soll (vgl. Satz 36). In Anbetracht dieser Forderung ist, im Hinblick auf
die Einfithrung eines Vergleiches der moglichst lexikographisch vorgehen soll,
zweierlei zu bemerken.

Zunichst konnen die zu vergleichenden Ausdriicke verschiedene «Stellen-
zahl» o(Z) aufweisen, was einem direkten lexikographischen Vergleich im
Wege steht. Aus o(Z) > o(Y) folgt natiirlich noch nicht Z> Y, wie es
etwa das Beispiel zeigt:

Z=1[2,3,1, Y=I[1,2]; o(Z)=3>0(Y)=2.

Nach den eben erwihnten Forderungen muB natiirlich ¥ > Z sein.

Es gelingt jedoch durch die Einfiihrung der Operation « Amplifikation» (§ 3),
Ausdriicke, in bezug auf den Vergleich, in Aquivalente iiberzufiihren, die die
gleiche Stellenzahl aufweisen.

Nun muB man noch zweitens bei der Einfiithrung eines Vergleiches den Um-
stand beachten, der sich an Hand der folgenden Uberlegung einstellt :

Sei ¢(4) =o0(B) undetwa: 4 =1[0,1,1] und B=([4,0,1].
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Durch lexikographischen Vergleich etwa von «rechts nach links» ergibt sich:
B < A. Nach obiger Forderung (1) sollte aber A < B sein, was einen Wider-
spruch ergibt.

Diese Schwierigkeit 148t sich beheben, wenn man naheliegenderweise in B
die rechts von A stehenden Glieder «0» und «1» beim Vergleich nicht beriick-
sichtigt. Diese Vernachlissigung 148t sich auf einige Weisen prézisieren.

Wird etwa die Bedingung :

(2) aus Z;>(Z,,...,244,,0,Z;,,...,2,] folgt
[Zlﬁzz"'"Zk—l’Zk’Zk-}-l""’ZT]:[ZI’ZE""’Zk]’

genommen, so sind, wie man leicht durch Beispiele zeigen kann, (1) und (2)
noch immer inkompatibel.
Wir fordern deshalb: Sei Z = [Z,,Z,,...,2Z,,...,2Z,].

(3) Aus Z,>[0,...,0,Z;,,,...,2,] soll folgen
Zy,Zy,....,24 4,24, 21115, 8,) =2y, 2Z,y,...,2,].

Im Hinblick auf die angestrebte Interpretation der Z-Ausdriicke, fiir die
etwa U =[0,1] der Ordnungszahl w, Uy =1[0,0,1] &, Uy =[0,0,0,1]
der ersten kritischen Epsilonzahl usw. entsprechen soll, ist (3) noch nicht das
zweckmiBigste®). Wir verschirfen ) also (3) zu

(4) Ist Z=[Z,,Zy,...,2Z,...,2,) und Z,=[Zy1, Zrss -+ Zxps++ - %),
so soll aus [0,Z.e,..-, Zpp>---5%1]>1[0,0,...,0,Z4.4,...,2,] folgen:
Z=1[2,,2,,...,2Z,), das heiBt, die Terme Z,;, mit [l > %k werdenin Z ver-
nachlissigt. Die Bedingung (H) im § 4 bildet eben eine naheliegende Formu-
lierung von (4).

Inwieweit andere Abarten der Bedingung (3) bzw. (4) brauchbare Vergleichs-
beziehungen ergeben, etwa

(5) Aus Z® =1[0,...,0, Zecxanys- > Zu] > (0,250, Zppss ..., 5]
(bzw. « >») folgt Z = [Z,, Z,, ..., Z,], soll vorldufig hier dahingestellt blei-
ben.

DaB (4) eine hinreichende Bedingung zur Einfithrung eines Vergleiches bil-
det, zeigen die folgenden Ausfiihrungen.

5) Wird némlich hier die in § 9 eingefiihrte Addition gedeutet, so ergiébe sich aus der Bedin-
gung (3), daB fiir jedes Z, firdas Z > Y ist, Y + Z = Z wire. Dieses Gesetz ist aber nicht
allgemeingiiltig fiir die transfinite Addition.

%) Gewisse nach (3) gleiche Ausdriicke werden nach (4) als verschieden ausfallen.

18 CMH vol. 35
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L TEIL
Begriindung des Vergleiches fiir die Z-Ausdriicke und die Wohlordnung

§ 2. Grundbegriffe

1. Es werden hier als Grundzeichen die natiirlichen Zahlen und die Null?)
sowie Klammern «[,]» verwendet. Fiir den in § 10 einzufiihrenden Begriff des
Limes wird noch dort eine Variable n, die Zahlen durchliduft, beniitzt.

2. Definition eines Z-Awusdruckes. Die Zahlen sind Z-Ausdriicke. Sind
Zy,2y,...,2, Z-Ausdricke, so ist [Z,, Z,,...,Z,] auch ein Z-Ausdruck.
Z-Ausdriicke werden zur Abkiirzung durch X, Y, Z mit eventuellen Indizes
dargestellt. Die Z,, 1+ =1,2,...,m sind Glieder von [Z,,Z,,...,Z,]%).
Z = Y bedeutet figiirliche Ubereinstimmung von Z und Y, wobei gleiche
Zahlen als identisch gelten.

3. Vorlaufige Gleichheitsbeziehung (triviale Vereinfachungen). Es soll stets
im folgenden fiir [Z,0,...,0]:Z und fiir [Z]: Z gesetzt werden.

4. Stellenzahl bzw. Gliederzahl o¢(Z). o(n) =1; sei m > 1 und Z, das
letzte =#£ 0 Glied von Z =[(Z,,2,,...,2,,,0,...,0], so ist o(Z) = m.

5. Stellenzeiger eines Gliedes bzw. eines Termes von Z. Sei Z ein Aus-
druck, der keine Zahl ist. Steht das Glied Y an der k-ten Stelle in Z, so ist
k der Stellenzeiger (oder Zeiger) von Y in Z:Z, =Y.

Ist jetzt A = [,1,... I, der Stellenzeiger von X in Y und x = k,k,...k,
der Stellenzeiger von Y in Z, so ist die «Sequenzy x4 = kik,... k1 1,...1,
der Stellenzeiger von X in Z:Z,, = X.

Sei noch Z,, wo ¢ die leere Sequenz ist, Z selbst. Ist & nicht leer, so
nennen wir Z, = X ein 7Term von Z. (Glieder sind also speziell Terme mit
einstelligem Zeiger.) Sequenzen von Zahlen, die Stellenzeiger darstellen, be-
zeichnen wir mit kleinen griechischen Buchstaben.

Weiter sagen wir, der Term Z, enthdlt den Term Zg, falls f = «y und
v nicht leer ist.

Wird ein Ausdruck Y als Term an die Stelle &« in Z gesetzt und wird Y
in Z, umbenannt, so sollen auch die Terme Y, von Y in Z,, umbenannt
werden. Diese Umbenennungsregel soll, wenn es darauf ankommt, im folgen-

den vorausgesetzt werden.
Die Stellenzeiger sollen lexikographisch von links nach rechts geordnet wer-

) 0,1,2,3,... werden hier kurz als «Zahlen» bezeichnet. Die Buchstaben &, 4,7, k, 1, m, n,

P, q, 7, 8, t beziehen sich auf Zahlen.
8) Es werden gelegentlich die Glieder von Z auch mit Indices versehene kleine Buchstaben

z,, 23 usw. dargestellt.
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den?). Die Reihenfolge des Auftretens der Terme Z, in Z ist dann durch die
lexikographische Ordnung ihrer Zeiger gegeben. Beispiel : Ist

Z=]1,[4,3,[0,4],7],5], soist Z, =1, Z,=[4,3,[0,4],7], Z,, = 4,
Zigy =3, 2yp=1[0,4], Z93, =0, Zyso =4, Zpy="7, Z; = 5.

6. Struktur eines Z-Ausdruckes. Die Struktur einer Zahl ist die leere Se-
quenz. Ist ¢(Z) = m und die Struktur von Z,, u, so sei die Struktur von
Z durch mpyu gegeben. Man sieht leicht ein, daBl die Struktur von Z der in
der obigen lexikographischen Ordnung groite Stellenzeiger ist, der «in Z vor-

kommt », und fiir den Z,, 5 o ist.

7. Stufe eines Z-Ausdruckes, S {Z}. Wir definieren S {n} = 1; sind die
n; Zahlenund n, 7% 0, sosei S {[n,, ny,...,n,]} = o([ny, ng,...,n,]) = p;
ist m>1 und Z,£0, sosei S{Z,,2,,...,24,]} = Max(m, 8{Z,},...,
S{Z,}). Esist klar, daBl man auch §{Z} = Max(c(Z,)), hat wo « alle in
Z vorkommenden Zeiger inklusive die leere Folge durchlduft.

8. Klammerzahl N (Z) eines Z-Ausdruckes.

Essei N(n)=0; N(Z,,%Z,,...,%4,))=N(Z,)+N(Z,)+ ---+N(Z,)+1.

9. Haufig beniitzte Abkirzung ZW®. Sei Z=1[Z,,..., 2, Zesr,-- -, 5,]
und ¢t <m = o(Z). Es soll bedeuten: Zm = [0,...,0,2,,,...,4,], wo-
bei Z© = Z zu setzen ist. Z" entsteht also aus Z , indem man in Z die
ersten {-Glieder durch Nullen ersetzt. Zu beachten, daBl wir statt (Z_,c)”’ kurz
Z{ setzten. Es ist also Z{P =1[0,...,0, Ze(un)s - - - » Zarl, WO r=0(Z,) ist.
Hingegen ist (Z"), das k-te Glied von Z® (also Null fir % < t).

Ist Z = n eine Zahl, so sei fiir jedes ¢ ¥ = 0. Ist ¢t > ¢(Z), so sei eben-
falls Z® = 0.

§ 3. Amplifikation

1. Definition. Sei ¢(Z)>2 und 1 <k < ¢(Z); dann bezeichne A4,Z einen
neuen Ausdruck Z' der auf folgende Weise aus Gliedern des Ausdruckes Z
gebildet ist:

Z,=2,, fir 1<t<k

Zin=2,, Z;, =0, fir 1<p<k,

Zy =2, , fir k<q<m, und 0(Zy) = o(Z) =m

Z, =0, fir r>Fk, dasheibt o(Z')=k,

oder ausfiihrlich:

AZ,, ..., 201,24y 2 =21, 234,[23,0,...,0,Z4,...,2,]],

%) Da keine Verwechslungen im Text zu befiirchten sind, benutzen wir fiir diesen Vergleich
einfach das Zeichen «<» (statt etwa a < B).

(4,):
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wobei rechts zwischen Z, und Z,,, k¥ — 1 Nullen als Terme stehen. Die
durch die Tafel (4,) definierte Umformung des Ausdrucks Z nennen wir
eine Amplifikation von Z. Eine Amplifikation A4, ist also dann und nur
dann in Z ausfiihrbar, falls

(Bed.1) 0¢(Z)>2 und 1<k <o(Z) gilt. Diese Bedingung ist aus der
Definition direkt zu entnehmen.

Ist A,Z =2, so hat man nach Definition Z® = Z/® (zur Abkiirzung
Z® | vel. §2,9).

Ist u die Struktur von Z und Z' = 4,Z, so ist die Struktur von Z’
durch ku gegeben. Wir bezeichnen diese Umformung mit a,(u) = ku.

Damit also a,(u) ausfithrbar sei, mufl hiernach die Struktur x4 von Z
die Form u = mp = o(Z)p besitzen, wo ¢ eine eventuelle leere Zeiger-
sequenz ist und dabei k <m gilt. a,(u) bewirkt dann eine Anfiigung des
Zeigers k links eines groBleren in u.

Die zu A,Z = Z' inverse Operation heile Reduktion R,Z' = Z. Damit
allgemein eine Reduktion R,, in einem Ausdruck Y ausfiihrbar sei, ist nach
der Tafel (4,) notwendig und hinreichend, daf3:

(@) 1<m=o(Y),
(b) o(Y,)>m und
) Y, =0 fir 1<t<m gilt.

Ist R, Y ausfithrbar, so muBl nach (a) und (b) die Struktur von Y die
Form » = mpyu haben, mit m <p = o(Y,). Dann bezeichnen wir mit
rm(¥) = pu, die durch R, Y bewirkte Umformung der Struktur von Y.
ra(7) hat also die Streichung des Zeigers m links eines gréferen aus » zur
Folge.

Danach ist also R, Y dann und nur dann moglich, falls

(Bed.2) esein Z gibt,sodall Y = A4,,Z und o(Z) = p>m gilt.

Die Ausfiihrbarkeit einer Amplifikation A4, bzw. einer Reduktion R,, in
einem gegebenen Ausdruck Z ist dann aus der Gestalt von Z feststellbar.
Man hat nun den

Satz 1. Esgilt S{Z} = 8{4,2}, wo k< o(Z) =m ist.

Beweis: Nach Definition von Z’' kénnen wir auch 8 {Z'} = Max(k, Z,, ...,
Zy—, Zy) setzen. Nach Definition von Zj ist S {Z{}=Max(m, Zy, Zys1,-- - >
Z,); da k<m ist, folgt daraus S{Z'} = Max(m,Z,,...,Zy_y, Zy, Zy,1,
..y Z,) =8{Z} nach Definition der Stufe von Z.

Als Korollar zu diesem Satz ergibt sich leicht nach Definition einer Reduk-



Eine konstruktiv-figiirliche Begriindung eines Abschnittes der zweiten Zahlklasse 269

tion: S{R,Y} = S{Y}, falls R, in Y ausfiihrbar ist. Setzt man ndmlich
Y*=R,Y, soist 4, Y* =Y und nach Satz1 S{Y*} = S{Y}.

2. Vertauschbarkeit zweier Amplifikationen (bzw. Reduktionen). Nach der
oben erwihnten Bedingung ist, fir » < o(Z), A,(A4,Z) moglich, dann und
nur dann, falls k<n = o0(4,Z) ist. Es soll nun 4,,Z die Amplifikation
A,Z, des Gliedes Z, von Z innerhalb von Z bedeuten. Hiernach ist
(4,.2), = A,Z,. Ist speziell ¢(Z) = p, so hat man:

A Z=1[Z,...,2,.,A,2,].

Eine entsprechende Bedeutung soll auch R,,Z besitzen. Wir bemerken,
dafl A,,Z eine Strukturverinderung von Z nur dann bewirkt, falls p = ¢(Z)
ist. Fir R, Z gilt dieselbe Bemerkung, falls s = ¢(Z) ist. Ist hingegen
p < a(Z), so handelt es sich um eine Strukturverinderung des Gliedes Z,
von Z.

Satz 2a. Sind A4,,Z und A4,,Z beide ausfiihrbar und & £ m, so gilt
Akt(AmpZ) = Amp(AktZ) .

Beweis: Da k 7 m ist, so betreffen die Amplifikationen 4,,Z und A4,,Z
zwei verschiedene Glieder innerhalb Z. Es ist dann die Ausfithrung beider
Amplifikationen — nach Voraussetzung iiber 4,,Z und A4,,Z - in beliebiger
Reihenfolge nacheinander moglich. Offenbar gilt dann auch die Behauptung.

Satz 2b. Ist 1<k <l<o(Z)=m, so sind alle nachstehenden Ampli-
fikationen ausfithrbar, und es gilt A4,(4,Z) = 4,,(4,2).

Beweis: Setzen wir A4,Z = Z', so gilt nach Tafel (4,) ¢(Z;) =m >1,
und es ist also A, Z’' ausfithrbar. Ebenso ist ¢(4,Z) = 1>k, also ist auch
A,(4,Z) ausfithrbar. Man kontrolliert dann mittels der Transformationstafel
(4,) die behauptete Identitat.

Aus (4,,Z) = A,Z,, Satz 2b und Tafel (4,) entnehmen wir die folgende
Regel:

Regel: Ist Z'=A,Z und 2" = A,(4,2), so ist Z,=Z;=2Z] fir
1<i<k und Z]=A4,Z, = A,((4,2),) = (4,(4,2)), mit o(Z;) =1.
Gestaltlich ist Z; =(Z4,90,...,0,Z411,--., 211, %21, Wo Zy,=[Z;,0,...,
0,Z,1,...,2,) und o(Z;;) = m ist.

Satz 2¢. Ist k<1, R, Y sowie R,(R,Y) ausfiihrbar, so ist auch R,(R,,Y)
ausfithrbar, und es gilt R,;(R.Y) = R,(R;Y).

Beweis: Setzen wir R,(R,Y) = Z, soist Y = A4,(4,Z). Die Behauptung
ist dann gleichbedeutend mit der im Satz 2b bewiesenen Identitét.
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Satz 3. Sei Z =[Z%,,...,%,] und R,Z ausfiihrbar, so gilt

a) fir m<k<o(Z,):A.(R,Z) =R, (4,.:2);
b) fir k<m:A4,(R,Z)=R,,(4,2) .

Beweis: a) Da R, Z moglich ist, so mul nach den Bedingungen (a), (b)
und (c) Seite 268 aufler ¢(Z,,) >m noch Z,, =0 fir 1<i <m gelten.
Wegen m <k werden aber diese Bedingungen auch in A4,,,Z erfiillt. Danach
ist R,(4,:Z) ausfiihrbar. Setzt man nun R,Z =Y, so folgt die
Behauptung aus der richtigen Identitdt A4,(4,Y)=A4,.(4,Y), die
A, Y=R,(4,:(4,Y)), also auch a) dquivalent ist.

b) Man iiberzeugt sich leicht, dafl unter den angegebenen Voraussetzungen,
die in der Behauptung stehenden Ausdriicke sinnvoll sind. Setzen wir nun
R,Z =Y und beachten, daB R,,X = X' eine dquivalente Aussage fiir
A, X' = X ist, so ist b) gleichbedeutend mit 4,,(4,Y) = A4,(4,.Y). Da
k < m ist, so folgt diese Identitdt aus Satz 2b.

Beispiel: Es ist

AS(Rd [Z15 ZZ’ Z3a [le’ O, O, O’ Z&S]]) == [Zly Z2a [Zaa 0, 05 0; Z41, Z45]] .

3. Verschiebung. Sei Z, ein Term von Z, mit o(Z)) =s> 2. Ist
l1<k<s, sosoll 4y,Z die Amplifikation A,Z, innerhalb Z bedeuten.
Analog fiir R),Z, falls R,Z, moglich ist. Eine Amplifikationsreihe WZ und
bzw. oder eine Reduktionsrethe RZ, die auf Z oder auf seine Glieder ausge-
iibt wird, soll eine Verschiebung VZ von Z heiflen.

Wir koénnen in naheliegender Weise vom Produkt zweier Verschiebungen,
von einer zu einer gegebenen inversen Verschiebung, sowie von der identischen
(leeren) Verschiebung sprechen. Da die Verschiebungen von rechts nach links
assoziativ sind, so kann man statt V’(V'Z) auch V" V'Z schreiben.

Es sollen hier kurz einige Eigenschaften von Verschiebungen aufgefiihrt
werden ; man kann deren Richtigkeit entweder aus der Erkldrung der Ver-
schiebung oder durch eventuelle mehrmalige Beniitzung der vorangehenden
Sdtze ohne Schwierigkeiten einsehen. Sie sollen nachstehend in Form von
«Feststellungen » formuliert werden.

Feststellungen:

a) Die Anzahl der von Null verschiedenen Terme in Z und in VZ ist
dieselbe.

b) Die Reihenfolge des Auftretens der von Null verschiedenen Terme in Z
und in VZ ist dieselbe, das heilt: ist « < und wird Z, durch V an die
Stelle o' in VZ, Zg an die Stelle ' in VZ versetzt, so ist noch immer
o < p.
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¢) Fiir die Stufe gilt nach Satz 1: S{VZ} = S {Z}.

d) Sei A,,Z eine Amplifikation des Gliedes Z, von Z. Ist die Struktur
von Z von der Form u = amf mit « oder (und) f eventuell leer, so ist
diese Amplifikation moglich fir 1 <k <m. Diese, der 4,,Z entsprechende
Transformation von g soll durch a,, (1) = akmp = u' angedeutet werden1?)
(«Einschiebung» eines Zeigers in ,u).. Analog entspricht 7, (u') =amf =pu
der durch die Reduktion R ,Z’ erfolgten «Streichung» von k aus u'.

Man kann nun allgemein die Einschiebung der Sequenz » =k, k,...k,
«zwischen» « und f in u =amp eindeutig durch a,,(u) = xxmp be-
zeichnen ; analog fiir die Streichung: 7, (u') = u. |

e) Sei u=mf die Struktur von Z. Will man g in u' = kpmp, wo
Max (k, p) < m ist, iiberfithren, so bilde man nach den Sdtzen 2

fir k<p Ay(4,Z2)=A4,,(4,2),
fir k>p A4,(4:2).

Will man nun kp aus u' = kpmpf streichen, so bilde man

fir k<p R,(R.Z)=R(R,2),
fir k>p Ry(Ry,2) .

Ist Z = Y, und die Struktur von Y u = amp, so ist die der Einschiebung
@yip() = ckpmp entsprechende Amplifikationsreihe durch A4,,(4,,Y) bzw.
durch Ayip(A,:Y) gegeben.

f) Man kann ohne Schwierigkeiten einsehen, daBl man e) auf folgende Weise
verallgemeinern kann:

Sei % =kyky...k,, k;>1 und Maxk,=k*<m, 1 <i<r und p=
=oamf, mit « oder (bzw. und) B eventuell leer, die Struktur von Z, so
hat man a,, (u) = axmp = p*.

Sind nun A’ und A’ zwei Amplifikationsreihen, so dafl Z' =U'Z und
Z" =N"Z dieselbe Struktur u* haben, so ist W' Z =UA"Z, und A" geht
aus A’ durch Anwendung der Sitze 2 und 3 hervor. Eine analoge Verallge-
meinerung gilt fiir zwei Reduktionsreihen, die u* in p iiberfithren. A’ und
A" bzw. R’ und R” sollen dann als dquivalente Verschiebungen von Z
heiBlen.

g) Zu jeder Verschiebung gibt es eine inverse, da offenbar jeder Struktur-
verinderung (Einschiebung oder Streichung) eine inverse entspricht. Enthilt
V zwei inverse Verschiebungen, so konnen diese aus ¥V fortgelassen werden.

10) Falls keine Verwechslung zu befiirchten ist, so lassen wir den Punkt unter k& weg.
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h) Sind keine Reduktionen in Z moglich, so sind in ¥V Z nur solche Reduk-
tionen ausfiithrbar, die zu einer Amplifikation, die in V enthalten ist, invers
sind. Denn es kann ¥V nur durch eine Amplifikation beginnen. Wire nun
etwa die Reduktion R, (VZ) ausfithrbar, so miiBte der Term (V Z),, nach
Bed. (2) die Form A,Z* haben. Nach f) und nach Voraussetzung mii3te dann
V eine zu A, #quivalente Amplifikation enthalten, etwa Ag,. Dann kann
man nach g) R,V durch eine ihr dquivalente Verschiebung V' von Z er-
setzen, die R,, und Ag, nicht enthilt. Wir formulieren noch folgenden Hilfs-
satz als Feststellung.

i) Sei y = amp die Struktur von Z und sei » = k,k,...k, eine Sequenz
mit 1<k; und Maxk,=Fk*<m fir +=1,...,r. Sei noch a,, (u) =
= axmf eine Einschiebung in u. )

Ist nun U eine dieser Einschiebung entsprechende Amplifikationsreihe und
ist WZ =2Z', so gilt:

(1) z.,=0 firalle t mit 1 <t <<k*;

axt —

(2) ZE =278,

Wir bemerken zunéchst, dafl es nach f) eine U gibt, so daBl Z’ die Struktur
axmfB hat. Dann beweist man (1) und (2) durch Induktion nach r, da fir
r = 1 ja die Behauptung nach Tafel (4,) richtig ist.

§ 4. Vergleichsverfahren und Vertriglichkeitsnachweis. Normalform

1. Der GroBenvergleich HLY

Wir fiihren gleichzeitig mit dem Vergleich von Z-Ausdriicken den Begriff
«Hauptglied von Z» sowie die Operation « Vereinfachung von Z» — symbolisch
WZ - ein.

I. Zahlen werden auf iibliche Weise verglichen. Sie sind auch ihre eigenen
Hauptglieder und gelten als vereinfacht.

Ist fiir ein Z ¢(Z) > 1, so ist fiir jede Zahl n:n < Z. Insbesondere ist
also O kleiner als jeder £ 0-Ausdruck.

II. Sei N(Z)=1, das heilt Z = [n,,n,,...,n,], wo alle n; Zahlen
sind. Ist A die groBte Zahl < r, fiir die n, > 0 ist, das heillt, ist o(Z)=h,
so ist n, Hauptglied von Z. A

Dannsgei Z2' = WZ = [n,,...,n,] der zu Z zugehorige vereinfachte Aus-
druck (fiir A =1 ist, nach § 2, 3, Z' = n,).

Seien jetzt Y und Z Ausdriicke, fiir die N(Y)= N(Z) =1 gilt. Man
hat dann auch N(WY)= N(WZ)= 1, das heiit, die Glieder von WY und
W Z sind Zahlen,
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Sei nun ¢(WY)=m und o¢(WZ)=mn, sosei WY = WZ, je nachdem
m=n ist. Ist m = n, so erfolgt der Vergleich zwischen WY wund W2Z
lexikographisch von rechts nach links. Wir bestimmen dann weiter: Es sei
Y= 7 dann und nur dann, falls WY = WZ ist.

Seien jetzt Hauptglied, Vereinfachung und Vergleich schon erklart fiir alle
Ausdriicke X, Y, fiir die Max (N (X), N(Y)) <k ist, und es gelte auch hier
X =Y dann und nur dann, falls WY = WZ gilt. Sei jetzt ein Z mit
N(Z) =k + 1 und seien alle Glieder Z; von Z bereits vereinfacht. Dann
ist Z, Hauptglied von Z =[Z,,..., Z,,], falls

() h die kleinste Zahl (< m) ist, fiir die Z{® > Z® gilt,
(H): wobei fiir h=m Z™ = 0 ist.
(B) falls es kein solches h gibt, soist A = m = o(Z).

Bemerkung : Ist o(Z,) > 1, soist Z® >0, nach I, also Z_f,? > Zm — ¢,
die Bedingung («) kann danach hochstens ergebnislos sein, falls Z,, = =»
eine Zahl ist, (da n'Y = 0 gilt), und es kann nur in diesem Falle Z, eine
Zahl sein. _

Der Vergleich in (x) ist bereits erklirt, da N(Z{") <k 4+ 1 gilt und ent-
weder N(Z®W) <k -+ 1 oder fir N(Z®W)=k+ 1 Z, eine Zahl folglich
ZP =0 ist.

Ist Z, das Hauptglied von Z, so setzen wir Z2' = WZ =[Z,,..., Z,]
als den zu Z zugehorigen vereinfachten Ausdruck.

Im Falle (8), das heilt fir h = m = ¢(2), ist Z=WZ.

Aus dem rekursiven Vergleichsverfahren ergibt sich, daBl in WZ bereits
alle Terme vereinfacht sind.

Es bleibt noch der Vergleich zwischen zwei Ausdriicken Y* und Z*, mit
Max (N(Y*), N(Z*)) =k + 1 zu erkliren. Sei Y=WY* und Z=WZ*.
Ist Max (N(Y), N(Z)) <k, so erkliren wir Y* == Z* dann und nur dann,
falls Y= Z ist. Sei nun Max (N(Y),N(Z)) =k + 1 etwa N(Z)=k + 1
und N(Y)=p <k -+ 1. Wir filhren eine Induktion nach p durch. Ist
p =0, also Y eine Zahl, dann ist nach I ¥ < Z, und der Vergleich ist aus-
filhrbar. Sei bereits der Vergleich fiir p < p, ausfiihrbar und sei nun
P =P, 0(Y)=n und o(Z) =m. Ist n = m, so ist der Vergleich lexiko-
graphisch moglich, da N(Y,) <k und N(Z,) <k fir 1 <¢<n ist.
Nehmen wir jetzt an n < m. Man bilde dann Z’' = A4,Z, und der Vergleich
zwischen Y und Z erfolgt durch lexikographischen Vergleich der entspre-
chenden Glieder Y; Z] von Y und Z'. Dieser Vergleich ist ausfiihrbar, da
fir alle ¢+ 1 <i<n gt N(Y,) <p,, auf Grund der Induktionsvoraus-
setzung iiber p.
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Ist nun n > m, so erfolgt der Vergleich zwischen ¥ und Z durch lexiko-
graphischen Vergleich der entsprechenden Glieder von Y'=A4,,Y und von Z.

Hierbei gilt fiir die Glieder ¥; und Z;, 1 <i <m, N(¥Y!) <p, und
N(Z,) <k + 1 mit hochstens N(Y,) = p,.

Ist po <k + 1, soist der Vergleich méglich nach Indikationsvoraussetzung
iiber k. Ist pp=4k + 1 und N(Y)) =k + 1, so ist der Vergleich ausfiihr-
bar auf Grund der Induktionsvoraussetzung iiber p, da N(Z,) <k + 1 = p,
ist.

SchlieBlich setzen wir Y* = Z*, je nachdem Y = Z ist. Damit ist der
Vergleich auch fir Max (N(Y), N(Z)) = k + 1 erklirt.

Wir formulieren noch besonders die Bedingungen fiir die Gleichheit, wie
man sie aus I und IT entnehmen kann:

III. Gleichheit. Es ist Y = Z dann und nur dann, falls

(G1) WY = WZ ist. Insbesondere ist auch Y = Z fiir Y = Z.
(G2) a) o(WY)=06(WZ)=h und Y,=Z, fir 1 <1 <h;
b) o(WY)=h<o(WZ)=k und Z' = A4,Z:
Y, =2Z;,1<i<h, ist;
bzw. fir A>k und Y' = 4,7 :
Y; =2 fir 1 <j<k gilt.

Hierbei ist « =» zwischen Gliedern von Y und Z bzw. von Y’ und 2’
entweder direkt aus (G1) oder durch eine in IT durchgefiihrte Rekursion in
bezug auf die Klammerzahl zu bestimmen.

In Anbetracht der Bedingung (H) nennen wir diese Vergleichsprozedur den
« H-lexikographischen Vergleich » (HLYV).

Folgerung aus HLV: Fir o(WY)=0(WZ)=h und Y <Z muB es ein
groBtes py <h geben, so daB Y, <Z, und (falls p,<h) Y,= Z, fiir
Po<t<h.

2. Vertriglichkeit und Eigenschatten der Vergleichsvorschriften

Offenbar liefert die in I und II beschriebene Vergleichsprozedur eine voll-
stindige Disjunktion, so dafl die Trichtomie Y = Z gilt. Wir zeigen noch,
daf} sie die iiblichen Eigenschaften eines GroBenvergleiches besitzt.

Satz 4. W (WZ)= WZ. Dies gilt nach Bedeutung von « W».

Satz b. WZ = Z.

Beweis: Setzen wir WZ = Y, so ist nach Satz4 WZ = WY, also nach
Gl Z=7Y.
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Satz 6. Ist Z, Hauptglied von Z,k<h und 4,Z =Z', soist Z, auch
Hauptglied von Z;, das heiBt, es gilt WZ; = (4, (W 2)),.

Beweis. Nach Definition des Hauptgliedes (HLV) gilt fiir 1 <t<h
E‘tl’ < Z®. Speziell ist also Z®P < Z® fiir k <t<h. Nun ist aber Z] =
=[Z24,0,...,0,Zy,...,2Z,,...,2%,]. Ist m>h, so gilt noch nach Vor-
aussetzung iiber Z, Z > Z® = Z!™_ Danach ist in jedem Fall Z, Haupt-
glied von Z;, w.z.b.w.

Satz 7. Esist 4,(WZ)= W(4,2).

Beweis: Wir kénnen annehmen k <h < ¢(Z), denn sonst wire die Be-
hauptung sinnlos. Ist also WZ =([Z,,...,%,,...,Z,], so ist auch nach
Satz 6 Z, Hauptglied von (4,Z),. Da alle Glieder Z, von WZ verein-
facht sind, so gilt hiernach das gleiche von den Gliedern von A4,(WZ). Es
bleibt also noch zu zeigen, daB Z; = A, (W Z), Hauptglied von A, (W Z) ist,
falls Z' = A, (WZ) gesetzt wird. Dieser Nachweis wird erbracht, indem man
zeigt, daB fiir alle Glieder Z;,1 <t <k, die also mit den Gliedern Z, iden-
tisch sind, die Beziehung Z/® < Z'® gilt.

Dies beweisen wir durch eine Induktion nach N (Z) = p, die sich zugleich
auf die Sdtze 7 bis 9 erstreckt. Fir p =1 gilt der Satz 7, denn alle Z,,
1 <t<k, sind dann Zahlen, und es ist Z—(tl) — 0< Z'®. Nach HLV ist
also Z; Hauptglied von Z' = A4, 7.

Nehmen wir jetzt an, der Satz 7 gelte fiir alle Ausdriicke Z mit N (Z_) < Po-
Um den Gedankengang nicht zu unterbrechen, nehmen wir noch an, dafl alle
in der Induktion beteiligten Satze fiir solche Z schon bewiesen sind. Sei nun
ein Z mit N(Z) = p, + 1, so geht der Beweis von Satz 7 folgendermafien
weiter:

Sind alle Z,, 1 <t <k, Zahlen, so ist die Behauptung offenbar richtig, da
dann Z—(t‘) —=0<Z'® ist. Sei jetzt fiir ein ¢’ N(Z,) > 1, so ist dann
N(Z%)) < Do, alsoist Z'*) vereinfacht. Nun hat man aber Z‘ﬁ’ < Z¢) | da
W Z vereinfacht ist, und Z'*) = 4,2, folglich nach Induktionsannahme
iiber Satz 8, Z'*) = Z&). Nach Satz 8 bzw. 9 gilt also ZP < 2", Z,
kann somit nicht Hauptglied von Z’ sein. Nach HLV ist also Z; Hauptglied
von Z' und die Giiltigkeit des Satzes 7 fir N(Z) = p, + 1 erwiesen. Somit
kann auch die Giiltigkeit aller in der Induktion nach p beteiligten Sitze auf
jedes p erstreckt werden.

Wir beweisen jetzt die Sitze 8 und 9.

Satz8. Sei Y =2 und Z' = A,Z, soist Y =2'".
Beweis : Wir bemerken zunichst, daB fiir ein vereinfachtes Z mit N (Z) < p,
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auch 4,7, gemiB der Induktionsannahme, vereinfacht ist. Daaus WZ'=WY
nach HLV Z' = Y folgt, so konnen wir fiir das folgende Z und Y als ver-
einfacht annehmen. Sei weiter ¢(¥Y) =g und o(Z) =h.

Fall (1). o(Y)=0(Z)=h. Esist dann Y, =Z;, 1 <1 <h, also auch
Z;=7Yj, fallsman ¥' = A4,Y setzt und 1 <j <k nimmt. Da k = o(Z')
ist, so hat man nach (G2) Z' =Y.

Fall (2). k<h =0(Z)<g=0(Y). Sei Y*=A4,Y, so muBl nach (G2)
Z,= Y} fir 1 <i <h sein. Insbesondere gilt also Y; = Z,. Setzen wir
nun Y'=A4,Y*=A,(4,Y), so gilt danach Yy =2[ (da Y, =A4,Y}
die gleiche Stellenzahl & wie Z; hat und die entsprechenden Glieder von
Yy und Z; gleich sind). Weiter folgt wegen ¢(Z;) = b nach HLV Y} = Z|.
Beachten wir noch, daB Z;=2,=Y,=Y;=7Y; fir 1 <j<k ist, so
ergibt sich Y' = A4, Y =2'. Da k = o(Z’) ist, so gilt nach HLV Y = Z.

Fall 8). g <k<h. Sei Z*=A4,Z; aus Y = Z folgt dann Z} = Y,
1 <14 <g¢g; insbesondere also Z;" =Y,. Ist ¢ =k, so schlieBt man direkt
nach HLV Y =2'=27Z*. Sei also g<k und Z"= A4,(4,Z). Man hat
also Z] = A,Z;. Um dann daraus auf Y, = Z; zu schlieBen, filhren wir
eine Induktion in bezug auf N(Y) durch. Fir N(Y)=1 sind die Y,,
1 <t <g, Zahlen, und es konnen demnach nur die Fille (1) oder (2) vorliegen,
da fir g<h o(Z))>2 und Y,<Z] somit Y <Z folgen wiirde. Neh-
men wir an, der Satz sei bereits bewiesen fiir N(Y) < qg<p — 1; ist jetzt
N(Y)=gq+ 1, soist N(Y,) <gq, alsofolgt aus ¥, = Z;" nach Induktions-
voraussetzung Y 6 = Zf,' . Danach ist Z" =Y und o¢(Y)=g, also nach
HLV A, Z=72'"=7Y, w.z.b.w.

Satz 9. Ist Y < Z, soistauch Y< A, Z=27', fir k< o(Z).

Beweis: Analog wie bei dem Beweis des vorigen Satzes konnen wir auch
hier Y und Z als vereinfacht annehmen. Denn es ist dann nach Induktions-
annahme 4,7 vereinfacht undaus WY < W(A4,2) folgt nach HLV Y < Z'.

Sei YY=A4,Y,0(Y)=n,l=0(Z) und Y" = A4,(4,Y).

Fall (1). n =1. Wir vergleichen Y’ mit Z'. Nach Voraussetzung gibt
es ein groBtes t,, so daB Y ts < Zy,, Wobei t, <1 ist.

Ist nun k <t, <1, so ist bereits Y} < Z; nach HLV. Ist ¢, <k, so hat
man spitestens Y; = ¥, <Z; , also nach HLV in jedem Fall Y’ < Z';
da o(Z') = k ist, so gilt weiter nach HLV Y < Z’.

Fall (2). I<n. Sei 4,Y = Y*. Nach Voraussetzung gibt es ein grofites
to <1, sodaB Y; < Z, ist.Fiir t,<k hatman ¥} =2, und Y;=Y,=2,
mit t, <t <l. Wegen der Gleichheit der entsprechenden Glieder ist also
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Yy = Z;. Nun ist aber Yy = A4,Y; das heiBt o(Y}) =1, also nach (G2)
Y:; = Zi. Nach Bedeutung von ¢, ist also nach HLV ¥’ < Z' und wegen
o(Z'Y =k auch Y <Z'.

Ist k <ty <l, so ist bereits ¥Y; < Z,, also nach HLV Y} < Z/ und
wegen o(Y}) = o(Z;) =1 auch Y, < Z;. Danach ist ¥’ < Z’' und nach
HLV, wegen k = o(Z'), Y < Z'.

Fall (3). n<l. Sei Z*=A4,Z. Aus Y < Z folgt, daBl es ein groBtes
ty <mn gibt, so daB ¥, < Zj gilt; falls ¢, <n ist, so gilt noch ¥, = Z%
fir ty<t <mn. Weiter ist noch Z} = Z, fir m <n. Wir unterscheiden
drei Unterfille:

(3.1). £ = n. In diesem Fall ist die Behauptung klar, da Z* = Z ist.

(3.2). k<n. Sei 2" =A,2*=A,(A4,Z); man hat dann A4,Z; = Z;
und nach Definition dieser Amplifikationen Z}, = Z*. Nach Definition von
t, ist Y, < Z¥, hiermit nach HLV Y} < Zy. Da o(Y}) = o(Z;) = n ist,
folgt nach HLV, je nachdem t, >k oder t, <k ist, Y} < Z; oder Y} = Z}.
Auf jeden Fall ergibt sich aber nach HLV Y’ < Z’, also auch Y < Z'.

(3.3). n<k<l. Sei Z=A,2' = A,(A,Z); man hat dann 4,Z* = Z,
und Z,, = Z.. Definieren wir noch den Zeiger ¢, wie in vorigen Féllen. Ist
ty<mn, soist Y, = Z%; nach Satz 8 ist also Y, = Zn. Nach Bedeutung
von t, ergibt sich aber Y < Z. Wegen n = ¢(Y) ist hiernach Y < Z'.

Ist t, = m, so hat man bereits ¥, < Z*. Um daraus auf Y, < 4,Z* = Z_,,
schlieBen zu konnen, verwenden wir eine Induktion nach N(Y). Ist N(Y)=1,
also Y,, eine Zahl, so ist sicher Y, < Z_,,, da o’(Z_n) = k> 1 ist. In diesem
Falle ist also Y < 4,Z' = Z und nach HLV Y < Z'.

Sei jetzt die Behauptung als bewiesen angenommen fiir alle Y mit
N(i’—) <qg<p—1, und sei nun ein Y mit N(Y)=g¢g + 1. Dann ist
Y. < Z,, entweder nach einem der frither bewiesenen Félle oder, falls fiir
Y,, ZF und Z,, der Fall (3.3) vorliegt, so folgt nach Induktionsvoraus-
setzung wegen N(Y,) <q Y, < Zn. Demnach ist wiederum nach HLV
Y < A,Z'" und wegen o(Y) =n auch Y < Z’. Hiermit ist der Satz bewie-
sen und nach Induktionsvoraussetzung iiber p die Giiltigkeit der Sétze 7, 8, 9
voll erkannt. Zugleich ist auch bewiesen: Ist ¥ =2 und 4,72 = Z*, so
ist ¥ = Z*; ebensoist Y < Z, soist ¥ < Z*.

Satz 10. WZ = A, (WZ)= W(4,Z).

Beweis: Es ist k= c(4,(WZ)) <h=0(WZ). Sei Y =WZ, so ist
A, Y = A,(WZ), also nach (G2,b) Y=WZ = A,(WZ). Nach Satz 7
folgtauch WZ = W(A,Z). NachSatz7 und (G1)istauch 4, (WZ) = W(4,4).
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Satz11. WZ = A,Z.
Beweis: Nach Satz 7 und Satz 10 gilt A,(WZ)= A,Z. Dabei ist
k= o(4,(WZ)), folglich nach (G2) WZ = A,Z.

Satz 12. Z = A, (WZ)= W(A,.Z).
Beweis: Aus A,Z = A,(WZ) und k= o(A,(WZ)) folgt nach (G2)
Z = A,(WZ). Nach Satz 7 ist auch Z = W(4,72).

Satz 13. Z = A, Z.

Beweis: Nach Satz 7 ist (4,(WZ)), = (W(4,2));, fir 1 <i <k, wobei
k=o0o(Ax,(WZ)) = a(W(4,Z)) ist. Nach (G2) gilt also die Behauptung.

Aus den vorangehenden Sdtzen 7 und 10 bis 13 folgt also

(GZ) Z—=WZ—=A,7—=A,(WZ) = W(A,Z).

Setzt man in den obigen Sitzen Z' = A,Z, so ist Z = R,Z’'. Man kann
dann die zu (GZ) analogen Beziehungen

(RZ) Z' = WZ' = R,Z' = R, (WZ') = W(R.Z'

folgern. Offenbar ergibt sich weiter, dal man die Giiltigkeit des Satzes 7 auf
eine beliebige Verschiebung V erweitern kann, also: V(W2Z) = W(V Z).

Satz 14, Ist 4,Z =7, soist Z=17Y.
Beweis: Fall (1). ¢(Y) = k. Dann ist direkt nach HLV Y = Z.

Fall (2). o(Y)=n>k. Sei Z=A,Z und Y' = A,Y, so muBl nach
HLV Y= Z; sein fiir 1 <i <k. Insbesondere ist Z; = Y. Sei nun
0(Z') = m ; nach Definition der Amplifikation ist anderseits o(Y')=0(Y)=mn.

Ist » = m, so hat man weiter Z, = Y,, k <t <n, da diese Ausdriicke
als Glieder von Z; bzw.von Y} auftreten. Alsogilt ¥, = Z, fir 1 <17 <n,
folglich ist nach HLV Y = Z.

Ist n<m und A,Z] =2, so folgt aus Z; =Y, daB Z,= Y, fiir
E<t<n gilt. Also ist auch 4,Z = Y und wegen o(Y)= n nach HLV
Z=1Y.

Ist m>n und YY" =A4,Y’, so ist A,Y, =Y, = Z,. Man hat also
Y, =2, fir k<t<m, also auch fir 1 <t <m, das heillt, es ist
A,Y =Z. Da ¢(Z) =m, so folgt daraus ¥ = Z.

Fall (3). o(Y)<k. Dann mull Z* =A4,Z' = Y sein. Daraus hat man
Zf =Y, fir 1 <1 <mn, also insbesondere Y, = Z)}. Setzen wir Z = 4,2
so ist ZF = A,Z,. Um aus dem vorangehenden auf Y, = Z, zu schlieBen,

verwenden wir eine Induktion nach N(Y). Fiir N(Y) =1 kann nur einer
der Fiille (1) oder (2) vorliegen. Ist schon der Satz fiir alle Y* mit N(Y*) <g¢q
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bewiesen und ist N(Y)=gq + 1, so gilt ¥, = Zn auf Grund der Induk-

tionsvoraussetzung, da N(Y,) <gq ist. Da aber ¢(Z) = n ist, so folgt nach
HLV Z =Y, w.z.b.w.

Als Korollar zu Satz 14 ergibt sich:

Ist Y =2Z und R, eine in Y ausfithrbare Reduktion, so ist R,Y = Z.
Denn setzt man Y* = R,Y, soist ¥ = A,Y* = Z. Nach Satz 14 folgt
daraus Y* = Z, w.z.b.w.

Ganz analog dazu ergibt sich als Korollar zu Satz 8:

Ist R, einein Y ausfiihrbare Reduktion und ist R, Y = Z, soist ¥ = Z.
Setzt man namlich Y' = R,Y, so ist Y = A4,Y’, also auch nach Satz 8
Y =2Z.

Als unmittelbare Folge dazu erhilt man weiter den

Satz 15.

a) Ist Y =2, so ist fiir jede (ausfithrbare) Amplifikationsreihe A,
Y=UZ.
b) Ist Y =UAZ, soist ¥ = Z.
¢) Ist Y = Z, soist fiir jede (ausfiihrbare) Reduktionsreihe R, RY = Z.
d) Ist RY =2Z, soist Y = 2Z.
) Ist Y =2 undsind V' und V" (ausfithrbare) Verschiebungen, so ist
V'Y =V"Z.

Beweis: a) Ist AZ =AD(AV(...(4ADZ)...)), so ist nach Satz 8
AMZ = Y; nach weiteren r — 1-maligen Anwendungen dieses Satzes folgt
Z=Y.

b) Ist Y=AW(Ar-V(...(AMZ)...))=2Z" und AD(...(4M2Z)...)=
=ZW, go ist AMZr-1) = Z"_  Nach Satz 14 hat man also Z"1 =Y,
Nun ist aber A-1Zr-2) = Z(—-1) galso auch Z"? = Y usw. Nach ins-
gesamt r-maliger Anwendung des Satzes 14 ergibt sich auf diese Weise Z = ¥,
w.z.b.w.

Die Behauptungen ¢) und d) ergeben sich ganz entsprechend durch mehr-
malige Anwendung der Korollare zu Satz 8 und Satz 14.

e) Nach Definition der Verschiebung V als eine aufeinanderfolgende Aus-
ibung von Amplifikations- und Reduktionsreihen ergibt sich diese Behauptung
durch eventuelle mehrmalige Anwendung der Sétze 15a bis 15d.

Satz 16. Ist ¥ = Z, so gibt es eine Verschiebung V derart,dal VY =Z
wird.,

Beweis: Durch Induktion nach N(Z). Ist N(Z) =1, so sind die Z,
Zahlen, und es folgt aus Z, = Y,;, daB die Glieder Y, auch Zahlen sind.
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Man hat also Z =Y, und V ist die Identitéit. Sei jetzt die Behauptung be-
wiesen fiir alle Z*, fiir die N(Z*) <p ist, und sei N(Z) =p + 1. Wir
unterscheiden drei Fille:

Fall (1). o(Y) =o0(Z) =mn. Es gilt nach Voraussetzung Y,=2;,, 1 <
<i<n. Da N(Z,) < p ist, so gibt es nach Induktionsvoraussetzung fiir
jedes ¢ eine Verschiebung V, derart, daB V,Y,=Z, ist. Setzen wir fiir
V etwa die Verschiebungsreihe V,V,_,...V,, sohat man VY = Z.

Fall (2). ¢(Y)> 0(Z) =n. Dann gilt nach HLV Y = A4,Y = Z, wo-
bei man o(Y') = o0(Z) = » hat. Nach Fall (1) gibt es dann eine Verschiebung
V derart,dal VY’ = Z ist. Setzen wir nun V* = VA4,, sogilt V*Y = Z.

Fall (3). m =o0(Y)<o6(Z) =n. Dann mufl Z' = A4,,Z = Y gelten. Man
hat dann Z; =Y, fir 1 <¢:<m und N(Z]) <p -+ 1, wobei hochstens
N(Z]) = p + 1 sein kann. Nach Induktionsvoraussetzung iiber p existiert
somit fiir jedes §, mit 1 < j<m eine Verschiebung V,, so dal V,Y, =
= Z; = Z, wird. Um noch zu beweisen, da8 es auch ein V,, mit V, Y, = Z,
gibt, fithren wir eine Induktion nach N(Y) = q. Fiir ¢ = 1 kann nur einer
der Fille (1) oder (2) vorliegen, da dann Y,, eine Zahlist ; denn im Falle (3) wire
o(Z,)>1, also Y,<Z/, und man hitte ¥ <Z entgegen der Voraus-
setzung. Nehmen wir dann an, der Satz sei bewiesen fiir N(Z) <p 4+ 1 und
q<q, und sei N(Y)=¢g,+ 1. Nun ist aber N(Z))<p-+1 und
N(Y,) <q,, also ist die Existenz der Verschiebung V,, erwiesen. Sei nun
jetzt V=V,V, ,...V,, sogilt VY =A4,7Z. Setzen wir V*=R,V, so
ergibt sich V*Y =Z, w.z.b.w.

Satz1Y. Ist X =Y und Y =12, soist X = Z.

Beweis: Nach Satz 16 gibt es eine Verschiebung V* derart,da V*X =Y
ist, ebenso Vv, so dal VvY = Z gilt. Setzen wir nun V fiir die Verschie-
bungsreihe V¥ V=%, sogilt VX =2Z. Nach Satz 15 hat man X=27, w.z.b.w.

Satz 18. Ist Y < Z, soist 4, Y < Z.

Der Beweis dieses Satzes erfolgt durch eine dem Beweis des Satzes 9 analoge
Diskussion. Sei ndmlich ¢(Y) = n, o(Z) =1, so gibt es nach Voraussetzung
ein groBtes ¢, < Min (n,l) derart, daB Y, < Z; ist, wobei Y’ bzw. Z'
eventuell eine geeignete Amplifikation von Y bzw. Z bedeuten. Die Be-
hauptung ergibt sich, indem man alle sinnvollen Anordnungen der Zahlen
to, £, n und I durchgeht und unter Benutzung einer Induktion nach N (Z).

Satz 19. Ist Y < Z und sind alle angegebenen Verschiebungen ausfiihrbar,
so gilt:
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a) R, Y<Z
b) Y <R, Z
¢) AY<Z
d) Y<UZ
e) VY<V'Z.

Beweis: a) Wire R,Y > Z, so wire auch nach Satz 9 bzw. 8 4 _(R,Y) =
= Y > Z entgegen der Voraussetzung ; also ist a) bewiesen.

b) Wire Y > R,Z, so hitte man nach Satz 8 bzw. 18 Z = 4,(R,Z) < Y,
was der Voraussetzung widerspricht ; also gilt auch b).

¢) Sei etwa AY = AMN(AT™V(...(AMY)...)), so ist nach Satz 18
AWVY < Z; daraus nach r — 1 weiteren Anwendungen des Satzes 18 folgt
die Behauptung.

Unter eventueller mehrmaliger Beniitzung der vorangehenden Sitze be-
weist man auch ganz analog die Behauptungen d) und e).

Satz20 a) Ist X =Y und Y < Z, soist X < Z.
b) Ist X =Y und Y >7Z, soist X > Z.

Beweis: a) Nach Satz 16 gibt es eine Verschiebung ¥V, sodaB VX =Y.
Dann folgt die Behauptung nach Satz 15e.

b) Wire X = Z, so hitte man nach Satz 17 ¥ = Z; wire X < Z, so
hitte man wegen X = Y nach a) Y < Z. Beide Annahmen fiihren also
zum Widerspruch mit der Voraussetzung, wonach auch b) erwiesen ist.

Satz 21. Ist X <Y und Y < Z, soist X < Z.

Beweis: Sei ¢(X)=Fk, 0(Y)=mn und ¢(Z)=p; seiauch m=Min (k, n, p).
Ist etwa L = m, so kann man mittels 4,,Y = ¥’ und 4,,Z = Z' bewirken,
daf die drei Ausdriicke X, ¥’ und Z' die gleiche Stellenzahl m aufweisen.

Gelingt es zu zeigen, daBl X < Z’ gilt, so folgt die Behauptung des Satzes
wegen Z = Z' nach Satz 20. Ein dhnlicher Schluf3 erfolgt, falls m = »n oder
m = p ist. Es geniigt also, den Satz fiir drei Ausdriicke X, ¥ und Z mit
derselben Stellenzahl zu beweisen.

Sei also ¢(X) = ¢(Y) = 6(Z) = m. Nehmen wir an, ¢, sei der groBte
Zeiger, fiir den X, <Y, ist;ebenso r, seider grofite Zeiger, fiirden Y, <Z,,
ist. Ist ¢, < 7,, so gilt X, = Y, und zugleich Y, <Z, ; nach Satz 20 hat
man also X, < Z,. Nach Bedeutung von r, folgt aus HLV X <Z. Ist
ty>r,, so folgt nach Definition dieser Zahlen X, < Y, = Z,, also nach
Satz 20 X, < Z, und nach HLV X < Z.

Sei jetzt ¢, = r,. Induktion nach N(Y)=gq. Ist ¢ =1, soist Y, eine
Zahl, folglich muBl auch X, eine Zahl sein. Aus Y, < Z, folgt dann sicher
X,, < Z,. Wegen der Bedeutung von ¢, ergibt sich aus HLV X < Z. Sei

19 CMH vol. 85
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jetzt angenommen, der Satz sei bewiesen fiir alle Y*, fiir die N(Y*) <gq,
ist, und sei nun N(Y) = q 4 1. Dann ist aber N(Y,) < g,, also kann man
aus X, <Y, uwd Y, <Z, X, <Z, folgern. Daraus folgt aber nach
HLV X <Z, w.z.b.w.

Hiermit ist die Konsistenz des im § 4 definierten GroBenvergleiches fiir die
Z-Ausdriicke erwiesen.

Wir fithren noch den Begriff der « Normalform » (Nf) eines Z-Ausdruckes ein.

3. Normalform (N1)

Definition. Z ist in Nf, falls:

(1) Z vereinfacht ist.

(2) Z «vollstindig reduziert», das heillt, es ist keine Reduktion weder in Z
noch in irgendeinem Term von Z moglich.

Satz 22. Die Nf eines Z-Ausdruckes ist eindeutrg.

Beweis: Zahlen sind in Nf, und diese ist eindeutig. Sei jetzt die Behauptung
bewiesen fiir alle Y mit N(Y) <k wund sei N(Z)=Fk+ 1, wo
Z=[2,,2,,...,%Z,], und alle Z, in Nf, die eindeutig ist, nach Induktions-
voraussetzung. Nach (RZ) (vgl. Seite 278) ist es fiir das Ergebnis gleich-
giiltig, wenn man zunéchst Z vereinfacht und dann eventuell reduziert:

WZ=1[Z,,2,,...,2Z,], h <m, Z, Hauptglied von Z.

Sei danach Z, =[Z,,,...,%,,] in Nf. Ist r <h, so ist R,(WZ) un-
moglich und WZ bereits in Nf, die eindeutig ist.

Ist r >h und Bed. (c), Seite 278, nicht erfiillt, das heiflt, gibt es ein ¢,
l1<t<h, mit Z,,>0, soist R,(WZ) unmoglich und WZ in Nf, die
nach Induktionsvoraussetzung iiber Z, eindeutig ist.

Ist dagegen fiir alle ¢, 1 <t <h, Z,, = 0, so ist

RA(WZ) = 2% =[Zy, Zay ..., By, ZX, 2., ..., 2F]
mit Zy=25,Z,,=2;, h<q<r.

Da nach Induktionsannahme Z, in Nf ist, so ist R,Z, nicht ausfiihrbar, also
auch R,Z* ist nicht ausfiihrbar, das heilt, es ist Z* vollstindig reduziert.
Nach Satz 6 ist Z} Hauptglied von Z*. Z* ist also nach (RZ) auch verein-
facht und in Nf, und diese ist eindeutig, w.z.b.w.

Satz 23. Sind Y und Z Ausdricke in Nfund Z=7Y, soist Y = Z.
Beweis: Nach Voraussetzung sind ¥ und Z vereinfacht. Nach Satz 16
gibt es eine Verschiebung V derart, daB VY = Z ist. Nun kann V nur
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die Identische Verschiebung (also leer) sein. Denn ¥ kann nach § 3, 3h, keine
Reduktionen von Y enthalten, da Y in Nf ist. Wiirden hingegen in ¥V
Amplifikationen Y von Y vorkommen, so konnte man die zu U inversen
Reduktionen auf Z ausfiithren, entgegen der Voraussetzung, nach der Z in
Nf ist. Also muB8 V die Identische Verschiebung sein, und es gilt ¥ = Z,
w.z.b.w.

Als Korollar zu dem Satz 16, Definiton von Nf und Feststellung h) vom § 3, 3
hat man noch: Ist N die Normalform von Z, so gibt es eine Amplifikations-
reihe Y derart, daB AN = Z ist.

Satz 24. Ist Y = Z, so ist die Nf von Y identisch mit der Nf von Z.

Beweis: Sei N? die Nf von Z und NY die Nf von Y. Dann gibt es zwei
Amplifikationsreihen WY und A> derart, daf AYN?Y =Y und A:N*=2Z
ist.

Aus UAYNY = U*N+ folgt nach Satz 15 NY = N2, also nach Satz 23
Nv= N2 w.z.b.w.

4. Spezielles Vergleichskriterium mittels der Stufe

Wir beweisen jetzt durch eine gleichzeitige Induktion nach k=Max(N (X),
N(Y), N(Z)) die folgenden drei Sitze:

Satz 5. Es gilt S{X} =S {WX}= Max (S {X,},h), wo X, Haupt-
glied von X ist.

Satz 26. Ist Z vereinfacht, so ist S {Z} = 8 {ZW}.

Satz 27. Ist S{Z}> S{Y}, soist Z> Y.
Ist k=1, so sind alle drei Behauptungen richtig nach Definition der
Stufe eines Ausdruckes.
Bezeichnen wir jetzt die genannten Sitze durch folgende Angabe der Klam-
merzahlbedingung :
Satz 25, fir N(X) <k

Satz 26, fir N(Z) <k
Satz 27, fir Max (N(Z),N(Y)) <k,

und nehmen wir an, sie seien schon fiir ¥ <k, bewiesen. Zum weiteren Be-
weis zerlegen wir den Satz 25, ,, in die zwei Teilbehauptungen 25} 44
8{X}=S8{WX} und 25; ,,:8{X} = Max (S{X,}, k).

Beweis von 25;, ., :

GemiB der Induktionsannahme 25; é#ndert sich die Stufe von §{X}
nicht, wenn die Glieder von X vereinfacht werden; wir kénnen daher in
X =[X,,...,X,] die X, von vornherein als vereinfacht annehmen. Es
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ist dann WX =[X,,...,X,] bzw. fir h=1 WX =X,. Falls n=h
oder 8{X} =8 {X,} fiirein § <h, soist die Behauptung ersichtlich.

Wir brauchen also nur die Félle zu betrachten S{X}=n>h oder
8 {X}> n>h und zugleich §{X} = 8{X,} fiir ein p > A. In beiden Fil-
len ist aber S {X™} = § {X}. Ferner gilt auf Grund von HLV: X{ > X%,
X, kann hiernach keine Zahl sein, also ist N (f M) < N(X), desgleichen ist
N (X_(,,l)) < N(X). Es folgt daher nach 27, 8§ {XT-S‘”} > 8 {)_f"”} und erst
recht S{X,} >S{XW} =8 {X}, somit S{X,} =8{X} und S{WX} =
= 8 {X}. Diese Uberlegung bleibt auch im Falle A = 1 giiltig. 25’ ist damit
bewiesen.

Beweis von 25 ., :

Auf Grund von 25; ., konnen wir X (und damit auch X,) bereits als
vereinfacht annehmen; wir haben also X =[X,,..., X,] bzw. fir A =1
X = X, = X,. Es ist nun der Fall auszuschlielen, dal 2 < 8 {X} und zu-
gleich 8 {X,} <S{X}. Angenommen, es gebe ein grofites ¢ <h, fiir wel-
ches §{X,} = 8 {X} ist. Nach der Definition des Hauptgliedes mufl aber

8 {X{M < 8§ {X®} sein. Auf Grund unserer Annahme iiber X, und % wire
8{X®} < §{X} und somit §{X{P} <8 {X} und ander