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liber die Homotopie- und Cohomologiegruppen
von Âbbildungen1)

Von Caspab Robebt Ctjrjel, Zurich

Einleitung und Zusammenfassung

Es werde eine stetige Abbildung / des Raumes X in den Raum Y be-

trachtet, / : X -> Y. Zur Untersuchung einer solchen Abbildung haben Eck-
mann-Hxlton in der Note «Groupes d'homotopie. Suites exactes» (vgl. [2] des

Literaturverzeichnisses am SchluB dieser Arbeit) unter Umgehung des Begrif-
fes des Abbildungszylinders «Homotopiegruppen der Abbildung /» definiert
und dièse mit IIn(A,f) und IIn(f,A) bezeichnet. Dabei ist A ein festge-
wâhlter Raum, der die Rolle eines Koeffizientenbereiehs spielt. Ist / eine

Einbettung X c Y, so reduzieren sich dièse Gruppen auf die relativen
HuREWiczschen Homotopiegruppen von Y mod X bzw. auf die relativen
Cohomologiegruppen, falls fur A eine Sphàre bzw. ein Eilenberg-MacLane-
scher Raum eingesetzt wird. Die IIn(A, /) treten zusammen mit entsprechen-
den «absoluten» Gruppen ITn(A,X) in einer exakten Folge auf (vgl. [2]):

und geben somit an, wie weit der von / induzierte Homomorphismus /*
davon entfernt ist, ein Isomorphismus zu sein (fur die /In(/, A) existiert eine

analoge Folge). Im weiteren Verlauf dieser Einleitung und Zusammenfassung
bezeichnen wir kurz mit IIn(f) entweder IIn(A,f) oder nn(f,A) und mit
nn{X) entweder IIn(A,X) oder i7n(X, A).

Die vorliegende Arbeit leistet einen Beitrag zur Untersuchung der Gruppen
i7n(/). Dabei sind wir von der folgenden Fragestellung ausgegangen: Zu den
elementarsten Operationen, die mit einer stetigen Abbildung / eines Raumes
X in den Raum Y in der Homotopietheorie vorgenommen werden, gehôren
erstens der Ûbergang zu einer homotopen Abbildung /' und zweitens - unter
geeigneten Voraussetzungen ûber X oder Y - die Bildung des Produktes
f-g zweier Abbildungen / und g, durch welches in der Menge II(X, Y) der

Homotopieklassen von Abbildungen, kurz : in der Homotopiemenge II(X, Y),
eine Gruppenstruktur definiert wird. Welche Wïrkung haben nun dièse mit /
vorgenommenen Operationen auf die Struktur der Gruppen IIn(f)

Die Beziehungen zwischen den Homotopiegruppen IIn(f) und IIn(f) von

*) Die Ausfûhrung dieser Arbeit wurde teilweise durch eine Zuwendung des Schweizerischen
Nationalfonds zur Fôrderung der wissenschaftlichen Forschung erleichtert.
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homotopen Abbildungen / und /' werden fur n > 2 in 1.3. bis 1.5. unter-
sucht. Es stellt sich heraus, da6 jede Déformation 0 von / in /' «Deforma-
tionsisomorphismen » D0 erzeugt:

D*:nn(f)^nn(f), n>2.
Verschiedene Deformationen 0, W von / in /' erzeugen verschiedene

Deformationsisomorphismen, deren Differenz im folgenden Sinne durch Unter-
gruppen von i7n(/') eharakterisiert wird (Sâtze 1 und 2): Fur jedes oc e/7w(/)
existiert eine von oc abhângige Untergruppe Aa von IIn(f) mit den Eigen-
schaften, daB D#(oc) — Dw(oc) in Aa liegt:

D* (*) - DrM d* c Ja c nn(f),
und daB es umgekehrt zu vorgegebenen 0,oc und d* e Aa eine Déformation
W von / in /' gibt, fur welche dièse Beziehung erfûllt ist (in 1.4. wird Aa
ausfûhrKch mit JA(d<x,f,ff) bezeichnet). Daraus ergibt sich eine notwendige
und hinreichende Bedingung dafûr, daB zwischen i7n(/) und JJn(f) ein von
den verschiedenen môglichen Deformationen unabhangiger Isomorphismus
existiert. Die Untersuchung derselben Frage im Fall n 1 (2.1. bis 2.3.) wird
dadurch erschwert, daB Il^f) und i71(//) keine Gruppen mehr, sondern nur
noch Homotopiemew^ew sind. Um fur dièse ebenso vollstândige Resultate zu
erhalten, beschrânken wir uns auf nullhomotope Abbildungen /. Dabei wird
in 2.2. die Opération T der «Transposition» eingefûhrt, um einen Zusammen-
hang zwischen Homotopien in der Kategorie der Paare (vgl. [2]) und
Deformationsisomorphismen herzustellen. Sie ist eine Abânderung der von Eck-
mank-Hilton in [7] definierten Transposition und werde der Einfaehheit halber
mit demselben Namen bezeichnet.

Die bisher gewonnenen Ergebnisse werden in 3.1. bis 3.5. angewendet und
weiter verfolgt. Wir betrachten Paare (f, rç) von Abbildungen, deren Zusam-
mensetzung nullhomotop ist :

und nennen in Anlehnung an [4] ein solches Paar ein «homotopie-dififerentiel-
les» (h-d) Tripel. Fiir ein h-d Tripel (i,rj) und einen weiteren beliebigenRaum
A wird in 3.2. eine Opération § definiert2).Siehângt nur von den Homotopie-
klassen [£], [rj] der Abbildungen |, rj ab und ordnet jedem Elément oc einer
Teilmenge U(A, X)o von II(A, X) - oder einer Untergruppe, je nach den

Voraussetzungen ûber A - ein Elément der Faktorgruppe II (EA, Z)\La zu
(Sàtze 6, 7) ; dabei bezeichnet EA die Einhângung von A und La eine vom
Argument oc abhangige Untergruppe von II (EA, Z). Die Opération § kann als

*) Wie wir erfahren haben, hat unabhànig von uns E. H. Spanier dieselbe Opération untersucht.
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eine Verallgemeinerung der HoPFschen Invariante fur Abbildungen der S271"1 auf
die 8n betrachtet werden, da fur ein geeignetes h-d Tripel § eine funktionale
Cohomologie-Operation (vgl. [9], [10]) ist. Des weitern kommen zur Sprache:
Ein allgemeiner Beweis des Satzes von Peterson-Thomas [11] ûber den
Wertebereich einer funktionalen Cohomologie-Operation in 3.3. und sein
Analogon fur funktionale Homotopie-Operationen in 3.5.; Zusammenliânge
zwischen Anheftungsabbildungen in Komplexen und Cohomologie-Operatio-
nen in ihnen in 3.4. sowie die dazu duale Frage — Zusammenhânge zwischen
den PosTNœov-Faktoren und Homotopie-Operationen - in 3.5.

Die Frage nach der Wirkung der Produktbildung von Abbildungen auf ihre
Homotopiegruppen wird in 4.1. bis 4.3. behandelt. Es wird also vorausge-
setzt, da6 die Homotopiemenge II(X, Y) eine Gruppenstruktur besitzt. Mit
Hilfe der Erweiterungstheorie ÂBELscher Gruppen und der Ergebnisse von
2.3. erhàlt man einen Homomorphismus P, der eine Untergruppe II(X, F)*
von n(X, Y) - II(X, Y)* wirdin4.1.ausfuhrlichmit I1(X, 7)10 bezeich-
net - in ein Extensionsprodukt der Homotopiegruppen von X und Y ab-
bildet:

P : n(X, Y)* -> Ext (II* (X), 77* Y))

Er beschreibt die Wirkung der Multiplikation von Elementen aus II(X, Y)^_

auf ihre Homotopiegruppen und verallgemeinert die Koeffiziententheoreme
fur die Homotopie- und Cohomologiegruppen in dem Sinne, daB in einer be-
stimmten Situation der Bildbereich von P gerade der Ext-Term der Koeffi-
zientenformeln ist (Satz 11). In [14] hat Massey ein algebraisches Analogon
von P untersucht ; unser P ist aber geometrischer Natur und scheint auch
Anwendungen ganz anderer Art zu haben, auf welche im Rahmen dieser Arbeit
nieht eingegangen wird.

Die hauptsàchlichsten Begriffsbildungen und Sâtze lassen sich im Sinne
von [1] dualisieren. Die "Oberlegungen werden aber jeweils nur auf einer Seite

vollstândig durchgefûhrt.
Dièse Arbeit geht auf eine Anregung von Herrn Prof. B. Eckmann zuruck.

Fur sein stetes Interesse an meinen Untersuehungen sowie seine vielen Hin-
weise dazu sei ihm an dieser Stelle freundlichst gedankt. Ferner danke ich
Herrn Prof. P. Hilton fur verschiedene konstruktive Fragen.

Terminologie

Im allgemeinen werden die Definitionen und Bezeichnungen von [1] bis [6]
verwendet.

Aile Râume X, Y,... seien durch Wege zusammenhângend und mit einem
Basispunkt o versehen, der von den Abbildungen f,g...:X->Y,... und
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deren Homotopien / ~ /' respektiert werde. Mit o wird auch die konstante
Abbildung eines Raumes in einen anderen bezeichnet. Es seien :

II(X, Y) die Homotopiemenge von Abbildungen / : X -» Y; [/] die Ho-
motopieklasse von / ; M bzw. M' die Multiplikation bzw. Comultiplikation
in einem H- bzw. iï'-Raum; / das Intervall [0, 1]; CX X X I/X xN
w o X I der Kegel liber X ; EX X x IjX xO^Ix Noxl die Ein-
hângung von X; EX der Raum aller von o ausgehenden Wege in X;
QX der Sehleifenraum in o von X.

Zwei Abbildungen f,g:CA ~> Y, die auf ^4 ubereinstimmen, definieren
ein Trennungselement d(f, g) wie folgt: Pur (a, t) e SA ist

d(f, g)(a, t) f (a, 1 - 2t) 0 < * < 1/2 ;

£(a,2*- 1), 1/2 <t < 1.

Ebenso definieren zwei Abbildungen f,g : A -> EY mit pf pg9

p: EY -> F, ein d(f, g): A -> QY. Eûr dièse Trennungselemente (das heifit
deren Homotopieklassen) gelten die ûblichen Rechenregeln.

Fur ABELsche Gruppen O werden mit K(Oy n) bzw. Kr(O, n) Eelenberg-
MAcLANEsche bzw. MooREsche Ràume bezeichnet. Sie werden jeweils so auf
eine feste Art als OPF-Komplexe realisiert vorausgesetzt, daB Kr (O, n) ein
Teilpolyeder von K(0,n) ist.

Unter der Cohomologiegruppe Hn (X ; O) des Raumes X mit Koeffizienten
O verstehen wir durchwegs die Gruppe n(X,K(G,n)). ?rn(X) ist die iibliehe
HuBEWiczsche Homotopiegruppe von X. Die «Homotopiegruppe von X
mit Koeffizienten G» ist als II(Kr{G,ri),X) definiert und wird mit nn(G;X)
bezeichnet werden.

1. Die Homotopiegruppen homotoper Abbildungen

1.1, Définition der Deformationsisomorphismen D0. Bis und mit 1.5. sei

A SnA', n > 1, i : A -> GA. Dann besitzen fur ein beliebiges / : X -> Y
dieHomotopiemengen II(i,f) und II(A, X) Gruppenstrukturen; II(Z"~1iif)
ist noch definiert, aber môglicherweise keine Gruppe mehr.

Wir betrachten eine bestimmte Déformation 0 von / in /' als eine
Abbildung 0 von M X X / in Y. j und f seien die Einbettungen von
X in M :0j /, 0jr /'. In der exakten Tripelfolge [6] von 0j f:

a, 0) IL n{x-H, j)

ist die dimensionserniedrigende Abbildung von II(i,0) in II{S-1i,j) mit
Hilfe der Folgen 8*{j) und 5^(0) von [2] als Jd definiert:
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: — n(A, X) JU n(A, M) -i* II(Z-H, j)
1»

S*{0)

Da nun ; eine Homotopieâquivalenz ist, ist II(i, j) 0 und J der Null-
homomorphismus : Aus der Tripelfolge von &j / erhàlt man

0—>/7(i,/)^^ï/7(.-,«>) —0,
und ebenso fur &jf f

Wir nennen D0 (j', /d)"1^', Id)* : IJ(i, f) ^ II(i, /') einen Deforma-
tionsisomorphismus. Er hângt von der zugrunde gelegten Déformation 0 von
/ in /' ab.

1.2. Die Standard-Déformation. Wirwerden im folgenden explizit eine Ab-
bildung angeben, welche auf den Homotopieklassen den Isomorphismus D0
erzeugt. Dazu benôtigt man Lemma 1 und 2.

Lemma 1. i:B-+CB ist fur aile B eine Cofaserung.

Beweis. Z sei ein beliebiger Raum, s: CB ->Z, r si:

r
B

Eine Déformation rr, 0 < t < 1, kann auf die folgende Weise zu einer
Déformation sT von s erweitert werden : Fur (b,t)eCB sei

s(b, 1 — (1 - t)(l + t)) t/1 + t < t < 1

Anschaulich : Im Zeitpunkt r der Déformation wird die (riickwàrts durch-
laufene) Erzeugende b xi von CB auf denjenigen Weg in Z abgebildet,
der aus s(b,I) und der von s(b, 0) r(b) von 0 bis r zurûckgelegten
Streeke besteht.

Die Situation in diesem Lemma beschreiben wir kurz mit den Worten : Man
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folgt mit s der Déformation von r. Hat man im Laufe einer Untersuchung
einer Déformation in diesem Sinne zu folgen, so verwende man die soeben
angegebene Standard-Déformation. Lemma 2 besagt nun, daB die ausschlieB-
liehe Verwendung von Standard-Deformationen keine Einschrânkung bedeutet.

Lemma 2. Folgt man der Déformation rr auf zwei verschiedene Weisen
8T und sT :

GB ¦?—+ Z

/£ M # rt
B

so sind 5X und s[ homotop unter Festhaltung von B :

Beweis. Es sei {b,t) eCB. Die Déformation s*:

fûhrt s[ unter Festhaltung von rt(B) in das Endstadium st der Standard-
déformation von Lemma 1 ûber.

1.3. Beschreibung von Z)tf. Die Wirkung von {j',Id)~l auf eine Abbil-
dung (u', v')

«'
A —? M X x/
•

I [0 u'(a) (u'1(a),vi(a))

GA—? Y

Iâ8t sich im Sinne von 1.2. wie folgt beschreiben. Die Déformation von u'
durch v!x= (u[, (1 — u'2)r + u'2) in eine Abbildung von A in die Deck-
flâche von M erzeugt eine Déformation von &ur. Folgt man dieser mit v,
so geht (uf,vf) in eine Abbildung der Form (f, Id)(u",v") iiber:

V j \rIdl*-> v''
GA—*F GA—>Y—*F

Dabei ist u" gerade die erste Komponente u[ von uf. Der tîbergang von
[u, v] €ll(i, f) zu D0[u, v] (f, Id)~^(j, Id)*[u, v] vollzieht sich somit
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dadureh, daB man in (u,v) das / durch 0 in /' deformiert und der so

erzeugten Déformation von fu mit v folgt:

u u
A >X A >X

I I 0 ' f ~ f I

4 \i =M. «I

uCA—>Y CA—^Y

Die Zuordnung (u,v) ->(u, v#) erzeugt auf den Homotopieklassen den

Isomorphismus D# und wird ebenfalls mit 7)0 bezeichnet werden. Man be-
achte, daB D0 die erste Komponente von (u, v) unverândert lâBt.

Aus dieser Beschreibung von 7)0 folgt unmittelbar, daB D# mit den Ho-
momorphismen der Folgen 8^(f) und S*(f) vertrâglich ist :

Somit haben / und /' nicht nur isomorphe, sondern sogar im Sinne der
Erweiterungstheorie der Gruppen âquivalente Homotopiegruppen. Da fur
/ o die Gruppe II(i, f) in II{A, X) + II(EA, Y) zerfàllt, gilt das

Lemma 3. Fur / ~ o ist 77(i, /) ^ II(A, X) + II(SA, T).

1.4. Die Differenz zweier Deformationsisomorphismen. Es seien 0 und W

zwei verschiedene Deformationen von / in /' und <x€ll(i,f). Wie hângen
D#(<x) und Dy((x) in II(i,ff) zusammen?

Naeh 1.3. sind die entsprechenden Deformationsisomorphismen D0 und
Dw mit d und 9' vertauschbar :

7) ^ 7>0J JDr ^77(^, X), a'7>* d'Dw 3.

^'\ 77(i,f) /d1

Da a'CD^^) - 7)y((x)) 0 ist, Kegt D0{(x) — Dw(<x) im Bild von J:
D0((x) — Dv((x) Jd*, d* €77(2M, Y). Ein solches d* findet man zum Bei-
spiel mit Hilfe des in 1.6. fomulierten Lemma 4 auf die folgende Weise. Durch
D0 bzw. Dw gehe eine Abbildung (u, v), [u, v] a, in (t^,^) bzw.
(%, vy) tiber:
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U U
X A

Dann
fur ein

1

ist
(«. t)eCA

4.
-Dv[u,v]

durch

.«) 0(u(a),
w(a,2i -

X

Y

1 J\

1 C
1 À

-1),

^4

Dv(u, v) : »j

CA—^

X

F

\d(vv, v#)]. Nach Lemma 1 ist v^(a, t)

U) 0 < t < 1/2

1/2 < * < 1
>

gegeben; fur vw ersetze man 0 durch W. Bezeichnet man fur ein v:
CA -> Y mit v+ die Abbildung v auf der oberen Hâlfte CA+
{(aj), 1/2 < ^ < 1} von GA und mit v~ dieselbe auf der verbleibenden
unteren Hâlfte CA~, so gilt (unter Vernachlàssigung der Parametrisierung
bei v~):

uxld 09W
vi v$\*ï Q(u x Id),vï W(u xId):A x / »X x / F.
Fur Elemente wie [d(vw, %)] gilt der

Satz 1. Die Elemente d*, deren J-Bilder dis Differenz zweier Déformations-
isomorphismen auftreten:

Jd* D0((X) - Dy((Z)

liegen in einer Untergruppe A(da,,f,f) c II(ZA, Y). Genauer: u:A ->X,
/ f^f : X -> Y seien feste Abbildungen ; 0, W Deformationen von / in /'.
Dann bilden die Elemente [d(i?1? v2)] €11(2A, F) der Form

vï — ®(u x y

uxld 0,W
vï W{u x Id), A x / Z x / > Y

eine Untergruppe A'(u,f,f), die nur von [u] abhângt:

Beweis, a) 1,2 und 3,4 seien Abbildungen von CA in F dieser Art:
1+ 2+,.... Da -4 seit 1.1. als Einhângung vorausgesetzt ist, ist II(SA, F)
ABELsch. Deshalb gilt fur die [d(i,j)] auf Grand der allgemeinen Eigen-
schaften der Trennungselemente
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Bezeichnet man mit l-(a,0->|) usw. das Bild der gerichteten Teilstrecke
von 0 bis \ der Erzeugenden von a in CA unter der Abbildung 1~, so
nimmt eine Abbildung d* der Klasse [d(l,3)] + [d(4,2)] auf (a,t)€ZA
die folgenden Werte an :

d*(a,*) 2+(a,l->i), 0<t<i,
2-(a,i->0), £<*<£,
4"(a,0->J), i<*<f
4+(a,i->l), f <*<£,
3+(a,l->i), *<*<f,
3-(a,i->0), f<*<|,
l~(a,0->|), |<«<£,

Fur t zwischen \ und f durchlàuft (a, t) denselben Weg, den er schon in
umgekehrter Richtung von f bis \ zuriickgelegt hat. Deshalb ist d* homotop
zu einem d**, in welchem 4+ und 3+ fehlen. Dann kann der Abschnitt
zwischen 1~ und 4r von unten nach oben als eine einzige Déformation von
/ in f betrachtet werden. Das heiBt, daB [d**] [d(l,2)] — [d(3,4)] sehr
wohl von der verlangten speziellen Form [d(v±,v2)] ist.

b) A sei eine Déformation von u in u', [d(vx, v2)]e A'(u, /, /'). Wir zei-

gen, daB [d(vl9 v2)] c A1 (u', f, f) ist, das heiBt, daB es Abbildungen wl9 w2 :

CA -> Y gibt mit den Eigenschaften

w~ 0(u' x Id)
w~ W(u' x Id)

[d(wlfw2)] [d{vl9v2)]

Dazu unterteile man CA+ in CA+~ {(a, t), J < t < |} und das oberste
Viertel CA++ und definiere wf w£ auf CA++ als v^" v£ und auf

O^4+~ als fA:AxI->X->Y; A deformiert &(u X Id) beziehungs-
weise W(u x Id) in #(%' x /d) wf beziehungsweise ^(w' x /d) wj".
^(vi> #2) un(i ^(^î» ^2) sind offensiehtlich homotop. Folglich ist
A'(u, /, /') c id'(w;, /,/'); die umgekehrte Inklusion erhâlt man durch Ver-
tauschung von u und ^'. Das heiBt, daB Ar(u,f,f) nur von [u] abhângt:
^'(^, /, f) ^(M> />/')• Damit ist Satz 1 ganz bewiesen.

Naeh Définition von A (3<%, /, /') ist das J-Bild eines jeden Elementes dar-
aus eine Differenz D0(<x) — Dw(<x + jp). Dièse Aussage làBt sich verschàrfen
im
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Satz 2. Es seien a c 77(i, /), 0 : / ~ /' und [d (wt, w2)] c A(da,f,f) gege-
ben. Dann existiert ein W : / ~ f mit

D.(a) - Dw(a) J[e*K, t*,)]

Beweis. d(wx,w^ ist durch zwei Deformationen Al9 A2: f ~ f charakte-
risiert. Definiert man W als 0A^1Ali so ist d(%, v^) - eine Abbildung aus
der Klasse der Diiïerenz D0(a) — Dw(j}) - homotop zu d(v1,v2) wobei

v~ Ax(u x Id)
v2 A2(u x Id)

Ein d' der Klasse [^(i?!, v2)] — {d{wt, w2)] [d(v1, wx)] + [d(^25 ^2

det die Erzeugende von a in EA wie folgt in Y ab :

d'(a, 0 1;+ (a, 1 -> i) v(a, 1 » |), 0 < t < \
»«"(«, i ~> 0) 4t(tt x/i)(a,J->0), | < t < J
wr(«- 0 -* *) 4,(u X /d)(a, 0 -> J), J < * < f

d' ist nullhomotop, da das Teilstûck zwischen \ und J entgegengesetzt gleich
zum Teilstûck zwischen \ und f usw. abgebildet wird und das erste und letzte
Stûck sich auch aufheben. Somit hat W 0A21A1 die gewunschte Eigen-

D0(oc) - Dr(«) J\d(wx, Wi)]

1.5. Das in 1.4. benôtigte Lemma 4. Es seien Abbildungen (r,s) und
(»•.»') gegeben:

^ ^_

^ —^Z A —»X

(7A —>¦ Y GA —? Y

Fur die Differenz [r,s] — [r, s'] gilt das

Lemma 4. [r, s] — [r, s'] J[d(s', s)].

Beweis. ((r v 6)M', s' v d(s', s)M') ist eine Abbildung der Klasse [r, s'] +
+ J[d(s',s)]:

M' rvoA >AvA >X
4 !/•

+ M' s'vd{s',s) *
GA —> GA v GA —-l Y
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Bei der iiblichen Déformation von (rvo)Mf in r geht (sr v d(sf, s)) Mr in
ein s" ûber (fur CA++ usw. vgl. Satz 1):

s"(a, l) o fur aile a

s"\CA- s',
s" | CA*~ s'
5" j (7^4++ s

Da die aneinanderstoBenden Teile CM~ und CA+~ entgegengesetzt gleich
abgebildet werden, kann (r, s") unter Festhaltung von r in (r, s) defor-
miert werden. Somit ist [r, s] [r, s'] + [Jd(sr, s)]

Mit Satz 1 und 2 ist die in der Einleitung und Zusammenfassung beschrie-
bene Charakterisierung der Differenz von Deformationsisomorphismen
nn{A,f)g*IIn(A,fr) fur n>2 durch Untergruppen von IIn(A9ff) voll-
stândig durchgefûhrt. Die Deformationsisomorphismen sind genau dann von
den zugrunde gelegten Deformationen von f in f unabhângig, wenn die
Untergruppen J A (doc, /, /' c IIn(A, /' fur aile doc e i7n_1 (A, X) verschwinden.

In den folgenden Abschnitten wird der Zusammenhang zwischen den Homo-
i7(i,/) und II{i,ff) untersucht werden.

2. Die Homotopiemengen homotoper Abbildungen

2.1. D0 ist eineindeutig. Die Differenz zweier Deformationsisomorphismen
im Falle nullhomotoper Abbildungen /. Mit der einzigen Ausnahme, daB A
jetzt ein beliebiger Raum ist, werden die Bezeichnungen von 1.1. bis 1.4. bei-
behalten. JJ(i,f) usw. werden keine Gruppen mehr sein.

Satz 3. D0 : i7(i, /) ->/7(i, f) ist eineindeutig.

Beweis. Er folgt unmittelbar aus den Betrachtungen von 1.3., wo fur
(f, Id)* eine Umkehrung ohne jede Benûtzung einer additiven Struktur an-
gegeben wurde.

Wir nennen D# immer noch einen Deformationsisomorphismus ; er fuhrt
die Klassen der konstanten Abbildungen ineinander iiber. Sind 0 und V
zwei Deformationen von / in /', so làBt sich im allgemeinen fur ein oc € II(i, /)
eine Differenz D^(oc) — Dw(oc) nicht mehr definieren, da 77(i, /') nur noch
eine Homotopiemengre ist. Setzt man hingegen voraus, daB /' o, das heiBt,
daB 0 und W Deformationen von / in die konstante Abbildung sind, so
kann die Differenz von D0(oc) und Dw(oc), die mit D0(oc)\Dw(oc) bezeieh-
net werde, aufdie folgende Weise definiert werden. Jedes oc1 € II(i, /') II(i, o)
kann nach Lemma 3 in 1.3. eindeutig als Paar (/3,y), fi€lI(AyX) und
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y € II (EA, F) dargestellt werden. D0 und Dw lassen die erste Komponente
d(% von <x€ll(i,f) unveràndert:

X) ; y0, yy €i7(2^i, F)

Unter Verwendung der Addition in II(EA, Y) definieren wir :

Zur Untersuchung der Elemente y0 — y^ wird in 2.2. eine Opération T
eingefuhrt. Sie ist mit der in [7] verwendeten Transposition verwandt und
wird der Einfachlieit halber mit demselben Namen bezeichnet werden.

2.2. Die Transposition T. p:EY -> F sei die ùbliche Projektion von E Y
auf F. Jedes v : CA -> F kann bekanntlich als ein v : A -> E Y betrachtet
werden und umgekehrt.

Définition. Unter der zu (u,v)
u

A —>X

CA—> Y

transponierten Abbildung T(u,v) verstehen wir die Abbildung

v
A—>EY

T(u, v) ttj

in welcher v: A ->EY dem v : CA -> F entspricht. Die dazu
duale Opération werde auch mit T bezeichnet:

u f
A—>EB A -UY

(u,v)= f\ \p, T(u,v)= i\ \v.
Y-^-> B CA-^+B

Es ist TT Id. Man beachte, daB T auf Abbildungen (und nicht auf
deren Homotopieklassen) definiert ist und daB der Wertebereich von T vom
Argument (u,v) abhângt. Das Verhalten von T gegenûber dem Homotopie-
begriff fur Abbildungen eines Paares in ein anderes wird beschrieben im

Satz 4. a) (u, v) ist genau dann zu (uf, vf) homotop, wenn die transponier-
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ten Abbildungen T(u,v) und T(uf,vr) durch einen Deformationsisomor-
phismus ineinander ûbergehen :

(u, v) ~ (ur, v') <==> T(uf, v') D#T{u, v)

b) Zwei Abbildungen (u, v) und (uf, v') gehen genau dann durch einen
Deformationsisomorphismus ineinander iiber, wenn ihre transponierten Bilder
homotop sind :

(u',vr) DiP(u,v)<=>T(u,v)~T(ur,v')
Beweis. Infolge TT Id ist a) mit b) âquivalent. Wir beweisen a).
(1) Essei T(u',v') D0T(u,v):

T(

v' v
A—>EY A—>EY

uf, v1) u'\ \p ; T(u, v) u\ Ip

zur xLy
T(ur ,v') D0T(u, v) bedeutet: Es gibt ein @:u ~uf, welches eine De-

formation von fu in fur induziert. Folgt man dieser mit v, so geht v in
v7 ûber, &± : v ~ W. Dem &x : A x I -+ EY entspricht eindeutig ein
0± : CA x / -> Y mit f& &x(i x Id) :

0 : u ~ u'
A xi >X

[ixld [f.
0. : v ~ v1

C4x/ 7
Das heiBt, daB (u,v) und (uf,vf) als Abbildungen von i in f homotop
sind.

(2) 0:u r^u' und 0t:vr^vr môgen (u, v) in (u', v') deformieren.

Dem 0X : CA x / -> Y entspricht aber ein 0X : A x I -+EY mit f0
0X: v ~ v7

A x I— >EY

i—r
Das bedeutet, daB T(u',v') D^T(u,v) ist.

2.3. Anwendung von T auî die Differenz von Deîormationsisomorphismen.
Mit T lassen sich die fur die Differenz D0(») \Dv(m) wesentlichen zweiten
Komponenten [v#] und [vv] auf eine andere Art darstellen. Auf die Abbil-
dung (u, v) der Klasse <xell(i,f) ùben wir D# aus:
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U U
A —>X A —

(u, v) =4 1/ ; D0(u, v) il \o
* V * * VA *

ga —? r ca —^ r
Dann sind nach Satz 4 die transponierten Abbildungen homotop :

A Jp "XT A ™
ET ~%TA. Ml 1 A. Ml I

«| \v
O

X—> Y

Identifiziert man die Abbildungen von A in Q Y auf die ûbliche Weise
mit denjenigen von EA in F, so ist v0 dasselbe wie v0 in D0(u,v).
Aus Satz 4 folgt, da8 das aus einer zu (u, v) homotopen Abbildung (u1, v')
gewonnene v# als Abbildung von A in Q Y homotop zu v0 ist. Folglich
erhàlt man eine Abbildung v0 der Klasse (o, Id)%D0[u,v] dadurch, daB

man (u, v) transponiert und T(u,v) (v, f) mit Hilfe von 0: f ~o in
eine Abbildung der Form (v0,o), v#:A ->QY deformiert. Der Ûbergang
von T(u,v) zu {v0)o) ist aber der Schritt J~x in der exakten Folge 8*(u)
von u (vgl. [2]):

«* ^* J I \ i \ 3
8*{u):

Er wird durch 0 erzeugt und deshalb mit J&1 bezeichnet. Somit entspre-
chen sich die Operationen (o, Id)*D0 und J^1 auf die folgende Weise:

Es seien eine Abbildung (u,v) von i in die nullhomotope Abbildung f sowie
eine Déformation 0 von f in o gegeben:

A

«J

CA

u
—?

V

¦ X

Y

Dann sind (o, Id)*D0[u, v] und J^1 [T(u,v)] dieselben Elemente in

Da sich nun zwei verschiedene J-Urbilder um ein Elément in w*77(X, Q Y)
c n(A ,QY), das heifit in (Zu)*II{ZX, Y) c II (2A, 7), unterscheiden,
gilt fur zwei Deformationen 0 und W von f in o die Beziehung :
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D,[«, v] \ Dr[u, v] (£u)*p PeII(ZX, Y)

Man erhàlt (o, Id)%D0[u, v] ohne Verwendung von T, indem man 0 als
eine Abbildung von CI in F betrachtet und u : A -> X zu einer Abbildung
Gu: GA -> GX erweitert ; dann ist

{o,Id)*D*[u,v] [d(v,0oCu)]€lI(ZA, Y)

Man kann ubrigens direkt beweisen, daB fiir f o die Untergruppe
JA([u],f,f) mit (Zu)*II(i:X,Y) zusammenfàllt.

Zusammenfassend sieht man, daB auch zwischen den Homotopiemengen
i7(i,/) und n(i,f) eine eineindeutige Beziehung besteht, falls / und f
homotop sind. Im Fail nullhomotoper Abbildungen f,f~o, ist die Beziehung
zwischen II(i,f) und IJ(i,o) genau dann von den verschiedenen môglichen
Deformationen von f in o unabhângig, wenn sich die Untergruppen
{Su)*II{ZX, Y) c 77(27.4, Y) fur aile [u] €lT(A,X) au] die triviale
Untergruppe reduzieren.

3. Homotopie-diflerentielle Tripel und Operationen

In den folgenden Abschnitten 3.1. bis 3.5. wird mit Hilfe der Deformations-
isomorphismen zwischen den Homotopiemengen beziehungsweise -gruppen
homotoper Abbildungen eine Opération § - eine Verallgemeinerung der
HoPFschen Invariante - definiert und auf Cohomologie- und Homotopie-
Operationen angewendet.

3.1. Homotopie-diflerentielle (h-d) Tripel. A sei ein beliebiger Raum,
i : A ->CA. Die betrachteten Abbildungen der Homotopiemengen sollen
auch Homomorphismen genannt werden, da sie unter geeigneten Vorausset-

zungen ûber die auftretenden Râume homomorph im ublichen Sinne des Wor-
tes sind.

In Anlehnung an den Begriff der «differentiellen Tripel» (vgl. [4]) geben
wir die

Définition. Unter einem homotopie-differentiellen (h-d) Tripel (X, Y,Z;
£,rj) verstehen wir drei Baume X,Y und Z sowie zwei Abbildungen f und
y, deren Komposition nullhomotop ist:

Es seien (X, Y, Z; f, rj) ein h-d Tripel, 0 eine Déformation von 77f in
0 und W eine solche von o in ri f. Zu 0 und W gehôren Déformations-
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isomorphismen D0
wie folgt definieren :

Caspab Robert Cubjel

und Dw, mit denen wir Homomorphismen h0 und

h* (o, Id)*D0(Id, rj)* : 77(i, i) ->II(ZA,Z)
gw {S, Id)*Dw(Id, o)* : II(A, X) ->77(i, n)

und gw stellen einen Zusammenhang zwisehen den Folgen $*(£) und
8*(rj) lier, wie aus dem folgenden Diagramm hervorgeht, das mit
bezeichnet werde:

rj)

Aus der Définition von gw und h^ folgt unmittelbar, dafi die Qua-
drate [Y] und |III| kommutativ sind. Fur ein différentielles Tripel ist [n] anti-
kommutativ. Vermutlich kann ûber [îf] bei einem h-d Tripel nichts mehr
allgemein ausgesagt werden, wie auch h# und g^ mit Abbildungen von h-d
Tripeln ohne weitere Voraussetzungen nicht mehr vertauschbar sind.

Aus den Betrachtungen von 2.3. folgt das

Leinma 6. Esseien 0 und &r Deformationen von rjÇ in o, [u, v] ell(i, f).
Dann ist ^[u,v]- h*,[uyv] (Z

3.2. Die Opération §• Im obigen Diagramm 8*(£,rj) betrachten wir die
Abbildung §' h^d*1. Sie hângt von den Abbildungen f und rj sowie von
der Déformation 0 von r}£ in o ab, $'= §'(1,^,0). Die Sâtze 5 und 6

beschreiben §'.
Satz 5. $' (f, rç, #) ordnet jedem ^x c Ker f* : 77(4, X) -> 77(^1, 7) ein

Elément der Faktorgruppe II{SA, Z)/rj*11(2A, Y) zu.

Beweis. Ist 77(i, £) eine Gruppe, so erûbrigt sieh ein Beweis. Ist 77(i, |)
keine Gruppe, so hat man zu zeigen, daB fur [u, v] und [u, vf] in 77(i, |)
die Differenz h#[u, v] — h0[u, vf] in II(ZA, Y) von der Form rj*y ist,

y €TI(SA, Y). Auf (u, v) und (•&, v1) iiben wir vorerst (Id,rj)* aus:

A
u Id u

A >X

* » *

Id

CA



tJber die Homotopie- und Cohomologiegruppen von Abbildungen 249

Wir werden zeigen, daB h0[u, v] — h0[u, vf] [d(rjv, rjv')] ist. Daraus
folgt dann die Behauptung, da [d(rjv, rjv')] rj*[d(v, v')] ist. Zum Beweis
der ersteren Beziehung benôtigt man das

Lemma 6. Die nullhomotope Abbildung F besitze zwei Deckabbildungen
r und r'':

EZ

7
A >Z

Durch eine Déformation 0 von F in o gehen r und r' in Abbildungen
r0 und rr0 von A in QZ iiber. Fur dièse gilt

Der Beweis ist elementar. - Nach Satz 4 ist die Anwendung von (o, Id)*D0
auf (u, rjv) àquivalent mit dem Ûbergang zu einer zu T(u,rjv) homotopen
Abbildung (îv0, o) :

ni) m -
+ EZA^L

Y w

EZ

\P
Z

A

¦^ u\

X > z

Ebenso ist T(u, rjv') homotop zu (w0, o). Nach Lemma 6 ist \w0] — [w0]
[d(rjv, rjv')]. Durch Transposition erhâlt man daraus die gewunschte Be-

ziehung h0[u, v] — h0[u, v'] [d(rjv, rjv')].

Satz 6. Es seien: g~£';rj~rj'; &:rjÇ~o; &r: ^'f'^o; [u9v] p ell(i, f),
[u, v'] P' c/7(i, f). Dann ist

h*[u, v] - h0t[u, vf]

wobei y*II(ZA, Y) und ^

Beweis, Die gegebene Déformation von | in f ' werde etwa mit A be-
zeichnet. Dann ist h^DA h^W9 wobei W die von den Deformationen
| /^/ f' und ri^rf erzeugte Déformation r] l; ~ rf £' ist. Der Beweis von
Satz 6 beruht auf dem Satz 5 und dem Lemma 5 und lâBt sich im folgenden
kommutativen Diagramm veranschaulichen:

17 CMHvol.35
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Jd

[USA, F)

fl{A,X)

% %

Aus Satz 5 folgt: h
Aus Lemma5 folgt:

-? I7(£A,Z)

&€I7(i:X,Z). Folglich ist

Der Satz 6 bedeutet, dafi §' eine nur von den HomotopieJclassen [£] und

[rj] abhangige Opération &([£],[?)]) definiert, die jedem [u] eII(A, X)Q

Ker f* : II(A, X) -> II(A, Y) ein Elément

M)M *n(ZA,z)in*ii{ZA, Y) + (Zu)*n(£X, z)

zuordnet. Man beachte, da8 der Bildbereich von § vom Argument [u] ab-

hangt. Unter der Voraussetzung (§): «{Eu)*II{SX, Z) 0 fur aile

[u] eII(A, X)Q» ist dies nicht mehr der Fall. Dann folgt aus der Définition
von § unmittelbar der

7. Ist A ein I/'-Raum, so ist § unter der Voraussetzung (§) ein

Homomorphismus

S([f], Y)

Wir bemerken ohne Beweis, da6 §([|], [rj]) auch immer von [7;] homo-

morph abhângt, sofern II(Y, Z) eine Gruppe ist und liber den Bildbereich
von § eine zu (§) analoge Voraussetzung gemacht wird. Fur die Abhângig-
keit von [|] ist dies ohne weitere Voraussetzungen iiber das zugrunde gelegte
h-d Tripel (X, Y,Z;Ç,rj) nieht mehr der Fall.

3.3. Anwendung auf funktionale Cohomologie-Operationen. 0 sei eine ad-

ditive Cohomologie-Operation vom Typus (7i,n;G,q). Fur eine Abbildung
u : A -> X und ein 3 € Hn(X ; n) mit den Eigenschaften

ist die funktionale Cohomologie-Operation 0U(5) * Hq~1{A ; G)IL(0, u*)
definiert, wobei L(S,u*) (Q0)Hn-1{A;n) + u*H+~1(X;G) ist (vgl. [9],
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[10]). Petbrson und Thomas haben in [11] gezeigt, da6 0U auch fiir nicht-
additive Operationen definiert ist. Da in der Définition von £)([!], [rj]) keine
Voraussetzungen tiber f und rj gemacht werden mûssen (auBer da8 rjÇ ~o
ist), folgt dieser Satz von Peterson-Thomas aus dem

Satz 8. Fur ein geeignetes h-d Tripel (X, Y, Z; Ç,r}) ist

Beweis. a) Man betrachte das folgende h-d Tripel : X beliebig, Y
K(n,n),Z K(G,q)', Ç:X->K(7t,n) und r\\ K{n,n) -> K(G,q) seien
Vertreter eines S c Hn (X ; n) beziehungsweise der Cohomologie-Operation 0
mit Eigenschaften &(E) O und u*(3) O fur ein u : A ~> X :

u £ v
A->X->K(n,n)-+K(G,q); !~u ~ o ^|^o.

b) Infolge [rj] 0 ist unter der Identifikation II(R, QS) II(ZR, 8)
L(0, u*) rj^n(ZA, K(n, n)) + (r^)*/7(rZ, K(G, q)) Somit haben 0U
und § dieselben Bildbereiche.

c) rj: K(ji,n) -> K(G,q) erzeugt ein Erj : EK{n,ri) ->EK(G, q). In der
Spraehe der Cohomologiegruppen von Abbildungen ist 0U als die Opération
J'~1(Eyi, rf)* d"1 im folgenden Diagramm definiert:

d
; n) > Hn(u;n) > Hn(X;7t) >

> Ht-^A ; G) H*(u;G) H«(X;G)

Ein w : A -> K(G;q) aus der Homotopieklasse eines Vertreters von 0U(3)
erhâlt man somit dadurch, da6 man auf ein (fl5 |) mit 3[fx, I] B die
Abbildung (Erj,r))* ausûbt und dann î]| in o deformiert:

A -ii. EK(n, n) -X EK(G, q) A ~^> EK(G, q)

i ~ -i. i
X_ K(n,n) -^L K(G,q) X -î* #((?,g).

Dem entspricht in der Transposition die Anwendung von D^ auf
(Id,o)%T(£l9 £), wobei 0 eine Déformation von rji in o ist:
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U

[w] en {SA ,K(O, q)) und [w] c II (A ,QK(O, q)) sind dieselben Elemente.
Folglieh ist J^1(Etj9 rj)^^, £] h0[Çly f], und das bedeutet, dafi die Be-

ziehung

Ma foi)m ©.(£)
gilt. q.e.d.

Corollar. Die funktionale Cohomologie-Operation 0U hângt homomorph
von \u\ ab, sofern dièse Aussage einen Sinn hat. Genauer:

Es seien A ein jff'-Raum und II(A, X)o die Untergruppe aller [u] mit
«*1ÎM(Z; 0) 0. Dann gilt fur [u], [v] €II(A,X)0

Satz 8 und das Corollar zeigen, da8 S([f], [rj]) den HoPFsehen «Homo-
morphismus » von ^2n-i(^n) ^n die ganzen Zahlen verallgemeinert, da dieser
als funktionale Cohomologie-Operation aufgefaBt werden kann (vgl. [9]).

3.4. Cohoinologie-Operationen in Normalpolyedern. a) Xr sei ein einfach
zusammenhàngendes Polyeder. Nach [5] ist Xr homotopie-àquivalent einem
«Normalpolyeder» X, das heiBt einem Polyeder X, welches durch Teilpoly-
eder X2 c Xz c mit den folgenden Eigenschaften ausgeschôpft werden
kann:

Ht(Xq) 0 i > q.

Xa entsteht aus Xa_x dadurch, daB man mit Hilfe einer Abbildung
u «4_x : K'(Ht{X), q—1) -^X^ den Kegel ùber K'(Ha{X), q — 1) an
Xa_x anheftet ; wir schreiben dafûr kurz

u induziert auf den Homologiegruppen den NuUhomomorphismus, das heiBt

u ist «homologisch trivial».
b) Wir betrachten in einem Normalpolyeder X eine Cohomologie-Operation

0 vom Typus (n, n; 0, q), q > n. Es genugt, dieselbe in Xq zu
betrachten. Der Homotopietypus von Xq und damit die Wirkung von © in X
ist durch Xq^l9 Hq{X) Hq und uq^t u eindeutig bestimmt. Welchen
EinfluB hat u auf die Wirkung von 0
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c) Man unterscheide die Opération 0 in Xq und die zu u gehôrende
funktionale Cohomologie-Operation 0U. Kf(Hq, q — 1) Klq__1 besitzt nur
eine einzige niehttriviale Homologiegruppe, und u ist homologisch trivial.
Deshalb vereinfacht sich das Definitionsschema fur 0U in der klassischen
Schreibweise - man ersetze H* (u) durch H* (Xq) - wie folgt :

d
0 > H"(Xq; n) > H^(X^ \n) > 0

0—+H-*(K'q_i;G) —- H«(Xq] — H«(Xq_i;G) —> 0

Aus diesem Diagramm ersieht man zweierlei :

Erstens ist L(0,u*) 0 fur 0u. Da Kq_x ein iï'-Raum ist, hângt 0u
von homologisch trivialen u : Krq_x -> Xq_x nach Satz 7 homomorph ab. -
Zweitens: 0U(S) ist genau fur diejenigen Se Hn(Xq_1\7t) definiert, welcho
0 als gewôhnliche Opération in Xq_x annulliert. Fiir solche S unterscheiden
sich die funktionale Cohomologie-Operation 0U und die gewôhnliche Opération

0 in Xq nur um Isomorphismen: 0U{S) J~~10(d~13). Ist zum
Beispiel H^X^; G) ^ Ext (Hq^(X), G) 0, so gilt dies fur aUe

3€Hn(Xq^;n)^H"(X',7z).
ZusammengefaBt erhâlt man den

Satz 9. Es seien: X ein Normalpolyeder, «normalisiert» durch die Teil-
polyeder X2 c Xz... ; h und l zwei homologisch triviale Elemente von

7tq_1(Hq(X) ; X^J ; 0 eine Cohomologie-Operation vom Typus (7t,n;G,q),
q> n.

Dann gilt fur die funktionale Cohomologie-Operation 0k und 0X die Bezie-

hung
0k(S) + 0,(3) 0^(3), 3eH-(Xq^;7t)

Ist h gerade die Klasse der (q — l)ten Anheftungsabbildung, k kq_ly von

X, so ist 0k genau fur diejenigen n-dimensionalen Cohomologieklassen 3 bis

auf Isomorphismen dasselbe wie 0, welche 0 als Opération in Xq_1 annulliert.

Corollar 1. Es sei Ext^.^Z), G) 0.
Ist kg_x von der Ordnung r in n^^H^X) ; Xq^t), dann auch 0(3) in

H«(X;G) fur aile 0eH«(n,n;G) und 3 e Hn(X;n), q> n.

Corollar 2. Es sei Extfiï^X), G) 0.
Ist 0 in H9(7i,n;G) durch die Ordnung r von ia-1 teilbar, so ist 0 0

in X.
Ist hq^x durch die Ordnung s von 0 teilbar, so ist 0 0 in X.



254 Caspar Robert Cubjbl

3,5- Die zu <r> duale Opération §• Fur ein h-d Tripel (X, Y,Z; Ç,rj)

xirXz
und einen beliebigen Raum B existiert eine von den Homotopieklassen ab-

hângige Opération £([£], [rj]), die jedem [u] €II(Z, B)° Ker rf : J7(Z, B)
->n(Y,B) ein Elément

zuordnet. Ist (Qu)^TI(X, QZ) 0 fur aile in Frage kommenden [u], so

ist <r> ein Homomorphismus

M£L W) • n(Z, s? -+n(x, QB)iç*n(Y, qb)

§ verallgemeinert die funktionalen Homotopie-Operationen und den dualen
HoPFsehen Homomorphismus (vgl. [7]). Die ersteren werden fur eine Abbil-
dung u : Z -> B und eine Homotopie-Operation S € nQ (0 ; Kr (tz, n)) wie die
funktionale Cohomologie-Operation definiert. Wir haben somit bewiesen, daB
fur sie ein Satz von Peterson-Thomas gilt, ein Satz ûber Operationen E:

welche das Distributivgesetz

nicht erfûllen.
Dual zu 3.4. kann man nach dem Zusammenhang zwischen der Wirkung

einer Homotopie-Operation S vom Typus (Q,q;n,n),q> n, und der ent-
spreehenden funktionalen Opération Sk des q-ten Faktors k kq eines
PosTNiKOV-Raumes X fragen, der aus Faserungen -> Xq+1 -> Xq ~>

aufgebaut ist; k ist ein Elément von Hq+2(Xq; tvq+i(X)). Es existiert ein
zu Satz 9 dualer Satz mit den folgenden Corollaren 1 und 2 :

Corollar 1. Es sei Hom(#, nQ(X)) 0.
Ist kq von der Ordnung r, dann auch 3 (oc) fur aile Operationen

3€7iq(G;K'(7z,n)) und aile <x€nn(G;X).

Corollar 2. Es sei Hom(O, nq{X)) 0.
Ist 3 durch die Ordnung r von kq teilbar, so ist 3 0 in X.
Ist kq durch die Ordnung s von 3 teilbar, so ist 3=0 in X.
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4. Zusammenhang zwischen II (X, Y) und Gruppenerweiterungen

Ist Y ein if-Raum, so kônnen fiir beliebige Raume X zwei Abbildungen
f,g : X -> Y zu einer Abbildung f*g : X -> Y multipliziert werden. Wir fra-
gen nach dem Zusammenhang zwischen /, g und f-g, miissen uns aber auf
Abbildungen beschrânken, deren Homotopieklassen in einer Untergruppe
77(X, Y)lt0 von n(X, Y) liegen.

4.1. Der Homomorphismus Pn. Es seien A, X, Y Raume und / : X -> Y
eine Abbildung, i : A -> CA. Bis und mit 4.2. setzen wir voraus:

(1) Y sei ein .ff-Raum;
(2) A sei ein fl'-Raum ;

(3) II(i,f) und II(A,X) seien ABELsch.

Infolge von (1) ist H(X, Y) eine — nicht notwendigerweise ABELsche —

Grappe. In der folgenden Définition wird der Begriff der homologisch trivialen
Abbildung auf beliebige Raume verallgemeinert.

Définition. Unter II(X, Y)10 verstehen wir die Untergruppe derjenigen
Elemente [f]€lI(X, Y), fur welche

/* t
: n{ZA, X) -> n(ZA, Y) und

U9Q:II{A,X)-+II(A,Y)
die Nullhomomorphismen sind.

Fiir ein [/] €lI(X, Y)10 reduziert sich das Ende der Folge #*(/) auf

Das heiBt: II(i,f) ist eine Erweiterung von 11(2A, Y) mit 77(A, X).
Aus 1.3. weiB man, daB ein zu / homotopes /' eine âquivalente Erweiterung
definiert. Da nach der Erweiterungstheorie von Moduln (vgl. [12], 289ff.) jede
solche Erweiterung durch ein Elément in Ext (77(A, X), II(SA, Y)) charak-
terisiert ist, entspricht jedem [/] eII(X, Y)10 durch eine Zuordnung Pn ein
Elément in diesem Extensionsprodukt :

Pn : 77(Z, 7)lto -> Ext (II(A, X), 77(EA, Y))

Bezûglich der in 77(X, T")1>0 nach Voraussetzung vorhandener Gruppen-
struktur gilt der

Satz 10. Pn ist ein Homomorphismus.
Er wird im folgenden Abschnitt 4.2. bewiesen werden.
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4.2. Beweis von Satz 10. Er besteht im wesentlichen darin, daB der in
2.3. beschriebene Zusammenhang zwischen den Operationen J^1 und
(o,Id)*DQ benûtzt wird.

a) Einige Bezeichnungen und Bemerkungen. - Es seien M' : A -> Av A
die Comultiplikation von A und v{ : A -> X einige Abbildungen. Unter
Z'v{ verstehen wir die Abbildung

vn^ v (v_t v («„_! v vn) M') M'

das heiBt E1 bedeutet, daB man M' auf eine ganz bestimmte Weise iteriert.

- A sei eine ganze Zahl, v eine Abbildung von 4 in I. Fur X > 0 ver-

stehen wir unter Xv die Abbildung voZ'Id^, fur A<0 die Abbildung

vo to Z'IdA, wobei i : A -> A die Inversion von A ist. - Fur a,b : A -+ X
und a x6:4->I xi ist A(a x 6) la x A6.

b) Définition des charakteristischen Elementes einer Erweiterung
(vgl. [12], 290). - Das der Erweiterung II(i,f) entsprechende Elément

Pn[f]€Bxt(n(A,X),n(SA, Y)) findet man zum Beispiel so, daB man
II(A, X) als Faktorgruppe einer freien ABELschen Gruppe Nf darstellt:

0 N — Nr >II(A9X) 0

K
d

\Id

hf existiert und definiert eindeutig ein kf. Fur die Identitàt Id von
n(ZA, Y) istdann Pn[f] gleichder Restklasse mod j* ïtom(Nr, II(i:A, Y))
von 1c*Id€iîom(N,II(ZA, Y)).

c) Wahl der Homomorphismen hfihg und hf.g. - (,..(lo...) sei eine
Basis von N' ; jedes Symbol pa entspricht einem [ua] e II(A, X). Als

wâhlemanein [ua,ufa]€ll(if f) :

A^
i\

CA-^>

X
J/.
Y

und als hg(fla) ein [ua, u°a~\ €i7(i, g), wobei auch [g] ein Elément von
II(X9 F)1>0 sein S°U- I8^ Jtf" dîe Multiplikation von Y, so bezeichnen wir
die Abbildung M(f x g):X ->Y kurz mit /-gr. Als hf.g(Pa) wâhlen wir
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CA—, Y

Wir setzen M(ufa x uga) uta'. Mit dieser speziellen Définition von hf.g
werden wir beweisen, daB fur ein /S e N die Beziehung

gilt, das heiBt, daB Pn[f-g] Pn[f] + Pn[g] bereits fur ~H.om(N,n(ZA, F))
undnichterstfûr Hom(JV,/7(i7-4, T))/j*B.om(N',II{Z:A, Y))=ïïxt(TI(A,X),
II(EA, Y)) gilt. Man beachte, daB hfjp,hgjp und hf.gjfi in drei verschiede-
nen Gruppen liegen, welche durch J-1 in eine einzige, nàmlich in II (SA, Y)
abgebildet werden.

d) Transposition der Abbildungen. - Ein (} c N ist eine endliche Summe
n

P ZXt(it. Mit den Bezeichnungen von a) ist (Zf Xtuti E' Xtu[) eine Abbil-

dung aus der Klasse hfjp :

GA -X Y

Ebenso erhàlt man Abbildungen aus den Klassen hBjp und hf.9j^. Ihre
transponierten Bilder werden mit F, G und F G bezeichnet und sind
Abbildungen von Z' X,ut in p : E Y -> Y :

G {ZXÛ\, g)

EM :EY->EYxEY sei die von M : Y -+ Y X Y induzierte Multiplika-
tion. Wir behaupten, daB fur F, G und F-G gilt:

EM (Z' A, u{ xri,<) Z' A, u{ ». (A)
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e) Beweis der Beziehung (A). - Es seien: S ein Z7-Raum mit Multiplika-
tion M, B ein beliebiger Raum, a und b Abbildungen von CR in S. Dann
ist immer EM(â xb) M(axb). Auf unsere Situation angewendet be-
deutet das, da8 die linke Seite von (A) gleieh

ist. Die reehte Seite von (A) lâfit sich wie folgt beschreiben. Es ist u['°
M(ul x u\). Nach a) ist somit X{u{'9 M(Xtu[ X Xtul). Setzt man

X{ul ri und Xtu\ st, so hat man zum Beweis von (A) noch zu zeigen,
daB

'ri x S1 s^ E' M(r{ x *<)

ist. Fur n 2 reduziert sich das auf die bekannte Beziehung

M{{rx v r2) Jf' x {sx v «,) Jf') (M (rx X «J v M (rt x «,)) if'
Fur t& > 2 wende man Induktion an und beachte, da8 S' bedeutet, daB

man die Abbildungen auf eine ganz bestimmte Weise addiert. Damit ist (A)
bewiesen.

f) Aus e) folgt: [F] + [G] [F>G] in 11(2'Xtui9p). 0 sei eine
Déformation von ZrX^i in o. (/d,o)*D0 ist ein Homomorphismus von

^,p) in

(Id, o)*D0[F] + (Id, o)*D»[G] (Id, o)*D0[F-G]

Nach 2.3. entspricht dieser Beziehung in der Transposition

Da [/] und [g] in II(X, Y)10 liegen, ist J"1 eindeutig. Nach Définition
ist [T(F)] hfjfi [T(G)] hgjp, [T(F-G)] hf.gj0. Wir haben also ge-
zeigt, daB die Beziehung

gilt. Damit ist der Satz 10 bewiesen.

g) Aus der Définition der BAERschen Addition von Erweiterungsklassen
folgt das

Corollar. Es seien [/] und [g] Elemente von II(X, Y)10> Dann ist
II(i, f-g) II(i, M(f X g)) isomorph einer Faktorgruppe einer Untergruppe
von II(i,f)+II(i,g).
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4.3, Pn ist nicht trivial; die Koeîfiziententheoreme, 0 und H seien Abel-
sche Gruppen, n > 1. Wir betrachten die ganzzahlige Homotopiefolge 8* (/)
einer Abbildung / : K'(H,n) -> K(G,n + 1) und setzen zur Vereinfachung
K' K'{H,n) und K K(G,n+ 1):

-> n^(K') *X nn+1(K) -i nn+1(f) ^ ^n(Kf) -> 0

Lemma 7. f^7tn^(Kf) 0 c wn+1(Z).

Beweis. Man betrachte das folgende kommutative Diagramm :

Der HuBEWiczsche Homomorphismus œ ist ein Isomorphismus. Deshalb
ist /* trivial.

Lemma 7 hat zur Folge, daB sich 8* (/) in der Dimension n + 1 auf

0 -> rcn+1(Z) -> Wn+1(/) -> nn{K') -> 0

reduziert, das heiBt, daB Pn auf ganz II(Kf, iT) definiert ist.

Satzll. In diesem FaU ist Pn :II(K', K) ->Ext(7rn(Z'), %(!)) ein
Isomorphismus.

Der Beweis befindet sich in 4.4. - Die Anwendung der Koeffiziententheo-
reme fur die Cohomologie- und Homotopiegruppen auf II(Kr, K)

' ; O) nn(H;K) ergibt jeweils

Der Satz 11 besagt somit, daB ein solcher Isomorphismus zum Beispiel durch
Pn hergestellt wird. Man erhàlt aus ihm die Koeffiziententheoreme - wenn
auch nicht in ihrer allgemeinsten Form — auf die folgende Weise zuriick.

(X*, Je*) sei eine Homotopiezerlegung des einfach zusammenhângenden
Raumes X. Die Folge 8* (pn) der Faserung pn : Xn+1 -> Xn mit der Faser
K K(nn+1(X), n -\- l) reduziert sich in der Dimension n auf

(n) 0->7tn(H;K)->7tn(H; Xn+*) -> nn{H ; X») -> 0

Nach Satz 11 ist nn(H; K) ^ Ext (H, 7tn+1(X)) Mit Hilfe von S
und 8* (p*-1) erhâlt man die Isomorphismen
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nn(H;X*)eÊKom{H,*n{X)).
In (71) eingesetzt erhâlt man das Koeffiziententheorem der Homotopiegrup-
pen(vgl. [3]):

0->Ext(#57rn+1(X)) ->7in(H;X)-+Hom(H,7in(X)) -> 0

Dabei wurde X als einfach zusammenhângend vorausgesetzt. Unter der-
selben Voraussetzung erhâlt man das Koeffiziententheorem fur die Cohomolo-
giegruppen aus dem Satz 11 in der Form

0->B.om{Hn(X),G) ->Hn{X; -* Ext (H^ (X), -> 0

wobei eine Homologiezerlegung des singulâren Komplexes von X benutzt
werden muB.

4.4. Beweis von Satz 11. Er wird auf den bekannten Fall einer Abbildung
von K(H,n) Kn in K K((?, n + 1) zurûckgefuhrt, welcher damit in
der Sprache der Homotopiegruppen von Abbildungen interpretiert wird.

a) Die Einbettung j von K1 in K(H ,n) Kn erzeugt Isomorphismen
j*:n{Kn, K)^n(K',K), ù ¦ *.<*') S *n(K») und j* : Ext(».(Jf.), G) g*

^ Ext(jrw(iT/), welche AnlaB zum folgenden kommutativen Diagramm
geben :

n(K', K) -i Ext (nn (Kf), rcn+1 (Z))

f\

In b) und e) wird gezeigt, daB Pn auf II(Kn} K) monomorph und epimorph
ist. - Ûbrigens ist Pn fur beliebige Abbildungen j in diesem Sinne mit j
vertauschbar.

b) Fur i < n ist n{(f) 0, / : Kn -> K. Deshalb existiert nach [6] eine

Abbildung {u, v) mit der Eigenschafb, daB / ûber die von v ûber K in-
duzierte Faserung q1 faktorisiert werden kann :

f1 u

J 1

K > K{nn+1(f), n+1)

Dabei erzeugt v den Homomorphismus J der Folge 8* (/) :

0 -y nn+1 (K) ^ nn+1 (/) -* nn (Kn) -> 0
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Setzt man nun voraus, daB nn+1(f) isomorph zu O + H ist, so kann
K(nn+1(f), n + 1) als ein Produkt K X K(H, n + 1) angenommen werden:

fl u
Y1 ^— Kn > EK x EK(H, n + 1)

w /f. i
if Z x K(H, n + 1)

Als v kann die Einbettung von K in K x K(H, ti + 1) gewàhlt werden.
Die von v induzierte Faserung ist dann die Projektion von Y1 EK x
QK(H,n + 1) auf JT, die ÛZ(£T,^+1) auf o abbildet und auf EK
mit der ùbliehen Endpunktabbildung zusammenfallt :

q1:EK x QK(H, n + 1) -> EK -> Z
g1 ist nullhomotop. Dann ist aber auch / g1/1 nullhomotop. Also ist Pn
monomorph.

c) Nach [13], 201, kann jede exakte Folge 0 -> O -> X -+H ->0 als Homo-
topiefolge einer Faserung p: E -> K mit Faser K(0,n) realisiert werden.
Eine solche Faserung wird aber von einem / : Kn -> K erzeugt :

E mit 7tn(E)g*7zn+1(f)^X
v\

k.-Lk.
Folglich ist Pn epimorph. - Damit ist der Satz 11 bewiesen.

4.5. Der zu Pn duale Homomorpbisnms PE. Es seien X, Y, B Baume
und / : X -> Y eine Abbildung, p : E B -> B. Unter den Voraussetzungen

(1) X sei ein ff'-Raum,
(2) B sei ein Jï-Raum,
(3) II{i,p) und II(Y,B) seien ABELsch

existiert ein Homomorphismus PH von II(X, Y)1*0 c II(X, Y) - derUnter-
gruppe aller [/] mit /*iT(F, QB) /*i7(F, B) 0 - in ein Extensions-
produkt :

PH:II{X, Y)1'O-

Er wird mit Hilfe der Folge

0 ->i7(X, QB) ~>/7(/, p) ->II{Y, B)->0
definiert.
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SetztmanzumBeispielfur B einen K(Q,n) ein, Q réelleZahlenmod 1,
und bezeichnet man mit W einen Isomorphismus Ext (12, 8) ^ Ext (Char 8,
Char R), so definiert PH einen Homomorphismus Ph *FPH :

pH
II(X, F)*^-1 > Ext (H* Y ; Q), H»-1 (X ; Q))

Dabei bezeichnet II(X, Y)71*71'1 die Untergruppe der in den Dimensionen
n und n — \ homologisch trivialen Abbildungen.
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