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Uber die Homotopie- und Cohomologiegruppen
von Abbildungen®)

Von CaspArR RoBERT CURJEL, Ziirich

Einleitung und Zusammenfassung

Es werde eine stetige Abbildung f des Raumes X in den Raum Y be-
trachtet, f: X — Y. Zur Untersuchung einer solchen Abbildung haben Eck-
MANN-HinToN in der Note «Groupes d’homotopie. Suites exactes» (vgl. [2] des
Literaturverzeichnisses am Schlufl dieser Arbeit) unter Umgehung des Begrif-
fes des Abbildungszylinders « Homotopiegruppen der Abbildung f» definiert
und diese mit I7,(A, f) und II,(f, A) bezeichnet. Dabei ist A ein festge-
wiahlter Raum, der die Rolle eines Koeffizientenbereichs spielt. Ist f eine
Einbettung X c Y, so reduzieren sich diese Gruppen auf die relativen
Hurewiczschen Homotopiegruppen von Y mod X bzw. auf die relativen
Cohomologiegruppen, falls fiir 4 eine Sphére bzw. ein EILENBERG-MACLANE-
scher Raum eingesetzt wird. Die I7,(4, f) treten zusammen mit entsprechen-
den «absoluten» Gruppen I7,(4, X) in einer exakten Folge auf (vgl. [2]):

J 0
SOA, X5 I, AT, p ST, X) >

und geben somit an, wie weit der von f induzierte Homomorphismus f,
davon entfernt ist, ein Isomorphismus zu sein (fiir die I7,(f, A) existiert eine
analoge Folge). Im weiteren Verlauf dieser Einleitung und Zusammenfassung
bezeichnen wir kurz mit I7,(f) entweder II,(A,f) oder II,(f, A) und mit
I1,(X) entweder II,(A, X) oder I, (X, A).

Die vorliegende Arbeit leistet einen Beitrag zur Untersuchung der Gruppen
IT, (f). Dabei sind wir von der folgenden Fragestellung ausgegangen: Zu den
elementarsten Operationen, die mit einer stetigen Abbildung f eines Raumes
X in den Raum Y in der Homotopietheorie vorgenommen werden, gehoren
erstens der Ubergang zu einer homotopen Abbildung f und zweitens — unter
geeigneten Voraussetzungen iiber X oder Y - die Bildung des Produktes
f-g zweier Abbildungen f und g, durch welches in der Menge I7(X, Y) der
Homotopieklassen von Abbildungen, kurz: in der Homotopiemenge I1(X, Y),
eine Gruppenstruktur definiert wird. Welche Wirkung haben nun diese mit f
vorgenommenen Operationen auf die Struktur der Gruppen I7,(f) ?

Die Beziehungen zwischen den Homotopiegruppen II,(f) und II,(f') von

1) Die Ausfiihrung dieser Arbeit wurde teilweise durch eine Zuwendung des Schweizerischen
Nationalfonds zur Férderung der wissenschaftlichen Forschung erleichtert.
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homotopen Abbildungen f und f' werden fiir » > 2 in 1.3. bis 1.5. unter-
sucht. Es stellt sich heraus, dal jede Deformation @ von f in f' «Deforma-
tionsisomorphismen» D, erzeugt:

D¢:Hn(f)"g‘ﬂn(f’)a n_>_2

Verschiedene Deformationen @, ¥ von f in f erzeugen verschiedene
Deformationsisomorphismen, deren Differenz im folgenden Sinne durch Unter-
gruppen von II,(f') charakterisiert wird (Sdtze 1 und 2): Fiir jedes « e IT,(f)
existiert eine von o abhingige Untergruppe 4, von II,(f') mit den Eigen-
schaften, daBl Dg(x) — Dg(x) in A4, liegt:

Dy (x) — Dy(o) = d* € 4, c IL(f') ,

und daB es umgekehrt zu vorgegebenen @, und d* € 4, eine Deformation
¥ von f in f' gibt, fiir welche diese Beziehung erfiillt ist (in 1.4. wird 4,
ausfiihrlich mit J 4 (d«, f, f') bezeichnet). Daraus ergibt sich eine notwendige
und hinreichende Bedingung dafiir, dal zwischen I7,(f) und II,(f') ein von
den verschiedenen moglichen Deformationen unabhingiger Isomorphismus exi-
stiert. Die Untersuchung derselben Frage im Fall » =1 (2.1. bis 2.3.) wird
dadurch erschwert, da I7,(f) und II,(f') keine Gruppen mehr, sondern nur
noch Homotopiemengen sind. Um fiir diese ebenso vollstindige Resultate zu
erhalten, beschranken wir uns auf nullhomotope Abbildungen f. Dabei wird
in 2.2, die Operation 7' der «Transposition» eingefiihrt, um einen Zusammen-
hang zwischen Homotopien in der Kategorie der Paare (vgl.[2]) und Defor-
mationsisomorphismen herzustellen. Sie ist eine Abdnderung der von Eck-
MANN-HILTON in [7] definierten Transposition und werde der Einfachheit halber
mit demselben Namen bezeichnet.

Die bisher gewonnenen Ergebnisse werden in 3.1. bis 3.5. angewendet und
weiter verfolgt. Wir betrachten Paare (&, ) von Abbildungen, deren Zusam-
mensetzung nullhomotop ist:

X573z, ni~o,

und nennen in Anlehnung an [4] ein solches Paar ein «homotopie-differentiel-
les» (h-d) Tripel. Fiir ein h-d Tripel (£, ) und einen weiteren beliebigen Raum
A wirdin 3.2, eine Operation §) definiert?). Sie hingt nur von den Homotopie-
klassen [£], [n] der Abbildungen &, 7 ab und ordnet jedem Element « einer
Teilmenge II(A4, X), von II(A, X) — oder einer Untergruppe, je nach den
Voraussetzungen iiber 4 — ein Element der Faktorgruppe II(2'4, Z)/L, zu
(Sdtze 6, 7); dabei bezeichnet X4 die Einhdngung von 4 und L, eine vom
Argument x abhéingige Untergruppe von I71(X'4, Z). Die Operation § kann als

%) Wie wir erfahren haben, hat unabhiinig von uns E. H. SPANIER dieselbe Operation untersucht.
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eine Verallgemeinerung der Hoprschen Invariante fiir Abbildungen der S2»-1 auf
die 8" betrachtet werden, da fiir ein geeignetes h-d Tripel § eine funktionale
Cohomologie-Operation (vgl. [9], [10]) ist. Des weitern kommen zur Sprache:
Ein allgemeiner Beweis des Satzes von PETERsoN-THoMAs [11] iiber den
Wertebereich einer funktionalen Cohomologie-Operation in 3.3. und sein
Analogon fiir funktionale Homotopie-Operationen in 3.5.; Zusammenhinge
zwischen Anheftungsabbildungen in Komplexen und Cohomologie-Operatio-
nen in ihnen in 3.4. sowie die dazu duale Frage — Zusammenhénge zwischen
den PostNIKOV-Faktoren und Homotopie-Operationen —~ in 3. 5.

Die Frage nach der Wirkung der Produktbildung von Abbildungen auf ihre
Homotopiegruppen wird in 4.1. bis 4.3. behandelt. Es wird also vorausge-
setzt, daf die Homotopiemenge I7(X, Y) eine Gruppenstruktur besitzt. Mit
Hilfe der Erweiterungstheorie ABELscher Gruppen und der Ergebnisse von
2.3. erhilt man einen Homomorphismus P, der eine Untergruppe II(X, Y),
von II(X,Y) - II(X, Y), wirdin 4.1. ausfiihrlich mit II(X, Y), , bezeich-
net — in ein Extensionsprodukt der Homotopiegruppen von X und Y ab-
bildet :

P:II(X, Y)y - Ext (I, (X), I, (Y)) .

Er beschreibt die Wirkung der Multiplikation von Elementen aus I7(X, Y),
auf ihre Homotopiegruppen und verallgemeinert die Koeffiziententheoreme
fiir die Homotopie- und Cohomologiegruppen in dem Sinne, daf} in einer be-
stimmten Situation der Bildbereich von P gerade der Ext-Term der Koeffi-
zientenformeln ist (Satz 11). In [14] hat MASSEY ein algebraisches Analogon
von P untersucht; unser P ist aber geometrischer Natur und scheint auch
Anwendungen ganz anderer Art zu haben, auf welche im Rahmen dieser Arbeit
nicht eingegangen wird.

Die hauptsichlichsten Begriffsbildungen und Sétze lassen sich im Sinne
von [1] dualisieren. Die Uberlegungen werden aber jeweils nur auf einer Seite
vollstdandig durchgefiihrt.

Diese Arbeit geht auf eine Anregung von Herrn Prof. B. ECKMANN zuriick.
Fiir sein stetes Interesse an meinen Untersuchungen sowie seine vielen Hin-
weise dazu sei ihm an dieser Stelle freundlichst gedankt. Ferner danke ich
Herrn Prof. P. Hiurox fiir verschiedene konstruktive Fragen.

Terminologie

Im allgemeinen werden die Definitionen und Bezeichnungen von [1] bis [6]
verwendet.

Alle Rdume X, Y,... seien durch Wege zusammenhéngend und mit einem
Basispunkt o versehen, der von den Abbildungen f,g...: X - Y,... und
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deren Homotopien f~ f' respektiert werde. Mit o wird auch die konstante
Abbildung eines Raumes in einen anderen bezeichnet. Es seien:

II(X,Y) die Homotopiemenge von Abbildungen f:X — Y; [f] die Ho-
motopieklasse von f; M bzw. M' die Multiplikation bzw. Comultiplikation
in einem H- bzw. H'-Raum; I das Intervall [0,1]; CX =X X I/X X 1v
vo X I der Kegel iiber X; XX =X X I/X X 0vX X 1vo X I die Ein-
hingung von X; EFX der Raum aller von o ausgehenden Wege in X;
02X der Schleifenraum in o von X.

Zwei Abbildungen f,g:CA — Y, die auf A iibereinstimmen, definieren
ein Trennungselement d(f, g) wie folgt: Fiir (a,t) e 24 ist

a(f,9) (@, t) =f(a,1 —28), 0<t<1/2;
=ga,2t—1), 1/2<t<1.

Ebenso definieren zwei Abbildungen f,g9: 4 - EY mit pf= pyg,
p:EY - Y, ein d(f,g): A - QY. Fir diese Trennungselemente (das heif}t
deren Homotopieklassen) gelten die iiblichen Rechenregeln.

Fiir ABELsche Gruppen G werden mit K (G, n) bzw. K’ (G, n) EILENBERG-
MacLaxzesche bzw. Mooresche Riaume bezeichnet. Sie werden jeweils so auf
eine feste Art als CW-Komplexe realisiert vorausgesetzt, da K’'(G, n) ein
Teilpolyeder von K(@, n) ist.

Unter der Cohomologiegruppe H"(X ; @) des Raumes X mit Koeffizienten
G verstehen wir durchwegs die Gruppe II(X, K(G, n)). =,(X) ist die iibliche
Huorewiczsche Homotopiegruppe von X. Die «Homotopiegruppe von X
mit Koeffizienten G» ist als IT(K' (G, n), X) definiert und wird mit =,(G; X)
bezeichnet werden.

1. Die Homotopiegruppen homotoper Abbildungen

1.1. Definition der Deformationsisomorphismen D,. Bis und mit 1.5. sei
A=2"A" n>1,1: 4 - CA. Dann besitzen fiir ein beliebiges f: X - Y
die Homotopiemengen II(s, f) und II(4, X) Gruppenstrukturen; I7(Z-7, f)
ist noch definiert, aber moglicherweise keine Gruppe mehr.

Wir betrachten eine bestimmte Deformation @ von f in f' als eine Ab-
bildung @ von M =X X I in Y. j und j' seien die Einbettungen von
X in M:®j=f, &5’ =f. In der exakten Tripelfolge [6] von &Dj = f:

116, ) 2R 6, n 1% 6, 0) 2o mz, j)
ist die dimensionserniedrigende Abbildung von II(z, ®) in II(X-'¢,j) mit
Hilfe der Folgen 8, (j) und 8, (D) von [2] als Jd definiert:
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Sy () : — IT(4, X) 25 14, oy -2 1314, §)
Ta
G, o)

S*(D) .

Da nun j eine Homotopiedquivalenz ist, ist I7(z,9) = 0 und J der Null-
homomorphismus: Aus der Tripelfolge von @j = f erhilt man

0— 11, ) 5% 116, ) — 0,

und ebenso fir @§" = f’

0— 116, ) 1% 16, 0) — 0.

Wir nennen D, = (', 1d);*(j, Id)y:II(i, f) = II(i, f') einen Deforma-
tionsisomorphismus. Er hingt von der zugrunde gelegten Deformation & von
f in f ab.

1.2. Die Standard-Deformation. Wir werden im folgenden explizit eine Ab-
bildung angeben, welche auf den Homotopieklassen den Isomorphismus D,
erzeugt. Dazu bendtigt man Lemma 1 und 2.

Lemma 1. i: B - C B ist fiir alle B eine Cofaserung.

Beweis. Z sei ein beliebiger Raum, s:CB - Z, r = s1:

cB-%> 2
2
QT /T
B
Eine Deformation 7., 0 <7 <1, kann auf die folgende Weise zu einer
Deformation s, von s erweitert werden: Fiir (b,t) e C B sei
8:(b,t) = r(1_n1en-1(0) , 0<t<7/l+7;
=s(b,1—(1—-28)14 1), l+1<t<1.
Anschaulich: Im Zeitpunkt = der Deformation wird die (riickwirts durch-
laufene) Erzeugende b x I von CB auf denjenigen Weg in Z abgebildet,

der aus s(b,I) und der von s(b,0) =r(b) von 0 bis v zuriickgelegten
Strecke besteht.

Die Situation in diesem Lemma beschreiben wir kurz mit den Worten : Man
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folgt mit s der Deformation von r. Hat man im Laufe einer Untersuchung
einer Deformation in diesem Sinne zu folgen, so verwende man die soeben
angegebene Standard-Deformation. Lemma 2 besagt nun, daB die ausschlieB-
liche Verwendung von Standard-Deformationen keine Einschriinkung bedeutet.

Lemma 2. Folgt man der Deformation r, auf zwei verschiedene Weisen

s, und & :
/

87’81'
CB — 7
i /{: o i=ali=r,
B

so sind s, und s; homotop unter Festhaltung von B:
[d(sy,8)] =0€ell(ZB, Z) .
Beweis. Es sei (b,t) ¢ C B. Die Deformation s :
85(b,t) = ri_s (D), 0<t <1/2;
=s{_,(b,-2—-_2:-t—(t-— 1) + 1), 72 <t<1,

fiilhrt s] unter Festhaltung von r,(B) in das Endstadium s, der Standard-
deformation von Lemma 1 iiber.

1.3. Beschreibung von D,. Die Wirkung von (j’, Id);' auf eine Abbil-
dung (u', v')

!/

4 M=XxI

il e w!'(a) = (u}(@), %3())

CA— 7Y
188t sich im Sinne von 1.2. wie folgt beschreiben. Die Deformation von '
durch %, = (%}, (1 — u})7 + u}) in eine Abbildung von A4 in die Deck-

fliche von M erzeugt eine Deformation von @u'. Folgt man dieser mit v,
so geht (u',v’) in eine Abbildung der Form (j', Id)(u",v") iiber:

! " *f
(/

45y A4S xm
;lA , Il? N;lA o glld }:D; (G, Id) M, v'] = [u", v"] .
— —s Y —

Dabei ist »” gerade die erste Komponente u; von u'. Der Ubergang von
[w,v]ell(s,f) zu Dylu,v]= (', Id);*(j, Id)y[u,v] vollzieht sich somit
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dadurch, dal man in (u,v) das f durch @ in f' deformiert und der so
erzeugten Deformation von fu mit v folgt:

4-5.x o 4 -2 x
d . [ RaLint Gy " I
CA—Y CA—Y.

Die Zuordnung (u,v) — (u,v,) erzeugt auf den Homotopieklassen den
Isomorphismus D, und wird ebenfalls mit D, bezeichnet werden. Man be-
achte, da D, die erste Komponente von (u,v) unverdndert laBt.

Aus dieser Beschreibung von D, folgt unmittelbar, da8 D, mit den Ho-
momorphismen der Folgen S, (f) und S, (f') vertréiglich ist:

, IAHEDNG
H f*:f* \
—»II(ZA,X)2—31(ZA4,Y) lD,, P
J\Aﬂ(i,f’)/a’

Somit haben f und f nicht nur isomorphe, sondern sogar im Sinne der
Erweiterungstheorie der Gruppen édquivalente Homotopiegruppen. Da fiir
f = o die Gruppe II(s,f) in IT(A, X) + II(ZA, Y) zerfillt, gilt das

4, X)—s.

Lemma 3. Fiir f ~o ist I1G, f) =~ IT1(4, X) + II(ZA4, Y).

1.4. Die Differenz zweier Deformationsisomorphismen. Es seien @ und ¥
zwei verschiedene Deformationen von f in f und «elI(¢, f). Wie hingen
Dgy(x) und Dy(x) in II(¢, f') zusammen?

Nach 1.3. sind die entsprechenden Deformationsisomorphismen D, und
D, mit @ und ¢ vertauschbar:

JA TG, ) N2
A, Y)< Dq,l ti >H(A, X), Dy = 0'Dg= 2.

I™NC TG, f) S

Da 9 (Dg(x) — Dyp(x)) = 0 ist, liegt Dgy(x) — Dg(x) im Bild von J:
Dg(x) — Dy(x) = Jd*,d* e II(ZA, Y). Ein solches d* findet man zum Bei-
spiel mit Hilfe des in 1.6. fomulierten Lemma 4 auf die folgende Weise. Durch
D, bzw. D, gehe eine Abbildung (u,v),[u,v]=«, in (u,vs) bzw.
(u, vyp) iiber:
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4 -4 x 4 2x
Dgy(u,v): zl o lf’; Dy(u, v): il . lf’.
cA—>% Y cA—25 Y

Dann ist Dg[u, v] — Dglu, v] = J[d(vy, v4)]. Nach Lemma 1 ist v,(a,t)
fiir ein (@,t) e CA durch

'U¢(a,t) = d)(u(a'), 1 — 2t)3 0 StS 1/2;
=wv(a, 2t — 1), 12 <t<1,

gegeben; fiir v, ersetze man @ durch ¥. Bezeichnet man fiir ein »:
CA—-Y mit ot die Abbildung v auf der oberen Hilfte CA+ =
{(@,t),1/2 <t <1} von CA und mit v~ dieselbe auf der verbleibenden
unteren Hilfte CA—, so gilt (unter Vernachlissigung der Parametrisierung
bei v~):
uxld D,¥

vg =} vp =0u X Id),vg =¥u xId):AX]I—>XxI—7Y.
Fiir Elemente wie [d(vy, v,)] gilt der

Satz 1. Die Elemente d*, deren J-Bilder als Differenz zweier Deformations-
1somorphismen auftreten:
Jd* = Dg(ox) — Dy(x)

liegen in einer Untergruppe A (0w, f,f) c II(XA, Y). Genauver: u: 4 - X,
f~f:X —>Y seien feste Abbildungen; @, ¥ Deformationen von f in f'.
Dann bilden die Elemente [d(v,, v,)] eII(XA,Y) der Form

v,,0,: CA Y,
+ g
U =Y,

vy = D(u x Id),

uxld o,V
v, = ¥(u x 1d), AXT— X xI—7Y,

eine Untergruppe 4’(u, f, '), die nur von [u] abhéngt:

A'(u, f,f) = A([u]. 1, ).

Beweis. a) 1,2 und 3,4 seien Abbildungen von CA4 in Y dieser Art:
1= 2+ .... Da A seit 1.1.als Einhdngung vorausgesetzt ist, ist II(X4,Y)
ABErsch. Deshalb gilt fiir die [d(s,j)] auf Grund der allgemeinen Eigen-
schaften der Trennungselemente

[(1,2)] — [4(3,4)] = [d(1,3)] + [4(4,2)] .
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Bezeichnet man mit 1-(a, 0 — 3) usw. das Bild der gerichteten Teilstrecke
von 0 bis 4 der Erzeugenden von a in CA unter der Abbildung 1-, so
nimmt eine Abbildung d* der Klasse [d(1,3)] + [d(4,2)] auf (a,t)e XA
die folgenden Werte an:

d*(a,t) = 2*t(a, 1 - 1), 0<t <%},
2@, 3 —>0), $<t<t,
4@, 0>4%), <t<4%,
e, 3 >1), EF<t<},
3t(@,1 >4), $<t<§,
37(a, 34 >0), F=<t<4%,
17(a, 0 >4), $<t<4%,
1t(e, 3 > 1), <t<1.

Fiir ¢ zwischen 4 und & durchlduft (a,t) denselben Weg, den er schon in
umgekehrter Richtung von $ bis } zuriickgelegt hat. Deshalb ist d* homotop
zu einem d**, in welchem 4+ und 3+ fehlen. Dann kann der Abschnitt
zwischen 1- und 4~ von unten nach oben als eine einzige Deformation von
f in f' betrachtet werden. Das heilt, daBl [d**] = [d(1,2)] — [d(3,4)] sehr
wohl von der verlangten speziellen Form [d(v,, v,)] ist.

b) A sei eine Deformation von » in ', [d(v,, vy)] € 4’ (u, f, ). Wir zei-
gen, dall [d(v,, vy)] e A" (W', f, f') ist, das heiBit, daB es Abbildungen w,, w,:
CA — Y gibt mit den Eigenschaften

w:- :w; )

wy =P x Id),

w;, = ¥Y(u x Id),
[d(wy, wy)] = [d(vy, v5)] .

Dazu unterteile man CA+ in CA+- = {(a,t), 3} <t < 2} und das oberste
Viertel CAt++ und definiere w} = w} auf CA++ als v} = v/ und auf

CA+- als fA:A X IiX—f> Y; A deformiert @(u X Id) beziehungs-
weise WY(u X Id) in @ (u'x Id) = wy Dbeziehungsweise ¥ (u’' X Id)=wj; .
d(vy,v,) und d(w,, w,) sind offensichtlich homotop. Folglich ist
A (u,f,f)c 4, f,f); die umgekehrte Inklusion erhdlt man durch Ver-
tauschung von % und «'. Das heilt, daB A4'(u, f, f) nur von [«] abhingt:
A (u, f, ) = A(ul], f, ). Damit ist Satz 1 ganz bewiesen.

Nach Definition von A4(dx, f, f') ist das J-Bild eines jeden Elementes dar-

aus eine Differenz D, (x) — Dy(x + J ). Diese Aussage 148t sich verschérfen
im
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Satz 2. Es seien xell(¢,f), ®:f ~f und [d(w,, wy)] e 4(0x,f, ) gege-
ben. Dann existiert ein ¥: f ~ f mit

Dy (x) — Dy(x) = J[d(w,, w,)] .

Beweis. d(w,, w;) ist durch zwei Deformationen A,, A4,:f ~ f charakte-
risiert. Definiert man ¥ als @ A;'4,, soist d(vg, v,) — eine Abbildung aus
der Klasse der Differenz Dg(x) — Dg(f) — homotop zu d(v,,v,) wobei

vy =0vf =v, [u,v]=0«;
v, = Az(u X Id) .

Ein d' der Klasse [d(v,, v5)] — [d(w;, wy)] = [d(v,, wy)] + [d(wg, v5)] bil-
det die Erzeugende von a in XA wie folgt in Y ab:

d@,t)=vf(a,1 >3)=v@, 1>}, 0<t<},
vy (@, 3 > 0) = Ay(u x Id)(a,} ~0), }<t<},
wy (@,0 >3) = A,(u x Id)(a,0 >3), }<t<},
ot @, 3 ~1) =0, } 1), F<i<1.

d' ist nullhomotop, da das Teilstiick zwischen } und } entgegengesetzt gleich
zum Teilstiick zwischen } und § usw. abgebildet wird und das erste und letzte
Stiick sich auch aufheben. Somit hat ¥ = & A;'A, die gewiinschte Eigen-

schaft ‘D‘p (“) — Dw(cx,) = J[d (wl, wg)] .

1.5. Das in 1.4. benitigte Lemma 4. Es seien Abbildungen (r,s) und
(r,s') gegeben:

r r
4 x 4 L x
R B R
04— Y ca sy

Fiir die Differenz [r, s] — [r, 8'] gilt das

Lemma 4. [r,s] — [r,8'] = J[d(¢, s)].

Beweis. ((rvo)M’',s vd(s',s)M') ist eine Abbildung der Klasse [r, s'] +
+ Jd(s', 9)]:

!

rvo
A AvA » X
zl M s vd(s, s) lf'
CA—CAvCA Y
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Bei der iiblichen Deformation von (rvo)M' in r geht (s'vd(s',8))M’ in
ein §" iiber (fir CA++ usw. vgl. Satz 1):

s"(a,%) =o0 fiir alle a
s"|CA- =¢,
"| CA+ = ¢,
8" | CAt+t =g .

Da die aneinanderstoenden Teile C A~ und CA+*- entgegengesetzt gleich
abgebildet werden, kann (r,s"”) unter Festhaltung von r in (r,s) defor-
miert werden. Somit ist [r, s] = [r, §'] + [Jd(s, 8)].

Mit Satz 1 und 2 ist die in der Einleitung und Zusammenfassung beschrie-
bene Charakterisierung der Differenz von Deformationsisomorphismen
II, (A, f) > IT1,(4,f) fir n > 2 durch Untergruppen von II,(4,f) voll-
stindig durchgefithrt. Die Deformationsisomorphismen sind genau dann von
den zugrunde gelegten Deformationen von f in [ wunabhingig, wenn die Unter-
gruppen JAx,f,f) c I (A,f) fur alle oxell, (A, X) wverschwinden.

In den folgenden Abschnitten wird der Zusammenhang zwischen den Homo-
topiemengen II(i,f) und II(z, f') untersucht werden.

2. Die Homotopiemengen homotoper Abbildungen

2.1. D, ist eineindeutig. Die Differenz zweier Deformationsisomorphismen
im Falle nullhomotoper Abbildungen f. Mit der einzigen Ausnahme, daB A
jetzt ein beliebiger Raum ist, werden die Bezeichnungen von 1.1. bis 1.4. bei-
behalten. I1(7, f) usw. werden keine Gruppen mehr sein.

Satz 3. D, :II(¢, f) - II(¢, ') ist eineindeutig.

Beweis. Er folgt unmittelbar aus den Betrachtungen von 1.3., wo fir
(4', Id), eine Umkehrung ohne jede Beniitzung einer additiven Struktur an-
gegeben wurde.

Wir nennen D, immer noch einen Deformationsisomorphismus; er fiihrt
die Klassen der konstanten Abbildungen ineinander iiber. Sind @ und ¥
zwei Deformationen von f in f', soldfit sich im allgemeinen fiir ein o« e I7(¢, f)
eine Differenz Dg(x) — Dg(x) nicht mehr definieren, da II(:, f') nur noch
eine Homotopiemenge ist. Setzt man hingegen voraus, dall f = o, das heifit,
daf @ und ¥ Deformationen von f in die konstante Abbildung sind, so
kann die Differenz von D,(x) und Dy (x), die mit Dg,(x) \ Dg(x) bezeich-
net werde, auf die folgende Weise definiert werden. Jedes «' € I1(s, f') = II(3, 0)
kann nach Lemma 3 in 1.3. eindeutig als Paar (8,y), Bell(4, X) und
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yell(XA,Y) dargestellt werden. D, und D, lassen die erste Komponente
dx von « elIl(i, f) unveréndert:

Dy () = (0x, 74) ,
Dy () = (0, yyp); Oxell(A, X); vp,ypell(ZA,7).

Unter Verwendung der Addition in I7(XA4, Y) definieren wir:
Dy () \\ Dg(x) = (0, Id)y Dy (x) — (0, Id)y Dyp(x) = yg — pw -

Zur Untersuchung der Elemente y, — y, wird in 2.2. eine Operation 7
eingefiihrt. Sie ist mit der in [7] verwendeten Transposition verwandt und
wird der Einfachheit halber mit demselben Namen bezeichnet werden.

2.2. Die Transposition 7. p: EY — Y sei die iibliche Projektion von EY
auf Y. Jedes v: CA — Y kann bekanntlich als ein v: 4 — EY betrachtet
werden und umgekehrt.

Definition. Unter der zu (u, v)
u
A — X
?
Lo, b
CA—Y
transponierten Abbildung T (u,v) verstehen wir die Abbildung

A—§+EY
T(u,v) = ul i lp,
X— Y

in welcher v: A -~ EY dem v:CA - Y entspricht. Die dazu
duale Operation werde auch mit T bezeichnet:

A2 EB 4Ly
(u, v) = fl . lp, T(uw,v) = zl - lv.
Y— B CA— B

Es ist TT = Id. Man beachte, daB 7' auf Abbildungen (und nicht auf
deren Homotopieklassen) definiert ist und daBl der Wertebereich von 7' vom
Argument (u,v) abhidngt. Das Verhalten von 7T gegeniiber dem Homotopie-
begriff fiir Abbildungen eines Paares in ein anderes wird beschrieben im

Satz 4. a) (u, v) ist genau dann zu (u’, v') homotop, wenn die transponier-
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ten Abbildungen 7'(u,v) und 7' (%', v') durch einen Deformationsisomor-
phismus ineinander iibergehen :

(u,v) ~@W', )T ,v)=DyT(u,v).

b) Zwei Abbildungen (u,v) und (u’,?v’) gehen genau dann durch einen
Deformationsisomorphismus ineinander iiber, wenn ihre transponierten Bilder
homotop sind:

(w',v)=Dgy(u, )T (u,v) ~T W, ?).

Beweis. Infolge 7'7T = Id ist a) mit b) dquivalent. Wir beweisen a).
(1) Essei T'(u',v') = DgpT (u, v):

!

A—+EY AV EY
T ,v) = u’l ; lp; T(u,v) = ul f lp.
X—Y X—Y

T(u,v') = DgT(u,v) bedeutet: Es gibt ein @ : u ~ u', welches eine De-
formation von fu in fw’' induziert. Folgt man dieser m1t v, so geht » in

v’ iiber, (Dl v ~v'. Dem Q§ A xI —>EY entspricht eindeutig ein
P :CA XI—>Y mit fO=&,(1 X Id):

D:u~u
A x I >» X
i xId .
l Do~ lf
CA x 1 > Y

Das heillt, daB (w,v) und (u',?’) als Abbildungen von ¢ in f homotop
sind.

(2) D:u~wu und D,:v~v' mogen (u,v) in (u',v') deformieren.
Dem @,:CA x I - Y entspricht aber ein (D AXI—->EY mit fO = ptﬁl

Do~

AxI-—- »EY
2| E
X f .Y

Das bedeutet, dal T'(uw',v') = DyT (u, v) ist.

2.3. Anwendung von 7' auf die Differenz von Deformationsisomorphismen.
Mit T lassen sich die fiir die Differenz D, (x) \ Dy (x) wesentlichen zweiten
Komponenten [v,] und [v,] auf eine andere Art darstellen. Auf die Abbil-
dung (u,v) der Klasse « eIl(¢, f) iiben wir D, aus:
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4 = x 4-4x
(u,v) = zl . 1f; Dy(u, v)= il o lo.
CA— Y c4A-3>% 7y

Dann sind nach Satz 4 die transponierten Abbildungen homotop:

A EY A2 By
ul / lp ~ ui . lp; vg: A >QY.
X—Y X—Y

Identifiziert man die Abbildungen von A4 in QY auf die iibliche Weise
mit denjenigen von X4 in Y, so ist v, dasselbe wie v, in Dg(u, v).
Aus Satz 4 folgt, dafl das aus einer zu (u,v) homotopen Abbildung (u’, ')
gewonnene v, als Abbildung von A in QY homotop zu v, ist. Folglich
erhilt man eine Abbildung v, der Klasse (o, Id),Dg[%,v] dadurch, daB
man (u,v) transponiert und 7'(u,v) = (v, f) mit Hilfe von @:f~o in
eine Abbildung der Form (v4,0), v4: A — QY deformiert. Der Ubergang
von T(u,v) zu (vg,0) ist aber der Schritt J-! in der exakten Folge S*(u)
von u (vgl. [2]):

A—EY

w* J d
§*(w): >II(X, ) > [I(4,97) 51| u| | |>.
X—Y

Er wird durch @ erzeugt und deshalb mit J;' bezeichnet. Somit entspre-
chen sich die Operationen (o, Id),D, und Jz' auf die folgende Weise:

Es seien etne Abbildung (u,v) von ¢ in die nullhomotope Abbildung f sowie
etne Deformation @ von f in o gegeben:

45X
i| ) i, ®:f~o.
CA—Y

Dann sind (0, Id) Dgy[u,v] wund JZ'[T(u,v)] dieselben Elemente in
INZA,Y)=1I(4,27).

Da sich nun zwei verschiedene J-Urbilder um ein Element in «*II(X,27Y)
cllI(4,Q2Y), dasheiBtin (Zu)*II(ZX,Y)c II(XA,Y), unterscheiden,
gilt fiir zwei Deformationen @ und ¥ von f in o die Beziehung:
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Dglu, v] \ Dyglu, vl = (Zu)*p, Ppell(ZX,Y).

Man erhélt (o, Id), Dg[u, v] ohne Verwendung von 7', indem man @ als
eine Abbildung von CX in Y betrachtet und u: 4 — X zu einer Abbildung
Cu:CA — CX erweitert; dann ist

(0,1Id)yDplu,v] =[d(v,PoCu)]ell(TA,7Y).

Man kann iibrigens direkt beweisen, daf fiir f = o die Untergruppe
JA([ul, f, f') mit (Zu)*II(XX,Y) zusammenfillt.

Zusammenfassend sieht man, daB auch zwischen den Homotopiemengen
II(¢, f) und II(:, f') eine eineindeutige Beziehung besteht, falls f und
homotop sind. Im Fall nullhomotoper Abbildungen f,f ~ o, ist die Beziehung
zuischen II(i,f) und II(i,0) genauw dann von den verschiedemen mdglichen
Deformationen von f in o unabhingig, wenn sich die Untergruppen
Zu)*II(XX,Y)c II(XA,Y) firalle [u]lellI(A, X) auf die triviale Unter-
gruppe reduzieren.

3. Homotopie-differentielle Tripel und Operationen

In den folgenden Abschnitten 3.1. bis 3.5. wird mit Hilfe der Deformations-
isomorphismen zwischen den Homotopiemengen beziehungsweise -gruppen
homotoper Abbildungen eine Operation § ~— eine Verallgemeinerung der
Hoprschen Invariante — definiert und auf Cohomologie- und Homotopie-
Operationen angewendet.

3.1. Homotopie-differentielle (h-d) Tripel. A sei ein beliebiger Raum,
1:4 —-CA. Die betrachteten Abbildungen der Homotopiemengen sollen
auch Homomorphismen genannt werden, da sie unter geeigneten Vorausset-
zungen iiber die auftretenden Rdume homomorph im iiblichen Sinne des Wor-
tes sind.

In Anlehnung an den Begriff der «differentiellen Tripel» (vgl. [4]) geben
wir die

Definition. Unter einem homotopie-differentiellen (h-d) Tripel (X, Y, Z;
&, n) wverstehen wir drei Riume X, Y wund Z sowie zwet Abbildungen & und
N, deren Komposition nullhomotop ist:

x5732, ne~o.

Es seien (X, Y,Z;&,7n) ein h-d Tripel, @ eine Deformation von ¢ in

0 und ¥ eine solche von o in 7&. Zu @ und ¥ gehoren Deformations-
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isomorphismen D, und Dy, mit denen wir Homomorphismen hg, und g,
wie folgt definieren:

he = (0, Id)y Dy(Id, )y : II(¢, &) = 1I(XA, Z),
ge = (§,1d)y Dy(1d, o) : II(A, X) - 1I(3, )

hy und gy, stellen einen Zusammenhang zwischen den Folgen S, (&) und
Sy (n) her, wie aus dem folgenden Diagramm hervorgeht, das mit S, (&, %)
bezeichnet werde:

J d Ex
S I(ZA,Y)—> I, &) — IT(A, X) —2> IT(4, Y)

86, ) lm l""’ §il jgw ] lm

S I(ZA,Y) > (ZA, Z)—— TG, n) ——> [I(4, ).

Aus der Definition von ¢, und A, folgt unmittelbar, daB die Qua-
drate [T | und [TII] kommutativ sind. Fiir ein differentielles Tripel ist [II] anti-
kommutativ. Vermutlich kann iiber bei einem h-d Tripel nichts mehr
allgemein ausgesagt werden, wie auch A, und g, mit Abbildungen von h-d
Tripeln ohne weitere Voraussetzungen nicht mehr vertauschbar sind.

Aus den Betrachtungen von 2.3. folgt das

Lemma 5. Esseien @ und @' Deformationen von 7¢ in o, [u, v] II(3, &).
Dann ist holu, v] — o [, v] = (Zu)*d, & < I(ZX, Z) .

3.2. Die Operation $. Im obigen Diagramm 8, (&, 7) betrachten wir die
Abbildung $§’' = h,0-1. Sie hingt von den Abbildungen & und 7 sowie von
der Deformation @ von 7 in o ab, ' = $H'(&,n, D). Die Sitze 5 und 6
beschreiben §'.

Satz 6. $'(&,7n, D) ordnet jedem «eXKer &, :I1(A,X)>II(A,Y) ein
Element der Faktorgruppe II(XA4, Z)n, (XA, Y) zu.

Beweis. Ist II(i, £) eine Gruppe, so eriibrigt sich ein Beweis. Ist I1(z, &)
keine Gruppe, so hat man zu zeigen, daB fiir [u,v] und [u,v'] in II(7, &)
die Differenz hg,{u, v] — hglu,v'] In II(XA,Y) von der Form n,y ist,
yell(FA4,7Y). Auf (u,v) und (u,?’) iiben wir vorerst (Id, n), aus:

% Id U Id
4 — X —X 4 —sX—X
NN
cA Y >Z » Y —Z
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Wir werden zeigen, dall hgylu, v] — hylu, v'] = [d(nv, nv')] ist. Daraus
folgt dann die Behauptung, da [d(nv, nv')] = 9. [d(v, v')] ist. Zum Beweis
der ersteren Beziehung benstigt man das

Lemma 6. Die nullhomotope Abbildung F besitze zwei Deckabbildungen
r und »":
EZ

r,r'/' l
S W
A—>7 .

Durch eine Deformation @ von F in o gehen r und 7' in Abbildungen
ro und 7, von A in QZ iiber. Fiir diese gilt

[76] — [ro] = [d(r, r")] .

Der Beweis ist elementar. — Nach Satz 4 ist die Anwendung von (o, Id), D,
auf (u,7nv) dquivalent mit dem Ubergang zu einer zu 7 (u, nv) homotopen
Abbildung (wg, o) :

4" Bz 4 2% gz
ul né& lp ~ ul 0 lp'
X— 7 X—2Z

Ebenso ist T (%, v') homotop zu (w’, 0). Nach Lemma 6 ist [ws] — [wh] =
= [d(nv, nv')]. Durch Transposition erhidlt man daraus die gewiinschte Be-
ziehung hglu, v] — hy[u, '] = [d(nv, no')].

Satz 6. Es seien: &~ ¢ ;n~y'; @iné~o; 9 & ~o; [u,v]=pIl(1, &),
[u,v'] = p' ell(¢, &). Dann ist

holu, v] — by [u, v'] = ney + (Zu)*9,
wobei yell(ZA,Y) und 9 lI(XX, Z).

Beweis. Die gegebene Deformation von & in & werde etwa mit A be-
zeichnet. Dann ist kg D, = hyy, wobei ¥ die von den Deformationen
§~¢& und n~n' erzeugte Deformation 9& ~ n & ist. Der Beweis von
Satz 6 beruht auf dem Satz 5 und dem Lemma 5 und 148t sich im folgenden
kommutativen Diagramm veranschaulichen:

17 CMH vol. 36
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—» [I(ZA,Y)
X
1d
n, =,
—» ITI(ZA.Y) oA » [1(ZA,Z) —>

Aus Satz 5 folgt: hg ' — g Dy = hgp B’ — b =1y, yelI(ZA,Y).
Aus Lemma 5 folgt: hyf — hpyuf = (Zu)*d®, 9 ell(2X,Z). Folglich ist
hof — ho B’ = ny(— y) + (Zu)*d.

Der Satz 6 bedeutet, dafy $' eine nur von den Homotopieklassen [E] und
[n] abhingige Operation $£([&],[n]) defintert, die jedem [u]ell(A4,X), =
= Ker &, : I[I(A, X) >1I(A, Y) ein Element

H([&), ) [u] e I(Z A, Z)[ny II(2A, ¥) + (Zw)* (2 X, Z)

zuordnet. Man beachte, daB} der Bildbereich von § vom Argument [u] ab-
hingt. Unter der Voraussetzung (§): «(Zu)*lI(2X,Z)=0 fir alle
[u] e IT(A, X)y» ist dies nicht mehr der Fall. Dann folgt aus der Definition
von $ unmittelbar der

Satz 7. Ist A ein H'-Raum, so ist § unter der Voraussetzung (§) ein
Homomorphismus

HUEL ) - 1I(A, X)o > II(2A, Z)[ny II(Z4, ) .

Wir bemerken ohne Beweis, dal $([£], [#]) auch immer von [5] homo-
morph abhingt, sofern I1(Y, Z) eine Gruppe ist und iiber den Bildbereich
von $§ eine zu (§) analoge Voraussetzung gemacht wird. Fiir die Abhéngig-

keit von [£] ist dies ohne weitere Voraussetzungen iiber das zugrunde gelegte
h-d Tripel (X, Y, Z; &, ) nicht mehr der Fall.

3.3. Anwendung auf funktionale Cohomologie-Operationen. © sei eine ad-
ditive Cohomologie-Operation vom Typus (=, n; @, q). Fir eine Abbildung
u:A > X undein EeH"”(X;n) mit den Eigenschaften

O(E)=0cHY(X; @),
w*(8) = 0 Hn(A; 7) ,

ist die funktionale Cohomologie-Operation @,(&) e H*1(4; Q)/L(O, u*) de-
finiert, wobei L(@,u*) = (QO)H"1(A;n) + «*H*(X; Q) ist (vgl. [9]
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[10]). PETERSON und THOMAS haben in [11] gezeigt, daBl @, auch fiir nichi-
additive Operationen definiert ist. Da in der Definition von $([£], [n]) keine
Voraussetzungen iiber & und 7 gemacht werden miissen (auler dal 7n& ~o
ist), folgt dieser Satz von PETERsON-THOMAS aus dem

Satz 8. Fiir ein geeignetes h-d Tripel (X, Y, Z; &, %) ist

H ([, (D) [u] = OL(E) .

Beweis. a) Man betrachte das folgende h-d Tripel: X beliebig, Y =
Krn,n),Z=K(@G,q); é&:X >K(rn,n) und #:K(z,n) > K(G,q) seien
Vertreter eines = ¢ H*(X ; #) beziehungsweise der Cohomologie-Operation @
mit Eigenschaften ©&(&) = O und «*(EF) = O firein w: 4 - X :

A—iXiK(n,n)—ZK(G’,q); fu~o, né~o.

b) Infolge [n] = @ ist unter der Identifikation IT(R, 28)=II(XR, S)
L(O, u*) =nI(XA, K(x,n)) + (Zu)*[I(XX, K(G, q)). Somit haben O,
und §) dieselben Bildbereiche.

c) n: K(x,n) > K(G,q) erzeugt ein En: EK(n,n) - EK(QG,q). In der
Sprache der Cohomologiegruppen von Abbildungen ist @, als die Operation
J1(En, n)x 0" ' im folgenden Diagramm definiert:

— H*Y(4; 7)) ———> H*(u; n) —> H" (X ; n) ——>

lﬂ@ = (2n) l(En, N)x
A\

— H1(4;G) ————> H'(u; F) —> H(X; F) —>

=0 .

Ein w: 4 - K(@; q) aus der Homotopieklasse eines Vertreters von @,(5)
erhilt man somit dadurch, daB man auf ein (&, &) mit 9[¢,, &] = & die
Abbildung (E7%, n)s ausiibt und dann %¢ in o deformiert:

& En w
A=Y BR(m, n)—> BK(G, q) A—> EK(@, q)
T S B Iy
X — K(n,n) R K(qu) X — K(G7Q)'

Dem entspricht in der Transposition die Anwendung von D, auf
(Id, 0),T(&,, &), wobei @ eine Deformation von n& in o ist:
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U Id u
A » X A— X
il g JE l il w lo.
CA———~>Kn n)—»KG qQ) C4A— K(Q,q)

[w]lelI(ZA,K(G,q)) und [w]ell(4,R2K(G,q)) sind dieselben Elemente.
Folglich ist JZ'(En, n)s[&:, &] = hgy[&,, £€], und das bedeutet, dal die Be-
ziehung

H[£], (] [u] = O,(Z)
gilt. q.e.d.

Corollar. Die funktionale Cohomologie-Operation @, hingt homomorph
von [u] ab, sofern diese Aussage einen Sinn hat. Genauer:

Es seien 4 ein H'-Raum und II(A4, X), die Untergruppe aller [«] mit
w*H"1(X ; G) = 0. Dann gilt fiir [«], [v] ellI(4, X),

OLa+ta (E) = O (E) + O, (E) .

Satz 8 und das Corollar zeigen, daB $([£], []) den Hoprschen « Homo-
morphismus» von m,, ,(S"?) in die ganzen Zahlen verallgemeinert, da dieser
als funktionale Cohomologie-Operation aufgefalit werden kann (vgl. [9]).

3.4. Cohomologie-Operationen in Normalpolyedern. a) X' sei ein einfach
zusammenhingendes Polyeder. Nach [5] ist X' homotopie-dquivalent einem
«Normalpolyeder» X, das heiit einem Polyeder X, welches durch Teilpoly-
eder X, c X; ¢ ... mit den folgenden Eigenschaften ausgeschépft werden
kann:

H (X))~ H,(X), 1<¢q,

H,(X,)=0 , 1 >q.

X, entsteht aus X, _;, dadurch, dafl man mit Hilfe einer Abbildung
u=1u,,: K (H(X),q—1) > X, , den Kegel iiber K'(H,(X),q— 1) an
X,_, anheftet ; wir schreiben dafiir kurz

Q
X, =CK (H(X),q—1)v, X, ,, u=1u,,.

u induziert auf den Homologiegruppen den Nullhomomorphismus, das heif3t
u ist «homologisch trivial».

b) Wir betrachten in einem Normalpolyeder X eine Cohomologie-Opera-
tion @ vom Typus (n,n;@,q), ¢>n. Es geniigt, dieselbe in X, zu be-
trachten. Der Homotopietypus von X, und damit die Wirkung von @ in X
ist durch X _,, H,(X)= H, und wu,_, =% eindeutig bestimmt. Welchen
EinfluB hat % auf die Wirkung von @ ?
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c) Man unterscheide die Operation @ in X, und die zu % gehorende
funktionale Cohomologie-Operation ©,. K'(H,,q — 1) = K__, besitzt nur
eine einzige nichttriviale Homologiegruppe, und % ist homologisch trivial.
Deshalb vereinfacht sich das Definitionsschema fiir @, in der klassischen
Schreibweise — man ersetze H*(u) durch H*(X,) — wie folgt:

0
0 — H"(X,; n) — H"(X,_;; ®) —> 0

I le

0 — H*"Y(Kg_ ;&) —> HY(X; G) — HY(X,;; ) —> 0 .

q q

Aus diesem Diagramm ersieht man zweierlei:

Erstens ist L(@,u*) =0 fiir 0,. Da K, ;, ein H'-Raum ist, hingt 0,
von homologisch trivialen w:K, , - X, ; nach Satz 7 homomorph ab. -
Zweitens: 6,(E) ist genau fiir diejenigen =& e H"(X _,; n) definiert, welche
© als gewohnliche Operation in X__; annulliert. Fiir solche £ unterscheiden
sich die funktionale Cohomologie-Operation @, und die gewdhnliche Opera-
tion @ in X, nur um Isomorphismen: 6,(&)=J1@(015). Ist zum
Beispiel HY(X, ,; G) =~ Ext (H,_,(X), ) = 0, so gilt dies fiir alle
EeH, (X, ;7 ~H"(X;x).

ZusammengefaBt erhdlt man den

Satz 9. Es seien: X ein Normalpolyeder, «normalisierty durch die Teil-
polyeder X, ¢ X5...; k wund 1 zwei homologisch triviale Elemente von
Ty (H(X); X,—1); © eine Cohomologie-Operation vom Typus (m,n; @, q),
q>n.

Dann gilt fir die funktionale Cohomologie-Operation 6, und O, die Bezie-
hung

0(E) + O(E) = 01, (E), EeH"(X, ;7).

Ist k gerade die Klasse der (@ — 1)ten Anheftungsabbildung, k = k,_,, von
X, soist O, genau fir diejenigen n-dimensionalen Cohomologieklassen E bis
auf Isomorphismen dasselbe wie @, welche @ als Operation in X, , annulliert.

Corollar 1. Es sei Ext(H,_,(X),G) = 0.
Ist k,, von der Ordnung r in =m,_,(H,(X); X,,), dann auch @(E) in
H«(X;Q) firalle @ c H(n,n;F) und E<H"(X;7®),q>n.

Corollar 2. Es sei Ext(H,_,(X), &) = 0.

Ist ® in Hx, n; @) durch die Ordnung r von k,_, teilbar,soist & =0
in X.

Ist £

-1

durch die Ordnung s von @ teilbar,soist ® =0 in X.
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3.5. Diezu § duale Operation $. Fir ein h-d Tripel (X, Y, Z; £, 1)
x5v2lz

und einen beliebigen Raum B existiert eine von den Homotopieklassen ab-

hiingige Operation 5—3_ ([£1, [n]), die jedem [u]ellI(Z, B)® = Ker n*:1II(Z, B)
—II(Y, B) ein Element

H (€], (D[] e II(X, QB)[E*II(Y , 2 B) + (RQu), [I(X, 22)

zuordnet. Ist (Qu), [1(X,2Z) = 0 fiir alle in Frage kommenden [u], so

ist § ein Homomorphismus

$((£], ) : II(Z, B)® - II(X, Q B)[s*II(Y, 2 B) .

§ verallgemeinert die funktionalen Homotopie-Operationen und den dualen
Hoprschen Homomorphismus (vgl. [7]). Die ersteren werden fiir eine Abbil-
dung %:Z — B und eine Homotopie-Operation 5 e, (G; K' (7, n)) wie die
funktionale Cohomologie-Operation definiert. Wir haben somit bewiesen, daf3
fiir sie ein Satz von PETERSON-THOMAS gilt, ein Satz iiber Operationen Z':

K@ 95K @ X,
welche das Distributivgesetz

x4+ BloE=x0&F 4 po &
nicht erfiillen.

Dual zu 3.4. kann man nach dem Zusammenhang zwischen der Wirkung
einer Homotopie-Operation £ vom Typus (@, q;n,n), ¢ > n, und der ent-
sprechenden funktionalen Operation &, des g-ten Faktors %k = k? eines
PostNirov-Raumes X fragen, der aus Faserungen ... — X1 » X7 » |
aufgebaut ist; & ist ein Element von H?(X?;x,,(X)). Es existiert ein
zu Satz 9 dualer Satz mit den folgenden Corollaren 1 und 2:

Corollar 1. Es sei Hom (@, =, (X)) = 0.
Ist k? von der Ordnung 7r, dann auch &(x) fiir alle Operationen

Een,(F; K'(n,n)) und alle x ex,(G; X).

Corollar 2. Es sei Hom (@, =,(X)) = 0.
Ist £ durch die Ordnung r von k? teilbar, so ist & =0 in
Ist k? durch die Ordnung s von & teilbar, soist & =0 i
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4. Zusammenhang zwischen /7(X, Y) und Gruppenerweiterungen

Ist Y ein H-Raum, so konnen fiir beliebige Rdume X zwei Abbildungen
f,9: X = Y zueiner Abbildung f-g: X — Y multipliziert werden. Wir fra-
gen nach dem Zusammenhang zwischen f,g und f.-g, miissen uns aber auf
Abbildungen beschrinken, deren Homotopieklassen in einer Untergruppe
II(X,Y),, von I[I(X, Y) liegen.

4.1. Der Homomorphismus P_. Esseien 4, X, Y Riumeund f: X - Y
eine Abbildung, ¢: A - CA. Bis und mit 4.2. setzen wir voraus:

(1) Y seiein H-Raum;
(2) A seiein H-Raum;
(3) II(z,f) und II(4, X) seien ABELsch.

Infolge von (1) ist II(X, Y) eine — nicht notwendigerweise ABELsche —
Gruppe. In der folgenden Definition wird der Begriff der homologisch trivialen
Abbildung auf beliebige Rdume verallgemeinert.

Definition. Unter II(X, Y),, verstehen wir die Untergruppe derjenigen
Elemente [f]ellI(X, Y), fiir welche
fx 1 IH(ZA,X) >II(XA,Y) und
fx,0:1I(4, X) —>II(4, Y)

die Nullhomomorphismen sind.
Fiir ein [f] eII(X, Y), o reduziert sich das Ende der Folge S, (f) auf

0—>II(2A,Y)—>1I(x,f) >1I(4,X)—>0.

Das heillt: II(z,f) ist eine Erweiterung von II(XA,Y) mit II(4, X).
Aus 1.3. weill man, daf} ein zu f homotopes f' eine dquivalente Erweiterung
definiert. Da nach der Erweiterungstheorie von Moduln (vgl. [12], 289ff.) jede
solche Erweiterung durch ein Element in Ext (I7(4, X),II(XA, Y)) charak-
terisiert ist, entspricht jedem [f] e II(X, Y), o durch eine Zuordnung P, ein
Element in diesem Extensionsprodukt:

P, :II(X,Y),,—~Ext(lI(4,X),[I(Z4, 7)) .

Beziiglich der in II(X, Y), , nach Voraussetzung vorhandener Gruppen-
struktur gilt der

Satz 10. P, st esn Homomorphismus.
Er wird im folgenden Abschnitt 4.2. bewiesen werden.
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4.2. Beweis von Satz 10. Er besteht im wesentlichen darin, da8 der in
2.3. beschricbene Zusammenhang zwischen den Operationen Jz;' und
(0, 1d),Dy beniitzt wird.

a) Einige Bezeichnungen und Bemerkungen. — Es seien M': 4 - Av A4
die Comultiplikation von 4 und v;,: A - X einige Abbildungen. Unter
2'v; verstehen wir die Abbildung

(.o VgV (Vo V(O vo,) M).. ) M,

das heifit X’ bedeutet, daBl man M’ auf eine ganz bestimmte Weise iteriert.
— A sei eine ganze Zahl, v eine Abbildung von 4 in X. Fir 4> 0 ver-

A
stehen wir unter Av die Abbildung voX'Id$), fir 1< 0 die Abbildung
i=1
votol'Idy, wobei ¢: A - A die Inversion von 4 ist. - Fiir a,b: 4 - X
und a X b: 4 > X x X ist A(a X b) = Aa X Ab.

b) Definition des charakteristischen Elementes einer Erweiterung
(vgl. [12], 290). — Das der Erweiterung II(z, f) entsprechende Element
P, [fleExt(II(4,X),II(¥YA,Y)) findet man zum Beispiel so, da man
II(A, X) als Faktorgruppe einer freien ABELschen Gruppe N’ darstellt:

0 » N ! » N’ »I1(4,X) — 0

|#, J |#, ) |74

0 —>I(ZA,Y)—1IG, f) —> IT(4,X) —> 0 .

h, existiert und definiert eindeutig ein k,. Fir die Identitit Id von
II(ZA, Y) ist dann P,[f] gleich der Restklasse mod j* Hom (N',II(X'4, Y))
von kiId e Hom(N,II(ZA,Y)).

c) Wahl der Homomorphismen bk,,4, und h,,. - (...f,...) sei eine
Basis von N'; jedes Symbol g, entspricht einem [u,]ell(4,X). Als
h,(B,) wihle man ein [u,, u/] <II(i, f):

ua
A— X

il

c4A—->Y

und als A,(8,) ein [u,,ul]ell(¢,g), wobei auch [g] ein Element von
II(X,Y),,, sein soll. Ist M die Multiplikation von ¥, so bezeichnen wir
die Abbildung M(f X ¢9): X - Y kurz mit f.g. Als h,. (8, wihlen wir
[ua’ -M(ucfr X ug')] GH(?:, i'g) :
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A—2 5 X
lfxg
YxY

J ul X ul
L // |2

Y

CA——— ¥
M (] X ug)

Wir setzen M (u] x uf) = wl?. Mit dieser speziellen Definition von bh,.,
werden wir beweisen, da8 fiir ein f e N die Beziehung

Sy jB + T hyjB = T hy 5B

gilt, das heilt, daB P_[f-¢g] = P,[f] + P,[g] bereits fiir Hom (N, I[I(ZA, Y))
und nicht erst fiir Hom (N ,II(X A, Y))/j*Hom (N',II(£A,Y))=Ext(II(4,X),
II(YA,Y)) gilt. Man beachte, daf k,j8, h,j8 und h,.,jf in drei verschiede-
nen Gruppen liegen, welche durch J—! in eine einzige, namlich in II(X4, Y)
abgebildet werden.
d) Transposition der Abbildungen. — Ein f e N ist eine endliche Summe
B = X2,8;. Mit den Bezeichnungen von a) ist (X'A,u;, 2’ A,ul) eine Abbil-
i=1
dung aus der Klasse A,jf:
2 A,
——
? .
l 2 Al lf

—

Ebenso erhdlt man Abbildungen aus den Klassen A,j8 und h,.,j8. Ihre
transponierten Bilder werden mit F,@ und F-G bezeichnet und sind Ab-
bildungen von 2'4,u; in p: EY - Y :

F = (leiu‘{: f) ’
G = (2,}»,:%?, g) ’
F-G= (20, fq) .

EM:EY -EY X EY seidievon M:Y - Y X Y induzierte Multiplika-
tion. Wir behaupten, daB fiir F,G und F-G gilt:

EM(Z 20 x Z'Au8) = X' Aul” . (A)
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e) Beweis der Beziehung (A). — Es seien: S ein H-Raum mit Multiplika-
tion M, R ein beliebiger Raum, a und b Abbildungen von CR in §. Dann
ist immer EM(a X 7)) = M(a X b). Auf unsere Situation angewendet be-
deutet das, daB die linke Seite von (A) gleich

M(Z Aul x Z'Aud)

ist. Die rechte Seite von (A) ldBt sich wie folgt beschreiben. Es ist ul? =
= M(u! x uf). Nach a) ist somit A,ul? = M(Au!l x A;uf). Setzt man
Aul=r, und A4ul =s;, so hat man zum Beweis von (A) noch zu zeigen,
daf

MZr, x X's;)) =2"M(r; X s,;)

ist. Fiir n = 2 reduziert sich das auf die bekannte Beziehung
M((ryvrs) M' X (8yvs)) M) = (M (ry X 8;) VM (ryX 85)) M' .

Fiir » > 2 wende man Induktion an und beachte, dal X’ bedeutet, daB
man die Abbildungen auf eine ganz bestimmte Weise addiert. Damit ist (A)
bewiesen.

f) Aus e) folgt: [F]+ [G]=[F-Q] in II(2"A,u;,p). D sei eine Defor-
mation von X'A,u; in o. (Id,o0)*D, ist ein Homomorphismus von
Iz 2,u;,p) in I1(4,27Y):

(Id,0)*Dy[F] + (Id, 0)*Dg[@] = (Id, 0)*Dy[F-G] .
Nach 2.3. entspricht dieser Beziehung in der Transposition
J [T (F)] + J' [T (@] = J'[T(F-G)].

Da [f] und [g] in II(X, Y), , liegen, ist J—! eindeutig. Nach Definition
ist [T(F)]=hjB, [T(G)]=h,B, [T(F-G)]=h,,jB. Wir haben also ge-
zeigt, dafl die Beziehung

S hy B + T hgjB = T hy 5B

gilt. Damat st der Satz 10 bewiesen.
g) Aus der Definition der BAERschen Addition von Erweiterungsklassen
folgt das

Corollar. Es seien [f] und [g] Elemente von II(X, Y),,. Dann ist
IT(s,f-g) =1 (¢, M(f X g)) isomorph einer Faktorgruppe einer Untergruppe
von II(s, f) + 1I(z, g).
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4.3. P, ist nicht trivial; die Koeffiziententheoreme. G und H seien ABEL-
sche Gruppen, » > 1. Wir betrachten die ganzzahlige Homotopiefolge S, (f)
einer Abbildung f: K'(H,n) - K(G,n + 1) und setzen zur Vereinfachung
K' =K' (H,n) und K= K(G,n + 1):

f« J 0
”'*nn-l-l(K’) > My (K) > 7,44 (f) > 7, (K') = 0.

Lemma 7. f, 7, ,(K') =0 c =, ,(K).

Beweis. Man betrachte das folgende kommutative Diagramm:

f
0= H,,,(K') —> H,,(K)

T(Dl f TCO .
g1 (K') —> i (K)
Der HurEwiczsche Homomorphismus o ist ein Isomorphismus. Deshalb
ist f, trivial.
Lemma 7 hat zur Folge, da} sich S, (f) in der Dimension n + 1 auf

0 g nn+1(K) —> 7z'nqu(.f) - nn(K,) - O
reduziert, das heifit, daB P, auf ganz [I(K’, K) definiert ist.
Satz 11. In diesem Fall ist P, :II(K', K) - Ext(n,(K'), #,.,(K)) ein

Isomorphismus.

Der Beweis befindet sich in 4.4. — Die Anwendung der Koeffiziententheo-
reme fiir die Cohomologie- und Homotopiegruppen auf II(K', K) =
HY(K'; G) = =n,(H; K) ergibt jeweils

II(K', K) ~ Ext(H, Q) .

Der Satz 11 besagt somit, daf} ein solcher Isomorphismus zum Beispiel durch
P, hergestellt wird. Man erhilt aus ihm die Koeffiziententheoreme — wenn
auch nicht in ihrer allgemeinsten Form ~ auf die folgende Weise zuriick.

(X, k*) sei eine Homotopiezerlegung des einfach zusammenhiingenden

Raumes X. Die Folge S, (p") der Faserung p": X"*+! — X™ mit der Faser
K = K(n,.,(X), n + 1) reduziert sich in der Dimension »n auf

(@) O0—>=n,(H; K)>mn,(H; X™) >, (H; X") 0.

Nach Satz 11 ist =,(H; K) ~ Ext(#, n,.,(X)). Mit Hilfe von 8, (p**)
und S, (p™!) erhilt man die Isomorphismen

7w, (H; X" =, (H ; X)),
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n,(H; X*) >~ Hom (H, =n,(X)) .

In (n) eingesetzt erhilt man das Koeffiziententheorem der Homotopiegrup-
pen (vgl. [3]):
0 —>Ext(H,n,,,(X)) »>=n,H; X) >Hom(H, n,(X)) > 0.

Dabei wurde X als einfach zusammenhingend vorausgesetzt. Unter der-
selben Voraussetzung erhilt man das Koeffiziententheorem fiir die Cohomolo-
giegruppen aus dem Satz 11 in der Form

0 — Hom (H,(X), @) — H*(X; @) - Ext (H,_,(X), &) -0,

wobei eine Homologiezerlegung des singuliren Komplexes von X benutzt
werden muf3.

4.4. Beweis von Satz 11. Er wird auf den bekannten Fall einer Abbildung
von K(H,n)= K, in K = K(G,n + 1) zuriickgefiihrt, welcher damit in
der Sprache der Homotopiegruppen von Abbildungen interpretiert wird.

a) Die Einbettung j von K' in K(H,n)= K, erzeugt Isomorphismen
g¥:II(K,, K) >~ II(K', K), jx : 7,(K') >~ n,(K,) und j*:Ext(n,(K,), () =~
~ Ext(=,(K'), @), welche Anlafl zum folgenden kommutativen Diagramm
geben:

P
II(K', K) —5 Ext (n,(K'), 7,1 (K))

At
H(Kna K) — Ext (nn (Kn)’ nn—i-l(K)) .

In b) und c¢) wird gezeigt, dafl P, auf II(K,, K) monomorph und epimorph
ist. — Ubrigens ist P, fiir beliebige Abbildungen j in diesem Sinne mit j
vertauschbar.

b) Fiir ¢+ <mn ist =;(f) =0, f: K, - K. Deshalb existiert nach [6] eine
Abbildung (u,v) mit der Eigenschaft, daB f iiber die von » iiber K in-
duzierte Faserung ¢! faktorisiert werden kann:

f w
Y'«— K, —> EK(n,,(f),n + 1)
/
| ’
K » K(7pa(f),m + 1) .

Dabei erzeugt » den Homomorphismus J der Folge S, (f):

0 = 71 (K) > s (f) > 70 (K) 0 .
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Setzt man nun voraus, dal =, ,(f) isomorph zu G + H ist, so kann
K (7, 1(f), » + 1) als ein Produkt K x K(H,n + 1) angenommen werden:

1
rd kS BKxEKH. 4
¢, /f |
W
K —> KX KH,n+1).

Als v kann die Einbettung von K in K X K(H,n 4+ 1) gewidhlt werden.
Die von v induzierte Faserung ist dann die Projektion von Y!= KK X
QKH,n+ 1) auf K, die QK(H,n + 1) auf o abbildet und auf EK
mit der iiblichen Endpunktabbildung zusammenfillt:

¢:EK x QKH,n+ 1) -EK - K .

¢ ist nullhomotop. Dann ist aber auch f = q'f' nullhomotop. Also ist P,
monomorph.

c) Nach [13], 201, kann jede exakte Folge 0 - G@ - X - H — 0 als Homo-
topiefolge einer Faserung p: E — K mit Faser K(G,n) realisiert werden.
Eine solche Faserung wird aber von einem f: K, — K erzeugt:

E mit m,(E) 2wy (f) = X
p
k1 x.
Folglich ist P, epimorph. — Damit ist der Satz 11 bewiesen.

4.5. Der zu P, duale Homomorphismus PZ, Es seien X, Y, B Réume
und f: X — Y eine Abbildung, p: EB — B. Unter den Voraussetzungen

(1) X sei ein H'-Raum,
(2) B sei ein H-Raum,
(3) II(f,p) und II(Y, B) seien ABELsch

existiert ein Homomorphismus PZ von II(X, Y):° c II(X, Y) - der Unter-
gruppe aller [f] mit f*II(Y,QB) = f*II(Y, B) = 0 - in ein Extensions-
produkt:

PE. [I(X, Y)'"* - Ext(I1(Y, B),I1(X, 2B)) .

Er wird mit Hilfe der Folge

0->II(X,0Q2B) >II(f,p) >1I(Y,B) >0
definiert.
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Setzt man zum Beispiel fiir B einen K (@, n) ein, @ = reelle Zahlen mod 1,
und bezeichnet man mit ¥ einen Isomorphismus Ext(R, S) o~ Ext(Char 8,
Char R), so definiert PH einen Homomorphismus Py = YPH:

PH
(X, yy»»1 —» Ext(H*(Y;Q), H"(X;Q))

PN lg’

Ext(H,.,(X), H,(Y)) .

Dabei bezeichnet I7(X, Y)*"»-! die Untergruppe der in den Dimensionen
n und n» — 1 homologisch trivialen Abbildungen.
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