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Die Dimensionsdefekte der BuRNSiDE-Gruppen
mit zwei Erzeugenden*)

von W. Holenweg, Zurich

Einleitung

Burnside1) hat erstmals die Struktur der freien Gruppe mit endlichvielen
Erzeugenden untersucht. Seine Vermutung: «Eine Gruppe mit dem Exponen-
ten p und einer endlichen Anzahl von Erzeugenden ist endlich», ist bis heute
ein Problem der Gruppentheorie geblieben2). Die Zahl p soll in allen weitern
Betrachtungen Primzahl sein. Nach Ph. Hall lâBt sich das BuBNsrDB-Problem
folgendermaBen umformen :

Die Behauptung : «Eine Gruppe mit dem Exponenten p und einer endlichen
Anzahl von Erzeugenden ist nilpotent», ist zur BtTRNSiDE-Vermutung àqui-
valent.

Es sei F freie Gruppe mit q Erzeugenden : ax,..., aQ. Fp stellt den von
den p-ten Potenzen in F erzeugten Normalteiler dar. Ferner sei F

Hx 3 H2 • • • 3 Hw 3 Hw+1 3 • • • die bekannte absteigende Zentral-
reihe von F und F/F* Bf 3 B% z> • • • d JBJ 3 J3£+1 3 die ent-
sprechende Reihe von F/Fp.

Wenn das BuBNSiDE-Problem richtig ist, dann gilt : J3£ 1 fur irgendein
w. Wir setzen im folgenden fur Bvw w(B). 0 sei freie Gruppe der Klasse
w : (w + 1) (0) 1. Gilt die BuBNSiDE-Behauptung, so ist jB£ das homo-
morphe Bild irgendeiner Gruppe G. Also kônnen aile Betrachtungen ohne
Verlust der Allgemeinheit in G durchgefûhrt werden.

Wird in G der Begriff des Basiskommutators eingefûhrt (siehe 1. § 1) und
bedeutet xx,..., xr die aufsteigende Reihe der Basiskommutatoren, so làBt
sich jedes Elément y € G eindeutig in der Form: x\xx\* x$f (A< ganze
Zahl) darstellen.

Gh/Gh+1 ist frei abelsch mit d\ Erzeugenden. Die Anzahl d\ wurde
erstmals von Witt berechnet (siehe 1. §1).

L sei freie Gruppe mit dem Exponenten p und von der Klasse k ; dann
ist L homomorphes Bild von Bv und G. Fur festes p gilt: Lh ist homo-
morphes Bild von Lh+1 usw. Wir setzen fur die beliebige Gruppe A mit q
Erzeugenden: AJAh+1 ch(A). ch(A) ist abelsche Gruppe. Fur die Gruppe

*) Dièse Arbeit wurde als Inaugural-Dissertation von der Philosophischen Fakultat II der
Universitat Zurich angenommen.

J) W. Burnsidb : On an unsettled question in the theory of discontinuous groups. Quart.
Math. 33 (1902), 230-238.

2) R. Baer: The higher commutator subgroups of a group. Bull. Amer. Math. Soc. 50 (1944),
143-160. Siehe Bemerkung am SchluÛ dieser Arbeit.
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170 W. Holenweg

F wird ch(F) frei abelsch mit d\ Erzeugenden. Da F freie Gruppe ist, so

wird ch(A) zum homomorphen Bild von ch(F). ch(L) ist abelsch vom
Exponenten p, also eine elementare abelsche Gruppe. Die Anzahl der
Erzeugenden in ch(L) betràgt hôchstens d\, damit wird ch(L) charakte-
ristisch fur die Erzeugendenzahl. ch(L) besitze d\ p Erzeugende und wir
setzen mit Ph. Hall: dqhp dqh — ô\. Darin wird ôqh als Dimensionsdefekt
bezeichnet. LàBt sich nun umgekehrt eine Méthode entwickeln, die es gestat-
tet, sàmtliche Dimensionsdefekte zu berechnen, so kann die Frage nach der
Nilpotenz - und damit das BuRNSiDE-Problem - entschieden werden.

Die Arbeit von H. Meier-Wtjnderli, «Ùber die Struktur der Bttrnside-
gruppe mit zwei Erzeugenden und vom Primzahlexponenten p > 3»3), diente
als Grundlage zum ersten Teil dieser Abhandlung. So stellen 1. §2, 1. §4 eine

Erweiterung von § 2, § 4, § 5 der erwàhnten Arbeit dar, wâhrend § 3 als
1. §3 direkt ûbernommen wurde.

AnschlieBend wird gezeigt, daB fur jedes Gewicht c p + n mit
n < p — 1 zur Bestimmung von ôqp+n nur solche Basiskommutatoren eine
Rolle spielen, die in ihren Erzeugenden das Gewicht p besitzen. Damit ist
zugleich eine obère Grenze fur die betreffenden Dimensionsdefekte festgelegt.
Fur n 0, 1 wird dièse obère Grenze erreicht und àqp, ôqp+1 lassen sich
innerhalb der Gruppe bestimmen. R. C. Lyndon hat erstmals die beiden
Werte mit Hilfe des Gruppenringes berechnet4).

Im 3. Teil wird die Unabhàngigkeit der Basiskommutatoren untersucht und
dabei bewiesen, daB die Relationen von Basiskommutatoren mit zwei freien
Erzeugenden und vom Gewicht p in den Erzeugenden fur c p -\- n und
n <p — 2 unabhângig sind.

Die Ergebnisse des 2. und 3. Teils werden zusammengefaBt im folgenden
Hauptsatz (4. Teil):

«Fur zwei freie Erzeugende, das Gewicht c p + n und n <Ç p — 2 wird
die Defektgruppe genau durch die verschiedenen Relationen erzeugt, welche
Basiskommutatoren vom Gewicht p in ihren Erzeugenden enthalten. »

Dièse Aussage wurde von H. Meier-Wtjnderli vermutet.
Der angegebene Hauptsatz gestattet die Bestimmung samtlicher

Dimensionsdefekte ôp+n fur n < p — 2. Anhand einiger Beispiele wird die
Méthode der Bestimmung erlâutert. Es ergeben sich dabei die bekannten Werte

- 13 fur p > 5«).

s) Siehe: Comment. Math. Helv. Vol. XXX (1956), 144-174.
4) R. C. Lyndon: On Bttonsides Problem. Trans. Amer. Math. Soc. 77 (1954), 202-215.

*) (5|+2 war erstmals Ph. Hall, ôp+3 H. Meier-Wtjnderli bekannt (unverôffentlichte Ar-

beiten). R. C. Lyndon berechnet in 4) ô*+2 und ôp+z in: «OnBubnsidesProblemII». Trans.
Amer. Math. Soc. 78 (1955), 329-332.

8) H. Meïeb-Wtjnderli hat diesen Wert vermutet.
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1. Allgemeine Betrachtungen7)

§ 1. Basiskommutatoren

Wir nennen die freien Erzeugenden ax,..., aQ von F Basiskommutatoren
vom Gewicht w 1. Dièse bilden eine Eindeutigkeitsbasis fur die Faktor-
kommutatorgruppe von F. Anstelle von a^ schreiben wir Kltj (j 1,..., q)
und sagen Klj gehe Kti voran (Klfj^ Klfi) dann und nur dann, wenn
j < i.

Was wir unter der geordneten Reihe der Basiskommutatoren Kc i (j
1, 2,... dqc) vom Gewicht c verstehen, definieren wir induktiv.

Wir nehmen an, die Basiskommutatoren vom Gewicht w < c seien bereits
erklart und vermôge der Anordnungsrelation «<( » wohlgeordnet.

Wir definieren nun :

Die Basiskommutatoren vom Gewicht c haben die Gestalt :

mit den folgenden Eigenschaften :

1) a + b c

2) a > b > 1

3) Ist a b, so sol] KhJ< Kak
4) Ist a>b und also Katk [Kei, Kfth], so soll entweder Kfth Khti

oder Kf$h< Khi
5) Ist KCti [Kdtr,KeJ und KCfl \_Ka^ Kbti], so gilt Zc,,< KCtl

falls entweder Ke8<s Khj oder Kdr^ Ka1c wenn Kes Kbj.
Die Anzahl der Basiskommutatoren vom Gewicht w bei q Erzeugenden

dl, wurde von E. Witt8) bestimmt. Sie betrâgt:

w tjiv

Es gilt nun der wichtige Satz9) :

1.1. Satz. Die Basiskommutatoren vom Gewicht < w liefern eine geordnete
Eindeutigkeitsbasis der freien nilpotenten Gruppe der Klasse w mit der Erzeu-
gendenzàhl q.

Also besitzt jedes Elément aus F mod Hw+1 eindeutig die folgende Gestalt :

(- qq < sM < + qq) (i.2)
7) Siehe Bemerkungen in der Einleitung.
8) E. Witt: Treue Darstellung LiEscher Ringe. J. reine angew. Math. 177 (1937), 152-160.
9) M. HALL: A basis for free LiErings and higher commutators in free groups. Proc. Amer.

Math. Soc. 1 (1950). - H. Meier Wunderm: Note on a basis of Ph. Hall for the higher
commutators in free groups. Comment. Math. Helv. 26 (1952).
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und jedes Elément aus HJHW+1 làBt sich darstellen in der Form:

IIKX»$ (- oo < xit < + oo) (1.3)

§ 2. Ein Satz ûber die Exponenten in der HAixsehen Identitàt10)

Wird die Potenz (Kf1... K%*)n mit x{ > 0 (i 1,..., q) und n
2, 3,... moAHw+1 gemâB der Normalform (1.2) entwickelt, so ergibt

sieh eine Identitàt der Form :

w An) An)

(E? JS?)» IIKW Kïtf (1.4)
c-l

Dies ist die Identitàt von Hall, und es gilt der fondamentale Satz :

Die Exponenten in (1.4) sind von der Form:

Ûber die darin auftretenden Polynôme gibt der folgende Satz AufschluB :

1.6. Satz. Die alfy in (1.5) sind ganze rationale Polynôme in den Unbe-
fxA

stimmten I, (i 1,..., q). Die natûrlichen Zahlen k{ (i 1,..., q) genûgen
\Kij

den Ungleichungen
1 < ki < c - k + 1 •

Beweis. Wir fuhren den Labeling-ProzeB von Ph. Hall durch. Die Potenz
links in (1.4) schreiben wir in der Form:

nE$'* K^K^ Z<c'*2) K^x) #<*•*«> (1.7)

Das Symbol (q, t) von Ji^. heiBt Label von K{. Es beschreibt die Stellung
von K{ innerhalb des Produktes von (1.7) eindeutig.

Man gewinnt nun (1.4) dadurch, indem man in (1.7) zuerst aile Kly dann
aile K2, usw., nach allen Kq aile [K2, K^\ K21 usw., das heiBt aile im
DurchziehprozeB auftretenden Basiskommutatoren Kei ihrer Anordnung
gemâB an die zugehôrige Stelle bringt. Dies gesehieht durch elementare Trans-
formationen der Form :

SB B8[8,R] (1.8)

10) Ph. Haix: A contribution to the theory of groupe of primepower order. Proc. London
Math. Soc. II, Ser. 36 (1933), 29-95.
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Um diesen Prozefi eindeutig zu machen, setzen wir fest, daB von zwei Basis-
kommutatoren zuerst der am weitesten links an seine richtige Stelle geriickt
wird.

Ist Keti der r-te Basiskommutator in (1.2), so nennen wir den ProzeB,
welcher Kei an die richtige Stelle bringt, den r-ten Schritt. Naeh der De-
finition der Basiskommutatoren werden bei jedem Schritt die induzierten
Kommutatoren in (1.8) Basiskommutatoren. Und da das Gewicht von [8, R]
stets grôBer ist als dasjenige des durchzuziehenden Elementes R, gelangt
man nach einer endlichen Anzahl von Schritten zur gesuchten Darstellung.

Jedem im ProzeB auftretenden Kommutator in (1.8) \_Ke$s, Kbi] ordnen
wir ein Label zu. Man erhâlt es, indem man mit den als schon bekannt gedach-
ten Label L{KCti) und L(Kbi) von Kci bzw. Kb{ das Symbol
(L(Kej), L{Kbi)) bildet. Dadurch wird jedem Kommutator in (1.8) ein
Label zugeordnet. Da kein Kommutator mehr als einmal mit demselben
Label vorkommen kann, gibt der zu [Kcj, Kbi] in (1.4) gehôrende Expo-
nent gerade die Anzahl der verschiedenen Label von \Keji Kbi] an.

Wir nennen ein System von Bedingungen 0, welchem die Unbestimmten
Xx,..., Xr zu genûgen haben, ein System von 77-Bedingungen, falls II mit-
tels logischer Summen- und Produktbildung aus einem System von elemen-
taren Bedingungen der Form :

Xi < Xj oder At Xi

gewonnen werden kann. DaB /7-Bedingungen bei logischen Summen- und
Produktbildungen wieder i7-Bedingungen ergeben, ist klar.

Es sei Ki der î-te Kommutator in (1.2). Wir bezeichnen die Bedingung,
daB K{ in (1.8) mit vorgegebenem Label auftreten kann mit E{. Entspre-
chend bezeichnen wir mit Q{ ti diejenigen Bedingungen, die garantieren, daB
der Basiskommutator K{ mit gegebenem L{Ki) nach Ausfuhrung gewisser
Operationen (1.8) links vom Basiskommutator Kj mit vorgegebenem Lfâj)
auftritt.

Man zeigt wie bei Ph. Hall :

(I) Die im r-ten Schritt in (1.8) auftretenden Bedingungen E und Q

werden gewonnen mittels logischer Summen- und Produktbildung aus schon
bestehenden E und Q.

Im O-ten Schritt sind folgende E und Q zu untersuchen : E1,..., Eq ;

Qi.i, • • • > Qi,*> ^2,1, • • • 5 &,«, • • •, Qq,i> • • • » QQtQ- Zunâchst sind die E€

(i 1,..., q) leer. Die Bedingungen Qrr (r 1,..., q) sind âquivalent
mit ^Qi < q§ oder Qt < gj und %i<xi
Die Bedingungen Qr8 sind àquivalent mit (r z£ s ; r, s 1,..., q)
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a) r < s Qi < Qj b) r > s q€ < qs

Damit sind aile E und Q im 0-ten Schritt /7-Bedingungen und zwar zwischen
den q allein und den t allein. Aus (I) folgt:

(II) Die E und Q des r-ten Schrittes sind 77-Bedingungen zwischen den

q allein und den r allein.
Genauer kônnen wir sagen: Die E und Q des 0-ten Schrittes enthalten

hôchstens dann /7-Bedingungen fur r^ und t^, wenn erstens q{ qi und
wenn zweitens (q{, t*) und (qs, xj) Label desselben Kommutators vom Ge-
wicht 1 sind, das heiBt also Label von einem der Ki (i 1,..., q). Wegen
(I) folgt:

(III) Die E und Q des r-ten Schrittes enthalten hôchstens dann 77-

Bedingungen fur t^ rjy wenn
a) Qi Qj und
b) (Qi, tù und (qj, Tj) zwei Label von einem der K{ sind.
Es sei LQ r ((q19 tx), (^c, tc)) Label eines Kommutators vom Ge-

wicht c. Dies bedeutet nach (II), daB zwischen den q allein und den r
allein gewisse i7-Bedingungen bestehen mussen. Setzt man Q (Qi, • • •, Qe)

und heifien q und q! âquivalent, wenn fur Qt < qô oder q{ gi in q stets
auch q[ < Qj oder q^ q$ in q' fur aile Indexpaare i, j erfullt ist, so folgt
aus der Définition der /7-Bedingungen, daB auch LQ, tX ((q[ tx) (qe, rc))
Label desselben Kommutators ist.

Es môge q genau k verschiedene Qt enthalten und es sei:

HeiBt man jetzt zwei Label âquivalent, wenn Q ^ Qf, so erhâlt man eine

Klasseneinteilung aller Label in fremde Klassen. In der Klasse N von L(q, r)

h
\ Système von Label, die sich nur durch die q unter-

Kj
scheiden ; das heiBt in einem System ist q konstant.

Um die Anzahl aller Label unseres Kommutators in der Klasse N zu be-

stimmen, hat man nur die Anzahl aller Label mit festem q zu betrachten.
Nach (III) wirken die E und Q nicht auf aile r, sondern nur auf gewisse

Blôcke der r, etwa (6X,..., br Zwei r rechnen wir zum selben Block
gehôrend, falls in (III) a) und b) erfullt sind. Ist b{ (r[,..., rj), so schrei-
ben wir r (61?..., br und heiBen r und rr âquivalent, falls b{ ~ b\

(i 1,..., rq). Nach (II), (III) und der Définition der /7-Bedingungen gilt,
daB mit LQt auch LQZ, Label unseres Kommutators ist.

Enthâlt bi genau Jc{ verschiedene r und gilt :



Die Dimensionsdefekte der BuBNSiDE-Gruppen mit zwei Erzeugenden 175

so gibt es in der Klasse von LQt mit festem q gerade

ni M n 2) n
Label mit àquivalentem r. Dabei nehmen wir an, die Blôcke seien so nume-
riert, daB aile t in bt {i 1,... r-^ natiirliche Zahlen < xt und in bt
(i r^j + 1

> • • • 9 rj) natiirliche Zahlen < Xj sind, denn die t gehôren zu
Label, die aile zu einem der K{ (i 1,..., q) gehôren.

Die Anzahl aller Label mit festem q in N ist also eine endliche Summe

von Aggregaten der angegebenen Form. Damit ist die Anzahl aller Label in
N gleich:

*-l ^
Summiert man ùber aile Labelklassen, deren q genau k verschiedene Qt

aufweist, so erhâlt man das Glied:

Nun ist ki stets kleiner oder hôchstens gleich der maximalen Anzahl der
ubereinstimmenden q4. Dièse ist < c — k + 1. Damit ist Satz (1.6) be-
wiesen.

§3. Nilpotente Gruppen der Klasse c<pxl)
Ûber nilpotente Gruppen der Klasse c <p gilt der folgende Satz :

1.9. Satz. g {Kl9..., Kr} sei nilpotente Oruppe der Klasse c <p mit
den folgenden Eigenschaften :

a) g{i) {Ki9 Ki+1, Kr} ist Normalteiler von g (g{1) g).
b) gW/gV+u ist zyklisch von unendlicher Ordnung.
c) gW (i 19... 9 r) ist Zentralkette von g.
Dann ist gp {Kf1 K*r} mit xl9..., xr 0 mod p.
Beweis. Aus a) und b) folgt g^ {Zf* Kxrr) mit (— oo < xi < + oo).
Der Satz ist richtig fur die im Zentrum gelegene Gruppe giz). Wir dûrfen

daher vollstandige Induktion nach fallenden i vornehmen ; es ist unsere In-
duktionsvoraussetzung :

• • • Krr} mit

und (gf('+1))p Normalteiler von g.

u) Siehe Bemerkungen in der Einleitung.
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Wir berechnen die p-te Potenz (ar1Kix)p mod (g{i+1))p. Es gilt:
Ki[Ki9 x] mit [Ki9 x] c gii+1) nach c).
Nun betrachten wir die HALLsche Identitât, die zu dieser p-ten Potenz ge-

hôrt. Wegen c<p sind nach (1.5) aile Exponenten ffy 0modp. Das
heiBt:

Mit Hilfe von e) und der Induktionsvoraussetzung folgt daher :

ar1Kfz K? mod (gr«+1))p

Damit liegt JSTf im Zentrum von g/(gii+1))p, und die Grappe

ist Normalteiler von g. N besitzt nach a) und b) die Gestalt:

N {K? K?) mit ^,...,a;r 0 mod p

Da gM von der Klasse c<p, hat jede p-te Potenz der Elemente in g^
wegen der Existenz der Eindeutigkeitsbasis und nach der Induktionsvoraussetzung

uber g{i+1) die Form der Elemente in N. Es folgt daher N=(g{i))p.
Im nâchsten Abschnitt verwenden wir noch den folgenden Hilfssatz :

1.10. Hilfssatz. Ist X€HOk und ycHp, so gelten die Kongruenzen

[x,y*] ==1 mod

[x*,y*]
Beweis. Es gilt:

Nach dem Beweis von Satz (1.9) folgt jedoch:

(îT1 [y1, *})* ES ït» mod H^p+^pHl+e
denn die Klasse von Ha+ftlHa+vp ^ < V • Somit gilt :

[x, y*] 1 mod Ha+ppH*+fi.

% 4. Einfûhrung der Defektgruppe

Wir rechnen in diesem Abschnitt mod IZ^-i • Dadurch kann Hp als abel-
sche Grappe behandelt werden und H2 ist nilpotent von der Klasse c <ç p.

Zum Studium der Grappe H2p^1FpIH2p_1 gehen wir von H2 aus. H2
genûgt den Voraussetzungen von Satz (1.9). Man hat als Grappen g{i) nur
die Gruppen {K{..., Kr) (i > q + l) zu bilden, wobei Kq+l, Kq+2,..., Kr
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die aufsteigende Reihe der Basiskommutatoren vom Gewicht w 2 bis zum
Gewicht w 2p — 2 bedeutet. Dann sind a)-c) erfiillt nach Satz (1.1).

Setzt man D H2jf_xHl, so folgt nach Satz (1.9)

DIH^1={Kfl?...K?} (1.11)
mit xq+1,..., xr 0 mod 2?

Also kann zur Ermittlung von Dimensionsdefekten vom Gewicht w mit
P < w < 2p — 2 stets mod D gerechnet werden. Im folgenden rechnen wir,
ohne spezielle Angabe, immer mod D.

Jedes Elément aus F hat die Gestalt :

K? Kp Kfi? K?
— oo<xl9...,xq< + 00; 0 < xq+1, ...,xr<p.

Bildet man hiervon die p-te Potenz nach (1.6), so ergibt sich:

(xl9 ...,xq, xq+lJ ...,xr) (1.12)T f r(l q q+l

wobei die Pi Kommutatoren in den Erzeugenden K{ sind und vom Gewicht
w > p in diesen Komponenten. Die P< vom Gewicht 2 <w <p in den
Komponenten K{ haben nach (1.5) Exponenten, die durch p teilbar sind,
so daB man sie mod D weglassen kann.

Ûber die Struktur der A-Bestandteile der p-ten Potenz (1.12) gilt der fol-
gende Satz :

1.13. Hilfssatz. 1) Falls x{ r{ mod p (i 1,..., q), so gilt :

h{xl9 ...,xq9 xq+li ...,xr) h{rl9 ...9rq9 xq+l9..., xr) mod p

2) Zu gegebenen ganzen Zahlen x{ : 0 < xx,..., xr < p mit xx ^ 0 gibt
es eindeutig bestimmte ganze Zahlen yi : 0 < y2,..., yr < p, so daB :

h(x1} ...,xr) (*(li yi, • • • > Vr))*1 modP
Beweis. 1) Dies ist eine Folgerung von Satz (1.6) und von (1.11).

h(xl9..., xr) stellt ein Produkt von Basiskommutatoren Pt in den
Erzeugenden K{(i 1,..., r) und vom Gewicht > p in diesen Erzeugenden
dar. Also kônnen wir annehmen, Pj enthalte gerade die Komponenten

i
Kmx,..., Kml und es sei Pi vom Gewicht cmi in Kmi ; so daB Zcmi — c>p.
Nach Satz (1.6) und dessen Beweis nimmt nun der zu Pj gehôrende HALLsche

Exponent af^ in (1.5) die Gestalt an:

mit
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Da jedoch c <2p — 2 und k p, so folgt, daB c — k + 1 < p, was er-
gibt 1 < umi < p. Daraus folgt unmittelbar 1).

2) Es gilt mod

wo c^; t/2,..., y»«!) ein Polynom in den Unbestimmten xl9y29... 9 2/t_i
bedeutet. Wâhlt man bei gegebenen xx (i 1,..., r) in (1.14) die

yi (i 2,..., r) gemâB der Kongruenz :

(j 2,...,q) (1.15)

c(x1;yi9...i y^) x mod p (i q + 1,..., r)

so ist yi im angegebenen Bereich eindeutig bestimmt.
Bildet man die p-te Potenz von (1.14) unter Berûcksichtigung von (1.15),

so folgt nach Satz (1.6):

(Kl K\**K(\9yt,..., yr))** K**- JF"«* h(xl9..., xr)

Die linke Seite ist aber gleich :

wobei II ein Produkt aus Basiskommutatoren der Form [[xv, j/p],...] und
[[h, xp],...] darstellt. Nach (1.10) sind aber dièse Kommutatoren in H2pH%
enthalten. Damit folgt :

(h(l,y2,...,yr))Xl =h{x1,...,xr)
Bemerkung. Nach (1.5) ist der Exponent von Pi in (1.12) durch p teil-

bar, wenn P^ in den Ki das Gewicht w <p hat. Daher braucht man mit
Kt nur bis zu Basiskommutatoren vom Gewicht w <p zu gehen. Enthàlt
nàmlich Pi ein Kt vom Gewicht > p, so kann es in den Kt mod H^^
hôchstens das Gewicht p — 1 haben. Ein solches Ps liefert nur Beitrâge
in D.

Die A-Bestandteile der Potenzen in (1.12) liegen aile in HJD\D. Dies ist
eine elementare abelsche Gruppe vom Exponenten p.

Mit D' bezeichnen wir die Gruppe {h(x1,..., xr), D}. Es gilt:

1,16. Hilîssatz. D' ist Normalteiler von F und D'jD ist eine abelsche

Gruppe vom Exponenten p.

Beweis. Es ist nur zu zeigen, daB Df Normalteiler von F. Wir zeigen
dies mod D.
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Es sei h ein A-Bestandteil und es gelte :

(Kx- K*/y K\*- K***h{xl9 ...,zr).
Dann folgt durch Transformation mit x e F :

(Kl- {Kl-, x]K*2* [Zf* ,*]...)* (Kl- [Kl-, x\Y... (K«* [K?, x])'xr*Kx
somit K\x-... K***hw Kfx-h^ K^h^+^x^hx
wenn h{i) A-Bestandteile bedeuten. Da das Gewicht dieser h{i)>p, folgt
nach(l.lO)

Also gilt: h{i) fe(2)... h^+Ux^hx, das heiBt x~xh x gehôrt zu D' mod D.
Damit ist Df Normalteiler von F.

Mit D" bezeichnen wir die Grappe {K\,..., K\, D'}. Dann gilt:

1.17. Hilîssatz. D" ist Normalteiler von F und D"jD' ist eine freie
abelsche Grappe.

Beweis. Wir berechnen die p-te Potenz (x~1K1x)p mod D'. Da x~xKxx
Z1[JT1,a>], so folgt: xr*Kfx KÏ mod Dr. Das heiBt K*,...,Kpq

liegen im Zentrum von FjD'. Also ist D" Normalteiler von F und Df//Dr
ist abelseh. Da aber D' c H2 ist D"/Dr frei abelsch.

Ûber die Struktur der Gruppe H2j^1FPIH2v_1 gibt der folgende Satz Auf-
schluB :

1.18. Satz:

H^F'/H^ {Kl- Kfft h^Kl%\- K*/}

mit x1,..., xQ, xq+1, ...9xr 0 mod p; 0 < kl9..., Xg<p

Beweis. Einerseits enthâlt I>"\R2ip_1 nach Konstruktion aile p-ten Poten-
zen der Elemente aus F. Andererseits liest man aus der ermittelten Normal-
form der Elemente in B"\H2ip_x ab, daB dièse Gruppe in R2^xFv\H2ls>_x
enthalten ist. Somit folgt D" H2v_xFv.

Définition. Die Gruppe D'jD heifit Defektgruppe.
Mit Hilfe der Sàtze (1.13) und (1.16) bis (1.18) ergibt sich der folgende

wichtige Satz liber die Defektgruppe :

1.19. Satz. Zur Bestimmung der Dimensionsdefekte im Bereiche 0<w<2p—2
hat man nur die Defektgruppe D'jD zu betrachten. àvw ist gleich der Anzahl aller
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X2> • • • > xq> xa+l> • • • » xr)

1,..., XQ,Xq+1,..., Xr)

i£ 0 < x2,..., xr < p in HwDjD die mod HW+1D voneinander unabhàn-
gig sind.

Um die Struktur der Defektgruppe DljD zu untersuehen, bilden wir die

p-ten Potenzen (HALLsehe Identitât) der Gestalt :

0<x2,...,xr<p; w(Kr)<p-l (1.20)

K?)».

Wir denken uns dies formai in den Unbestimmten x2,..., xr durchgefuhrt,
das heiBt wir nehmen an, daB zu jedem auftretenden Kommutator vom Gre-

wicht w > p in den Kt das df^ nach (1.5) in den Unbestimmten x2,..., xr
bestimmt sei. Dadurch gewinnt man die generellen

h{ h(0, ...,0,1, zi+1,..., xq+2, ...,xr) (i 1,..., q)

Da D'jD nach (1.16) abelsche Grappe vom Exponenten p ist, dûrfen
wir wegen Satz (1.6) das generelle AmodD folgendermaBen schreiben

(c-4+ Kp):
1) Man schreibe jedes a^ als ganzzahliges modp reduziertes Polynom.

Jede Potenz xn mit n >p wird reduziert nach der immer giiltigen Kon-
gruenz xp x mod p.

2) Nun ordne man nach den verschiedenen Monomen m^ in den x{, die
bei der Reduktion 1) in den Exponenten entstanden sind. Das heiBt man
schreibe h als ein Produkt von Potenzen, deren Exponenten die voneinander
verschiedenen Monôme m^ sind.

Das generelle h(l, x2,..., xr) nimmt dabei die Gestalt an :

h(l,x2,...,xr) e?* ...e#7i (1.21)

wobei m1,...,m,l die im ProzeB 1) und 2) entstandenen verschiedenen
Monôme bedeuten. Analog schreibt man sich das generelle h{ in der Form:

0, 1, #m,..., xM9 ...,zr)

wobei ml9 •. •, m( Monôme in a;i+1,..., xr sind.
Es gilt der grundlegende Satz :
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1.23. Satz. Die Defektgruppe D'jD wird von den EUmenten esi(8i 1,...,
s1,..., sq) erzeugt.

Beweis. Es ist h c {e3,..., e8 }. Also bleibt zu zeigen, dafi e{ c {hx,..., hg }.
Dies folgt jedoch sofort aus :

1.24. Hillssatz. Wenn in einer abelschen Gruppe vom Exponenten p
Elemente der Form h(xl9..., xr) ef1 e^ gegeben sind, wobei die

m1,..., mq sàmtliche Monôme in xt,..., xr und xx,..., xr unabhângig
voneinander die Zahlen von 0 bis p — 1 durchlaufen, so sind el5 e2,..., eq

in der von den h(x) erzeugten Gruppe enthalten.

Beweis. Schreibt man h in der Form:

und gibt man xx die Werte 0, 1,..., p — 1, so kann man, weil die
Déterminante der Exponenten von Null verschieden ist, die f{(i 1,..., p) auf-
lôsen und durch die h(x) ausdrûcken. Die f{ haben dieselbe Gestalt wie die

h(x), aber die Exponenten sind nur Monôme in x2, xz,..., xr. Wiederholt
man das Verfahren mit x2 usw., so erhàlt man schlieBKch el9..., eQ durch
die h(x) ausgedruckt.

2. tlber die Bestimmung von Dimensionsdefekten fur q Erzeugende

§1. DerFall c<p
Wir setzen, wie in der Einleitung erwâhnt: F/Fp Bp. Nun wollen wir

die Ordnung der Gruppe JSy.B^+1 bestimmen.
Zu diesem Zwecke wàhlt man in Satz (1.9) die Gruppen g{i) folgender-

mafien :

gr("= {Kit K{+1,..., Kr}
wobei Kx,..., Kr die aufsteigende Reihe der Basiskommutatoren vom Ge-

wicht < p bedeutet.
Damit sind die Voraussetzungen von (1.9) erfullt und es gilt :

Fp {Kl1 Kxrr} mit xl9..., xr 0 mod p ;

angewandt auf Bp :

Bp {Kt,..., Kr} mit der Relation K? 1 mod p

falls xx 0 mod p (i 1,..., r) ; daraus ergibt sich fur B*, :

Bl= {Ki^.^Kr} mit der Relation Kf 1 mod p
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wenn xf 0 mod p (j 1,..., r), wobei K{,... Kr die aufsteigende
Reihe der Basiskommutatoren vom Gewicht > w bedeutet.

Fur JB*modJBJ+1 folgt demnach:

Bvw {Ki9..., Kdw) mod i?J+1 mit der analogen Relation.

Ki,..., Kdw sind die Basiskommutatoren des Gewichtes w. Ihre Anzahl
betrâgt nach WitT (siehe 1.1) d9w.

Die Beriicksichtigung der bestehenden Relation ergibt fur die Ordnung

p*"9 dasheiBt <£,, <£ oder:

2.1. Theorem. dj, 0 fur c < p

§ 2. Bestimmung einer obern Grenze des Dimensionsdefektes fur c p + n
Wir rechnen mod fl^.! (siehe 1.4). Dadurch hat n der Einschrânkung

n<p — 2 (aus c < 2^? — 2) (2.2)
zu genûgen.

Aus (1.12) folgt direkt:

wobei die P^ Kommutatoren in den Erzeugenden Kt sind und vom Gewicht
p -}- n >w > p in diesen Komponenten ; denn die Pt vom Gewicht
2 <w <p haben in K{ durch p teilbare Exponenten (1.5); sie kônnen
also modD weggelassen werden (D H2p-iH$ siehe auch (1.4)).

Nach (1.19) ist demnach ôqp+n gleich der Anzahl aller

x2, ,xr)
1,«8, ,*r) (2.3)

mit 0 <x2,..., %r <p in Hv+nD/D die mod H^+n+1D voneinander un-
abhângig sind. Es bleibt nach (1.24) die Anzahl der in (1.21) und (1.22) auf-
tretenden e8i zu bestimmen.

Wir untersuchen vorerst die Struktur der e-Elemente. Dabei gehen wir aus

von h(l, x2,..., xr) in (1.21) unter Beriicksichtigung von (2.3). h ist End-
resultat eines Durchziehprozesses, der die p-te Potenz

in die Form (1.2) ûberfiihrt.
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Die et sind demnach Produkte aus Basiskommutatoren Kpj vom Ge-
wicht p <w <p + n m den Erzeugenden Kl9 Kr. Sie besitzen also
die Form *

Ist etwa mt xf*1 x**i das Monom, welches zu e% gehort mit
2 < H < ia < • • • < h < r, so folgt aus dem Beweis von (1.6), dafi aile

Kvj Basiskommutatoren m den Komponenten KH,..., Kn (und eventuell
Kt) sein mussen. Die <xlk genugen der Bedingung (vgl. Beweis zu (1.13))
c%k >oclJe (Je 1,... l), wobei clJc das Gewicht von K%k m Kvtj bedeutet.

Im weitern betrachten wir emen beliebigen Basiskommutator vom Gewicht

p <w < p + n ln den Erzeugenden und berechnen den zugehorigen Hall-
sehen Exponenten (1.6). Es sei:

wobei Pw>m vom Gewioht cWt in ^Wt, also p < Zcm% < 2? + n.

Nach dem Beweis von (1.6) folgt :

mit [xro,] /7(*"- ; 1 < Zum < cm,. Da nun

k p gilt. c — k-{-l=n-{-l, wasnach(1.6)ergibt* l<t
(x \r* I verlangt jedoch emen Kommutator von mmdestens dem

fc ]
Gewieht p + h — 1 in den Erzeugenden Kt.

Das allgemeine Label, welehes zu affl fuhrt, hat die Form (vgl. (1.6)):

((ei> *i)> •-> (ej.+.» ^+t)) {0 <i <n)
In diesem Label mussen nun Je der £t gleich sein, affî erfulle dièse Bedin-
gungen und betrage :

am — Pmxmi ' " Xmr U\ ^ J • • • Xm8

e t
Da cmft > aOTi und Zcm <p + n folgt 0 < Z(xm% <p + n.

î i
Nach der Folgerung von (1.19) kann afflmodp betrachtet werden und

jede Potenz laBt sich reduzieren nach der immer gultigen Kongruenz:
xp x mod p. Damit erfullen aile <xmi die Bedingung

O<ocmi <p- 1 (2.5)

Wie man leicht einsieht, sind aile diejenigen h(x) mod Hv+n+1D vonein-
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ander unabhàngig, deren ocmi unter Beriicksiehtigung der Bedingungen (2.4)
und (2.5) voneinander verschieden sind. Eine Verânderung in den ocmi be-

dingt eine Verânderung der Gewichte cmi der Erzeugenden Kmi in den

Pw m und stellt dadurch einen neuen, unabhângigen Basiskommutator dar.
Um die Struktur der Pw, m und deren affl zu untersuchen, beweisen wir

folgende Hilfssâtze :

2.6. Hilfssatz. Jedes Glied der Form 77 f1*) reduziert die Bedingung

0 < Socmi <p + n auf 0 < Zotm{ <p + n — k.
i i

Beweis. Die <xmi in olp sollen die angegebenen Voraussetzungen erfûllen
und es sei :

ci' Sxami x 771 1 x mf
k \ & I

folglich
1 n I \ n 1er \ n

j mx mt m y 2 J \ k "*
wobei ami 1.

Wenn nun cmi das Gewicht von Kmi in PJtP+n bedeutet, so gilt : 0 <(xmi <cm{ ;

Cmi<P> cmi cLi + Cmi mit Cmi > & und * ^ ^tn< < Cmt y denn ist
Eod^ < k, zum Beispiel ^oc^ k — 1, dann tritt hôchstens das Glied

77 f, m. auf, was der Voraussetzung widerspricht. Also da 0 < <xmi < p — 1

und ocmi > ocm + k folgt ocm < <xmi — k.

Wir wissen: 0 < Eocmi <p + n. Mit dem Auftreten von 77 ™M wird

nun darin <xmi durch <xfm ersetzt und die bekannte Bedingung reduziert sich
8

auf : 0 <Ç 2oc <^ p -f- n — k.
i

2.7. Hilfssatz. Treten im generellen Label eines Basiskommutators des
Gewichtes p -\- n in den Erzeugenden K{ zwei oder mehrere çt. auf, die
durch keine r-Bedingungen gebunden und sich gleich sind, dann leistet der
betreffende Kommutator keinen Beitrag zur Defektgruppe.

Beweis. Wir betrachten folgenden Kommutator:

Der dazugehôrige HALLsche Exponent betrâgt : a(p=z f, [xmi].
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Und das generelle Label, das zu ajp) fuhrt, hat die Form:

((?!» tO,..., (e»+<> T*+i)) (1 < * < n) •

i
Wie man sich leicht iïberlegt, lauten die iJ-Bedingungen, wenn noch £cm c8

gesetzt wird: t"1

Qi ^ < &**+i
£i < ^,+2 < < Qc+i+i (« 1,..., fc — 2)

£l < ^ci.i+2 < • • • < Qcje

Qi<QCnH+i <-..<e

Dabei treten aile Zahlen von 1 bis p auf. Also ist qx 1. Da nach Voraus-
setzung wenigstens zwei ^t- gleich sind und durch keine r-Bedingungen ge-
bunden werden, nimmt t>i die Form an :

r

mit \<t<n und

folglich ^ 0 mod p w.z.b.w.

Im weitern betrachten wir aile diejenigen PWtfn, welche in den Erzeugenden

Km vom Gewicht p sind :

V,* i ^^ { i Ca+1Ztf+1] (2.8)
i

mit Ec p - 1, ca+1 1 und w(JTw 1, w{Kq+1) ti + 1

i ' y

mit c
J

c =2 und w(Zm.)=l, w(Km()

durch dièse Bedingungen ist Pv+ntm% nicht eindeutig festgelegt; es treten
mehrere Môglichkeiten auf.

i n
mit rc p - n, rc^, n und w(#m,) 1, w(Kmgt) 2.

(Hierbei ist si fur ^ gesetzt.)

13 CMH vol. 35
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Da keine r-Bedingungen auftreten, lauten die entsprechenden a^] :

o<Lnj<Pi (2 9)

mit 0 < i«m. < p - 2, da <xm

Dièse Ungleichung ist eindeutig; das heiBt sie gilt fur aile môglichen Kom-
mutatoren dieser Art.

< Za& • • • «CT <T* • • • C» mit 0 < £« < p - n, da ^«m4< n

Die Frage nach der Struktur der PWtfn wird grôBtenteils durch den folgen-
den Satz gelôst :

2.10. Satz. In die Defektgruppe mûssen nur Kommutatoren PWttn vont
Gewicht p in den Erzeugenden Km aufgenommen werden.

Beweis. Die Bedingung ist hinreichend. Es sei PWttn ein Kommutator
vom Gewicht p in Km\

mit i:^, p und ^(iTm<) 1, 2 < ^(^^^ < n.

Der zugehôrige HAixsche Exponent betrâgt (es kônnen keine r-Bedingungen
auftreten) :

Das Label, welches zu a^ fuhxt, hat die Form :

((£i> Ti),...^^,^))
Und die i?-Bedingungen lauten, falls noch Zcm{ c8 gesetzt wird :

î
Qi< < &mi+i

< Qc8+1+i (* 1,..., y — 2)

+1 (« j,...,«- 2)

^i < e^1+1 < Qp •

Dabei treten aile Zahlen von 1 bis p auf. Also ist qx 1 und es wird :

i-2
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Wegen 1 < cmi < p — 1 — ct-1 ist /SOT ^ 0 mod p. Andererseits gelten die

Ungleichungen (vgl. 2.3; 2.5) 0 < xmi < p — 1 und 0 < ocmi < p — 1

folglich x%gi z%£* ^ 0 mod p. Demnach muB der Kommutator Pwm fur
die Defektgruppe berticksichtigt werden.

Die Bedingung ist auch notwendig. Wir gehen von einem Kommutator aus,
der das Gewicht p -\- v(l < v < n) in den Erzeugenden besitzt. Er habe die
Form:

mit Zc^ p - r, Xcmtp s; - r + s v und ^(JC^) 1, (2.11)

Ihm entspricht folgendes a^ :

<> r^] [x^] (2.12)

und das Label, das zu diesem a^ fuhrt, hat die Gestalt:

Nach (2.7) treten im Label r-Bedingungen auf (ist dies nicht der Fall, so sind
unter den (p + v) der q{ des Labels, da nur p von ihnen verschieden sein
kônnen, einige sich gleich). Es sind dabei folgende Fâlle môglich:

1) (v + 1) der q4 sind sich gleich und durch r-Bedingungen gebunden

(Qh= •-. =Qiv+i)-
2) v und 2 der q4 sind sich gleich und je durch r-Bedingungen gebunden

(Qh Qip; qh qh).

(x \*1*- auf. Nach
v -f- 1/

t
0 < rawi < p + n — v - 1 (2.13)

2) InagJ treten die GUeder JT^*'] und ^(^j auf. Wenden wir zwei-

mal (2.6) an, so folgt analog zu (2.13):

0 < Z(xmi <p + n — v -2
i

Man sieht sofort: Je mehr die r-Bedingungen auf verschiedene der q{ ver-
teilt werden, um so kleiner wird die obère Grenze fur 2J<xmi der entsprechen-

i
den afâK Wir kônnen uns deshalb im weitern auf den 1. Fall beschrânken.
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Also betrâgt (2.12):

V —

tr
Nun ist 0 < Uocm < iTc,^ + Ecmiv p -{- y, das heiGt die Ausgangsbedin-

gung in (2.13) reduziert sich auf :

O<Zocmi<p-l (2.14)
i

Wird hingegen (2.11) von denselben Erzeugenden Km gebildet, ist jedoch
deren Gewicht in PWffn gleich p, so àndert sich das Gewicht w von PWtfn
und wir erhalten den Kommutator P^>m. Dièse Reduktion von PWtfn auf
Pfw, m ist nach (2.7) immer môglich. Falls nâmlich jede der Erzeugenden

tr
Km in PWtTn nur einmal auftritt und 2Jcm>p ist, so erscheinen im entspre-

ehenden Label keine r-Bedingungen und einige der q{ mtissen sich gleich
sein.

In (2.11) galt: w{PWtJ p + n; nun ist w{Prw,im) p + p (0 < fi <n;
fur n < 0 leistet der betreffende Kommutator keinen Beitrag zur Defekt-
gruppe). Vorerst bleibt (2.12) formell erhalten. Im Label, das zu a^ fuhrt,
treten jedoch diesmal nur ^-Bedingungen auf, und (2.14) nimmt die Form an:

0 < £<xmi < p

Der Kommutator (2.11) wird also schon unter den Kommutatoren des

Gewichtes p in den Erzeugenden Km berûcksichtigt. Damit ist (2.10) be-
wiesen.

3. Unabhângigkeitsuntersuchungen

§ 1. Begriff der Unabhângigkeit und Einteilung der Kommutatoren

Wir untersuchen zunâchst den Begriff der Unabhângigkeit von Basiskom-
mutatoren. Dazu betrachten wir folgende Potenz :

(KmiKm,... KmY 1 mod H,+n+1H* (3.1)

Nach der Définition der Defektgruppe folgt, daB aile Produkte von Basiskom-
mutatoren, die der Kongruenz (3.1) genugen und unabhângig sind, die Defektgruppe

erzeugen. Zur Bestimmung von <5^+n genûgt es jedoch, solche
Kommutatoren zu betrachten, welche das Gewicht c p + n besitzen. Dabei
kommen nur Kommutatoren in Frage, die in ihren Erzeugenden das Gewicht

p haben (2.10) ; die HALLschen Exponenten dieser Kommutatoren sind dann
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inkongruent Null mod p, Ferner miissen nach (1.23) nur Kommutatoren be-

riicksichtigt werden, deren môgliche Monôme verschieden sind. (3.1) lâBt
sich also in der Form sehreiben :

(Kmi... Kmtr A?...A? 1 mod Hv+n+1HÏ (3.2)

Die A{ bedeuten dabei Relationen von Basiskommutatoren mit c p -{- n
und vom Gewicht p in ihren Erzeugenden ; die <xt fé 0 mod p (i 1,..., s)
durchlaufen aile môglichen Monôme. Falls aile At voneinander unabhàngig
sind, gilt: ôqp+n s.

Um nun iiber die Unabhângigkeit (Unabhàngigkeit bedeutet im folgenden
immer unabhàngig modHv+n+1H%) dieser Relationen weitere Aussagen
machen zu kônnen, teilen wir die Basiskommutatoren nach zwei verschiedenen
Gesichtspunkten ein.

a) Einteilung nach dem Gewicht eines Kommutators. In diesem Fall spricht
man vom Typus eines Kommutators.

Définition. F sei freie Gruppe mit den freien Erzeugenden Kx,..., Kq.
Ein Kommutator heiBt vom Typus (w1,..., wq), wenn er in der Komponente
K{ das Gewicht w{ besitzt (i 1,..., q).

Sind L und K Kommutatoren aus F mit den Typen (vl9..., vq) bzw.
(w1,.. wQ), so sagen wir, L und K seien vom selben Typus, falls
wi vi (i 1, q).

b) Einteilung des Kommutators nach seinen Erzeugenden. Hier spricht
man von der Art eines Kommutators.

Was man unter der Stufe eines Kommutators versteht, definieren wir in-
duktiv: Die freien Erzeugenden Kl9... ,Kq heiBen von O-ter Stufe. Ein
Kommutator [Km{,Km.] heiBt von s-ter Stufe, falls die Stufe von Kmi
gleich smi, diejenige von Km. gleich sm. und s max(swi, sm. + 1). Nun
betrachten wir die geordnete Reihe der Basiskommutatoren. Basiskommutatoren

in dieser Reihe werden identifiziert, falls sie gleiches Gewicht, gleiche
Stufe und fur jeden erzeugenden Basiskommutator Km — [Km%, Kmi] mit
w(Km) > 2 in Kmi gleiches Gewicht besitzen. Tritt dabei ein Kommutator
an i-ter Stelle auf, so heiBt er Basiskommutator i-ter Ordnung. Dièse Ordnung
ist automatisch vorhanden.

Beispiel. Nach der angegebenen Einteilung gehôren die Basiskommutatoren
von 2. Stufe und des Gewichtes 7 : [Kh, Kh, Kh, Kh, [Kh, Ki%, Kh]] und
[Kiz, Kh, Kh, Kh,[Ki7, Ku, Kh]] zur selben Ordnung, hingegen ist der
Basiskommutator [Kh, Kh, Kh, Kh, Kh, [Ki7, K€J\ von Meinerer Ord-
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Définition. Ein Kommutator heiBt von der Art (tl9... ,t8), wenn er ti
Erzeugende i-ter Ordnung enthâlt.

Sind K und L Kommutatoren der Art (tt,..., t8) bzw. (rx,..., rn), so

sagen wir, K und L seien von derselben Art, falls n — s und ^ ri
(t=l,...,«).

Ûber die Unabhângigkeit von Basiskommutatoren folgt nun aus dem Be-
weis von (2.10) sofort:

3.3. Hilfssatz. Basiskommutatoren verschiedener Typen sind unabhângig.
Mit Hilfe von (3.3) lâBt sich (3.2) wie folgt ausdrûcken: Aile Relationen

von Basiskommutatoren desselben Typus werden in eine Hauptrelation zu-
sammengefaBt ; dies ist gestattet, da die A{ eine einfache abelsche Gruppe
aufspannen. Die so entstandenen Hauptrelationen sind untereinander
unabhângig. Es geniigt also, die Unabhângigkeit innerhalb der Hauptrelationen
zu zeigen. Damit nimmt (3.2) die Form an:

(Kmi,..., KmtY £*... .B* 1 mod ff^flj (3.4)

mit B{ IIAp'J, wobei aile A{ vom selben Tjrpus sind.

Wird die Defektgruppe insbesonders nur von einer Art von Basiskommutatoren

erzeugt, so folgt aus (2.10):

3.5. Satz. Wird die Defektgruppe durch Relationen von Kommutatoren einer
und derselben Art erzeugt, so sind aile Relationen der Basiskommutatoren dieser

Art und vont Oewicht p in den Erzeugenden unabhângig und erzeugen DjD1
vollstandig.

Da auch aile weitern Betrachtungen auf (2.10) aufgebaut werden, gelten
sâmtliche Aussagen unter Berucksichtigung der Einschrânkung n < p — 2.

Die Voraussetzungen von (3.5) sind fur n 0, 1 erfûllt ; also lassen sich
dafûr die entsprechenden Dimensionsdefekte sofort bestimmen.

Sind die Relationen des Typus (wt,..., wq) abhângig, so bedeutet das :

oc) Die Déterminante der Exponenten in der Hauptrelation ist kongruent
Null mod p ; oder

/8) Zwischen den Relationen des Typus {wx,..., wq) besteht eine Abhân-
gigkeitskongruenz der Form :

O»?ii...C«?i« C4>,+1. (3.6)

Dièse Kongruenz soll gekiirzt sein; das heiBt bei Weglassen einer Relation
Ci tritt Unabhângigkeit auf.
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§ 2. Einige Âbbildungssâtze fur hohere Eommutatorgruppen

Wird durch die Abbildung i die eine freie Erzeugende auf eine andere freie
Erzeugende abgebildet, so gilt12):

3.7. Satz. F sei freie Gruppe mit dem System M freier Erzeugender;
Kq_t, Kq seien Elemente von M, M' die Menge aller Elemente von M mit
Ausnàhmevon Kq. Nun werde Kq mittels i auf Kq_1 abgebildet. Dann stellt
die Abbildung i einen Homomorphismus der freien Gruppe F auf die freie
Gruppe Fr mit dem System M' freier Erzeugender dar.

Beweis. Die Abbildung c ist ein Homomorphismus. Sind W1, W2 Worte
aus F, so gilt, wie man leicht einsieht: i(W1'W2) i{W^)i{W^\ fur das
leereWort Z ist i{Z) Z.

Man erhâlt also mit Hilfe von i eine Untergruppe F' von F. Da nun
F freie Gruppe und F' echte Untergruppe von F, ist naeh Satz von Nielsen-
Schreier auch F1 frei. Wir kônnen demnach annehmen: F' besitzt das

Erzeugendensystem 8. Dann gilt : S c M und Mr c S ; da aber zwischen
M' und M (nach Konstruktion) kein Erzeugendensystem enthalten ist, wird
S M1.

Mit Hilfe von i kann Fq auf jedes .Fr mit 1 < r < q — 1 homomorph
abgebildet werden.

Aus (3.7) folgt fur die spezielle Abbildung t* :

3.8. Korollar. F sei freie Gruppe mit dem System M freier Erzeugender,
F' freie Gruppe mit dem System M' freier Erzeugender, zudem sei M ^ M'

N; Kq,Kq+1(tN; M (N,Kq), M' (N,Kq+1). Wird durch ** Kq
auf Kq+1 abgebildet, so stellt t* einen Isomorphismus zwischen F und Fr
her.

Beweis. Nach (3.7) ist t* Homomorphismus. Durch die Abbildung i*
wird aber M isomorph auf M' und damit F isomorph auf F' abgebildet.

Wir betrachten die hôhern Kommutatorgruppen von F. Es sei:

D°F F, D1F DF,..., D°F DiD'^F),
wobei DF die Gruppe erzeugt aus allen Kommutatoren [F, F] darstellt.

Dieselbe Définition gilt auch fur Fq) falls q>l. Fiir q= 1 wird Fq
Abelsch.

Bedeutet h eine homomorphe Abbildung der freien Gruppe J^ in sich,
so gilt :

") A. G. Kubosoh: Gruppentheorie (Berlin 1953), p. 75.
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3.9. Hillssatz. Der homomorphe Abbildungsoperator x und der Ablei-
tungsoperator D von F sind vertauschbar.

Beweis. Wir haben zu zeigen: x(DF) D(xF). a, 6,... seien Elemente
aus F. Wir behaupten

x(DF) c D(*.F) und D(*.F) c x(DF)

Da [a, 6] arxb"~xab und « homomorphe Abbildung ist, gelten

x[a,b] nia-ib-iab) [xa, xb] («a)-1 ("à)""1 (*«)(**)
(xa)-1(xb)~1(xa)(xb) xia^b^ab)
[xa, xb] x[ay b]

Damit wird: x(DF) D(xF).
Aus (3.9) ergibt sich der wichtige Satz :

3.10. Satz. Ist x homomorphe Abbildung der freien Gruppe F in sich, so

stellt x auch eine homomorphe Abbildung von D8F in sich dar.

Beweis. Wir zeigen: x(D8F) ~ D8F', wobei xF Ff.
Unsere Behauptung ist nach (3.9) fur 5 0,1 erfullt. Induktionsannahme :

x(Di-1F)c*Di-1F', nun gilt: D*F D(D^F), xD*F xDiD^F)
DxiD^F) ~ DiD^F1) D*F' w.z.b.w.
Im speziellen stellt also i einen Homomorphismus von D8F auf D8F'

und 6* einen Isomorphismus der entsprechenden hôhern Kommutatorgrup-
pen dar.

Insbesondere wird mit Hilfe von t D8Fq auf jedes D8FT mit 1 < r < q

homomorph und mittels t* jedes D8Fq auf D8Ffq+1 isomorph abgebildet.
Im letzten Fall ist Fq ~ F'q+1 und F'q+1 c Fq+1.

Sind also homomorphe Abbildungen fur hôhere Kommutatorgruppen oder
(wie man leicht einsieht) fur die Gruppen Hw gesucht, so gentigt es,
homomorphe Abbildungen innerhalb der freien Gruppe zu bestimmen.

Bekanntlich hat jedes Elément aus F mod iïc+1 eindeutig die Gestalt (1.2):

Wir nennen die Kit ^ Erzeugende von jP mod Hc+1. Jedes Elément aus

F mod Hc+1, das durch eine geordnete aufsteigende Reihe von Erzeugenden
gegeben ist, heiBe /-Elément. Die Gruppe F mod Hc+1 besteht aus der Ge-

samtheit aller /-Elemente. Wird auf zwei aneinandergereihte /-Elemente der
HAiiLsche DurchziehprozeB ausgeûbt, so erhâlt man wiederum ein /-Elément.
Diesen Vorgang nennen wir Produkt zweier /-Elemente. Werden bei der Pro-
duktbildung keine Kommutatoren umbenennt, was in allen unsern Unter-
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suchungen der Fall ist, so treten im Produkt nur die Erzeugenden der /-Ele-
mente und Basiskommutatoren in diesen Erzeugenden auf. Fur mehrere /-
Elemente gilt in der erklàrten Produktbildung das assoziative Gesetz; dies

folgt sofort aus dem assoziativen Gesetz von F. Werden die Produkte ohne
Umbenennung gebildet, so kônnen auf einfache Art zwei weitere Abbildungen
angegeben werden. Wir sprechen hier von Abbildungen fur /-Elemente.

Betrachtet man die Gruppe {/} erzeugt durch bestimmte /-Elemente, so
bedeutet jede homomorphe Abbildung fiir dièse /-Elemente einen Homo-
morphismus von {/} in sich. Da im weitern {/} ç= F, kann Satz (3.10)
auf {/} angewandt werden.

1. Die Abbildung t: t bilde die eine Erzeugende Kr 8 auf das Einheits-
element von F ab. Damit ist r homomorphe Abbildung fur /-Elemente.
Wir haben zu zeigen, daB t(/x/2) t(/1)t(/2). Man erhâlt das Produkt /x/2
mit Hilfe des HALLschen Durchziehprozesses. Wendet man darauf r an,
so bleibt die geordnete aufsteigende Reihe von Erzeugenden und Basiskommutatoren

als solche erhalten, hingegen fallen die Erzeugenden KT 8 und sâmt-
liche Basiskommutatoren, welche dièse Erzeugende enthalten, weg. Dièses
Produkt entspricht daher genau dem Produkt der Erzeugenden von /{ und
/2, wobei die f[ gleich den f{ ohne die Erzeugende Kr 8 sind; das heiBt
eswird: f[f2 r^M/,).

2. Die Abbildung a : In allen /-Elementen, die berlicksichtigt werden,
trete die Erzeugende Kr 8 nicht auf. a bilde die benaehbarte Erzeugende
gleichen Gewichtes Kr g+1 (oder jK^r, a-i) auf Kr 8

ab. Dannist a isomorphe
Abbildung fur /-Elemente ohne Kr>8 in solche ohne KTt8+1 (oder Kr8-.^).
Wendet man auf fxf2 den DurchziehprozeB an, so entstehen Basiskommutatoren

in den Erzeugenden von fx und /2, das heiBt es tritt kein Kommutator
auf, der die Erzeugende Kr 8 enthâlt. Die Abbildung a fuhrt Basiskommutatoren

in Basiskommutatoren ûber: Es sei \KTt s+1, Kr n] Basiskommutator,
das heiBt Krn< Krg+1. Dannistauch a[KrtS+li Krin]=[Krt8) Krt7l]
Basiskommutator, denn aus Krn^z Krs und Krn<^ Krt8+t folgt KTfn^ K.r>8.
Ist [Kmt7l, Kr>8+1] Basiskommutator, das heiBt m>r und Kmt7l

\K€>i, Kffh] mit Kfh KTt8+1 oder Kfh < Kr>8+1 so bleibt dièse Eigen-
schaft auch fur a[Kmtn, Krt8+1] mit oKmn KfmiH bestehen; denn es ist
m > r (unberiihrt von a) oKfth Kr8 falls Kfh KTi8+1 oder Kfh< Kr8
wenn Kf h <^ Kr s+1. Jeder weitere Fall laBt sich auf die erklàrten zuruck-
ftihren. Es bleibt noch zu zeigen: tf(/i/2) ^(/i)cr(/2)î <* lâût die aufsteigende
Reihe der Basiskommutatoren im ausgerechneten Produkt ftf2 invariant:
Palis KCti iKdtr, Kêf8] < KCtl [ZB,fc, KbJ], das heiBt Ke,8 < Kbt, oder

Kd,r< Kalc wenn Kei8 Khj, so ist auch oKCti< aKCtl. Die Behaup-
tungistfûr Kak Kr m oder Kh$j Kr>8+1 (und analog fur Kdr Kr$8+1
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oder Ke8 Kr8+1) trivial. Ist KTf8+1 jedoch Bestandteil von Kah oder

Kbi (und entsprechend Kàr oder Kes), so folgt die Behauptung sofort
durch Induktion. Durch a wird demnach in der aufsteigenden Reihe der
Basiskommutatoren von /1/2 lediglich jede auftretende Erzeugende Kr8+1
(oder Kr,s-i) durch Kr8 ersetzt. Man erhâlt aber dieselbe aufsteigende
Reihe, wenn sie durch das Produkt cr(/1)(r(/2) gebildet wird. Das Erzeugen-
densystem von {/} ohne Krs sei M, dasjenige von {/'} ohne Kr8+1
(oder Kr^M'. Durch a wird M ~ M1 und damit {/}~{/'}. ïm
weitern ândert a das Gewicht der entsprechenden Erzeugenden nicht. Wird
zudem a auf Hc+1 angewendet, so fallen sâmtliche Kommutatoren der
Form [KTt8+1, Kr8,...] weg. Damit ist a(Hc+1) c Hc+1 und auch nach
angewandter Abbildung a kann mod Hc+1 gerechnet werden.

§ 3. UnabMngigkeit der Relationen von Basiskommutatoren mit zwei freien
Erzeugenden

Wir wenden die Abbildung i* : K2 -> Kz auf F2 an. Dadurch erhalten wir
die freie Gruppe Frz mit den Eigenschaften F2 ^ Ffz und Ffz c Fz (vgl.
3.8); das heiBt wir betten F2 in Fz ein. Es gilt:

3.11. Hilfssatz. Benachbarte Erzeugende der aufsteigend geordneten Reihe
von F2 gehen bei Anwendung von i* in nicht benachbarte Erzeugende der
aufsteigend geordneten Reihe Fz liber.

Beweis. Aile auftretenden Erzeugenden sind Basiskommutatoren in den
freien Erzeugenden Kx, K2 und nach der Abbildung t* solche in den freien
Erzeugenden Kly Kz. Dabei ist Kx «( K2 und Kx zu K2 benachbart und
Kx <( Kz, hingegen Kx nicht zu Kz benachbart, da zwischen Kx und
Kz die freie Erzeugende K2 geschoben werden kann. Wir nehmen an, (3.11)
sei fur aile Basiskommutatoren des Gewichtes < c bewiesen. Nach Définition
besitzen die Basiskommutatoren des Gewichtes c die Gestalt Kel
[Katk, Kbtj]. Zudem seien in F2 die Kommutatoren Kc%i; [Kdtf, K6t8]
und Kel \_Katki Kbti\ benachbart; das heiBt entweder sind Ke8 und

Khi benachbart oder Kd8 und KUth benachbart falls Ke 8 KbJ. Nach
Induktionsvoraussetzung kann aber in beiden Fallen eine Erzeugende
zwischen die urspriinglich benachbarten geschoben werden.

Um nun die Unabhàngigkeit der Relationen von Basiskommutatoren mit
zwei freien Erzeugenden zu zeigen, beweisen wir vorerst den folgenden Hilfssatz:

3.12. Hilfssatz. Die Relationen der Basiskommutatoren mit zwei freien
Erzeugenden und von einer Art sind fur c p -\~ n und 1 < n < p — 2

unabhângig.
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Beweis (indirekt): Es bestehe die folgende Abhângigkeitskongruenz : (vgl.
3.6) (I) D* D? 2>m mod Jï*+1.

Wir unterscheiden zwei Fâlle:
oc) In (I) treten nur Erzeugende 1. Stufe auf. In den verschiedenen Rela-

tionen D{ sind verschiedene Basiskommutatoren enthalten, denn sonst stellt
(I) eine Identitàt dar. Da aber nach Voraussetzung sâmtliche Kommutatoren
der Relationen D{ von gleicher Art sind, mu8 der Unterschied in gewissen
Erzeugenden gleichen Gewichtes (> 1) liegen. Basiskommutatoren 1. Stufe
und gleichen Gewichtes sind jedoch nur dann verschieden, wenn sie verschiedenen

Typus besitzen. Wir kônnen also annehmen, daB die Erzeugende
KTf8(r> l) in den Kommutatoren der verschiedenen Relationen nicht gleich
oft auftritt. Damit jedoch die Art erhalten bleibt, kommen an ihrer Stelle
Erzeugende Kr n eines andern Typus vor.

Wir wenden t* : K2 -> Kz auf F2 an. Dabei geht die Kongruenz (I) in
eine solche von Fz uber. In der neuen Kongruenz, wir nennen sie (I'), ist die
freie Erzeugende K2 nicht enthalten; das heifit (I') wird durch /'-Elemente
erzeugt, die K2 nicht besitzen. Durch a* gehen Krs und Kr n in K'Tt8

und Krrn liber. Der Zusammenhang von KT8 und Krn bleibt auch flir
K[8 und Kfrn erhalten. Sind Kr 8 und KTtm benachbarte Basiskommutatoren,

so kann nach (3.11) zwischen Krr8 und Krrm ein Basiskommutator
eingeschoben werden. Da die Erzeugenden K' nur durch die freien
Erzeugenden Kx und Kz gebildet werden, enthalten die Basiskommutatoren,
welche die Lucken in der aufsteigenden Reihe gebildet durch die K' ausful-
len, auch die Erzeugende K2. Wende ich nun auf {/'} c -F3 die Abbildung
a : K'r8 -> Kfrt8+i an, so bleibt die Kongruenz als solche bestehen. Hingegen
wechseln beim Ersetzen von K'r8 durch Krr)8+1 die betroffenen Kommutatoren

und damit die entsprechenden Relationen ihren Typus. Da aber die

Erzeugende Kfr8 in den Kommutatoren verschiedener Relationen verschieden

oft vorkommt, treten in der umgeformten Kongruenz Relationen mit
Kommutatoren verschiedener Typen auf, was (3.3) widerspricht.

P) In (I) treten auch Erzeugende 2. Stufe auf. Unterscheiden sich die
Erzeugenden 2. Stufe nicht, so kann oc) wiederholt werden. Die Erzeugenden
2. Stufe sollen verschieden sein; das heifit falls Kr 8 Erzeugende 2. Stufe ist,
kann ich annehmen, daB Kr 8 in den Kommutatoren verschiedener Relationen

verschieden oft enthalten ist. Werden nun, wie unter oc), die Abbildungen
** und a ausgefuhrt, so lâBt sich derselbe SchluB wiederholen, da (3.11)
unabhângig von der Stufe Gultigkeit hat. In analoger Weise lâBt sich der
Beweis auf Erzeugende beliebiger Stufe ausdehnen.

Damit ergibt sich nun :
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3,13. Satz. Die Belationen der Basiskommutatoren mit zwei freien Erzeu-
genden sindfûr c p + n und 1< n < p — 2

Beweis (indirekt) : Es bestehe folgende Abhângigkeitskongruenz :

D? ...D? Dr+1modH*+1. (1)

In (I) treten nach (3.12) mindestens zwei verschiedene Arten von
Basiskommutatoren auf. Es gibt demnach mindestens eine Erzeugende KrB (r > 1)

die nicht in allen Basiskommutatoren der Relationen von (I) gleich oft ent-
halten ist. Mit Hilfe der Abbildungen t* : K% -> Kz und anschlieBend

a : K[ s -> Kfrt8+1 kann daher der Beweis analog zu (3.12) gefûhrt werden.
In den Sâtzen (3.12) und (3.13) hatte n die Bedingungen n < p — 2 und

1 < n zu erfûllen. Berûcksichtigt man Satz (3.5), so fâllt die zweite Ein-
schrankung weg.

4. Die Méthode zur Berechnung der Dimensionsdefekte fur n < p — 2

§ 1. Hauptsatz zur Bestimmung von Dimensionsdefekten

Kombiniert man die Aussagen (2.10) und (3.13), so erhalt man das folgende
Hauptergebnis :

4.1. Hauptsatz. Fur zwei freie Erzeugende, das Gewicht c p + n und

n <• P — 2 wird die Defektgruppe genau durch die verschiedenen Relationen

erzeugt, wehhe Basiskommutatoren vom Gewicht p in ihren Erzeugenden ent-
halten.

Mit Hilfe von (4.1) lassen sieh sâmtliche Dimensionsdefekte <5*+n fur
n <p — 2 berechnen und nach (3.5) kônnen auch àqp, ô9p+1 bestimmt werden.

Die Méthode der Berechnung von ôp+n knûpft an die Betrachtungen im
2. Teil. Es sei PWtm ein beliebiger Basiskommutator vom Gewicht p in
seinen Erzeugenden (vgl. 2.8):

ï*wtmi ^ [^my 9 Kmt > • • • ^mt > • • • ^m{ > ' • • 5 -^wj (^ • 2)

wobei Pwmi vom Gewicht cmi in Kmi; das heiBt Zcmi p und
t-i

w(PWtm{) p + n mit 0 < n < p — 2. Fur c < p siehe (2.1). Das ent-
t

sprechende a^{ lautet: (2.9) a^=Zx^ xffi mit O<Zoc <p — v
î '

(0<v<n). Berûcksichtigt man (1.19), so reduziert sich die angegebene

Bedingung : t

0<Z<xm4<p-v-l und 0<<xmi<p-l. (4.3)
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Dabei ist v abhàngig von der Anzahl der auftretenden Erzeugenden K^
mit w(Kmr)> 1.

Ûber die Anzahl der verschiedenen ocmi gibt der folgende, leicht zu bewei-
sende Satz AufsehluB :

4.4. Hilfssatz. Die Anzahl aller ocm, welche der Bedingung 0<2J<xmi <p—v—l
(p — v + g — 1\

genugen, ist gleich: I

Um die Anzahl der verschiedenen Monôme des Basiskommutators PWtm
zu bestimmen, wird die zutreffende Bedingung (4.3) aufgestellt und nach
(4.4) die Zahl der verschiedenen môglichen otm berechnet. Da jedoch fur die
Erzeugenden K^ mit wiK^) > 2 mehrere Môglichkeiten bestehen, so muB
auch die Anzahl der verschiedenen Môglichkeiten fur die auftretenden K^
beriicksichtigt werden. Die Anzahl der K^ mit wfâ^) — u > 1 wird durch
die WiTTsche Formel gegeben.

In den folgenden beiden Paragraphen wird die erklârte Méthode an einigen
Beispielen durchgefuhrt.

§ 2. Berechnung von ôqp, ôqp+1

a) ô9p: Als Kommutator (4.2) ist nur der folgende môglich:

"Qm\ l-^-mj > ^m-i-^mx > • • • (Cm^

wobei w(Kmi) 1 fur 1 < i < t.
Damit wird die entsprechende Bedingung (4.3): 0 < £otmi < p — 1 und

die Anzahl der verschiedenen <xmi betrâgt (4.4) : Bei dieser Abzâh-

lung sind aber auch aile Kommutatoren, die aus nur einer Erzeugenden Kmi
mit cmi p bestehen, beriicksichtigt. Ihre Anzahl betrâgt q. Nach Définition

der Basiskommutatoren fallen dièse q aus. Daraus folgt:

4.5. Theorem13). à%
(P + q ~~ l\ — q

k) àQp+i - (4.2) nimmt in diesem Falle die Form an:

Pp+ltmi [Km.,cmiKmi,..., (c - l)K cmKmv Kq+1]
j j t

mit w(Kmi) =1 fur 1 < i < t; w(Kq+1) 2 und Ecmi p - 1. Also
t i

wird (4.3): 0 < Z<xm < p — 2 und damit betrâgt die Anzahl der verschie-
î

denen <xm : y
~r # ~~ \ Da aber nur verlangt wird, daB w(Kq+1) 2, gibt

18 Siehe Bemerkungen in der Einleitung.
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es fur KQ+1 naeh Witt (^j Môglichkeiten. Die Bedingung n < p — 2 er-
VI

gibt die Einschrânkung p > 2. Also wird :

4.6. Theorem14). ôUi

§ 3. Berechnung von <5*+n fur n 2, 3, 4

a) <5p+2: Folgende Basiskommutatoren (4.2) sind môglich:
«) pp+2,wi [4,0^4, (cw?. - \)Kmr cm,Zwp Zr]

mit w(Kmi) 1 fur 1 < i < t, w{Kr) 3 und Ecmi p—l.

mit ^(JTwf) =1 fur l <i <t, w(Kt) w(Kt+1) 2, i7cw< p - 2.
i

Und die entsprechenden Bedingungen (4.3) lauten:

t t
oc) 0 < Socmi < p — 2 0) 0 < i7am< < p — 3

i i
das heifit die Anzahl der verschiedenen ocmi betrâgt :

oc) p P) p — 1

Fur die Erzeugende Kr gibt es zwei verschiedene Môglichkeiten, wâhrend

Kt Kt+1 ist (zwei freie Erzeugende). Demnach treten 2p verschiedene
Kommutatoren PP+2tfni und (p — 1) verschiedene Pp+2,mi
mit n < p — 2 ist :

4.7. Theorem14). ^+2 Sp — 1 /^r p > 3

b) <5p+3 : Es gibt die folgenden verschiedenen PP+ztm :

)~D __ r 17" y» "ET y» l?' ÎC" 1j[ ,« — I /\ \J~n JlJL «v. • « C/m. jTL iaM. • jfV. a I

mit w(Km) 1, «>(£¦,) 4 und rcm< p - 1

j t
mit w{Kmi) 1, w(Kt) 2, w(Zf) 3 und Zcm p — 2.

i

mit w(Kmi) 1, w^) 2, Tc^ p - 3, c# 3
i

Damit wird (4.3):

14) Siehe Bemerkungen in der Einleitung.



Die Dimensionsdefekte der BuBNSiDB-Gruppen mit zwei Erzeugenden 199

a) O<Zocmi<p-2 p) 0<Zocmi<p-Z y) O<Zocmi<p-é111und die Anzahl der verschiedenen ocmi betrâgt entsprechend (4.4):

a) p P) p — 1 y) p — 2

Fur die Erzeugenden K8 treten drei Môglichkeiten auf ; das heiBt es gibt
3p verschiedene PP+z>mi, 2(p — 1) verschiedene Pp+3fTOl und (p — 2) ver-
schiedene PP+z$mz ; damit ist, da n < p — 2 :

4.8. Theorem15). Ô2P+Z 6p — 4 fur p > 4

c) <5|+4 : Es treten fûnf Basiskommutatoren P^^ der Form (4.2) auf:

mit

mit

y)

mit

à)

mit

p»>+«,.«, L

1;

;(^)=

w(Kt) --

w(Kr) --

Kmi,cmi

w(Kt) --

Kmil

5,

2,

Kmi,

3,

^.
2,

¦ • • • ' Cmt

• • • Cn*
t

¦¦•,cmt

tV \Jxr) -

Kmt<

P~

4,

Kmv

P-
Kmv

3,

- 1.

Lt

-2, cr

cfKt,

P-

2.

KT]

P-

2

mit w{Km) 1, w(Z,) 2, 27cm< p - 4, ct 4
1

Die dazugehôrenden Bedingungen lauten nach (4.3):

*) 0<^m<<p~l P,y) 0<Z*mi<p-2
i i
t t

ô) 0 < 27(xm< < p - 3 e) 0 < Z<xmi < p — 4
i i

und die entspreehenden Werte fur die verschiedenen <xmi betragen (4.4):

*) P ^8) 29—1 y) p — 1 <5) 2> — 2 e) p — 3.

Fur die Erzeugende Ku bestehen sechs Môglichkeiten. Damit gibt es folgende
Anzahlen von verschiedenen PP+4ifni :

u) Siehe Bemerkungen in der Einleitung.
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oc) ^p /S) 3(2? — 1) y) 3(p — 1): Bezeichnen wir die zwei môglichen Kr
mit KH und Kr%, dann geben die Kombinationen [..., Kfl, Kf2] und

[..., Kf2, KrJ nur zu einem Monom AnlaB.

ô) 2(p-2) e) (p-3).
Also folgt unter Beriicksichtigung von n < p — 2 :

4,9. Theorem16). (5£+4 15^ — 13 fur p > 5

(Eingegangen den 16. Màrz 1960)

Bemerkung: Inzwischen wurde die Arbeit von Novikov «Ûber periodische
Gruppen» (Dokl. Akad. Nauk. SSSR 127 (1959)) bekannt, in der er zeigt, daB
die BuBNSiDEsche Vermutung fur den Exponenten n > 72 falsch ist.

1§) Siehe Bemerkungen in der Einleitung.
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