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Die Dimensionsdefekte der Burnsme-Gruppen
mit zwei Erzeugenden™)

von W. HOLENWEG, Ziirich

Einleitung

BurnsipE?!) hat erstmals die Struktur der freien Gruppe mit endlichvielen
Erzeugenden untersucht. Seine Vermutung: «Eine Gruppe mit dem Exponen-
ten p und einer endlichen Anzahl von Erzeugenden ist endlich», ist bis heute
ein Problem der Gruppentheorie geblieben 2). Die Zahl p soll in allen weitern
Betrachtungen Primzahl sein. Nach Pr. HArL 148t sich das BURNSIDE-Problem
folgendermaflen umformen:

Die Behauptung: « Eine Gruppe mit dem Exponenten p und einer endlichen
Anzahl von Erzeugenden ist nilpotent», ist zur BURNSIDE-Vermutung &dqui-
valent.

Es sei F freie Gruppe mit ¢ FErzeugenden: a,,...,a,. F? stellt den von
den p-ten Potenzen in F erzeugten Normalteiler dar. Ferner sei F =
=H, >H,>.-->oH,>H,, ,D - die bekannte absteigende Zentral-
reihe von F und F/FP =B > BY> ... > Bf 5 B, , D -.. die ent-
sprechende Reihe von F/[F?.

Wenn das BurNsIDE-Problem richtig ist, dann gilt: B? =1 fiir irgendein
w. Wir setzen im folgenden fiir Bf = w(B). G sei freie Gruppe der Klasse
w: (w—+ 1)(G) = 1. Gilt die BURNSIDE-Behauptung, so ist Bf das homo-
morphe Bild irgendeiner Gruppe G. Also koénnen alle Betrachtungen ohne
Verlust der Allgemeinheit in G' durchgefiihrt werden.

Wird in G der Begriff des Basiskommutators eingefiihrt (siehe 1.§1) und

bedeutet z,,..., z, die aufsteigende Reihe der Basiskommutatoren, so 148t
sich jedes Element y ¢ @ eindeutig in der Form: zMzl ... 2 (1, ganze

Zahl) darstellen.

G1/Ghyy ist frei abelsch mit d} Erzeugenden. Die Anzahl d} wurde erst-
mals von WITT berechnet (siehe 1. §1).

L sei freie Gruppe mit dem Exponenten p und von der Klasse k; dann
ist L homomorphes Bild von B? und @. Fiir festes p gilt: L, ist homo-
morphes Bild von L,,, usw. Wir setzen fiir die beliebige Gruppe 4 mit ¢
Erzeugenden: A4,/4,,, = c,(4). c¢,(A4) ist abelsche Gruppe. Fiir die Gruppe

*) Diese Arbeit wurde als Inaugural-Dissertation von der Philosophischen Fakultit II der
Universitit Ziirich angenommen.

1) W. BurNsiDE: On an unsettled question in the theory of discontinuous groups. Quart.
Math. 33 (1902), 230-238.

%) R. BAER: The higher commutator subgroups of a group. Bull. Amer. Math. Soc. 50 (1944),
143-160. Siehe Bemerkung am SchluB dieser Arbeit.
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170 W. HOLENWEG

F wird c,(F) frei abelsch mit d% Erzeugenden. Da F freie Gruppe ist, so
wird ¢,(A) zum homomorphen Bild von ¢, (F). c¢,(L) ist abelsch vom
Exponenten p, also eine elementare abelsche Gruppe. Die Anzahl der Er-
zeugenden in c¢,(L) betrigt hochstens d%, damit wird c,(L) charakte-
ristisch fiir die Erzeugendenzahl. c¢,(L) besitze dj , Erzeugende und wir
setzen mit Pu. HALL: df , = dj — 3. Darin wird 65 als Dimensionsdefekt
bezeichnet. Lafit sich nun umgekehrt eine Methode entwickeln, die es gestat-
tet, simtliche Dimensionsdefekte zu berechnen, so kann die Frage nach der
Nilpotenz — und damit das BURNSIDE-Problem — entschieden werden.

Die Arbeit von H. MErerR-WuNDERLI, «Uber die Struktur der BURNSIDE-
gruppe mit zwei Erzeugenden und vom Primzahlexponenten p > 3»3), diente
als Grundlage zum ersten Teil dieser Abhandlung. So stellen 1.§2, 1. §4 eine
Erweiterung von §2, §4, §5 der erwihnten Arbeit dar, wéhrend §3 als
1. §3 direkt iibernommen wurde.

AnschlieBend wird gezeigt, daBl fiir jedes Gewicht c¢=p 4+ 7 mit
n<p — 1 zur Bestimmung von ¢},, nur solche Basiskommutatoren eine
Rolle spielen, die in ihren Erzeugenden das Gewicht p besitzen. Damit ist
zugleich eine obere Grenze fiir die betreffenden Dimensionsdefekte festgelegt.
Fir n=0,1 wird diese obere Grenze erreicht und 67, &7, , lassen sich
innerhalb der Gruppe bestimmen. R.C. LyNpoN hat erstmals die beiden
Werte mit Hilfe des Gruppenringes berechnet4).

Im 3. Teil wird die Unabhiingigkeit der Basiskommutatoren untersucht und
dabei bewiesen, daf} die Relationen von Basiskommutatoren mit zwei freien
Erzeugenden und vom Gewicht p in den Erzeugenden fiir ¢ = p + » und
n < p — 2 unabhingig sind.

Die Ergebnisse des 2. und 3. Teils werden zusammengefaBt im folgenden
Hauptsatz (4. Teil):

«Fiir zwet freie Erzeugende, das Gewicht c =p +n und n <p — 2 wird
die Defektgruppe genaw durch die verschiedenen Relationen erzeugt, welche Basis-
kommutatoren vom Gewicht p in thren Erzeugenden enthalten.»

Diese Aussage wurde von H. MEIER-WUNDERLI vermutet.

Der angegebene Hauptsatz gestattet die Bestimmung sdmtlicher Dimen-
sionsdefekte &3,, fir » <p — 2. Anhand einiger Beispiele wird die Me-
thode der Bestimmung erldutert. Es ergeben sich dabei die bekannten Werte
82, 02,14, 85,555, neuist: 05, = 15p — 13 fiir p > 59).

8) Siehe: Comment. Math. Helv. Vol. XXX (1966), 144-174.

4) R. C. LynpoN: On BUrNsIDES Problem. Trans. Amer. Math. Soc. 77 (1954), 202-215.

5) 6; 42 War erstmals Pr. Harl, 6; +3 H. MEIER-WUNDERLI bekannt (unverdffentlichte Ar-

beiten). R. C. LYNDON berechnet in 4) 6: 4o und 6; +3 in: «On BURNSIDES Problem IT». Trans.
Amer. Math. Soc. 78 (1955), 329-332,
¢) H. Merer- WUNDERLI hat diesen Wert vermutet.
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1. Allgemeine Betrachtungen?)

§ 1. Basiskommutatoren

Wir nennen die freien Erzeugenden a,,...,a, von F Basiskommutatoren
vom Gewicht w = 1. Diese bilden eine Eindeutigkeitsbasis fiir die Faktor-
kommutatorgruppe von F. Anstelle von a; schreiben wir K, ;(j =1,...,9q)
und sagen K, ; gehe K, , voran (K, ;< K, ;) dann und nur dann, wenn
] <t.

Was wir unter der geordneten Reihe der Basiskommutatoren K, , (j =
=1,2,...,d?) vom Gewicht ¢ verstehen, definieren wir induktiv.

Wir nehmen an, die Basiskommutatoren vom Gewicht w < ¢ seien bereits
erklart und vermoge der Anordnungsrelation «< » wohlgeordnet.

Wir definieren nun:

Die Basiskommutatoren vom Gewicht ¢ haben die Gestalt:

Kc,i = [Ka,k’ Kb,:i]

mit den folgenden Eigenschaften:

1) a+b=c

2) a>b>1

3) Ist a=0b, sosoll K, ;< K, ,

4) Ist a>b undalso K, ;= [K, ;, K, ,], sosoll entweder K, , = K, ;
oder K, ,< K, ;

5) Ist Kc,i - [Kd,r: Ke,s] und Kc,l = [Ka,kn Kb,f]’ 80 gﬂt Kc,i < Kc,l
falls entweder K, ,< K, ; oder K;,< K, wenmn K, ,= K, ,.

Die Anzahl der Basiskommutatoren vom Gewicht w bei ¢ Erzeugenden
dl wurde von E. WITT8) bestimmt. Sie betrigt:

w

1
dy =~ 2pu(t)g" .

t/w

Es gilt nun der wichtige Satz?):

1.1. Satz. Die Basiskommutatoren vom Gewicht < w liefern eine geordnete
Eindeutigkeitsbasis der freien nilpotenten Gruppe der Klasse w mit der Erzeu-
gendenzahl q.

Also besitzt jedes Element aus F mod H,,,, eindeutig die folgende Gestalt :

Ky .. KPR e Koyt .. Kooy .. Kogw (— oo < ; <+ o0)  (1.2)

w,dw

7) Siehe Bemerkungen in der Einleitung.

8) E. WirT: Treue Darstellung Liescher Ringe. J. reine angew. Math. 177 (1937), 152-160.

%) M. Hary: A basis for free Lierings and higher commutators in free groups. Proc. Amer.
Math. Soc. 1 (1950). — H. MErErR WUNDERLI: Note on a basis of Pu, HaLL for the higher com-
mutators in free groups. Comment. Math. Helv. 26 (1952).
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und jedes Element aus H,/H,,, 148t sich darstellen in der Form:

dw
ITKPf (— o< 2, ;< + 0). (1.3)
k=1

§ 2. Ein Satz iiber die Exponenten in der HaLLschen Identitiit?)

Wird die Potenz (K7i'... K79)® mit 2,>0 (¢=1,...,9) und = =
=2,3,... mod H,,, gemifl der Normalform (1.2) entwickelt, so ergibt
sich eine Identitdt der Form:

w (m) {m
(Kf* ... Kfon =T K% ... K0k . (1.4)
cm]
Dies ist die Identitdt von HALL, und es gilt der fundamentale Satz:
Die Exponenten in (1.4) sind von der Form:

n) min(e, n) n &
fg,i= kzl (]c) a’c,i(xl"'°’xq) . (1.5)

Uber die darin auftretenden Polynome gibt der folgende Satz AufschluB:

1.6. Satz. Die af,’f)k in (1.5) sind ganze rationale Polynome in den Unbe-
stimmien (Z‘) (t=1,...,q). Dienatiirlichen Zahlen k;(: =1, ..., q) geniigen
i

den Ungleichungen
1<k, <c—k+1.

Beweis. Wir fithren den Labeling-ProzeB von Pr. HALL durch. Die Potenz
links in (1.4) schreiben wir in der Form:

ME®D ... k@™ K@Y | K@ . K@Y . Eow . (1.7)
e=1
Das Symbol (p, ) von K, heifit Label von K,. Es beschreibt die Stellung
von K, innerhalb des Produktes von (1.7) eindeutig.

Man gewinnt nun (1.4) dadurch, indem man in (1.7) zuerst alle K,, dann
alle K,, usw., nach allen K, alle [K,, K,] = K, ; usw., das heif}t alle im
Durchziehproze auftretenden Basiskommutatoren K, , ihrer Anordnung
gemif} an die zugehorige Stelle bringt. Dies geschieht durch elementare Trans-
formationen der Form:

.8R...=...RS[S,R].... (1.8)

19) Pu, HaLr: A contribution to the theory of groups of primepower order. Proc. London
Math. Soc. II, Ser. 36 (1933), 29-95.
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Um diesen Prozef eindeutig zu machen, setzen wir fest, da von zwei Basis-
kommutatoren zuerst der am weitesten links an seine richtige Stelle geriickt
wird.

Ist K, ; der r-te Basiskommutator in (1.2), so nennen wir den ProzeS,
welcher K, ; an die richtige Stelle bringt, den r-ten Schritt. Nach der De-
finition der Basiskommutatoren werden bei jedem Schritt die induzierten
Kommutatoren in (1.8) Basiskommutatoren. Und da das Gewicht von [§, R]
stets grofler ist als dasjenige des durchzuziehenden Elementes R, gelangt
man nach einer endlichen Anzahl von Schritten zur gesuchten Darstellung.

Jedem im ProzeB auftretenden Kommutator in (1.8) [K, ;, K, ;] ordnen
wir ein Label zu. Man erhilt es, indem man mit den als schon bekannt gedach-
ten Label L(K,; und L(K,, von K,; bzw. K,, das Symbol
(L(K,,;), L(K, ;)) bildet. Dadurch wird jedem Kommutator in (1.8) ein
Label zugeordnet. Da kein Kommutator mehr als einmal mit demselben
Label vorkommen kann, gibt der zu [K, ;, K, ;] in (1.4) gehorende Expo-
nent gerade die Anzahl der verschiedenen Label von [K, ;, K, ;] an.

Wir nennen ein System von Bedingungen C, welchem die Unbestimmten
Ays ..., A, zu geniigen haben, ein System von //-Bedingungen, falls 7 mit-
tels logischer Summen- und Produktbildung aus einem System von elemen-
taren Bedingungen der Form:

A;<Ad; oder A;= A

gewonnen werden kann. DafBl I7-Bedingungen bei logischen Summen- und
Produktbildungen wieder /7-Bedingungen ergeben, ist klar.

Es sei K, der i-te Kommutator in (1.2). Wir bezeichnen die Bedingung,
daf K, in (1.8) mit vorgegebenem Label auftreten kann mit E,. Entspre-
chend bezeichnen wir mit @, ; diejenigen Bedingungen, die garantieren, daf
der Basiskommutator K,; mit gegebenem L(K,) nach Ausfithrung gewisser
Operationen (1.8) links vom Basiskommutator K; mit vorgegebenem L(K,)
auftritt.

Man zeigt wie bei Pu. Harw:

(I) Die im r-ten Schritt in (1.8) auftretenden Bedingungen £ und @
werden gewonnen mittels logischer Summen- und Produktbildung aus schon
bestehenden E und Q.

Im 0-ten Schritt sind folgende E wund ¢ zu untersuchen: H,,..., E;
@Qi15-+>@1,00 Qa10++> Qagseovs Qo15-++»> @g,q- Zunichst sind die E,
((=1,...,q) leer. Die Bedingungen @,, (r=1,...,q) sind dquivalent
it 0,<p; oder o, <p, und T;<T7;.

Die Bedingungen @, , sind dquivalent mit (r #s;7,s=1,...,9)
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a) r<s p0; <oy b) r>s p;<0p;.

Damit sind alle £ und @ im 0-ten Schritt I7-Bedingungen und zwar zwischen
den o allein und den 7 allein. Aus (I) folgt:

(IT) Die £ und @ des r-ten Schrittes sind /7-Bedingungen zwischen den
o allein und den 7z allein.

Genauer konnen wir sagen: Die £ und ¢ des 0-ten Schrittes enthalten
hochstens dann /7-Bedingungen fiir 7; und t;, wenn erstens p; = p, und
wenn zweitens (p;, 7;) und (g;, 7;) Label desselben Kommutators vom Ge-
wicht 1 sind, das heiBt also Label von einem der K; (+ = 1,...,q). Wegen
(I) folgt:

(ITI) Die E und ¢ des r-ten Schrittes enthalten héchstens dann I7-
Bedingungen fiir z;, t;, wenn

a) @; = ¢; und

b) (o;, ;) und (g;, ;) zweli Label von einem der K; sind.

Es sei Lo, = ((01>71),---, (0 7)) Label eines Kommutators vom Ge-
wicht ¢. Dies bedeutet nach (II), dal zwischen den p allein und den =
allein gewisse /7/-Bedingungen bestehen miissen. Setzt man o = (g;,..., @)
und heilen ¢ und ¢’ #dquivalent, wenn fiir p; < g, oder g, = g; in ¢ stets
auch g < g; oder g; = g} in ¢’ fiir alle Indexpaare ¢, j erfiillt ist, so folgt
aus der Definition der II-Bedingungen, da auch L, .= (( 01 T1)s -5 (00, Ts))
Label desselben Kommutators ist.

Es moge ¢ genau k verschiedene p; enthalten und es sei:

9’51<Q‘i2<"'<g'5k‘

HeiBt man jetzt zwei Label dquivalent, wenn ¢ ~ g’, so erhilt man eine
Klasseneinteilung aller Label in fremde Klassen. In der Klasse N von L(p, 7)

gibt es demnach Systeme von Label, die sich nur durch die p unter-

n
;)
scheiden ; das heifit in einem System ist p konstant.

Um die Anzahl aller Label unseres Kommutators in der Klasse N zu be-
stimmen, hat man nur die Anzahl aller Label mit festem ¢ zu betrachten.

Nach (III) wirken die £ und @ nicht auf alle 7, sondern nur auf gewisse

Blocke der 7, etwa (by,...,Db, q). Zwei 7t rechnen wir zum selben Block
gehorend, falls in (III) a) und b) erfiillt sind. Ist b, = (<¢,..., %), so schrei-
ben wir 7= (b;,...,b,) und heiBen 7 und 7' #quivalent, falls b, ~ b;

(¢1=1,...,7,). Nach (II), (III) und der Definition der /I-Bedingungen gilt,
daB mit L, , auch L, ., Label unseres Kommutators ist.

Enthilt b, genau k; verschiedene 7 und gilt:

i ) )
Til <1,‘2< o o 0 <T,.IG{
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so gibt es in der Klasse von L, , mit festem o gerade

71 Te rq x
H(””l) i (”2> 1 (a>
t==l ki i'=1'1+1 ki i=1'q_1+1 ki

Label mit dquivalentem 7. Dabei nehmen wir an, die Blocke seien so nume-

riert, dafl alle = in b, (: =1,...,r;) natiirliche Zahlen <, und in b,
(¢t=r,_y+1,...,r) natiirliche Zahlen < #; sind, denn die 7 gehoren zu
Label, die alle zu einem der K, (¢ = 1,...,q) gehoren.

Die Anzahl aller Label mit festem ¢ in N ist also eine endliche Summe
von Aggregaten der angegebenen Form. Damit ist die Anzahl aller Label in

N gleich:
n f "q x
):11( 1) ri ()
(]c) =1 ki i=1'q_1+1 kt‘

Summiert man iiber alle Labelklassen, deren g genau k verschiedene p;
aufweist, so erhilt man das Glied:

(%)

Nun ist k; stets kleiner oder hochstens gleich der maximalen Anzahl der

iibereinstimmenden p;. Diese ist <¢ — k + 1. Damit ist Satz (1.6) be-
wiesen.

§ 3. Nilpotente Gruppen der Klasse ¢ < p!!)
Uber nilpotente Gruppen der Klasse ¢ < p gilt der folgende Satz:

1.9. Satz. g = {K,,..., K,} sei nilpotente Gruppe der Klasse ¢ <<p mit
den folgenden Eigenschaften :

a) ¢¥ = {K,;,K,;.,,...,K,} ist Normalteiler von g (9" = g).
b) g®/gti+V) 4st zyklisch von unendlicher Ordnung.
c) g9 (w=1,...,r) ist Zentralkette von g¢.

Dann ist g* = {K{* ... K;*} mit z,,..., 2, = O0mod p.

Beweis. Aus a)und b) folgt ¢ = {K7* ... KJ*} mit (— co < x; < + 00).
Der Satz ist richtig fiir die im Zentrum gelegene Gruppe ¢ . Wir diirfen
daher vollstindige Induktion nach fallenden 7 vornehmen; es ist unsere In-
duktionsvoraussetzung :
. (V) = {K7t4r ... K%} mit 2;,,...,2, =O0modp

und (g‘*+1)? Normalteiler von g.

11) Siehe Bemerkungen in der Einleitung.
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Wir berechnen die p-te Potenz (z—!K,z)? mod (g!*+V)?. Esgilt: 21K,z =
= K,[K,, x] mit [K,, ] c ¢g'**Y nach c).

Nun betrachten wir die Harrsche Identitéit, die zu dieser p-ten Potenz ge-
hort. Wegen ¢ <p sind nach (1.5) alle Exponenten f*; = 0mod p. Das
heilt:

(z1K,;z)?» = K?[K,;,z]*....[]?.

Mit Hilfe von c) und der Induktionsvoraussetzung folgt daher:
-1 K? x = K? mod (g¢+1))? .
Damit liegt K? im Zentrum von g/(¢'+1)?, und die Gruppe
N = (K2, (g4+V)?}
ist Normalteiler von g. N besitzt nach a) und b) die Gestalt:
N={K}#...Ky} mt z,,..., 2, =0mod p .

Da g von der Klasse ¢ < p, hat jede p-te Potenz der Elemente in g¢¥

wegen der Existenz der Eindeutigkeitsbasis und nach der Induktionsvoraus-

setzung iiber g*+1) die Form der Elemente in N. Es folgt daher N = (g¥)?.
Im néchsten Abschnitt verwenden wir noch den folgenden Hilfssatz:

1.10. Hilfssatz. Ist z ¢ H, und ye Hg, so gelten die Kongruenzen

[¢,y”] =1mod H,,,zH7,,
[#%, ¥*] = 1 mod H 5 HS 6 -
Beweis. Es gilt:
[x, 3/’] = (y—l [y~1’ x])pyp .

Nach dem Beweis von Satz (1.9) folgt jedoch:
(y~ly™*, z])’ =y~ mod Ha+B+(:a—-1)ﬁH£+ﬂ ’
denn die Klasse von H,, g/H,,,g ist <p. Somit gilt:

(2, 4”) = 1 mod HyypgHZ,p .

§ 4. Einfiihrung der Defektgruppe

Wir rechnen in diesem Abschnitt mod H,, ,. Dadurch kann H, als abel-
sche Gruppe behandelt werden und H, ist nilpotent von der Klasse ¢ < p.
Zum Studium der Gruppe H,, ,F?/H,, , gehen wir von H, aus. H,
geniigt den Voraussetzungen von Satz (1.9). Man hat als Gruppen ¢ nur
die Gruppen {K;...,K,} (¢ > ¢ + 1) zu bilden, wobei K, ;, Kg.s,..., K,
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die aufsteigende Reihe der Basiskommutatoren vom Gewicht w = 2 bis zum
Gewicht w = 2p — 2 bedeutet. Dann sind a)—c) erfiillt nach Satz (1.1).
Setzt man D = H,, ,H?, so folgt nach Satz (1.9)

D/H,, , = {Kj1 ... Kjr} (1.11)
mit z,,,..., 2, =0mod p .

Also kann zur Ermittlung von Dimensionsdefekten vom Gewicht w mit
p<w<2p— 2 stets mod D gerechnet werden. Im folgenden rechnen wir,
ohne spezielle Angabe, immer mod D.

Jedes Element aus F hat die Gestalt:

Kyt ... KR K ... K7r
— 0L Ly, e, £y < + 005 0<< 21,2, <Dp.
Bildet man hiervon die p-te Potenz nach (1.6), so ergibt sich:
K. KPRIIPYE® = KP™ o K§P 0 h (%, - .. @y Tgpas -5 &) (1.12)
1

wobei die P; Kommutatoren in den Erzeugenden K, sind und vom Gewicht
w > p in diesen Komponenten. Die P; vom Gewicht 2 < w < p in den
Komponenten K; haben nach (1.5) Exponenten, die durch p teilbar sind,
so dafl man sie mod D weglassen kann.

Uber die Struktur der A-Bestandteile der p-ten Potenz (1.12) gilt der fol-
gende Satz:

1.13. Hilfssatz. 1) Falls z;, =r,modp(t=1,...,q), so gilt:

h(xy,..., %0, Xopyseees @) =h(ry, ..., 70, Typqsev., %) mod p .
2) Zu gegebenen ganzen Zahlen z,:0 < x,,..., %, <p mit z, 0 gibt
es eindeutig bestimmte ganze Zahlen y,: 0 <w,;,...,y, <p, so daB:

h(zy,...,2,) = (h(1,¥3,...,¥,))"* mod D .

Bewets. 1) Dies ist eine Folgerung von Satz (1.6) und von (1.11).
h(z,,...,,) stellt ein Produkt von Basiskommutatoren P, in den Erzeu-
genden K,(1=1,...,7r) und vom Gewicht > p in diesen Erzeugenden
dar. Also konnen wir annehmen, P; enthalte gerade die Komponenten

K

l
mys+++» Ky undessei P; vom Gewicht ¢,, in K, ; sodaBl Z¢,, =c=>p.

i=1
Nach Satz (1.6) und dessen Beweis nimmt nun der zu P,; gehorende HArrsche
Exponent a{”’ in (1.5) die Gestalt an:

a’;'m = 2[(17m1] [xm,] ' [xml]

mit [z,,]=II <Z"“) s 1 < Dy, <o, -
Uy mi



178 W. HOLENWEG

Da jedoch ¢ < 2p — 2 und %k = p, so folgt, dafl ¢ — k + 1 < p, was er-
gibt 1 < w,,, < p. Daraus folgt unmittelbar 1).
2) Esgilt mod H,, ,:

(K KY2... KV, . K¥ryn=EKnKy®, . Ko, KUotcesvn.ovic) (] 14)

wo ¢(Zy; Y35 .-.5Y;—;) ein Polynom in den Unbestimmten =z,,y,,..., ¥,
bedeutet. Wihlt man bei gegebenen x,(¢t=1,...,7) in (1.14) die
¥y, (e =2,...,r) gemil der Kongruenz:

Y, 2, =z;modp (j=2,...,9) (1.15)

Y%y + (%13 Yas -+, Ysq) =2modp  (E=q+1,...,7)

so ist y, im angegebenen Bereich eindeutig bestimmt.
Bildet man die p-te Potenz von (1.14) unter Beriicksichtigung von (1.15),
so folgt nach Satz (1.6):

(KT ... K)h(1,ys,...,9,))* = K™ ... KPY"" h(xy,..., ,) .
Die linke Seite ist aber gleich:
wal cte Kquwl (h(la yza e Wy yr))zlﬂ

wobei Il ein Produkt aus Basiskommutatoren der Form [[2?, *],...] und
[[A, z?],...] darstellt. Nach (1.10) sind aber diese Kommutatoren in H,,H?%
enthalten. Damit folgt:

1,y .o sy =b(24,...,2,) .

Bemerkung. Nach (1.5) ist der Exponent von P, in (1.12) durch p teil-
bar, wenn P, in den K, das Gewicht w < p hat. Daher braucht man mit
K; nur bis zu Basiskommutatoren vom Gewicht w < p zu gehen. Enthilt
nimlich P; ein K; vom Gewicht > p, so kann es in den K, mod H,,_,
hochstens das Gewicht p — 1 haben. Ein solches P, liefert nur Beitrige
in D.

Die h-Bestandteile der Potenzen in (1.12) liegen alle in H_ D/D. Dies ist
eine elementare abelsche Gruppe vom Exponenten p

Mit D’ bezeichnen wir die Gruppe {h(z,,.. ), D}. Es gilt:

1.16. Hilfssatz. D’ ist Normalteiler von F und D'/D ist eine abelsche
Gruppe vom Exponenten p.

Beweis. Es ist nur zu zeigen, dal D' Normalteiler von F. Wir zeigen
dies mod D.
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Es sei h ein h-Bestandteil und es gelte:
(K3t ... Ky = K™ ... KP*th(xy, ..., 2,) .
Dann folgt durch Transformation mit = ¢ F :
(KT [KT, o] K5* (K58, 2]...)" = (KD [KD, 2])?. .. (KQe[KQe, z])? o he
somit K% ... K7W = K" p® ... KP®ape+D) g-1pg

wenn k(" h-Bestandteile bedeuten. Da das Gewicht dieser A'Y) > p, folgt
nach (1.10)

[, KP%-1] = 1 mod H, H? .

Also gilt: A = h® ... hletV -1k x, das heilt z—'hx gehort zu D' mod D.
Damit ist D’ Normalteiler von F.
Mit D" bezeichnen wir die Gruppe {K?,..., K7, D'}. Dann gilt:

1.17. Hilfssatz. D" ist Normalteiler von F und D’/D’ ist eine freie
abelsche Gruppe.

Bewets. Wir berechnen die p-te Potenz (x~*K,xz)*mod D'. Da z'K,x =
= K,[K,, x], so folgt: z'KYx= K{modD'. Das heilt K7,..., K}
liegen im Zentrum von F/D'. Also ist D" Normalteiler von F und D"/D’
ist abelsch. Da aber D' ¢ H, ist D"/D’ frei abelsch.

Uber die Struktur der Gruppe H,, ,F?/H,, , gibt der folgende Satz Auf-
schluf}:

1.18. Satz:
H,, \F*|H,, , = {K{*... KZh}r ... h;UK;’?p;l ... K7}
MU Ty,yenes Tgy Xgpyseoes & =0modp; 0 2;,...,4,<p.

Beweis. Einerseits enthédlt D”/H,, , nach Konstruktion alle p-ten Poten-
zen der Elemente aus F. Andererseits liest man aus der ermittelten Normal-
form der Elemente in D"/H,, , ab, dall diese Gruppe in H,, ,F?/H,, ,
enthalten ist. Somit folgt D" = H,, ,F?.

Definition. Die Gruppe D'[D heifit Defektgruppe.
Mit Hilfe der Sitze (1.13) und (1.16) bis (1.18) ergibt sich der folgende
wichtige Satz iiber die Defektgruppe:

1.19. Satz. Zur Bestimmung der Dimensionsdefekte im Bereiche 0 <w<<2p—2
hat man nur die Defektgruppe D'|D zu betrachten. 6%, ist gleich der Anzahl aller
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h(l, g, .., %y, Zypqyeee, Xy)
h(0,1,...,%,, Tgpqsee., X))
h(O, ’ O: 19 xq+1’ ’ xr)

mit 0 < xq,...,2 <p tn H,D/D die mod H,, ,D voneinander unabhdn-
gig sind.

Um die Struktur der Defektgruppe D'/D zu untersuchen, bilden wir die
p-ten Potenzen (Harvrsche Identitéit) der Gestalt:

(K, K2 ... K?r)»
(K, K3 ... KPP 0<m,,...,5,<p; wk)<p—1 (1.20)

(K K541 ... Ko7)®.

Wir denken uns dies formal in den Unbestimmten z,,..., z, durchgefiihrt,
das hei3t wir nehmen an, dafl zu jedem auftretenden Kommutator vom Ge-
wicht w > p inden K, das ag{",. nach (1.5) in den Unbestimmten z,,..., z,
bestimmt sei. Dadurch gewinnt man die generellen

hi=h(0,...,0,1,xi+1,...,xq+2,...,x,) (7:=1,...,Q).

Da D'/D nach (1.16) abelsche Gruppe vom Exponenten p ist, diirfen
wir wegen Satz (1.6) das generelle h mod D folgendermafBlen schreiben
(c—k+1<p):

1) Man schreibe jedes a; als ganzzahliges mod p reduziertes Polynom.
Jede Potenz 2" mit n > p wird reduziert nach der immer giiltigen Kon-
gruenz 2? = x mod p.

2) Nun ordne man nach den verschiedenen Monomen m; in den z;, die
bei der Reduktion 1) in den Exponenten entstanden sind. Das heif3t man
schreibe A als ein Produkt von Potenzen, deren Exponenten die voneinander
verschiedenen Monome m, sind.

Das generelle k(1, z,,..., z,) nimmt dabei die Gestalt an:

h(l, 2g,...,2,) =€ ... g% (1.21)
wobei m,,...,m, die im ProzeB 1) und 2) entstandenen verschiedenen
Monome bedeuten. Analog schreibt man sich das generelle h; in der Form:

B(O, ...,0, 1,201,000, Tgparere, &) =4, .. eﬁ‘ﬂ (1.22)

(?:=1,.o.,q; 8i+1=8i+t)

wobei m,, ..., m, Monome in z;.,,..., z, sind.

Es gilt der grundlegende Satz:
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1.23. Satz. Die Defeltgruppe D'|D wird von den Elementen e, (s;=1,...,
8154+ 84) erzeugt.

Beweis. Esist hc {e,, ... ,esq}. Also bleibt zu zeigen, dal e;c {h,,...,h,}.
Dies folgt jedoch sofort aus:

1.24. Hilfssatz. Wenn in einer abelschen Gruppe vom Exponenten p
Elemente der Form A(x,,...,x,) =€ ... ;¢ gegeben sind, wobei die
my, ..., m, samtliche Monome in z,,...,2, und =z,,...,2, unabhingig
voneinander die Zahlen von 0 bis p — 1 durchlaufen, so sind e,, e,,..., ¢,
in der von den &(x) erzeugten Gruppe enthalten.

Beweis. Schreibt man A in der Form:

z} z2 7?1
h(xp---,xr):h le . fp-1 fp
und gibt man z, die Werte 0,1,...,p — 1, so kann man, weil die Deter-
minante der Exponenten von Null verschieden ist, die f, (¢ = 1,..., p) auf-

losen und durch die A(x) ausdriicken. Die f, haben dieselbe Gestalt wie die
h(x), aber die Exponenten sind nur Monome in z,, Z3,..., 2,. Wiederholt
man das Verfahren mit x, usw., so erhélt man schlieBlich e,,..., e, durch
die h(x) ausgedriickt.

2. Uber die Bestimmung von Dimensionsdefekten fiir ¢ Erzeugende

§1. Der Fall c<p

Wir setzen, wie in der Einleitung erwdhnt: F/F? = B?. Nun wollen wir
die Ordnung der Gruppe B%/B!_ ; bestimmen,

Zu diesem Zwecke wéhlt man in Satz (1.9) die Gruppen g¢‘9 folgender-
mafen:

g(‘) - {Ki’ K‘i-}-l’ v e ey 'Kf}

wobei K,,..., K, die aufsteigende Reihe der Basiskommutatoren vom Ge-
wicht < p bedeutet.
Damit sind die Voraussetzungen von (1.9) erfiillt und es gilt:

F? = {Kp ... K"} mit 2,,...,2, = O0mod p;
angewandt auf B?:
B? = {K,,..., K,} mitder Relation K7* =1modp,
falls z;, =0modp (s = 1,...,r); daraus ergibt sich fiir BY:
P = {K;,..., K,} mitder Relation K}’ = 1mod p,
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wenn x,=Omodp (j=1,...,7r), wobei K,,..., K, die aufsteigende
Reihe der Basiskommutatoren vom Gewicht > w bedeutet.
Fir B? mod BY,, folgt demnach:

B, = {K,,...,K;,} mod B, mit der analogen Relation.

K;,...,K,;, sind die Basiskommutatoren des Gewichtes w. Ihre Anzahl
betrigt nach WITT (siehe 1.1) di,.
Die Beriicksichtigung der bestehenden Relation ergibt fiir die Ordnung
q

o(B2/B?,,) = p'®, dasheift df , = dl

2, oder:

2.1. Theorem. &2 =0 fir c<p.

§ 2. Bestimmung einer obern Grenze des Dimensionsdefektes fiir c = p + =
Wir rechnen mod H,,_, (siche 1.4). Dadurch hat n der Einschrénkung

n<p—2 (aus ¢<2p—2) (2.2)
zZu geniigen.

Aus (1.12) folgt direkt:
(»)
HP:'“ = h(xy,..., %)

wobei die P; Kommutatoren in den Erzeugenden K, sind und vom Gewicht
p+n>w=>p in diesen Komponenten; denn die P, vom Gewicht
2 <w<p haben in K; durch p teilbare Exponenten (1.5); sie kéonnen
also mod D weggelassen werden (D = H,, ,HY siehe auch (1.4)).

Nach (1.19) ist demnach 6%, , gleich der Anzahl aller

h(l, 2y, oovvvnenn.... , %)
RO, X, B, csninrvsnns , Zp) (2.3)
k(O, ’0: lqu-{-l’ :xr)

mit 0 <2,,...,2% <p in H, ,D/D die mod H,,,,,D voneinander un-

abhingig sind. Es bleibt nach (1.24) die Anzahl der in (1.21) und (1.22) auf-
tretenden e,, zu bestimmen.

Wir untersuchen vorerst die Struktur der e-Elemente. Dabei gehen wir aus
von h(l,z,,...,x,) in (1.21) unter Beriicksichtigung von (2.3). & ist End-
resultat eines Durchziehprozesses, der die p-te Potenz

1 ¥/

in die Form (1.2) iberfiihrt.
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Die e; sind demnach Produkte aus Basiskommutatoren K, ; vom Ge-

wicht p <w <p + n in den Erzeugenden K,,..., K,. Sie besitzen also
die Form:
D).
6= H K057
J

Ist etwa m; = a{r ... a;/t das Monom, welches zu e; gehort mit
2 <, <t < ...<9;, <r, so folgt aus dem Beweis von (1.6), daBl alle
K, ; Basiskommutatoren in den Komponenten K, ,..., K; (und eventuell
K,) sein miissen. Die «;, geniigen der Bedingung (vgl. Beweis zu (1.13))
Cip =%y (B=1,...,1), wobei ¢;, das Gewicht von K, in K, ; bedeutet.

Im weitern betrachten wir einen beliebigen Basiskommutator vom Gewicht

p <w < p-+ n in den Erzeugenden und berechnen den zugehoérigen HarLy-
schen Exponenten (1.6). Es sei:

Pym= K> Ky s Kopysooos Ky o+, K]

t
wobei P, , vom Gewicht ¢,, in K., also p <Xc, <p-+ n.

1=1

Nach dem Beweis von (1.6) folgt:
ad = X[x,]...[%,] mit [z,]= H(xmi); 1 < 24, <¢,,. Da nun

¢c=p+n, k=p gilt: c—k+1=n-1, wasnach (1.6)ergibt: 1 <u, <n-41.
Das Glied IT (x]’c" ‘) verlangt jedoch einen Kommutator von mindestens dem

Gewicht p + k£ — 1 in den Erzeugenden K;.
Das allgemeine Label, welches zu a® fiihrt, hat die Form (vgl. (1.6)):

(015 T1)s v o5 (Opris Tprd)) (00 <m).

In diesem Label miissen nun % der p, gleich sein. a® erfiille diese Bedin-
gungen und betrage:

a, z a” a, x a/l
(r) o my My \"my m, mg \*m, o
a _ﬂmxm’fl...xwg(k> ...x,m“H(v) P, (2.4)
v

t t
Da ¢,, > &, und Zc, <p+n folgt 0 <X, <p-+ n.
1 1

Nach der Folgerung von (1.19) kann ) mod p betrachtet werden und
jede Potenz 1dBt sich reduzieren nach der immer giiltigen Kongruenz:
x? = x mod p. Damit erfiillen alle «,, die Bedingung

0<e,;, <p—1. (2.5)

Wie man leicht einsieht, sind alle diejenigen A(x) mod H,,,.,D vonein-
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ander unabhéngig, deren «,, unter Beriicksichtigung der Bedingungen (2.4)
und (2.5) voneinander verschieden sind. Eine Verinderung in den «,, be-
dingt eine Verinderung der Gewichte c,, der Erzeugenden K, 6 in den
P, . und stellt dadurch einen neuen, unabhingigen Basiskommutator dar.

Um die Struktur der P,,,,, und deren a® zu untersuchen, beweisen wir

folgende Hilfssitze:

k
0<2x,, <p+mn auf 0 <2, <p-+n—=k.

2.6. Hilfssatz. Jedes Glied der Form I7 (x"“) reduziert die Bedingung
k

2
Beweis. Die «,,, in a{" sollen die angegebenen Voraussetzungen erfiillen
und es sei:

/ "
» _ am *mi 77 Tme\*mg P
af) = 2™ ...z, M 1T 4 v oo Tyt
k
folglich
/ ” /4 /4
» _ om *mi , %mg¢ [ Tmi\*mg Lms \*mg «
) = Zapm ...z, x, 9 Rl coo Ty

wobei o, = 1.

Wenn nun c,,; das Gewicht von K,,, in P, ,., bedeutet, so gilt: 0 <«,,, <c,,;
Cmg < P> Cmg = Oy + Oy mit ¢y, >k und & < 2w, <c,, denn ist
Zog, <k, zum Beispiel Za,, =k — 1, dann tritt hochstens das Glied
7 ( ch—'-”-‘l auf, was der Voraussetzung widerspricht. Alsoda 0 <«,, <p — 1
und «,, Z“:m + & folgt o, <oy — k.

8

Wir wissen: 0 < Z«,, <p + n. Mit dem Auftreten von I7 (w"c”‘> wird

1

nun darin «,,, durch «,, ersetzt und die bekannte Bedingung reduziert sich
4
auf: 0 <2«,, <p+n—=k.
1
2.7. Hilfssatz. Treten im generellen Label eines Basiskommutators des
Gewichtes p + # in den Erzeugenden K, zwei oder mehrere p, auf, die

durch keine z-Bedingungen gebunden und sich gleich sind, dann leistet der
betreffende Kommutator keinen Beitrag zur Defektgruppe.

Beweis. Wir betrachten folgenden Kommutator:
Py opin=[Emps Cmy Kmys - -+ s Cmpy_ s Kmgy 1 s e — D) K s O o Ky y5 -+ + » Cmp Kimg)
T
mit p < Ze,,, <p -+ n.

im1
Der dazugehorige Harrsche Exponent betrigt: af=¢,[x,, 1. . .[Zp]. - - [%p,]-
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Und das generelle Label, das zu af? fiithrt, hat die Form:

((Ql’ Tl)""s (91)+1" 7p+i)) (1 S’" Sn) *

Wie man sich leicht iiberlegt, lauten die E-Bedingungen, wenn noch Xe¢,,, = ¢,

gesetzt wird: f=1
015 sssssssasnas =< Qe +1
01 = Ocppa S vvvees < Qepirt1 (s=1,...,k—2)
5] S Qck_1+2 S .. S Qck
01 = Compt1 = o0 = Qo t=k,...,7—2)
01 = Cemy_,+1 < ool S 0p4s

Dabei treten alle Zahlen von 1 bis p auf. Also ist g, = 1. Da nach Voraus-
setzung wenigstens zwei g, gleich sind und durch keine 7-Bedingungen ge-
bunden werden, nimmt {; die Form an:

, — (p+ t) ’}}‘(p—l— t— c¢_1> (p +t— c,c..l) g (p—l— t —c,_l)

Cmy /=2 Cmgq Cmp—1 j=k+1 Cmj

mit, 1<t<n und 1Scm1£pa1_<_cmi£p+t—"ci—lalscmj<p’+t‘—'cj—l’
folglich {;=0modp  w.z.b.w.

Im weitern betrachten wir alle diejenigen P, ,, welche in den Erzeugen-
den K,, vom Gewicht p sind:

Pp+n,m1 = [-Kmp leKml’ sy (cmi - 1) -Kmp c¢1+1I{q+1] (2° 8)
!

mit Zcmj—_:p-——]_, cq+1=1 und w(Km’,)=1,w(Kq+1)=n+1
1

mit %‘cmizp——& CmgtCrmgyy =2 und w(Km’,)zzl, w(K,,) +w(K,,, )=n-+2;

durch diese Bedingungen ist P,,, , nicht eindeutig festgelegt; es treten
mehrere Moglichkeiten auf.

ooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

P,,M,,,,r = [Kpg> Cony Knys o o5 (Cug — DK s Cngy Kmgys + + + 5 Congn K mgn)
{ n
mit X, =p—mn, X, =n und w(K,)=1 w(K,,)=2.
1 t+1

(Hierbei ist s¢ fiir s, gesetzt.)

183 OMH vol. 35
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Da keine 7-Bedingungen auftreten, lauten die entsprechenden a{) :

i
a;f::fx‘,’,{;‘l o TgM oy, mib 0S2“m5_<_p—1 (2.9)
N .
i
(@) _ OMi guomg gomi 1 e =
dpy=Zap ... oyt apeaniin it 0<Zu,, <p—2, da g+ o, =2.

Diese Ungleichung ist eindeutig; das heif3t sie gilt fiir alle moglichen Kom-
mutatoren dieser Art.

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

i A
(») om EMi rOmgy Smeh ; — —
Ay = 2 Tp™ ...z i R i mit O_<_.i.'.'ocm’._<__p n, da tZ.’locm”—-n.

Die Frage nach der Struktur der P, , wird gro3tenteils durch den folgen-
den Satz gelost:

2.10. Satz. In die Defektgruppe milssen nur Kommutatoren P, . vom
Gewicht p in den Erzeugenden K,, aufgenommen werden.

Beweis. Die Bedingung ist hinreichend. Es sei P, ,, ein Kommutator
vom Gewicht p in K,,:

Py =Ky, Oy Kpnys o5 (Cny — DKy Cmyy Koo s O K]
t
mit Zep,=p und w(K,)=1,2< w(K’”i-H) <m.
1

Der zugehorige Harrsche Exponent betrégt (es konnen keine r-Bedingungen
auftreten):
oD= . xom ... g™,

Das Label, welches zu a fiihrt, hat die Form:

(01 71), - - -5 (€95 Tp)) -
Und die E-Bedingungen lauten, falls noch 25' Cmg = C, gesetzt wird:
1
01 << :eoeeosonons < Oem,+1
01 <Op4a< +vve < Qgyt1 (B=1,...,5—2)
0 < ch_1+2< e < Oc;
01 < Qo1 < «vvv < Qgpyy 8=19,...,t —2)
0 < Oogyt1 =+ =+ < Qp -

Dabei treten alle Zahlen von 1 bis p auf. Also ist g, = 1 und es wird:

e e E ]
Cmy / §mg Cm¢ Cmj—1 smj+41 Cms
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Wegen 1 <c, <p—1—c,; ist B, % 0modp. Andererseits gelten die
Ungleichungen (vgl. 2.3; 2.5) 0<2z, <p—1 und 0<¢x, <p—1
folglich ay™ ... ;™ = 0 mod p. Demnach muf3 der Kommutator P,, ,, fir
die Defektgruppe beriicksichtigt werden.

Die Bedingung ist auch notwendig. Wir gehen von einem Kommutator aus,
der das Gewicht p 4+ »(1 < » < n) in den Erzeugenden besitzt. Er habe die
Form:

Pp+n,m, = [ij’ cleml’ s (cmj — I)K‘mi’ ) c'mt,-Kmtr]
7 r
mit f]cmu::p—r, Z'lcmtv=s; —r+s=vund w(K,)=1, (2.11)

2 <w(K, )<v+1.
Thm entspricht folgendes aff) :

o) = X2, ] ... [Zm,] (2.12)
und das Label, das zu diesem a{ fiihrt, hat die Gestalt:

((91’ 11)9 v (Qp+v, T,_H,)) .

Nach (2.7) treten im Label 7-Bedingungen auf (ist dies nicht der Fall, so sind
unter den (p + ») der p, des Labels, da nur p von ihnen verschieden sein
konnen, einige sich gleich). Es sind dabei folgende Fille moglich:

1) (v + 1) der p,; sind sich gleich und durch z-Bedingungen gebunden
(i = -+ = 0441)-

2) » und 2 der p,; sind sich gleich und je durch r-Bedingungen gebunden
(05, = ... = Qi,> Q5 = 01,) -

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

1) Hier tritt im Harrschen Exponent das Glied 17 (:i:‘l) auf. Nach
(2.6) reduziert sich also 0 < Z«,, < p + n auf:

0< 2oy, <p+mn—v—1. (2.13)
i
2) In ol treten die Glieder I7 (‘i’:“) und I7 (x;,?) auf. Wenden wir zwei-
mal (2.6) an, so folgt analog zu (2.13):
02, , <p+tn—v—2.
i

Man sieht sofort: Je mehr die 7-Bedingungen auf verschiedene der g; ver-
teilt werden, um so kleiner wird die obere Grenze fiir X, der entsprechen-

den a{®. Wir konnen uns deshalb im weitern auf den 1. Fall beschrinken.
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Also betriagt (2.12):

14 V/4

(») __ o, “me Tme \*me P

al) —= X | g MeJ] co. XM
My my me v+ 1 ‘mep
ir

Nun ist 0 < 2w, < Zc,, + 2Z¢,, = p + v, das heiit die Ausgangsbedin-
i=1 u v

gung in (2. 13) reduziert sich auf:
0< Zop, <p—1. (2.14)
i

Wird hingegen (2.11) von denselben Erzeugenden K, gebildet, ist jedoch
deren Gewicht in P,, , gleich p, so &ndert sich das Gewicht w von P, ,
und wir erhalten den Kommutator P, ,. Diese Reduktion von P, , auf

w.m 18t nach (2.7) immer moglich. Falls némlich jede der Erzeugenden

ir
K, in P, , nur einmal auftritt und Xc,, > p ist, so erscheinen im entspre-

i=1
chenden Label keine 7-Bedingungen und einige der p, miissen sich gleich
sein.
In (2.11) galt: w(P,,)=p+ n; nunist w(P,, ) =p+ p (0 <u <n;
fir u <0 leistet der betreffende Kommutator keinen Beitrag zur Defekt-
gruppe). Vorerst bleibt (2.12) formell erhalten. Im Label, das zu o fiihrt,

treten jedoch diesmal nur p-Bedingungen auf, und (2.14) nimmt die Form an:
0<%, <p.

Der Kommutator (2.11) wird also schon unter den Kommutatoren des
Gewichtes p in den Erzeugenden K,, beriicksichtigt. Damit ist (2.10) be-
wiesen.

3. Unabhiingigkeitsuntersuchungen
§ 1. Begriff der Unabhiingigkeit und Einteilung der Kommutatoren

Wir untersuchen zunichst den Begriff der Unabhéngigkeit von Basiskom-
mutatoren. Dazu betrachten wir folgende Potenz:

(K Ko, - Kp)® =1mod H,,,,,,H? . (3.1)

Nach der Definition der Defektgruppe folgt, daB3 alle Produkte von Basiskom-
mutatoren, die der Kongruenz (3.1) geniigen und unabhéngig sind, die Defekt-
gruppe erzeugen. Zur Bestimmung von dj,, geniigt es jedoch, solche Kom-
mutatoren zu betrachten, welche das Gewicht ¢ = p + » besitzen. Dabei
kommen nur Kommutatoren in Frage, die in ihren Erzeugenden das Gewicht
p haben (2.10); die Haruschen Exponenten dieser Kommutatoren sind dann
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inkongruent Null mod p. Ferner miissen nach (1.23) nur Kommutatoren be-
riicksichtigt werden, deren mogliche Monome verschieden sind. (3.1) laBt
sich also in der Form schreiben:

(Kppy oo Kp)? = A7* ... A =1mod H,,,,.,H} . (3.2)

Die A; bedeuten dabei Relationen von Basiskommutatoren mit ¢ = p + »
und vom Gewicht p in ihren Erzeugenden; die «, 2 Omodp (t =1,..., )
durchlaufen alle moglichen Monome. Falls alle A4, voneinander unabhingig
sind, gilt: &7, , =s.

Um nun iiber die Unabhingigkeit (Unabhéngigkeit bedeutet im folgenden
immer unabhingig mod H,,,,,H}) dieser Relationen weitere Aussagen
machen zu kénnen, teilen wir die Basiskommutatoren nach zwei verschiedenen
Gesichtspunkten ein.

a) Einteilung nach dem Gewicht eines Kommutators. In diesem Fall spricht
man vom Typus eines Kommutators.

Definition. F' sei freie Gruppe mit den freien Erzeugenden K,,..., K,.
Ein Kommutator hei3t vom Typus (w,,...,w,), wenn er in der Komponente
K, das Gewicht w, besitzt (+ = 1,...,q).

Sind L und K Kommutatoren aus F mit den Typen (v,,...,v,) bzw.
(wy,...,w,), so sagen wir, L wund K seien vom selben Typus, falls
w,=v;t=1,...,q).

b) Einteilung des Kommutators nach seinen Erzeugenden. Hier spricht
man von der Art eines Kommutators.

Was man unter der Stufe eines Kommutators versteht, definieren wir in-
duktiv: Die freien Erzeugenden K,,..., K, heiflen von O-ter Stufe. Ein
Kommutator [K,,, ij] heit von s-ter Stufe, falls die Stufe von K,
gleich s, , diejenige vou Km,- gleich Sm; und § = ma,x(smi,smj + 1). Nun
betrachten wir die geordnete Reihe der Basiskommutatoren. Basiskommuta-
toren in dieser Reihe werden identifiziert, falls sie gleiches Gewicht, gleiche
Stufe und fiir jeden erzeugenden Basiskommutator K, =[K, , K, ] mit
w(K,)>2 in K, gleiches Gewicht besitzen. Tritt dabei ein Kommutator

an i-ter Stelle auf, so heilt er Basiskommutator ¢-ter Ordnung. Diese Ordnung
ist automatisch vorhanden.

Beispiel. Nach der angegebenen Einteilung gehoren die Basiskommutatoren
von 2. Stufe und des Gewichtes 7: [K, , K, , K, , K, ,[K,,, K,,, K,]] und
[X,,.K,,K,,K,, [K,;,K,,K;]] zur selben Ordnung, hingegen ist der
Basiskommutator [K, ,K,,K,,K, 6 K, [K,;, K;]] von kleinerer Ord-
nung (1 <4, <q; 1,,<1%;, j=1,...).
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Definition. Ein Kommutator heilt von der Art (¢,,...,¢,), wenn er ¢,
Erzeugende i-ter Ordnung enthilt.
Sind K und L Kommutatoren der Art (¢,,...,t) bzw. (ry,...,7,), 8O

sagen wir, K und L seien von derselben Art, falls n =s und ¢, =7,
(e=1,...,9).

Uber die Unabhingigkeit von Basiskommutatoren folgt nun aus dem Be-
weis von (2.10) sofort:

3.3. Hilfssatz. Basiskommutatoren verschiedener Typen sind unabhingig.

Mit Hilfe von (3.3) 148t sich (3.2) wie folgt ausdriicken: Alle Relationen
von Basiskommutatoren desselben Typus werden in eine Hauptrelation zu-
sammengefallt ; dies ist gestattet, da die A4, eine einfache abelsche Gruppe
aufspannen. Die so entstandenen Hauptrelationen sind untereinander unab-
héngig. Es geniigt also, die Unabhéngigkeit innerhalb der Hauptrelationen
zu zeigen. Damit nimmt (3.2) die Form an:

(Kpy» > K)» =B ... B =1mod H,, . H? (3.4)

mit B; = ITA7*;7, wobei alle 4; vom selben Typus sind.

J
Wird die Defektgruppe insbesonders nur von einer Art von Basiskommuta-
toren erzeugt, so folgt aus (2.10):

3.6. Satz. Wird die Defektgruppe durch Relationen von Kommutatoren einer
und derselben Art erzeugt, so sind alle Relationen der Basiskommutatoren dieser
Art und vom Gewicht p in den Erzeugenden unabhingig und erzeugen D|D’
vollstindig.

Da auch alle weitern Betrachtungen auf (2.10) aufgebaut werden, gelten
simtliche Aussagen unter Beriicksichtigung der Einschrinkung n < p — 2.

Die Voraussetzungen von (3.5) sind fiir » = 0, 1 erfiillt; also lassen sich
dafiir die entsprechenden Dimensionsdefekte sofort bestimmen.

Sind die Relationen des Typus (w,,...,w, abhingig, so bedeutet das:

«) Die Determinante der Exponenten in der Hauptrelation ist kongruent
Null mod p; oder

f) Zwischen den Relationen des Typus (w;,...,w,) besteht eine Abhéin-
gigkeitskongruenz der Form:

Cyt ... 0% =0, s - (3.8)

Diese Kongruenz soll gekiirzt sein; das heifit bei Weglassen einer Relation
C, tritt Unabhéngigkeit auf.
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§ 2. Einige Abbildungssiitze fiir h6here Kommutatorgruppen

Wird durch die Abbildung ¢ die eine freie Erzeugende auf eine andere freie
Erzeugende abgebildet, so gilt2):

3.7. Satz. F sei freie Gruppe mit dem System M freier Erzeugender;
K, ., K, seien Elemente von M, M' die Menge aller Elemente von M mit
Ausnahme von K,. Nun werde K, mittels ¢ auf K, , abgebildet. Dann stellt
die Abbildung « einem Homomorphismus der freien Gruppe F auf die freie
Gruppe F' mit dem System M' freier Erzeugender dar.

Beweis. Die Abbildung ¢ ist ein Homomorphismus. Sind W,, W, Worte
aus F, so gilt, wie man leicht einsieht: «(W,-W,) = «(W,)«(W,); fiir das
leere Wort Z ist «(Z) = Z.

Man erhilt also mit Hilfe von ¢ eine Untergruppe F’ von F. Da nun
F freie Gruppe und F' echte Untergruppe von F', ist nach Satz von NIELSEN-
SCHREIER auch F’ frei. Wir konnen demnach annehmen: F' besitzt das
Erzeugendensystem 8. Dann gilt: § ¢ M und M’ € §; da aber zwischen
M' und M (nach Konstruktion) kein Erzeugendensystem enthalten ist, wird
S=M.

Mit Hilfe von ¢ kann F, auf jedes F, mit 1 <r <¢q — 1 homomorph
abgebildet werden.

Aus (3.7) folgt fiir die spezielle Abbildung ¢*:

3.8. Korollar. F sei freie Gruppe mit dem System M freier Erzeugender,
F' freie Gruppe mit dem System M’ freier Erzeugender, zudemsei M ~ M’ =
=N; K,,K,,,¢N; M= (N,K,), M'=(N, K,,,). Wird durch * K,
auf K _,, abgebildet, so stellt * einen Isomorphismus zwischen F und F’
her.

Beweis. Nach (3.7) ist * Homomorphismus. Durch die Abbildung ¢*
wird aber M isomorph auf M’ und damit F isomorph auf F' abgebildet.
Wir betrachten die hohern Kommutatorgruppen von F. Es sei:

D°F = F,D'F = DF,...,D°'F = D(D*'F),

wobei DF die Gruppe erzeugt aus allen Kommutatoren [F, F] darstellt.
Dieselbe Definition gilt auch fiir F,, falls ¢>1. Fir ¢=1 wird F,
Abelsch.

Bedeutet » eine homomorphe Abbildung der freien Gruppe F in sich,
so gilt:

1) A, G. Kuroson: Gruppentheorie (Berlin 1953), p. 75.
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3.9. Hilfssatz. Der homomorphe Abbildungsoperator » wund der Ablei-
tungsoperator D von F sind vertauschbar.

Beweis. Wir haben zu zeigen: x»(DF) = D(xF). a,b,... seien Elemente
aus F. Wir behaupten

#(DF) € D(xF) und D(xF) S x(DF).
Da [a,b] = a~1b~'ab und » homomorphe Abbildung ist, gelten

x[a,b] = x(a~1b1abd) [¥a, xb] = (xa)~1(xb)~1(xa)(xb)
= (xa)~1(xb)"1(xa)(xb) = x(a~1b~lab)
= [xa, xb] = x%[a,b].

Damit wird: »(DF) = D(xF).
Aus (3.9) ergibt sich der wichtige Satz:

3.10. Satz. Ist » homomorphe Abbildung der freien Gruppe F in sich, so
stellt » auch eine homomorphe Abbildung von D*F +in sich dar.

Beweis. Wir zeigen: x»(D°*F) ~ D*F', wobei »F = F’'.

Unsere Behauptung ist nach (3.9) fiir s = 0, 1 erfiillt. Induktionsannahme:
#(D*1F) ~ D*-1F', nun gilt: D'F = D(D*'F), »D‘F = xD(D*F) =
= Dx(D*'F) ~ D(D**F') = DF' w.z.b.w.

Im speziellen stellt also ¢ einen Homomorphismus von D*F auf D*F’
und ¢* einen Isomorphismus der entsprechenden héhern Kommutatorgrup-
pen dar.

Insbesondere wird mit Hilfe von ¢« D*F, auf jedes D*F, mit 1<r<gq
homomorph und mittels * jedes D°F, auf D*F, , isomorph abgebildet.
Im letzten Fallist F,~ F, , und F,, , c F,,,.

Sind also homomorphe Abbildungen fiir hohere Kommutatorgruppen oder
(wie man leicht einsieht) fiir die Gruppen H,, gesucht, so geniigt es, homo-
morphe Abbildungen innerhalb der freien Gruppe zu bestimmen.

Bekanntlich hat jedes Element aus ¥ mod H,,, eindeutig die Gestalt (1.2):

T z T x
Kl,lil e o 0 .Kl,léqooa .K‘c’c'i1 L Kc’c:igo (""00<wi’j<+00).

Wir nennen die K, , Erzeugende von F mod H,,,. Jedes Element aus
F mod H,,,, das durch eine geordnete aufsteigende Reihe von Erzeugenden
gegeben ist, heile f-Element. Die Gruppe F mod H,, , besteht aus der Ge-
samtheit aller f-Elemente. Wird auf zwei aneinandergereihte f-Elemente der
Harische DurchziehprozeB ausgeiibt, so erhilt man wiederum ein f-Element.
Diesen Vorgang nennen wir Produkt zweier f-Elemente. Werden bei der Pro-
duktbildung keine Kommutatoren umbenennt, was in allen unsern Unter-
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suchungen der Fall ist, so treten im Produkt nur die Erzeugenden der f-Ele-
mente und Basiskommutatoren in diesen Erzeugenden auf. Fiir mehrere f-
Elemente gilt in der erklirten Produktbildung das assoziative Gesetz; dies
folgt sofort aus dem assoziativen Gesetz von F. Werden die Produkte ohne
Umbenennung gebildet, so konnen auf einfache Art zwei weitere Abbildungen
angegeben werden. Wir sprechen hier von Abbildungen fiir f-Elemente.

Betrachtet man die Gruppe {f} erzeugt durch bestimmte f-Elemente, so
bedeutet jede homomorphe Abbildung fiir diese f-Elemente einen Homo-
morphismus von {f} in sich. Da im weitern {f} < F, kann Satz (3.10)
auf {f} angewandt werden.

1. Die Abbildung 7:7 bilde die eine Erzeugende K, , auf das Einheits-
element von F ab. Damit ist v homomorphe Abbildung fiir f-Elemente.
Wir haben zu zeigen, daBl ©(f,f,) = 7(f,)7(fs). Man erhilt das Produkt f,f,
mit Hilfe des HArrschen Durchziehprozesses. Wendet man darauf 7 an,
so bleibt die geordnete aufsteigende Reihe von Erzeugenden und Basiskommu-
tatoren als solche erhalten, hingegen fallen die Erzeugenden K, , und sdmt-
liche Basiskommutatoren, welche diese Erzeugende enthalten, weg. Dieses
Produkt entspricht daher genau dem Produkt der Erzeugenden von f; und
fa» wobei die f; gleich den f, ohne die Erzeugende K, , sind; das heiBt
es wird: fifs = v(f)v(fa).

2. Die Abbildung ¢: In allen f-Elementen, die beriicksichtigt werden,
trete die Erzeugende K, , nicht auf. ¢ bilde die benachbarte Erzeugende
gleichen Gewichtes K, ,., (oder K, ,,) auf K, 6 ab. Dannist ¢ isomorphe
Abbildung fiir f-Elemente ohne K, , in solche ohne K, ,., (oder K, ,,).
Wendet man auf f,f, den Durchziehproze3 an, so entstehen Basiskommuta-
toren in den Erzeugenden von f, und f,, das heiB}t es tritt kein Kommutator
auf, der die Erzeugende K, , enthilt. Die Abbildung ¢ fithrt Basiskommuta-
toren in Basiskommutatoren iiber: Es sei [K, ,,,, K, ,] Basiskommutator,
das heit K, ,< K, ,,,. Dannist auch ¢[K, ,,,, K, ,]=[K, ,, K, ,] Basis-
kommutator, denn aus K, , # K, , und K, ,< K, ,, folgt K, ,< K, ,.
Ist [K, . K., Basiskommutator, das heift m>r und K, ,=
= [K,;, K,; ;] mit K, , =K, .., oder K, ,< K, . so bleibt diese Eigen-
schaft auch fir o[K,, ,, K, ,4;] mit oK, , = K,, . bestehen; denn es ist
m > r (unberiihrt von o) oK, , = K, , falls K, , = K, ,,, oder K, ;< K, ,
wenn K, ,< K, ,.,. Jeder weitere Fall 146t sich auf die erklirten zuriick-
fithren. Es bleibt noch zu zeigen: o(f,f,) = o(f1)o(fs); o liBt die aufsteigende
Reihe der Basiskommutatoren im ausgerechneten Produkt f,f, invariant:
Falls Kc,i = [Kd,r’ Ke,s] < Kc,l = [Ka,ka Kb,j]’ das heifit Kc,s < Kb,i oder
K;,< K, wenn K, ,= K, ,, soist auch oK, ;< 0K, ;. Die Behaup-
tung ist fiir K, , = K, ,, oder K, ; = K, ,;;, (und analog fir K, ,= K, ,,
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oder K, ,= K, ,.,) trivial. Ist K, .., jedoch Bestandteil von K, , oder
K, ; (und entsprechend K,;, oder K, ), so folgt die Behauptung sofort
durch Induktion. Durch ¢ wird demnach in der aufsteigenden Reihe der
Basiskommutatoren von f,f, lediglich jede auftretende Erzeugende K, ,,,
(oder K, ,,) durch K, ,6 ersetzt. Man erhilt aber dieselbe aufsteigende
Reihe, wenn sie durch das Produkt o(f,)o(f;) gebildet wird. Das Erzeugen-
densystem von {f} ohne K,, sei M, dasjenige von {f'} ohne K, ,.
(oder K, ,,)M'. Durch o wird M ~ M' und damit {f}~ {f'}. Im
weitern dndert ¢ das Gewicht der entsprechenden Erzeugenden nicht. Wird
zudem o auf H, , angewendet, so fallen simtliche Kommutatoren der
Form [K, ,.,,K,,,...] weg. Damit ist o(H,,) c H,, und auch nach
angewandter Abbildung ¢ kann mod H, , gerechnet werden.

§ 3. Unabhiingigkeit der Relationen von Basiskommutatoren mit zwei freien
Erzeugenden

Wir wenden die Abbildung *: K, - K, auf F, an. Dadurch erhalten wir
die freie Gruppe F; mit den Eigenschaften F,~ F, und F, c F, (vgl.
3.8); das heit wir betten F, in F, ein. Es gilt:

3.11. Hilfssatz. Benachbarte Erzeugende der aufsteigend geordneten Reihe
von F, gehen bei Anwendung von ¢* in nicht benachbarte Erzeugende der
aufsteigend geordneten Reihe F, iiber.

Beweis. Alle auftretenden Erzeugenden sind Basiskommutatoren in den
freien Erzeugenden K,, K, und nach der Abbildung ¢* solche in den freien
Erzeugenden K,, K,. Dabei ist K, < K, und K, zu K, benachbart und
K,< K,, hingegen K, nicht zu K, benachbart, da zwischen K, und
K, die freie Erzeugende K, geschoben werden kann. Wir nehmen an, (3.11)
sei fiir alle Basiskommutatoren des Gewichtes < ¢ bewiesen. Nach Definition
besitzen die Basiskommutatoren des Gewichtes c¢ die Gestalt K, ; =
[K,,x> Ky,5]. Zudem seien in F, die Kommutatoren K, ,=[K,,, K, ,]
und K, , =[K, ;, K, ;] benachbart; das heit entweder sind K, , und
K, ; benachbart oder K; , und K, , benachbart falls K, ,= K, ;. Nach
Induktionsvoraussetzung kann aber in beiden Féllen eine Erzeugende zwi-
schen die urspriinglich benachbarten geschoben werden.

Um nun die Unabhéingigkeit der Relationen von Basiskommutatoren mit
zwei freien Erzeugenden zu zeigen, beweisen wir vorerst den folgenden Hilfs-
satz:

3.12. Hilfssatz. Die Relationen der Basiskommutatoren mit zwei freien
Erzeugenden und von einer Art sind fir c=p+ 2 und l1<n<p—2
unabhéngig.
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Beweis (indirekt): Es bestehe die folgende Abhingigkeitskongruenz: (vgl.
3.6) (I) Dy* ... Dj* =D, ymod H? ;.

Wir unterscheiden zwei Fille:

«) In (I) treten nur Erzeugende 1. Stufe auf. In den verschiedenen Rela-
tionen D, sind verschiedene Basiskommutatoren enthalten, denn sonst stellt
(I) eine Identitdt dar. Da aber nach Voraussetzung simtliche Kommutatoren
der Relationen D, von gleicher Art sind, mufl der Unterschied in gewissen
Erzeugenden gleichen Gewichtes (> 1) liegen. Basiskommutatoren 1. Stufe
und gleichen Gewichtes sind jedoch nur dann verschieden, wenn sie verschie-
denen Typus besitzen. Wir konnen also annehmen, daBl die Erzeugende
K, ,(r>1) in den Kommutatoren der verschiedenen Relationen nicht gleich
oft auftritt. Damit jedoch die Art erhalten bleibt, kommen an ihrer Stelle
Erzeugende K, , eines andern Typus vor.

Wir wenden *: K, - K, auf F, an. Dabei geht die Kongruenz (I) in
eine solche von F, iiber. In der neuen Kongruenz, wir nennen sie (I'), ist die
freie Erzeugende K, nicht enthalten; das heiBt (I') wird durch f-Elemente
erzeugt, die K, nicht besitzen. Durch «* gehen K, , und K, , in K;,
und K; , iiber. Der Zusammenhang von K, , und K, , bleibt auch fiir
K], und K, , erhalten. Sind K,, und K, , benachbarte Basiskommuta-
toren, so kann nach (3.11) zwischen K,, und K, , ein Basiskommutator
eingeschoben werden. Da die Erzeugenden K’ nur durch die freien Erzeu-
genden K, und K,; gebildet werden, enthalten die Basiskommutatoren,
welche die Liicken in der aufsteigenden Reihe gebildet durch die K’ ausfiil-
len, auch die Erzeugende K,. Wende ich nun auf {f'} ¢ F, die Abbildung
o:K,,>K,, ., an, so bleibt die Kongruenz als solche bestehen. Hingegen
wechseln beim Ersetzen von K, , durch K, , die betroffenen Kommuta-
toren und damit die entsprechenden Relationen ihren Typus. Da aber die
Erzeugende K, , in den Kommutatoren verschiedener Relationen verschie-
den oft vorkommt, treten in der umgeformten Kongruenz Relationen mit
Kommutatoren verschiedener Typen auf, was (3.3) widerspricht.

B) In (I) treten auch Erzeugende 2. Stufe auf. Unterscheiden sich die Er-
zeugenden 2. Stufe nicht, so kann «) wiederholt werden. Die Erzeugenden
2. Stufe sollen verschieden sein ; das heiflt falls K, , Erzeugende 2. Stufe ist,
kann ich annehmen, daf K, , in den Kommutatoren verschiedener Relatio-
nen verschieden oft enthalten ist. Werden nun, wie unter «), die Abbildungen
* und o ausgefiihrt, so l4Bt sich derselbe SchluB wiederholen, da (3.11)
unabhéngig von der Stufe Giiltigkeit hat. In analoger Weise lifit sich der
Beweis auf Erzeugende beliebiger Stufe ausdehnen.

Damit ergibt sich nun:
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3.13. Satz. Die Relationen der Basiskommutatoren mit zwer freien Erzeu-
genden sind fir c=p-+n und 1<n << p—2 unabhingig.

Bewess (indirekt): Es bestehe folgende Abhingigkeitskongruenz:
Dy ... Dyr =D, ,mod H? , . (1)

In (I) treten nach (3.12) mindestens zwei verschiedene Arten von Basis-
kommutatoren auf. Es gibt demnach mindestens eine Erzeugende K, ,(r > 1)
die nicht in allen Basiskommutatoren der Relationen von (I) gleich oft ent-
halten ist. Mit Hilfe der Abbildungen *: K; - K, und anschliefend
o: K], K, ,., kann daher der Beweis analog zu (3.12) gefiihrt werden.

In den Sidtzen (3.12) und (3.13) hatte n die Bedingungen » < p — 2 und
1 <n zu erfiillen. Beriicksichtigt man Satz (3.5), so fillt die zweite Ein-
schrinkung weg.

4. Die Methode zur Berechnung der Dimensionsdefekte fiir »n < p — 2

§ 1. Hauptsatz zur Bestimmung von Dimensionsdefekten

Kombiniert man die Aussagen (2.10) und (3.13), so erhélt man das folgende
Hauptergebnis:

4.1. Hauptsatz. Fiir zwei freie Erzeugende, das Gewicht ¢ =p + n und
n <p—2 wird die Defekigruppe genaw durch die verschiedenen Relationen
erzeugt, welche Basiskommutatoren vom Gewicht p wn thren Erzeugenden ent-
halten.

Mit Hilfe von (4.1) lassen sich simtliche Dimensionsdefekte &3, fiir
n < p — 2 berechnen und nach (3.5) kénnen auch 67, 67, bestimmt wer-
den.

Die Methode der Berechnung von 6%,, kniipft an die Betrachtungen im
2. Teil. Es sei P, ,, ein beliebiger Basiskommutator vom Gewicht p in
seinen Erzeugenden (vgl. 2.8):

Pypmi = Ky By oo Koy oo s Ky oo Koy (4.2)

t
wobei P, ,. vom Gewicht ¢,, in K,,; das heiit ¢, =p und
=1
WPy mg) =pP+n mit 0<n<p—2. Fir ¢c<p siehe (2.1). Das ent-
t

sprechende af. lautet: (2.9) af, =2Za;™ ... ap™ mit 0 S_Z'ocmj <p—v
1

(0 < v <mn). Beriicksichtigt man (1.19), so reduziert sich die angegebene
Bedingung: :

O_~_<_.«‘1:'o¢mi_<_p———v-——-1 und 0<L«x, <p—1. (4.3)
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Dabei ist » abhéingig von der Anzahl der auftretenden Erzeugenden K,
mit w(K,)> 1.

Uber die Anzahl der verschiedenen «,,, gibt der folgende, leicht zu bewei-
sende Satz Aufschluf}:

4 4. Hilfssatz. Die Anzahl aller «,,,, welche der Bedingung 0 <X«,, <p—v—1
—v+4q—1

p—v )

Um die Anzahl der verschiedenen Monome des Basiskommutators P, .
zu bestimmen, wird die zutreffende Bedingung (4.3) aufgestellt und nach
(4.4) die Zahl der verschiedenen moglichen «,, berechnet. Da jedoch fiir die
Erzeugenden K, mit w(K,,) > 2 mehrere Moglichkeiten bestehen, so muf}
auch die Anzahl der verschiedenen Moglichkeiten fiir die auftretenden K,
beriicksichtigt werden. Die Anzahl der K, mit w(K,,) = u>1 wird durch
die WrrTsche Formel gegeben.

In den folgenden beiden Paragraphen wird die erklirte Methode an einigen
Beispielen durchgefiihrt.

geniigen, ist gleich: (p

§ 2. Berechnung von 6%, &1,
a) 0%2: Als Kommutator (4.2) ist nur der folgende moglich:
Py = [K"'i’ Cony Knys o+ o5 (Cm,. - l)Km’,, cons CpK

me)

wobel w(K,, )=1 fir 1 <1 <¢.
Damit wird die entsprechende Bedingung (4.3): 0 < 2x,, <p — 1 und

die Anzahl der verschiedenen «,,; betriagt (4.4): (p +2q) - 1) . Bei dieser Abzih-

lung sind aber auch alle Kommutatoren, die aus nur einer Erzeugenden K,
mit ¢, = p bestehen, beriicksichtigt. Ihre Anzahl betrigt q. Nach Defini-
tion der Basiskommutatoren fallen diese g aus. Daraus folgt:

4.5. Theorem). &7 = (p +; - 1) —q.
b) é7.,: (4.2) nimmt in diesem Falle die Form an:
Ppiym = [ij, Cong Ky - v s (cm’, — I)Km’,, ey ctthmt, K .1]
mit w(K,,)=1 fir 1<i<¢; wK,,) =2 und 2, =p—1. Also
wird (4.3): 0 < Zt.’ocm ; < p— 2 und damit betridgt die 1Anza)hl der verschie-
1

denen «,,, : (p —;)—.q——l— 2). Da aber nur verlangt wird, dafl w(K_,,) =2, gibt

13) Siehe Bemerkungen in der Einleitung.
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q
2

gibt die Einschrinkung p > 2. Also wird:

4.6. Theorem™). &2, — (g) (p :f_“l‘ 2) far p>2.

§ 3. Berechnung von &3, fiir n = 2,3,4

es fir K, nach Wrrr Moglichkeiten. Die Bedingung n < p — 2 er-

a) 05,,: Folgende Basiskommutatoren (4.2) sind moglich:

) Ppiom = [Km’,, Cong Koy e+ +» (cmj — I)ij, ey Coy Koy K]
t
mit w(K,,)=1 fir 1 <:<¢, wK,) =3 und X¢,,, =p — 1.
1
B) Pois,m = [K,,,,’,, P By =  » 1 (cm’, — I)Km’,, coes Ky Kyy Koyl

b m mt’
t
mit w(K,,) =1 fir 1 <i <t, w(K,) =w(K,;,) =2, Xe,, =p — 2.
1

Und die entsprechenden Bedingungen (4.3) lauten:

t t
x) 0< 2, <p—2 g) 0<2x,, <p—3
1 1

das heiflt die Anzahl der verschiedenen «,,, betrigt:

x) P g) p—1.

Fiir die Erzeugende K, gibt es zwei verschiedene Moglichkeiten, wihrend
K,=K,  ist (zwei freie Erzeugende). Demnach treten 2p verschiedene
Kommutatoren P,,, , und (p — 1) verschiedene P,, , auf; das heiBit
mit n <p — 2 ist:

4.7. Theorem™). & ,,=3p —1 fir p>3.
b) &5,;: Es gibt die folgenden verschiedenen P, 4
«) Ppigm = [Km’,, Cony Knys o+ v s Cong K> K]

mit w(K,,) =1, w(K,) =4 und ).',t'cm‘ =p—1.
B) Pyig,m = [ij, Cony Kny s+ + - ,lc,,,tht, K,, K,]

mit w(K,,) =1, w(K,) =2, w(K,) =3 und écm =p—2.
Y) Pois,m = [ij, Cony Knys v o5 Cong Ky ctK,]1

mit w(K,,) =1, w(K,) =2, ;‘f’.‘cm‘=p —3,¢,=3.
Damit wird (4.3): '

14) Sieche Bemerkungen in der Einleitung.
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t

¢ t
0‘) O._<_2ami_<_p_2 ﬂ) 0_<_20‘m¢§29—3 7’) ngam,Sp_4
1 1 1

und die Anzahl der verschiedenen «,,, betrigt entsprechend (4.4):
«) p B p—1 ) p—2.

Fiir die Erzeugenden K, treten drei Moglichkeiten auf; das heiBt es gibt
3p verschiedene P, ,, , 2(p — 1) verschiedene P,.; , und (p — 2) ver-
schiedene P,.; ., ; damit ist,da n <p — 2:

4.8. Theorem). & ,,=6p — 4 fir p>4.
¢) 63,,: Es treten fiinf Basiskommutatoren P, ,,, der Form (4.2) auf:
*) P9+4,m1 = [ij’ clemla SRR cthmt’ Ku]

mit w(K,,,) =1, w(K,) =5, g‘cmi =mp—1.
B) P,,M’m3 == [K"'i’ Cony Kony » .1. vs Cong K ony» Ky, K]
mit w(K,,)=1, wlK,) =2, w(lK, =4, Zt.'cmi =p—2.
V) Poiam, = [K,,,,j, By Loy 1 = = » 2 B Topug 2 cl,K,]
mit w(K,,)=1, w(K,) =3, .<‘t3'c,mi =p—2,¢=2.
0) Poiam = [ij, Cony K, 5 1 vy Cop Ky €. Ky, K,
mit w(K,,)=1, wK,) =2, w(K,) =3, Zt'cm =p—3, ¢, =2.
&) Ppaym = [Km’_, Boy Koy 3 = » = 5 Oy Ko cltK,]
mit w(K,)=1, w(K, =2, :‘.t'.'c,,,i =p—4, c,=4.

Die dazugehdrenden Bedingungen lauten nach (4.3):
t ¢

x) 02, <p—1 B,y) 0<2x,, <p—2
1 1
t t

) 02, <p—3 ) 02, <p—14
1 1

und die entsprechenden Werte fiir die verschiedenen «,,, betragen (4.4):

«) p p) p—1 y) p—1 ) p—2 e) p—3.

Fiir die Erzeugende K, bestehen sechs Moglichkeiten. Damit gibt es folgende
Anzahlen von verschiedenen P, 4, :

15) Siehe Bemerkungen in der Einleitung.
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x) 6p B) 3(p—1) ») 3(p — 1): Bezeichnen wir die zwei moglichen K,
mit K, und K,, dann geben die Kombinationen [..., K, ,K,] und
[..., K,,, K,] nur zu einem Monom Anla§.

4) 2(p—2) e) (p—3).
Also folgt unter Beriicksichtigung von n < p — 2:
4.9. Theorem?®). 67,,=16p — 13 fir p>5.

(Eingegangen den 16. Marz 1960)

Bemerkung: Inzwischen wurde die Arbeit von Novikov «Uber periodische
Gruppen» (Dokl. Akad. Nauk. SSSR 127 (1959)) bekannt, in der er zeigt, daB
die BurnsipEsche Vermutung fiir den Exponenten n > 72 falsch ist.

18) Siche Bemerkungen in der Einleitung.
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