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Regulâre Modifikation komplexer Mannigfaltigkeiten

Regulâr verzweigte tlberlagerungen

von Alfbed Aeppli, Ithaca, N. Y. (USA)

Einleitung

H. Hopf hat in [1] den folgenden Satz bewiesen: Ist U{2) eine komplex
zweidimensionale Koordinatenzelle, versehen mit einem komplexen Koordi-
natensystem, und ist p ein Punkt in U{2), so ist jede lokale komplexe
Modifikation 0 : (C7(2), 8{1)) -> (U{2), p), bei welcher p durch die kompakte komplex

eindimensionale Flâche 8{1) (singularitâtenfrei eingelagert in U{2)) ersetzt
wird, der or-ProzeB1) in p e Ui2). Das erste Ziel der vorliegenden Arbeit be-
steht darin, diesen Satz fur hôhere Dimensionen zu beweisen. Dazu werden
zunâchst in § 1 zwei Hilfssâtze hergeleitet, welche ihren Ursprung in [1] be-
sitzen : Hilfssatz 1 ist die Verallgemeinerung der Tatsache, daB bei einer lokalen
Modifikation 0: (U, 8) -> (U, p) mit der Abbildung <p : Û -» U q> voll-
stândig ist fur kompaktes S ([1], p. 134), und Hilfssatz 2 handelt von der
Fortsetzbarkeit einer gewissen analytischen Abbildung xp, welche der mero-
morphen Funktion q in [1] entspricht (vgl. das Lemma in [1], p. 147). Auch
die Beweise zu den beiden Hilfssâtzen werden àhnlich den entsprechenden in
[1] gefuhrt, bei Hilfssatz 2 kommt jedoch die KooPMANsche Darstellung (5)
neu hinzu. In § 2 wird dann der Einzigkeitssatz ûber den cr-ProzeB behandelt

(Satzl): Jede lokale komplexe Modifikation 0: (Ï7<*>, S^-1*) -> (U{n), p),
<g(n~i) kompakte komplexe Mannigfaltigkeit, ist der cr-ProzeB in p e U{n).

Die Voraussetzung der singularitàtenfreien Einbettung 5(n~1) c U{n) wird
wesentlich benutzt. Es ist zu hoffen, daB aueh in allgemeineren Fàllen, fur
nicht singularitâtenfreie komplex analytische Einlagerung 8 c U, Hilfssatz

2 in gewisser Form gilt. Dies ist richtig fur n 2 : Man gelangt dann
unter anderem zu den «Sphàrenbâumen» und zu deren Einzigkeit (bei kom-
paktem 8; Satz IIF in [1]).

Nachdem in § 2 die lokale Modifikation untersucht wurde, kommt in § 3

allgemeiner die «regulâre» Modifikation zur Sprache. Eine regulâre Modifikation

0: (F, 8) -> (W, A) ist eine komplexe Modifikation mit (komplex ana-
lytischer) Abbildung q>: V -> W, in welcher die auftretenden Râume F, W,

*) Zu den Begriffsbildungen «Modifikation», «lokale Modifikation», «komplexe Modifikation»
siehe [2], Die Bezeichnungen werden soweit als môglich aus [2] ubemommen. Zur Définition
des cr-Prozesses sowie des <rn'3-Prozesses siehe [1], [2], [4].
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2 Alfred Abppm

S, A kompakte komplexe Mannigfaltigkeiten sind (mit regulâren Einlagerun-
gen S c F und A c W2)), Es gilt Satz 2'': Jede nicht triviale regulâre
Modifikation ist âquivalent einem cyn'*-ProzeB *). Dieser Satz enthâlt den obigen
Einzigkeitssatz liber den c-ProzeB. Er wurde in [2] angekiindigt3) (siehe auch
[3], p. 57). Sein Beweis beruht auf den Hilfssàtzen 1 und 5 (in § 1). Dabei wird
ein etwas stârkerer Satz, Satz 2, hergeleitet unter Benutzung der beiden wei-
teren Hilfssâtze 3 und 4 (ebenfalls in § 1). - Im AnschluB an den Einzigkeitssatz

ùber den a^-ProzeB wird in § 3 noch eine Anwendung gegeben: Die
Dilatation (oder die monoidale Transformation) der algebraischen Mannig-
faltigkeit W lângs A ist der an»#-ProzeB lângs A in W. Daher ist die <rn»9-

transformierte Mannigfaltigkeit einer algebraischen Mannigfaltigkeit wieder
algebraisch. Weiter ist auch die aWjfl-transformierte Mannigfaltigkeit einer
KÀHLEBschen Mannigfaltigkeit wieder KahlebscIi (Satz von Blanchard),
was am Ende von § 3 kurz bewiesen wird.

§ 4 handelt von holomorphen Ùberlagerungsabbildungen cp\ F, S) -> (TT,A)
mit regulârer Verzweigung (zur Définition siehe §4a)). Das Hauptergebnis
wird in Satz 3' (und etwas allgemeiner in Satz 3) ausgesprochen : Jede regulâr
verzweigte Ûberlagerung wird erhalten entweder durch Zusammensetzen einer
«Windung» mit einer regulâren Ûberlagerungsabbildung oder einer regulâren
Ûberlagerungsabbildung mit einem tf^-ProzeB. Eine nicht triviale Windung
(lângs S) kann also nicht mit einem <rn»3-ProzeB (77: (F, S) -> (W, A)) zu-
sammengesetzt werden. Dies beruht auf einem Lemma (in § 4c)) ûber die
Windungsmôglichkeiten lângs /S**1-1* in Vin) : Es existiert dann und nur dann
eine r-faehe Windung lângs S in F, wenn die charakteristische Klasse des

Normalenbûndels von 8 in F durch r teilbar ist.
Herrn Prof. H. Hopf bin ich fur Anregung zu Dank verpflichtet. Ebenso

danke ich Herrn Prof. B. Eckmann fur das Interesse, das er dieser Arbeit
entgegengebracht hat.

§1. Hilfssâtze

a) Hilfssatz 1. Die Modifikation4)

0: (Vn,S) -»(W,A)

*) F und V^ (bzw. Vn) bezeichnen zugleich eine komplexe (bzw. réelle) Mannigfaltigkeit der
komplexen (bzw. reellen) Dimension n: dim^ V — n (bzw. dim^ V n). - Mannigfaltigkeiten

sollen zusammenhângend sein, wenn nichts anderes gesagt wird.
•) Als Anwendung des Einzigkeitssatzes uber den (Tw'?-Prozefî wird in [2] auf die Untersuchung

der DoLBEATiLTschen Gruppen bei regulârer Modifikation hingewiesen. Daruber ist eine separate
Arbeit in Vorbereitung.

4) Hier handelt es sich um «allgemeine» Modifikation. Vgl. [2], § la).
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werde durch die Abbildung ~ w

induziert. Vn sei eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit ; W liège in einer Man-

nigfaltigkeit Wn: W c Wn. A und S seien echte Teilrâume in W bzw. in Vn,
und S sei kompakt. Dann liegt eine Umgebung U' von A, die Umgebung Uf in
Wn genommen, in W.

Korollar. Unter den Voraussetzungen des Hilfssatzes 1 ist W eine Mannigfaltigkeit

Wn.

Beweis: U U(S) sei eine solche (offene) Umgebung von S in F, da6 U

kompakt ist. Dann ist auch U' U — U kompakt. y U' ist abgeschlossen,
und es ist A ^ cpU' 0. Es folgt: A besitzt eine Umgebung V U(A) in
W, derart, daB U' ^ <p[7* 0. Es gilt U1 ^ yÛ U! r,<pU, und

B (U' -A)r,<pÛ =(Uf - A) r, V(U - S)

Da çp U abgeschlossen ist, ist B abgeschlossen in U1 — A. Da U — S
ofïen ist und cp topologisch in U — S, ist <p(U — S) offen, und daher ist B
offen in Uf — A. In jeder Zusammenhangskomponente von V — A be-
findet sich mindestens ein Punkt von B da A und S echte Teilmengen sind
von W bzw. von F6)); daher folgt aus der Abgeschlossenheit und Offenheit
von B in U1 - A: B U' - A oder W - A c <p(U - S) c <p{V) W,
das heiBt A besitzt eine voile Mannigfaltigkeitsumgebung V (beziiglich W)
in W, W ist Mannigfaltigkeit der Dimension n, und A liegt im Innern von W.

b) Nun betrachten wir lokale komplexe Modifikationen

0: (U<»\ 8) -> (U™, p)

in welchen U{n) eine komplexe Koordinatenzelle ist, U{n) eine komplexe
Mannigfaltigkeit6), und bei denen 8 an Stelle des Punktes p in U{n) eingesetzt
wird. Jede lokale komplexe Modifikation wird durch eine stetige Abbildung

<p: ïj(n) _^ JJin)

induziert, die in Uin) — 8 topologisch und komplex analytisch ist, und fur
welche <p(8) p gilt. Nach einem Satz von Radô-Behnke-Stein-Cab-
tan7) ist dann (p in ganz Uin) komplex analytisch, also ist auch die Funk-
tionaldeterminante A (y?) komplex analytisch, so daB S mit der Nullstellen-

5) Falls bei einer Modifikation eine der Inklusionen A CZ W, S d V echt ist, sind es beide.
6) Der Querstrich in U^ bedeutet hier Modifikation von £7^ (und nicht Ûbergang zur ab-

geschlossenen Huile wie in a)
7) Fur n 1 handelt es sich um den Satz von Radô [5]. Die Ûbertragung auf hôhere Dimen-

sionen stammt von Behnke und Stbin [6] und von Cartan [7]. Heinz lieferte in [8] einen
«elementaren» Beweis des Satzes.
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menge von A (<p) zusammenfâllt, wenn <p nicht in ganz U eineindeutig ist, was

wir annehmen: 8 ist eine komplexe Menge in U, das heiBt die Nullstellenmenge
lokaler komplex analytischer Gleichungen in U, und die komplexe Dimension
von 8 betrâgt n — 1. S ist zusammenhângend. Weiter nehmen wir an : 8
ist als komplexe Menge in U regulàr eingebettet, das heiBt 8 ist eine

komplexe Mannigfaltigkeit S(w""1) in ?78).

c) Wir wollen also im folgenden lokale komplexe Modifikationen

0: (Wn\ 8<n-») -> (#<»>, p) (1)

mit der komplex analytischen Abbildung

> JJ(n) (2)

untersuchen. U{n) ist eine komplexe Mannigfaltigkeit, /S^"1* eine in U regulâr
eingelagerte komplexe Mannigfaltigkeit, U{n) eine komplexe Koordinaten-
zelle mit den Koordinaten yt,y2, yn, und p sei der Ursprung des Ko-
ordinatensystems. Die Abbildung q> in (2) wird durch die w-Funktionen

(3)

gegeben. Es ist /, (x) 0 fur x c S. Neben <p werde die Abbildung y : U{n)

definiert, wo P<w-d den komplex (n — l)-dimensionalen komplex projek-
tiven Raum bedeutet und (yi,y2, • • • > 2/n) den Punkt mit den homogenen
Koordinaten yl9 y2, yn in P{n-X). y ist in U — 8 eindeutig und ana-
lytisch (nach Wahl eines festen Koordinatensystems {yx, y2, yn}). DaB

tp auf 8 fortgesetzt werden kann, ist der Inhalt des folgenden Hilfssatzes :

Hilîssatz 2. Liegt die lokale Modification (1) vor, so kann die Abbildung y>

auf S(w""1) analytisch fortgesetzt werden.
Hilfssatz 2 ist âquivalent dem folgenden

Hilfssatz 2. Wird die Modifikationsabbildung <p in (2) in einer Koordinaten-
umgebung von o c 8 gegeben durch die n-Funktionen

Vi fifri, a?n) t(xl9 ...,xn) g{ {x1, xn) (4)

9i>9z> - • • » 9n rzlativ prim (im Ring der holomorphen Funktionskeime in o),
so wird g{(o) ^ 0 fur mindestens ein i.

8) Wenn in der Situation S Cl U verlangt wird, dafî S eine topologische bzw. réelle bzw.
komplexe Mannigfaltigkeit ist, so soll S als eine in U eingelagerte Punktmenge eine topologische
bzw. réelle bzw. komplexe Mannigfaltigkeit sein (mit der durch U ùiduzierten reell bzw. komplex
analytischen Struktur); es handelt sich also um singularitàtenfreie (oder regulàre) Einlagerungen.
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Beweis: Da die Einlagerung 8 c U regular ist, wird die Abbildung q> in
(2) in einer Umgebung X eines Punktes o c S mit Hilfe geeigneter Koordi-
natensysterne {xx, x%y xn} in X bzw. {yx, y2i yn} in einer
Umgebung von p nach Koopman 9) gegeben durch

i/l — Xl 9

i 2, 3, ,n, s1>0) 8t > 0

Dabei wird 8 ^ X in Z durch xx 0 dargestellt. Die Abbildung x -> y
in (5) (x (xl9 xn), y (yx, ^n)) laBt sich umkehren zu einer
51-deutigen Korrespondenz y -> x in einem Gebiet auBerhalb des Punktes

p — (o, 0, 0) : die xt sind Funktionen der Variabeln y]181, y2,yz, yn,
holomorph in diesen Variabeln in einem Gebiet auBerhalb p und meromorph
m p (i 1, 2, n). Fur eine Modifikationsabbildung (2) muB also «x 1

sein. Ist weiter C eine in X c U regular eingebettete und 8 in o regulâr
schneidende Kurve10), so kann C durch xx parametrisiert werden, und das
Bild cpC (bei der Modifikationsabbildung (2)) wird wegen (5) und st 1

eine durch yx xx parametrisierbare regulare Kurve durch p. Daher gilt :

Lemma. Bei der Modifikationsabbildung (2) ist das Bild einer regularen
Kurve, welche die Singularitatenmannigfaltigkeit 8 regular schneidet, eine regulare

Kurve11).

(p werde nun in einer Umgebung X von o e 8 durch (4) dargestellt, und die

9) [9]» P« 571, Gin. (7) mit r 0. An Stelle von #, yy pt> q, œtq, r in [9] stehen hier y, x,
Sifkfhik'Q- ~ E*ie Betrachtung der Funktionaldetermmante A(<p) m der Taylor-Entwicklung
nach xx lehrt, dafi bei uberall regularer Einlagerung S Cl U aile Punkte m S «non-specialized
points» sind ([9], p. 567 und p. 570). andernfalls mufite S Smgularitaten aufweisen. Daher gilt
die Darstellung (5) fur die Umgebung emes beliebigen Punktes oe S (in geeigneten Koordmaten).

10) C ist also eine komplex 1-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit, und der Schmtt
C r\ S o ist der emfach gezahlte Punkt o.

11 Daô die Voraussetzung der regularen Einlagerung S c U wesenthch ist, zeigt das Bei-
spiel der Abbildung x -> y, gegeben durch

y1=x1x2 xn=t, yt=txt, t=2,3, ,n,
mit der Inversen y ->¦ x m yr y2 yn ^ ® :

x %

2/2 • Vn Vi
Hier besitzt das Bild jeder komplex analytischen Kurve durch den Nullpunkt o îm ic-Raum eine
Singularitàt îm Ursprung p des y-Raumes. Daô auch die Bedingung des regularen Schnittes
C r\ S nicht weggelassen werden kann, zeigt das Beispiel einer S beruhrenden Kurve.
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Kurve C besitze die komplexe Parameterdarstellung x{ x4 (z) mit xi (0) 0

(i 1,2, n; C wie oben gewâhlt; die Koordinaten xi9 yt bei (4) sind
im allgemeinen nicht die speziellen, die in (5) gebraucht werden; o ist der
Ursprung des Systems {x1} x2i xn}). Da nach dem Lemma <pC regulâr
ist (<pC gegeben durch y{ y^z) t^z), xjz^g^x^z), xn(z))),
muB fur mindestens ein i

und ist <7,.(0, 0, 0) 0 fur aile i, so folgt

fur mindestens ein i. Daher ist ^(0, 0, 0) ^ 0, so daB t 1 gesetzt
werden darf. (4) lautet dann y{ gi{x1, xn), (gli g29 gn) 1.

Wegen der Eineindeutigkeit von <p in X — S ^ X hat A (y) hôchstens dort
Nullstellen, wo <p(x) p. Wir behaupten: A(q>) \ ^ 0. Denn da gly g2f

gn teilerfremd sind, muB fur N — {x \ g^x) 0 fur aile i} die
komplexe Dimension von N kleiner oder gleich n — 2 sein: dimciV < n — 2,
wâhrend fur D {a; | A (<p) 0} dimc D n — 1, falls JD nicht leer ist.
Daraus folgt: Gilt ^(0, 0, 0) 0 fur aile i, so ist <p eineindeutig in X
und daher in U, es ist qT1 p o, und die Singularitàtenmenge /S wird leer,

womit Hilfssatz 2 bzw. 2 bewiesen ist.

Bemerkung. Nachdem fur geeignete Koordinatensysterne {xl9 xn]
und {yl9 yn} die Darstellung (5) gilt, kann der Beweis zum Hilfssatz 2

auch folgendermaBen zu Ende gefûhrt werden: Wegen (5) und s1= l ist
das zu dem bei (5) benutzten Koordinatensystem {yx, yn) gehôrige y
auf S fortsetzbar. Daraus folgt : Beim Ûbergang zu einem andern Koordinatensystem

in der Umgebung von p resultiert eine (neue) Abbildung tp, die wieder
fortsetzbar ist, deren Fortsetzung auf 8 aus dem alten y) | S mittels einer

projektiven Abbildung von P<w-i> auf sich erhalten wird (vgl. auch [4]).

d) Nun betrachten wir die komplexe Modifikation

0: (17<»>, Sin-U) -> (U<n\ A^) {!')

mit der komplex analytischen Abbildung

jj(n) is|j Tffiç în c) eîne komplexe Koordinatenzelle, /Sf(n~1) die (eventuell leere)

Nullstellenmenge von A (g?) in der komplexen Mannigfaltigkeit Uin), ferner
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soll S eine komplexe Mannigfaltigkeit sein (oder leer). Dann gilt entsprechend
(5) in geeigneten Koordinaten in einer Umgebung von o € 8 bzw. von p e A
nach Koopman12) die folgende Darstellung fur die Abbildung (2'):

Vi xï

Vi x>>

i 2, 3, n — g, n — q + 1, n, sx > 0 st > 0

A2 > A3 > > An_ff_1 > An_ff > 0 n-l>q>0.

(5')

Zum Beweis von (5;) wird neben der regularen Einbettung von S in U nur
benutzt, daB <p auBerhalb S lokal eineindeutig ist. Aus (5;) folgt die regulare
Einbettung von A in U, insbesondere bekommen wir :

Hilfssatz 3. Bei der Modifikation (lf) mit der Abbildung (2') ist die Aus-
nahmemenge A eine komplexe Mannigfaltigkeit1*).

Fur q 0 geht (5;) wieder in (5) uber, und es fehlt die dritte Gleichungs-
gruppe y3 x3. Fur q n — 1 fehlt die zweite Gleichungsgruppe
yt x[l{...}. Im Falle einer Modifikationsabbildung (2') wird sv 1, weil
x% xt(yiH> V^y^ • • • yn) (holomorph in den Variabeln y\l8\ y2iyz, yn
in einem Gebiet auBerhalb A, meromorph in gewissen Punkten von A;
i 1,2, ,n — q). Ist also bei einer Modifikation (1') q n — 1, so

folgt aus (5;) und s1= l: A (<p) ^ 0 uberall, U ist (unverzweigte) Ûber-
lagerung von U, das heiBt es gilt :

Hilfssatz 4. Ist in (1'), (2') q n — 1, so ist cp ein komplexer Homôomor-
phismus.

Hilfssatz 4 gilt fur kompakte14) Modifikationsabbildungen auch ohne die

Voraussetzung der regularen Einlagerung S c U (siehe [10], § 3, Satz 7),
wenn A als irreduzible komplex (n —- l)-dimensionale komplexe Menge vor-
ausgesetzt wird15).

Wegen Hilfssatz 3 existieren in einer Umgebung von p € A, die wie in (1')
U heiBen soll, solche Koordinaten y1, y2, yn, daB die Gleichungen

12) Vgl. Anm. 9.
18) Zu Hilfssatz 3 vgl. Satz 6 in [10], § 3, p. 288, der besagt, daû bei einer «eigenthchen»

Modifikation das Bild einer komplexen Menge komplex ist («analytisch» ni [10] an Stelle von
«komplex»).

14) «Kompakte» Abbildung: das Urbild jeder kompakten Menge ist kompakt (auch «eigent-
liche» Abbildung, oder «application propre» nach Boubbaki).

16) Zur Dimension emer komplexen Menge vgl. [11], p. 266ff.
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Vi 0, y% 0, yn_fl 0 die Mannigfaltigkeit A r\ U charakterisieren.
Wird dann die Abbildung q> in (2') gegeben durch

?< /<(*), t l,2, ...,n, *cÊ7<»>, (3')

so betrachten wir entsprechend %p in c) eine Abbildung ip : C/(w) -> p<»-«-*>,
dargestellt durch

wo (2/1 > V2> • • • > Vn-g) den Punkt mit den homogenen Koordinaten yl9 y2,
yn_q im komplex projektiven Raum p<»-«-i> bedeutet. y is^ definiert

(und komplex analytisch) zunàchst in U — S. Es gilt analog dem Hilfssatz 2

bzw. 2:

Hilfssatz 5. Bei der Modifikation (V) kann die Abbildung %p auf S(w-1)

analytisch fortgesetzt werden.

Hilfssatz 5. Wird die Modifikationsabbildung <p in (2r) in einer Koordinaten-
umgebung von o e 8 gegeben durch

Vi /<(*i> •••>««) H*i> ••> xn)Qi{Xi> a?w)
"

yi /i(«i» •••»»•»)! i=l525...,/i-g5 w —g+ 1, ...,n, (4')

50 wrd grt(o) 9^ 0 /ttr mindestens ein i.
Denn aus (5;) mit ^ 1 folgt wiederum das Lemma in c) fur die Abbildung

(2') an Stelle von (2), und daraus lâBt sich Hilfssatz 5 bzw. 5 wie Hilfssatz

2 beweisen. Es gilt auch hier eine der am SchluB von e) gemachten ana-
loge Bemerkung.

§2. Einzigkeitssatz iiber den a-ProzeC

Satz 1. lÂegt die lokale komplexe Modifikation

0: (U(n\ Bto-n) -> (U(n\ p) (1)

vor, worin U(n) eine komplexe Koordinatenzelle ist und $(n-1} eine kompakte
komplexe Mannigfaltigkeit, n > 2, so ist (l) der o-Proze/3 in p.

Genauer: Ist Uin} die durch den a-ProzeB in p modifizierte Koordinatenzelle

Uin) (eingebettet in U{n) x P^-x>, vgl. [1] oder [2]), so existiert
unter den Voraussetzungen des Satzes 1 ein komplexer Homôomorphismus
S: Ûin) -> Û(n), derart, daB
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wenn n: Uin) x P^-d -> J7(w) die Projektion des topologischen Produktes
x p(n-i) auf jj(n) bedeutet.

Zusatz: GemâB der Betrachtung in § 1b) kann noch gesagt werden: Ist

0: (Wn\Sm) -
eine lokale komplexe Modifikation, in welcher S eine reell ra-dimensionale
kompakte Mannigfaltigkeit ist mit m > 1, so ist 8 eine komplex (n — 1)-
dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit, und die Modifikation 0 ist der
<r-Prozeû in p.

Bemerkung. In Satz 1 wird mitbehauptet, daB der cr-ProzeB in einem Punkt
p einer komplexen Mannigfaltigkeit M{n\ n > 2, unabhângig ist von der
Wahl der lokalen komplexen Koordinaten in der Umgebung von p: fur ver-
schiedene Koordinatensysteme bekommt man âquivalente Modifikationen (1)

(zum Âquivalenzbegriff siehe § 3 a)). Dies kann leicht direkt eingesehen
werden16). Wir sprechen also vom or-ProzeB in p, ohne auf spezielle Koordinaten
Bezug zu nehmen.

Beweis zu Satz 1: Die Abbildung y: Û{n) -> Û{n) c U(n) x P<*-*> wird
durch

ĉp(x)

gegeben. Sie ist nach Hilfssatz 2 auf ganz U{n) definiert und komplex ana-

lytisch ; auBerdem ist sie auf U — S topologisch. Es sei Y q> U c U.
Wir erhalten eine durch ç? induzierte komplexe Modifikation

0: {U,8)-+(Y,q>8)

mit Y c Û, q>8 c P^"1^ wo P^ die Faser liber p in U{n) X P<n-«
bedeutet.

Nun wenden wir den Hilfssatz 1 an : An Stelle von Vn, S, W, A, Wn treten

jetzt U, 8, Y, q>8, U, es sind die Voraussetzungen des Hilfssatzes 1 erfûllt,
und es folgt: y S besitzt eine Umgebung in U, welche in Y enthalten ist.

Wegen der Kompaktheit von 9?$ und wegen cp(U — S) c U — P(pn~1) muB

dann q>8 P^1*, und Y Û.
Wegen q>S P^n~1) wird ç> y \ S fast uberall lokal eineindeutig (das

heiBt bis auf niedriger dimensionale Ausnahmemengen), und da q> in U — 8
eineindeutig ist, gibt es einen Punkt o e S, in welchem ç> loka] eineindeutig
ist17) (das heiBt es gibt eine Umgebung von o, X c U, derart, daB q> \ X

16) Der (j-Prozeô im Pumkt p e M besteht darin, p durch das Biindel der tangentiellen kom-
plexen Linienelemente in p zu ersetzen (siehe [1], p. 140 oder [4]).

17) Vgl. auch [4], Beweis zu Satz 8.
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topologisch ist). Die Funktionaldeterminante A(q>) ist daher uberall verschie-
den von null, denn wâre in einem Punkt A (q>) 0, so miiBte A (q>) auf einer
komplex (n — l)-dimensionalen komplexen Menge D verschwinden, es miiBte
D S sein und damit o e D. Also ist q> uberall lokal eineindeutig und daher
auch ç?, das heiBt S ist Ûberlagerungsmannigfaltigkeit von P(pn~1), so daB

wegen des einfachen Zusammenhanges von P^n~x) die Mannigfaltigkeit S durch
q> homôomorph auf P^n~1} abgebildet wird18). Es folgt: ç> ist ein komplexer
Homôomorphismus, und es gilt 9? 7i<p, womit Satz 1 bewiesen ist.

§3, Die Einzigkeit des (rn»3-Prozesses

a) Satz 2. V{n) und W{n) seien kompakte komplexe Mannigfaltigkeiten, Sm

sei eine Mannigfaltigkeit in V (singularitâtenfrei eingelagert; m < 2n — l).
Liegt dann die komplexe Modifikation

0: (F(w>, S™)-> (W<nK A) (6)

vor, welche durch die komplex analytische Abbildung

ç,; y in) _> jy(n) (7)

erzeugt wird, so ist entweder (7) ein komplexer Homôomorphismus, das heifit
(6) eine triviale Modifikation, oder es ist (6) der on>Q-Prozefî lângs A in W:
8 $<w-i>, A A{Q) sind komplexe Mannigfaltigkeiten in V bzw. in W

(regulâr eingelagert), m 2n — 2, q <n — 2, S wird komplex gefasert durch

projektive Baume :

(8)

und die Projektionsabbildung dieser Faserung q>: aS(71~1) -> A{q) wird durch <p

induziert.

Beweis: (6) sei eine nicht triviale Modifikation. S ist dann als Nullstellen-
menge der Funktionaldeterminante A {y) und als Mannigfaltigkeit eine komplex

(n — l)-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit. Indem wir die Hilfs-
sâtze 3 und 4 heranziehen, ergibt sich weiter, daB auch A eine komplexe (in
W regulâr eingelagerte) Mannigfaltigkeit ist mit der komplexen Dimension
q < n — 2.

Nun verlâuft der Beweis analog dem zu Satz 1. Neben (6), (7) betrachten

18) Allgemeiner : der (globale) Abbildungsgrad von q) q>\ & ist gleich ± 1 bei einer (topo-
logischen) Modifikation 0: (V,S)-+ (W, A) mit Abbildung tp, in welcher F, W Mannigfaltigkeiten

und S, A kompakte orientierte Mannigfaltigkeiten derselben Dimension sind (vgl. [2],
§ 15 b) - Es kônnte im obigen Beweis auch Hilfssatz 4 verwendet werden, an Stelle der Betrach-

tung iiber die Funktionaldeterminante A (ç?).
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wir den (7n»ç-Prozefi lângs A in W:

77: (F<»>, S^-») -
mit der komplex analytischen Abbildung

Es wird die Abbildung çr. F(n) -> F(n) konstruiert: AuBerhalb 8 ist ^
gleich cp, in einer Koordinatenumgebung X mit IniS ^0 wird
^ P<»-«-i> durch

y (a;) (9? (s), y>(a;))

gegeben, wo y) die Abbildung y in § ld) ist. Wegen Hilfssatz 5 (bzw. 5) und
wegen der Koordinateninvarianz des cr^-Prozesses19) ist y auf ganz V defi-

niert und komplex analytisch. Es ist q>S c 8, und wegen der Kompaktheit
von >S liefert Hilfssatz 1 : q> induziert eine Modifikation

Der Abbildungsgrad von Ip ç> | S ist gleich 118), und da 8 regulàr in F
liegt, ist A(q>) ^ 0 ûberall (gleicher SchluB wie im Beweis zu Satz 1). ç? ist
also ein komplexer Homôomorphismus, und es gilt g? jzç>, q.e.d.

Wenn wir unter regulàren Modifikationen solche Modifikationen (6) mit
komplex analytischer Abbildung (7) verstehen, in denen F, W, 8, A kompakte
komplexe Mannigfaltigkeiten sind (mit den regulàren Einlagerungen A c W
und Sa F), so sind aile regulàren Modifikationen

0: (V,8)-+(W,A) (9)

nach dem obigen Satz cxn'9-Proze8e (neben dem trivialen Fall der komplexen
Homôomorphismen) :

Satz 2'. Jede nicht triviale regulâre Modifikation ist âquivalent einem on*q-

Prozefi.
Dabei wird der Àquivalenzbegriff bei komplexen Modifikationen mit

Abbildung folgendermaBen gegeben : Liegt die komplexe Modifikation

mit der (komplex analytischen) Abbildung (px: VX->W vor, daneben eine
zweite

19) Satz 10 in [4].



12 Alfbbd Aeppli

mit der Abbildung <p2: F2 -> W, und existiert ein komplexer Homôomor-
phismus 6: Vx -> F2 mit <p1 q>20, so heiBen &x, 02 zueinander âquivalent.

Bemerkung. An Stelle der Kompaktheit von F und W genûgt es, in Satz 2

und 2' die Modifikationsabbildung q> als kompakt14) vorauszusetzen. (Siehe

Hilfssatz lin §4b).)

b) Ânwendung in der algebraischen Géométrie. Win) sei eine (singularitâten-
freie) algebraische Mannigfaltigkeit in P{u), und A{q) eine (in W regulâr ein-
gelagerte) Teilmannigfaltigkeit. Dann existiert ein Linearsystem A {M}
von Hyperflàchen M(w~1) eines gewissen Grades in Piu), derart, da8 die folgen-
den Eigenschaften erfûllt sind: (a) A c M fur jedes M eA; (b) zu zwei
verschiedenen Punkten x, x' in W — A gibt es eine Hyperflâche M e A mit
xcM, xl iM\ (c) die Gesamtheit aller Hyperflàchen M mit x € M fur
einen festen Punkt x e W — A kann als Punkt einer komplexen
Mannigfaltigkeit Fq1* angesehen werden, welche regulâr in einem komplex projek-
tiven Raum Piuf) eingelagert ist ; (d) Fo wird durch Hinzufugen einer
komplexen Mannigfaltigkeit 8{n~1) zu einer kompakten singularitâtenfreien
algebraischen Mannigfaltigkeit F(n) c Piuf) abgeschlossen, derart, dafi es eine

komplex analytische Abbildung <p: V -> W von F auf W gibt, welche auBer-
halb A eineindeutig ist20). Es wird also eine regulàre Modifikation (9) erzeugt,
welche in der algebraischen Géométrie Dilatation oder monoidale Transformation

genannt wird: F ist die làngs A dilatierte algebraische Mannigfaltigkeit
W, Satz 2' liefert sofort:

Satz. Die Dilatation der (singularitâtenfreien) algebraischen Mannigfaltigkeit
Win) lângs der (regulâr eingelagerten) Teilmannigfaltigkeit A{q), q < n — 2,

ist der c^^-Proze/i lângs A in W.
Damit ist auch gesagt, da8 die Dilatation von W lângs A vom gewâhlten

Linearsystem A unabhângig ist. Da die dilatierte Mannigfaltigkeit einer
algebraischen Mannigfaltigkeit wieder algebraisch ist, erhalten wir als Korollar:

Korollar 1. Die d^^-transformierte Mannigfaltigkeit einer algebraischen
Mannigfaltigkeit ist algebraisch.

Die Dilatationen sind birationale Transformationen, so dafi wir als weiteres
Korollar bekommen :

Korollar 2. Die cf^^-Prozesse stellen bei algebraischen Mannigfaltigkeiten
birationale Transformationen dar.

Dies kann auch direkt eingesehen werden, indem man zeigt, daB die Kôrper

20) Zu den Eigenschaften (a) bis (d) vgl. [12], Vol. III, ferner [13], [14] und [15]. Auf den Zu-
sammenhang zwischen dem orn>î-Prozefi und der Dilatation hat mich Herr van de Ven auf-
merksam gemacht (vgl. auch [16]).
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der meromorphen Funktionen auf V und auf W bei einer Modifikation (9)
isomorph sind (Spezialfall eines Résultâtes in [2], § 19a); siehe auch [10]).

c) Es gilt eine Verallgemeinerung von Korollar 1 auf KAHLERsehe

Mannigfaltigkeiten:

Satz von Blanchard. Die on*q-transformierte MannigfaltigJceit einer Kâhler-
schen Mannigfaltigkeit ist KâhlerscIi21).

Beweis: aw sei eine KÂHLERsche Metrik in W von der Klasse C°° (oder
geniigend oft stetig differenzierbar). Wir bilden im abstrakt gegebenen «aus-
gefûllten Normalenbiindel » N2n von A in W (Bùndel mit dem komplex affinen
Raum E{n~q) als Faser, mit der Schnittflâche A, und mit der Strukturgruppe
G U(n — q)) die Funktion

Dabei ist x c A, z1, z2, zn~q sind komplexe Koordinaten in E(n~q),
und <7a/33|e sind die Komponenten der Metrik aw. Da QrN gegenûber G invariant
ist, handelt es sich wirklich um eine Funktion in N. Wir ùbertragen Q'N in
die Umgebung A{n) von A in W mittels einer topologischen «lângs A fast-
komplexen»22) Abbildung der Klasse C°° von einer Umgebung von A in N
auf A c W, und zwarsoll dièse Abbildung jedes Faserstuck U(x) ^ E{n~q)(x)>
x e A, U(x) Umgebung von x in N, auf eine beziiglich der Metrik aw zu A
orthogonale geodàtische Vollkugel in W abbilden. Dadurch bekommen wir
eine Funktion Ûj Or2(x), x € A, von der Klasse C00. Es sei Q logQj-
In A bezeichne q q (x) den Abstand des Punktes x € A von A, gemessen
mit Hilfe der Metrik aw. rj(Q) sei eine Funktion der Klasse C00 mit t)(q) c

fur 0<£<£, £>0, c positive Konstante, tj(q) 0 fur q > 2 e,
0 < tj (q) < c. Dann ist

oy v<fow + lim <p* S J1 J-b dx(*d%P (10)

fiir eine geniigend groBe natiirliche Zahl v eine KAHLERsche Metrik in F23).

x* sind lokale komplexe Koordinaten in einer Umgebung U c W mit
JJr^A={x\xa=0 fiir a 1, 2, ,n — q} im Falle eines nicht leeren
Durchschnittes U r\ A. Die Zahl v muB so groB gewâhlt werden, daB av
positiv définit wird: Erstens stôrt die Funktion t)(q) die positive Definitheit

21) [17], Th. II. 6, p. 202.
22) Die Abbildung soll in den Punkten x € A die dort gegebene fastkomplexe Struktur er-

halten.
23) Die Metrik (10) ist die natiirliche Verallgemeinerung der Metrik, die von Kodaira in

[18], p. 133 bei (8.2.2) angegeben wird. Vgl. auch [17] und [19].
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(dort, wo tj nicht konstant ist), und zweitens stôren in {x \ tj(q) > 0} die
Ableitungen nach den Koordinaten xn~~q+1, "xn-q+1y zn, ~xn. Der Limes
in (10) ist so zu verstehen, da8 die durch (10) unter Weglassen von lim in
F — 8 bestimmte Metrik in natùrlicher Weise zu einer KAHLER-schen Metrik
der Klasse C°° in ganz F erweitert wird.

Ist aw eine HoDGE-Metrik, das heiBt ist die zur Metrik aw gehôrige Cartan-
sche Form ein ganzzahliger Cozyklus, so wird durch geeignete Wahl der Kon-
stanten c in (10) erreicht, daB auch av eine Hodge-Metrik wird. Damit erhal-
ten wir einen zweiten Beweis zu Korollar 1 in b), indem der Satz von Ko-
dadra zu Hilfe gezogen wird, gemâB welchem eine komplexe Mannigfaltigkeit
mit HoDGE-Metrik algebraisch ist24).

§4. Regulâr verzweigte tlberlagerungen. Windungen

a) Nachdem bis jetzt Modifikationsabbildungen <p: (F, S) -> (W, A) be-
trachtet wurden, liegt es nahe, âhnliche Ûberlegungen auf Ûberlagerungs-
abbildungen

cp: {V,8)-+{W,A) (11)

mit q?V W, <p8 A und nicht leerem F — S anzuwenden. Dabei soll
es sich immer um kompakte1*) (und stetige) Abbildungen handeln, und wir
sprechen von einer Ûberlagerungsabbildung (mit der Singularitâtenmenge 8
ûber der Ausnahmemenge A), wenn ç> in F — S lokal eineindeutig, also lokal
topologisch ist. Ferner setzen wir voraus, daB es zu jeder Umgebung U(8)
von S in V eine Umgebung U(A) von A in W gibt mit (p~1U(A) c U(S),
und es soll im Falle orientierter Mannigfaltigkeiten F, W der lokale Abbil-
dungsgrad g(<p) in ganz W konstant sein: Sind S und A (zusammenhângende)
Mannigfaltigkeiten, so sollen also lângs 8 sâmtliche Blâtter von F «zusam-
mengeheftet» sein. Wenn in (11) F, W, 8 und A komplexe Mannigfaltigkeiten
sind und ist ç? holomorph, so heiBt F eine regulâr verzweigte Ûberlagerung
von W und <p eine (holomorphe) Ûberlagerungsabbildung mit regulârer Ver-
zweigung. Um solche tîberlagerungen zu behandeln, treffen wir in den folgen-
den Abschnitten b), c), d) einige Vorbereitungen.

b) Hilfssatz 1. <p: (Vn, 8) -> (W, A) sei eine kompakte stetige Abbildung,
in Vn — S lokal eineindeutig, cpVn W, cpS A. Vn sei eine (n-dimen-
sionale) Mannigfaltigkeit; W liège in einer Mannigfaltigkeit Wn. A und S
seien édite Teilmengen von W bzw. von Vn. Dann liegt eine Umgebung V einer

2*) Hauptsatz in [19].



Regulâre Modification komplexer Mannigfaltigkeiten 15

beliebigen kompakten Teilmenge A' von A in W, die Umgebung Uf in Wn ge-

nommen.

Korollar. W ist eine Mannigfaltigkeit Wn.
Der Beweis ist bei kompaktem 8 fur A' A derselbe wie zu Hilfssatz 1.

Bei einem beliebigen kompakten A1 c A fûhrt man den Beweis analog mit
Hilfe einer Umgebung U(8f) an Stelle von U(S), 8r y-1 A1', auch bei nicht
kompaktem 8.

Hilfssatz 1 enthâlt Hilfssatz 1. Er wird im Falle einer Modifikationsabbil-
dung zum Beweis der Bemerkung zu Satz 2 bzw. 2' (am SchluB von § 3 a))
benutzt. Im folgenden tritt er nicht mehr explizit auf, steckt aber im Beweis
zu Satz 3, da dort Satz 2' in der Form der zitierten Bemerkung herangezogen
wird.

An Stelle von (2') sei nun die komplex analytische Ùberlagerungsabbildung
(mit Verzweigung)

<p: (Ûin), i8f(w-1)) ->(C7<n), A«>) (2)

gegeben. Uin) ist eine komplexe Koordinatenzelle, U eine komplexe
Mannigfaltigkeit, 8 die (eventuell leere) Nullstellenmenge von A(<p), und zwar eine

komplexe Mannigfaltigkeit (oder leer). Fur die Abbildung (2) gilt dann nach
Wahl geeigneter Koordinaten die Darstellung (5'), ohne dafi tiber die Ein-
bettung von A in U etwas vorausgesetzt wurde (wie schon in § 1 d) bemerkt).
Daraus folgt :

Hilfssatz 3. Bei der Abbildung (2) ist A eine komplexe Mannigfaltigkeit.
Wird bei einer holomorphen Ùberlagerungsabbildung (11) mit regulârer

Verzweigung die Mannigfaltigkeit S homôomorph auf A abgebildet, so kommt
wegen (5') lokal in geeigneten Koordinaten

yi «ÎS »* ** fur 2,3, ...,», s1 > 1 (5")

und wir sprechen in diesem Fall von einer Windung lângs A in W. Fur aile
Darstellungen (5") gilt sx r fur ein festes r lângs ganz A (A ist als zusam-
menhângend vorausgesetzt), und der Abbildungsgrad von <p ist gleich r. Es
handelt sich dann um eine r-fache Windung. Fur r 1 bekommen wir einen

komplexen Homôomorphismus. Ist insbesondere in (2) q n — 1, und ist
U genugend klein, derart, daB die bei (5') benutzten Koordinaten yl9 y2,
yn ganz U iiberdecken25), so wird $ durch y homôomorph auf A abgebildet:

25) Unter den Voraussetzungen des Hilfssatzes 4 uberdecken dann die Koordinaten xlf
U.
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Hilfssatz 4, Ist in (2) q n — 1, so ist q> eine Windung làngs A in U.
c) Sei

<p: (F<">, Sin-V) -> (Tf<*>, ii<*-*>)

eine r-faehe Windung lângs A in W. Ûberdecken wir eine Umgebung von S:
V U(S) c F bzw. von -4: TF' C7(^4) c W mit einem geeigneten
System {U^} bzw. {C7t} von Koordinatenumgebungen, derart, daB <p\ Uf{ ç?t-:

Î7^ -> U€ q> U'i eine Darstellung (5") besitzt :

î^> (4<>)', î4*> 4° fur i 2, 3, n (a)

In U'i wird 8 <^ U'i durch x^ 0 gegeben, und es ist

^-U^, /„ /«(«?>, «£>,... ,ag>) **0 in 17^ tr;^S#O. (b)

Daneben gilt Jl ^ [7t. {y | y^ 0} und

^f guifP, 9i, ^(2/i7^ &\ ï^}) ^ 0 in Ut - Î7, - ^ * 0 (c)

Aus (a), (b), (c) folgt nach Identifikation von A mit /S

9a= (tuY in U^U^A^O. (d)

Die Funktionen /ti definieren das komplexe Linienbiindel der Einbettung
S A c F, fi uber ^4 (die Funktionen /w(0, a$\ x(j\ x^) operieren
als Transformationsfunktionen), die g{j desgleichen das Linienbiindel von
A c W, 501 tiber J.. (d) besagt 50Î rfi, und es gilt daher fur die (ganz-
zahMgen) charakteristischen KJassen

c(ÏR) rc(fi), (12)

wo der c(fi) reprâsentierende ganzzahlige 2-Cozyklus t2 {tin} bei geeig-
neter (genûgend feiner) tîberdeckung {!][} durch

2n V~~[ tm logW>/w + log^')/,, + log<«>/K in ^ - U't ~ U[~ A ^ 0

definiert wird U^ U'^ bzw. U[ ^ [7^ J. ist bei geeigneter Ûberdeckung
einfach zusammenhângend, logW) log(^i) ist ein Zweig der Logarithmus-
funktion in XJ[ ^ U^ und damit in TJ\rsTJt^ A\ {tin} bestimmt dann einen

2-Cozyklus t2 auf dem Nerv der Ûberdeckung {U[<^ A}26)).
Umgekehrt: Ist fiir das durch die Funktionen g{j in 17, ^ XJi c U(A) c W

definierte komplexe Linienbûndel 2R ûber A der charakteristische Cozyklus

28) Zut Définition der charakteristischen Klasse eines komplexen Linienbundels £ {L, C, A }
siehe [20] oder [21] (G ist der Kôrper der komplexen Zahlen; Strukturgruppe in fi ist die multi-
plikative Gruppe C* der von null verschiedenen komplexen Zahlen).
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V^Ï + log<«> jrIt)} durch r teilbar,

so kônnen die Funktionen fti V gtj — er (Zweig durch log(i?) be-

stimmt) in den (einfach zusammenhângenden) Mengen Ut r\ XJi zur Définition

eines komplexen Linienbûndels fi iiber A verwendet werden (bei Be-
schrânkung der fti auf A derart, daB eine r-faehe Windung (L, A) -> (M, A)
induziert wird (L bzw. M ist der Totalraum von fi bzw. 501). Betrachten wir

r
die Funktion ft9 in ganz Utrs U3, so bekommen wir durch 4%) Vy^',
#£> y%\ Je 2, 3, n, bei sukzessivem Durchlaufen aller Zweige der
r-ten Wurzel, Koordinaten in einer Umgebung U'%, und durch x^ ftjx{p

r
Vgl3((x(i)y, 47), 4?), ...,4»). a#> (Zweig wie oben durch logW> be-

stimmt), 4l) ^^((^i^î ^^j ^a?^ • • • > ^n^ Koordinatentransformationen
in U[ rs Uj, so daB eine komplexe Mannigfaltigkeit Y' Ur(A) und eine
r-fache Windung <p; (V, A) -> {W, A) resultieren, wozu die Bundel fi und
501 gehôren. Ist weiter der Cozyklus u2 {ut3l} nicht durch r teilbar, jedoch
die zugehôrige charakteristische Cohomologieklasse c(3ïi), existiert also eine
1-Cokette c1 {ctJ} mit u2 + ôc1 rt2, das heiBt, ist

^f/i + c,, + c,, + clt r*t/ï,

so setzen wir log; {ij)gt3 — log{ii)gti + 2jc V — lctJ, wir wechseln also durch
Addition von 2n\/— lctj das Blatt der Logarithmusfunktion in Ut ^ U3.

/^ + log/(Wjrït)} ist dann
durch r teilbar, und es kann, wie eben festgestellt, eine r-fache Windung
(p: (V, A) -> (W, A) gefunden werden.

ZusammengefaBt :

Lemma. 1) Liegt die r-fache Windung (p: (F, A) ->(W, A) vor, und ist fi
bzw. 501 das zur Einbettung A c F bzw. A c: W gehôrige komplexe Linien-
bitndel, so gilt

re{2) (12)

2) Ist die charakteristische Klasse c(50l) des zur Einbettung A(n~x) c Win)
gehôrigen komplexen LinienbUndels 501 durch r teilbar, so gibt es eine
Mannigfaltigkeit V und eine r-fache Windung <p: (V',A) -> (W',A), W1 U(A) c W.

Kûrzer: Dann und nur dann kann lângs A in W eine r-fache Windung vor-
genommen werden, wenn c(50l) durch r teilbar ist.

Weiter ergibt sich der folgende Zusatz zu 2) : Die Mannigfaltigkeit V und
die Windung ç> sind bei gegebenen (W, A) und r, bei r-torsionsfreiem H2(A;Z),
und bei einfach zusammenhàngendem A bis auf komplexe Homôomorphie ein-
deutig bestimmt.

2 Commentarii Mathematici Helvetici
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Bemerkung 1. Deutet man c(fi) als Cohomologieklasse des Hindernis-
cozyklus, der sich der Konstruktion einer Schnittflâche im zu fi gehôrigen
unitâren Kreislinienbiindel 91 {N, Z1, A} entgegenstellt (91 ist das Nor-
malenbtindel, fi das ausgefullte Normalenbtindel von A in W; Zk ist die k-
Sphâre), so kann (12) auch direkt geometrisch eingesehen werden: ç> erzeugt
eine fasertreue Abbildung q> des Normalenbundels yiv(A) — {Nv, Zl, A}
auf $lw(A) {Nw, Z1, A}, q):Nv->Nw; dazu gehôren Abbildungen
q)i A -*-A, îp: E1 -> E1, wo <p die Identitât ist und g(q>) r. Ist eine
Schnittflâche F ûber dem 1-Gerûst einer (genûgend feinen) Zellenzerlegung
von A in îlF gegeben, F bestimmt also einen Cozyklus t2 e c(fi), so bestimmt
die Schnittflâche q>F den Cozyklus rt2, woraus (12) folgt.

Bemerkung 2. Die in diesem Abschnitt durchgefûhrten Betrachtungen las-
sen sich auf den Fall einer (genûgend oft stetig) differenzierbaren Windung
<p:(Vn, An~2) -> (Wn, An~2) mit A (y) ^ 0 in F — A und orientierbaren
Normalenbundeln 5ftF, 91^ iibertragen. Als Strukturgruppe der Biindel 5RF

und yiw wird S0(2) U(l) genommen, {tm} wird wie im komplexen Fall
definiert, und man erhâlt (12). Ebenso gilt die Aussage 2) im Lemma, auf den
differenzierbaren Fall iibertragen, wobei wegen [21], 3.8 die Mannigfaltigkeit
V, bei gegebenem (W, A) und r und bei r-torsionsfreiem H2(A ; Z), bis auf
differenzierbare Homôomorphie eindeutig bestimmt ist, und bei einfach zu-
sammenhangendem A neben V auch ç?. Weiter kônnen Metriken in V und in
W so eingefuhrt werden, daB <p eine fasertreue Abbildung q> von 5RF auf 51^
erzeugt, und die Bemerkung 1 behâlt auch im differenzierbaren Fall ihre Gul-
tigkeit.

d) Û<*)9p(»-u seien die in der lokalen Modifikation (1) ((1) in Satz 1:

or-ProzeB) vorkommenden Mannigfaltigkeiten mit der durch den cr-ProzeB in-
duzierten Einbettung P{n~v c ZJ{n) (in (1) ist P(n~» B^-v). Dann gilt:

Hilfssatz 6. Jede komplex analytische Ûberlagerungsabbildung mit regulârer
Verzweigung _

<p: (F^),/Sf^-1>)->(C/^>,P^-1>), n>2,
ist ein komplexer Hornoomorphismus.

Beweis: Lokal gilt (5;/) fiir die Abbildung ç? mit sx r fur aile Darstellun-
gen (5^) langs ganz P, <p induziert also auf 8 eine unverzweigte holomorphe,
das heiBt regulâre, Ûberlagerungsabbildung ; wegen des einfachen Zusammen-
hanges von P ist daher 9? | S ç! ein komplexer Homôomorphismus : <p ist
eine Windung lângs P in C7. Da fur das zur Einbettung P<*-*> c U{n), n>2,
gehôrige Iinienbundel 3JI die charakteristische Klasse c (50Î) — z2 ist, wo
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z2 die zur Hyperebene p(n~2> c p(n~u duale Cohomologieklasse darstellt27),
ist c(S0l) durch keine Zahl r > 2 teilbar, so daB wegen des Lemmas r 1

und daher <p ein komplexer Homoomorphismus sein muB, q.e.d.28).

Bemerkung. Hilfssatz 6 gilt auch im Falle einer Umgebung U{n) einer Hyperebene

pm-u im projektiven Raum Pin), weil hier fur die Einbettung
p^x) c ^(n, c(ajj)==22 gilt#

e) Satz 3. F(n), TF(n) seiew, komplexe Mannigfaltigkeiten, Sm (m < 2n — 1)

eme (zusammenhângende) Mannigfaltigkeit in F, tmd es sei gegeben die (kom-
pakte) komplex analytische Ûberlagerungsabbildung (mit eventueller Verzweigung)

<p: (V{n),8m) -+(W™,A). (13)

Dann ist entweder y v eine unverzweigte Ûberlagerungsabbildung, oder
Sm /S(n~1) und A A(q) sind komplexe Mannigfaltigkeiten in V bzw. in
W, m 2n — 2, 0 < q <n — 1, V ist also eine regular verzweigte tîber-
lagerung von W, tmd es <^7£ :

1) fur q ^ — 1 isf m emer Umgebung Vf von S in V

<p vco (Uj)
î^o v:(F, ^-^(Tf',^) eine regulare Ûberlagerungsabbildung ist (Wr=U(A)czW),
und œ: (V, S) -> (F, /S) eine r-fâche Windung langs S in V, r > 2;

2) fur 0 <q <n ~ 2 ist
g? nv (142)

t^o ?r: (F,/8)->(TF,-<4) die (holomorphe) Modifikationsabbildung des on*q-

Prozesses Idngs A in W ist, und v: (V,S) ->(F,$) eine regulare

Ûberlagerungsabbildung.

Beweis: Die Abbildung (13) besitze eine nicht leere Singularitatenmenge 8,
welche dann als Nullstellenmenge von A(q>) und als Mannigfaltigkeit eine

27) Vgl. z.B. [19].
28) Dafi speziell eine (differenzierbare bzw. komplexe) Ûberlagerungsabbildung mit regulàrer

Verzweigung <p: (U^n\ P^n~"l^)-> (C7^w^, p(n~1^)t n > 2, notwendigerweise em (differenzierbarer
bzw. komplexer) Homoomorphismus ist, wird auch folgendermaSen bewiesen: zu <p gehort eine
fasertreue Abbildung ^ der Hopfschen Z^-Faserung 91 {2l2n~1, i;1, P(n~^} m sich mit
çj.pCn-i)^ p(n-i)t ^.^i-> 271, <f^ Identitat, g{<p) r. Nach [22] ist g(îp) rn~xf und
daraus folgt r ± 1 (r ±l im differenzierbaren, r 1 im komplexen Fall), woraus mit
Hilfe der lokalen Einemdeutigkeit von q> aufîerhalb P auf die globale Ememdeutigkeit m ganz
U geschlossen wird. Zudem folgt Hilfssatz 6 (auch im differenzierbaren Fall) direkt daraus, daÛ
der TJmgebungsrand von P m U eine Sphàre £ ist, also fur n ]> 2 emfaeh zusammenhàn-
gend, so dafi wegen der lokalen Ememdeutigkeit aufîerhalb S (p~1 H2n~1 eine unverzweigte
Ûberlagerung von E2n"x t also selbst eine Sphare 2r2n~1 ist, <p ist auf Z2n-1 cp"1 Z%n-~x ein-
emdeutig und somit m V — S, also in V (wegen des emfachen Zusammenhanges von P oder
wegen Anm. 18).
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komplex (n — l)-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit in F ist, und nach

Hilfssatz 3 ist auch A eine komplexe Mannigfaltigkeit in W: A A{q) mit
0 <q <n — 1.

1) Fur q n — 1 wird die Abbildung <p làngs 8 wegen Hilfssatz 4 lokal
eine Windung, so daB sich <p in einer Umgebung F' U(8) c F zusammen-
setzt aus einer Windung o>: (V, 8) -> (V, 8) lângs S in F und einet regu-
lâren Ûberlagerungsabbildung v: (F, S) -> (TF, A) (W U(A) c Tf):
durch Identifikation der durch den Windungsanteil29) von y auseinander her-
vorgehenden Punkte in V wird in V die Darstellung <p v co gewonnen
samt einer dazwischen geschalteten Mannigfaltigkeit F. Damit folgt (142),
wobei die Windung co r-faeh ist, r > 2, da in (allen Punkten von) 8 A (<p) 0

vorausgesetzt wurde.
2) Sei 0<g<^ — 2. In der Umgebung X eines Punktes o € 8 wird

q>\ X <px durch (57) dargestellt (in geeigneten Koordinaten). ç?^1 ist also
auBerhalb S <^ X 5x-deutig. s± r lângs ganz 8. Durch Identifikation dieser
je r durch den Windungsanteil von <p (vgl. Anm.29)) auseinander hervor-
gehenden Punkte in einer Umgebung V — U(8) c F wird eine komplexe

Mannigfaltigkeit F erhalten, und <p | V setzt sich zusammen aus der r-fachen

Windung a>: (V, 8) -> (F, 8) und der (holomorphen) Abbildung ç?:

(y, 8) -> (W, A) (W U(A) c W) : q> ^co. Wegen Satz 2; (und der
Bemerkung am Ende von § 3 a)) ist lp «lokal» ein cr^-ProzeB, das heiBt,

^ ist die Zusammensetzung einer regulâren Ûberlagerungsabbildung v :

(F, 8) -> (F', 8) und der Modifikationsabbildung n: (Vf, S) -> {W, A) des

G^g-Prozesses lângs A in Wf: ~y nv. GemâB (8) wird 8 und daher auch 8
durch projektive Râume p(«-«-D komplex gefasert. Die r-fache Windung œ

induziert also mit Silfe der Konstruktion des o^»«-Prozesses 77: (F, S)-+(W,A)
zusammen mit v eine r-fache Windung lângs der Faser p<«-«-i) c 8 in einer

geeignet gewâhlten komplexen Mannigfaltigkeit T{n"q) c F. Hilfssatz 6im-
pliziert r 1: eu ist ein komplexer Homôomorphismus30), daher kann v in
ganz F definiert werden durch v\ (V ~ 8) <p\ (V — S), und es gilt (142),

q.e.d.

*9) Der «Windungsanteil» von q> in einem Punkt o c S wird erhalten durch tp \ X fur eine
geniigend kleine Umgebung X von o. Es gilt dann (in geeigneten Koordinaten) die Darstellung
(5') bzw. (5") mit êt — r > 1 lângs ganz S, Wir sprechen im Falle r ^ 2 von einem (nicht
trivialen) Windungsanteil, und im Falle r 1 sagen wir: es ist kein (nicht trivialer) Windungsanteil

vorhanden.
80) DaÛ bei einer Ûberlagerungsabbildung q>: (Vnf^m)^ {Wn, Aq), auch im differenzier-

baren Fall, kein (nicht trivialer) Windungsanteil vorhanden ist, sobald q dim^j A < n — 3

W — 3, folgt daraus, dafi im Normalenbûndel $lw(A) {N^f1, Sn~"9~1tA^} die Faser
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Aus dem obigen Beweis ergibt sich der folgende

Zusatz zu Satz 3. Die Abbildungen n, v, œ sowie die Mannigfaltigkeiten F,
8, V sind bis auf komplexe Homoomorphie eindeutig bestimmt.

Weiter gibt es im Falle 2) eine Modifikationsabbildung

ri: (FW.flf*»-1*) -* (W{n), J(q))

und eine regulare Ûberlagerungsabbildung v': (W, A) ->(W .A), derart, daB

<p nv==:v'n>9 v'\ (W _ I) v\ (V-8) fur W-I=V-8. Auch ri,
v', W, A sind bis auf komplexe Homoomorphie eindeutig bestimmt.

Satz 3 enthalt speziell fur die holomorphen Ûberlagerungsabbildungen

cp: (V{n), Bi»-») ->(W{n),A^) (15)

mit regularer Verzweigung die folgende Aussage :

Satz 3'. Jede regular verzweigte tîberlagerung V in (15) wird fur q n — 1

in einer Umgebung V U(S) c V erhalten durch Zusammensetzen einer Win-
dung mit einer regularen Ûberlagerungsabbildung, und fur q <.n — 2 einer
regularen Uberlagerungsabbildung mit einem on*q-Proze/ï.

Ist weiter A einfach zusammenhangend und somit auch S, so muB v in
(14j) und (142) ein Homoomorphismus sem:

Korollar. Jede Abbildung (15) ist bei einfach zusammenhangendem A fur
q n ~- 1 aquivalent einer Windung und fur q < n — 2 dem on>q-Prozefi
langs A in W.

f) Liegt eine holomorphe Ûberlagerungsabbildung y: (V, S) -> (W, A) mit
regularen Verzweigungen vor, das heiBt besteht S aus mehreren Komponenten
Sl9 $2, St, so wendet man Satz 3 bzw. 3' «lokal» auf jede einzelne Kom-
ponente 8k an, k 1,2, ,t, indem fur V eine genugend kleine Umgebung
von Sk genommen wird. Dabei braucht g (y) nicht konstant zu sem in W, und
die Bedingung, daB es zu jeder Umgebung U(8) eine Umgebung U(A) mit
cp~1TJ{A) c U(S) gibt, kann ebenfalls weggelassen werden.
jjn—q-i gjnfaç^ ZUsammenhangend ist (ahnhche Argumentation wie bei Anm. 28). man betrach-
tet die durch <p induzierte Uberlagerungsabbildung q> (V',S)-> (W', A), A bzw. W ist die

universelle Ûberlagerung von A bzw. W — U (A c W, und S bzw. F' die aus S bzw. V
induzierte Mannigfaltigkeit (erzeugt mit Hilfe von (p und des Ûberganges von W zu Wf), dann
ist m yi^f(A) {iVÎv"1, 2:n~9~1f Aq} der Totalraum N^1 emfach zusammenhangend, da-

her wird JV^T durch q?
~~x

homoomorph m F' — S abgebildet (q?
~1 N*X~ wird durch eme

y^ ^ n—1 ^' »—1
geeignete Normalprojektion auf S m F' homoomorph auf N^f abgebildet, so daû N^f
homoomorph ç? ^vy\/ homoomorph N^f <p ist also m V — S ein Homoomorphismus,
und somit besitzt (p kemen (nicht trivialen) Wmdungsanteil •

q> \ X ist m X — S ^ X em-
emdeutig fur eme genugend kleine Umgebung X von o e S, — Ebenso kann fur q n — 1

nie ein (nicht trivialer) Wmdungsanteil auftreten.
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g) SehlieBlieh folgt aus Satz 3' zusammen mit dem Satz von Blanchard
(§ 3 c)) und dem Satz von Kodaira24) unter Berucksichtigting des letzten Ab-
schnittes in § 3 c) (oder des Korollars 1 in § 3 b)) : Eine regular verzweigte tîber-
lagerung einer KlHLERSchen bzw. algebraischen Mannigfaltigkeit ist Kâh-
LERSch bzw. algebraisch wobei im Falle algebraiseher Mannigfaltigkeiten nur
(endliche) Ûberlagerungen kompakter Mannigfaltigkeiten betraehtet werden).
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