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Valeurs déficientes et valeurs asymptotiques
des fonctions méromorphes

par ALBERT EDREI et WoLreaNGg H. J. Fucas?)

1. Introduction

Les recherches que nous exposons ici continuent et complétent celles que
nous avons publiées ailleurs [1]. Nous nous sommes proposés d’élucider quelque
peu certains problemes posés par la théorie des fonctions méromorphes de
M. R. NEVANLINNA.

I. St une fonction entiére f(z), d’ordre fini, admet une valeur exceptionnelle
au sens de BoreL, son ordre est nécessairement entier, positif et sa croissance
parfaitement réguliére.

Que subsiste-t-il de ce résultat si U'on suppose que f(z) est méromorphe et que
la somme de ses déficiences excéde U'unité?

II. On sait qu’il existe des fonctions méromorphes [7, 8] et méme des fonc-
tions entiéres d’ordre fini [3; p. 371] pour lesquelles certaines valeurs sont dé-
ficientes sans étre asymptotiques.

Ceci signifie-t-il qu’il faut complétement remoncer & établir une liaison entre
ces deux genres de valeurs exceptionnelles?

III. On sait [6] qu’une fonction entiére d’ordre fini p, admettant une valeur
exceptionnelle au sens de Borer, a un développement de Tavior dont les co-
efficients non nuls ont une densité k/p ow k est Uun des entiers 1,2,3,...,p.
Peut-on étendre ce résultat au cas des fonctions entiéres ayant des valeurs défi-
cientes fintes?

Nous avons abordé ces trois problémes par une étude préliminaire des fonc-
tions méromorphes dont les péles et les zéros sont déficients. Ceci nous a con-
duits & des inégalités dont on trouvera une démonstration détaillée dans notre
mémoire déja cité. Comme on le verrait, en se reportant a ce travail, on peut,
grace aux inégalités en question, résoudre en partie le probléme I.

C’est aux deux autres problémes que nous nous attacherons ici. Nous mon-
trerons qu’en les adaptant convenablement, les méthodes de [1] donnent une
bonne approximation de log |f(z) | en fonction de 7'(|z|, f). Ceci nous per-

1) Les recherches que nous présentons ici ont été rendues possibles par des subventions de la
National Science Foundation, de la Fondation Guggenheim et de la U.S. Air Force (Research
supported by the United States Air Force under Contract No. AF 18(600)-685 monitored by
the Office of Scientific Research),
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mettra de démontrer que, si 'ordre de la fonction entiére f(z) est fini, et la
somme de ses déficiences suffisamment grande, il existe des valeurs déficientes
finies qui sont également asymptotiques.

2. Notations et terminologie
La variable complexe sera, en général, désignée par z et nous poserons
z=x+1y =re® (x,y,0 réels; r =0).

La fonction f(z) sera, en général, méromorphe mais il sera parfois nécessaire
de la supposer entiére.

Considérons ceux des zéros de f(z) qui ne coincident pas avec 'origine;
nous les distribuerons dans une suite que nous dénoterons toujours par

Ay, Ay, gy oo . (2.1)
Nous considérons de méme la suite
by, by, bs, ..., (2.2)
des poéles de f(z) qui ne coincident pas avec l’origine ainsi que la suite
dy,dy, ds, ... (2.3)

obtenue en distribuant, dans une suite unique, les éléments de (2.1) et de
(2.2). L’ordre des termes de (2.3) est supposé tel que

ldi| =|do| =]ds]| =

Nous utiliserons, dans leur sens aujourd’hui classique, les symboles usuels
de la théorie de M. R. NEVANLINNA :

log, M (r, f), m(r, f), nir,a), N(r,a), T(r, f).

S’il n’y a pas de confusion & craindre, nous écrirons 7'(r) et M (r) au lieu
de T'(r, f) et M(r, f) et nous poserons toujours

n(r) = n(r,0) + n(r, o); N(r)= N(r,0) + N(r, co). (2.4)

Si I’origine n’est ni un péle ni un zéro de f(z), la quantité n(f) représente
le nombre de termes de (2.3) dont le module n’exceéde pas ¢. Cette interpréta-
tion conduit aux formules bien connues

1 n(u
T|Et|dll ltl +f +1 15273:'--)- (2.5)

l=

dont nous ferons un usage frequent.
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Les lettres 1 et u désigneront toujours l'ordre et ’ordre inférieur de f(z),
c’est-a-dire
1 —Tm log T'(r) . u=lim log T'(r) .

>0 lOgT = logr (2.6)

Si A = u, nous dirons que f(2) est & croissance réguliére.
Nous désignerons par d(t) la déficience de la valeur 7 :

N(r 7)
0 =1 —lim ,
(@) r—> o0 T(r)
et par A= 358(z),

la déficience totale de la fonction f(z), c’est-a-dire la somme des déficiences
de toutes les valeurs déficientes de f(z). La ol nous ne considérons que la
déficience d’une seule fonction, la notation précédente suffira. Quand il nous
arrivera de considérer plusieurs fonctions f, g, A,... nous utiliserons la no-
tation plus complete

o(z,f), O(z,9), 6(z,h),

La quantité — N()
K = K = lim 5 2.7
(f) r—>» T(T) ( )
joue un role prépondérant dans ce mémoire ; on a manifestement
ki) <im 200 | Vo) 5 50) — 8(o0) .

r>o T(r) e T(r)

Les majuscules 4, B, C, G affectées d’indices convenables, désigneront tou-
jours des constantes numériques positives; nous avons jugé inutile de rappe-
ler cette convention dans nos énoncés et nos démonstrations.

Presque toutes nos inégalités ne sont valables que pour des valeurs suffisam-
ment grandes de certains parametres. Le plus souvent, nous rappellerons ce
fait sous forme symbolique, en faisant suivre les inégalités en question par
d’autres, entre parenthéses; par exemple: (5 > j,), (r > 7).

3. Enoncé de nos résultats principaux

Nous commencerons par résumer, dans le lemme suivant, les conséquences,
les plus utiles ici, des résultats de notre mémoire [1].

Lemme A. Soit f(z) wune fonction méromorphe d’ordre inférieur fini et
égal a u. Soit p Uentier défini par les inégalités

p—tsu<p+i. ' (3.1)
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St 1

K(f) < Toep £ 1) °

(3.2)

on a
p=1, A<p+ 3.

De plus, chaque intervalle
r=r = (35 (x> ),
contient un point s tel que
T(wu ™ <T(s)s?*t (v, <u=<9),

et un point t tel que
Twu?t<TO)t?t (t<u.

Du Lemme A, nous déduisons le

Théordme 1. Soit f(z) wune fonction méromorphe d’ordre inférieur fini et
égal & u et soit p Uentier défint par (3.1).
L’ inégalité

K(f) < O<e<1), (3.3)

&
Ay(p + 1)
entraine

r=1, A<p+i, (3.4)

ainst que les propriétés suivantes de la caractéristique T'(r).

I S
1<o <36 (3.5)
ona
T(or) =o*T(r) (1 + n(r,0)) (r>r,), (3.6)
ot
[ n(r;o)| <e. (3.7)

II. Soit E(u, p) le facteur primaire de genre p. La fonction f(z) quz, en vertu
de (3.4) est de genre p ou p — 1, peut étre représentée sous la forme suivante

f(z) =2kemoeP +araP 1+ o +ap HE( hd p) (k entier) (3.8)
IIE( : .
by ?

Posons

c(r) = oy + { — E< b;*}; (3.9)

!l/\M

41
P
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on a alors

lc(or) —c(r) | <elc(r)| (r>ry, (3.10)
et p

7o) = (4 ) X sy (3.11)
ou ()| < e (3.12)

II1I. Dés que r dépasse une borne convenable vy, on a

r

T (u) T (r)
uy+l du < 4, (p— & — )1 y<p—1%), (3.13)
et ’ -
T (u T (r
IV. Posons L
f*(2) :zkearz?’-{-afz?’—l.q.....*.a; HE(a’f ’p) .15
HE( bz,: ,p) '

o les quantités a* sont finies et quelconques et les quantités a; et b* sont d’argu-
ments quelconques mazs telles que

lay | =1la,|, |b5|=Ib] (»=1,2,3,...). (3.16)
Posons encore
1
ck(r)=o5 +—{ X {af}r— I {7, 3.17)
) ° p{lafngr{ } |b2flgr{ 1) (
on a alors " v
T(r,f*)~——|——c——%)——l—r—— <-;~—|c(r)|rp, (3.18)

pourvu que r soit suffisamment grand.

Nous ne ferons pas usage, par la suite, de la partie IV du Théoréme 1. Elle
nous parait de quelque intérét parce qu’elle montre I'influence des arguments
des zéros et des poéles sur la valeur de la caractéristique et, par conséquent,
sur les déficiences. Le corollaire suivant, que I’on peut rapprocher de certains
résultats de M. A. A. GOLDBERG [2], est une conséquence immédiate de (3.18).

Corollaire 1.1. La relation K (f) = 0 entraine

K| 2Feloole? + ¥ P14 +af HE(TE;T’P)
78 (7 7)

ot w=-e? etles a* sont des nombres finis quelconques.

=0,



Valeurs déficientes et valeurs asymptotiques 263

Tous nos énoncés sont caracterisés par des inégalités telles que (3.1) et (3.3)
faisant intervenir I’ordre inférieur ux.
On peut, tout aussi bien, remplacer (3.1) par

p—isi<p+i.
Dans ce cas, on a encore un entier q(= p) tel que
¢ —t=sp<q+i, (3.19)
et de I’hypothese (3.3), on tire

€
K< Ag(g+ 1) -~

Mais alors, en vertu de (3.4) et (3.19)
—tsp=i<q+i,
d’ou1 'on conclut p = q.

Théoréme 2. Laissons inchangées les notations du Théoréme 1 et remplagons
Uhypothése (3.3) par
1
Co(p + 1) {1 + log (p + 1)}

11 existe alors un chemin continu L s’étendant & Uinfini et tel que, tout le long
de L

K(f) <

(Co = A,). (3.20)

@) >e® (> (3.21)

Désignons par L% le chemin obtenu par une rotation de L, autour de l’origine,
d’angle k -% (en vertu de (3.4), ona p = 1).

L’inégalité (3.21) est valable le long des chemins

L0, oW poe
Le long de LW, LB pe)
on a " m(r)
@) [<e (r> 7o) - (3.22)

La portion de L qui appartient & la couronne

3 1
v

- i Py i .
o Sr<a ?*  (x=ePtl; 4 entier),

est rectifiable et sa longueur n’excéde pas Cy 7.
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Dans le cas particulier des fonctions entiéres et réelles, on peut méme affirmer
que Uinégalité (3.22) est vérifiée dans un angle A dont le sommet est a Uorigine

2 A s pe s .
et l'ouverture est —?;% . La mémenégalité est encore vérifiée dans les angles qui se

déduisent de A par des rotations, autour de Uorigine, d’angle -21-?— k.

Le théoréme suivant généralise un important résultat de M. A. PFLUGER [5]
qui a étudié le cas d’une fonction entiére dont la déficience totale est égale &
2. Il a montré que, dans ce cas, les déficiences sont des multiples entiers de
1/p, ou p désigne 'ordre (nécessairement entier et positif) de f(z). La partie
de notre énoncé qui se rapporte a l'existence de valeurs asymptotiques nous
parait nouvelle.

Théoréme 3. Soit f(z) wune fonction méromorphe d’ordre fini A et d’ordre
anférieur u. Soit p Uentier défini par

P—3=su<p+i,

et soit c
== 0<e<Z(G, <. 3.23
=G rDaFlgprny O<esG<l. (.2)
Les inégalités
d(c0)>1—9y, §6(1)>1-——y, (3.24)
entrainent

De plus, il existe s(= 1) valeurs asymptotiques, finies:

Br: Ba, .- Bas
telles que .
kzla(ﬂ,,)> 1 —Qye, (3.25)
a(ﬁ,,)>-;—--a,,e k=1,2,...5). (3.26)
Dans le cas particulier des fonctions entiéres et réelles, on peut choisir, pour
chemins asymptotiques de déterminations f,,fs, ... B,, des rayons issus de
Vorigine.

Nous terminons ce travail par I’étude des lacunes du développement de
TAYLOR d’une fonction entiére d’ordre fini dont la déficience totale est proche
de son maximum.

Notre énoncé fait intervenir les notions, systématiquement introduites par
M. G. PéLya, de densités inférieure et supérieure. Considérons la suite

fisfas fas - - (3.27)
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et désignons par »(tf) le nombre de termes non nuls dont I'indice n’excéde

pas t. La densité supérieure D et la densité inférieure D de (3.27) sont dé-
finies par

fm D5, 1im2Y_p.
—>o0 t t—> o t _~
Théoréme 4. So:t
f(z) = Eo f.2"* (f(2) s£ constante) , (3.28)

une fonction entiére d’ordre fint A et d’ordre inférieur u.
Désignons par p Uentier définy par
p—i=p<p+i,

et par A la déficience totale de f(z).
L’inégalité

4>2 — (0<8<—£>, (3.29)
Go

&
(p 4+ 1){1 + log (p + 1)} 30

1<p, A<p+4%,

ainsi que Uexistence d’un entier s(1 < s < p) tel que

entraine

S 1—-30)<D=D=<’.
y4 y4

Les quantités D et D désignent, respectivement, les densités inférieure et supé-
rieure de la suite {f,}s_, .

4. Conséquences du Lemme A

Lemme 1. Les hypothéses du Lemme A entrainent Uexistence d’ume suite
{t.}oy, croissante et non bornée, jouissant des trois propriétés suivantes.

L tn+1§(36)2tn (n=1:2a3,'°')‘
II. L’inégalité

by S U (4.1)
entraine
T(u) < (%)H%T(t,,). (4.2)

II1. I existe une borne positive x, telle que les inégalités

ToSuUSe

el t, <z < 2(36)%,, (4.3)
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entrainent w\7—4

T(u) < 2(36)° (T) T(t,) . (4.4)

Démonstration. Une des inégalités du Lemme A entraine l’existence d’un
point £,(> x,) tel que

u

3
T (u) é(t Ve @z

1/

En appliquant encore la méme inégalité du Lemme A, on trouvera un point

. . 6 ..
t,, situé dans l'intervalle 36 iy, 36 (35)%t,| et jouissant encore de la pro-

. 102 35 35
priété II du Lemme 1.

En répétant le méme raisonnement, on construira, de proche en proche, une
suite {f,} jouissant des propriétés I et II du Lemme 1. Vérifions encore
qu’elle jouit de la propriété 111.

En effet, z(> x,) étant donné, il existe, en vertu du Lemme A, un point

s(= s(z)) tel que x <s < (35)2z, (4.5)

et tel que T (w)u?+ < T(s)s P (wy <u < s). (4.6)

En vertu de (4.3) et de (4.5)

t, <s < 2(36)5t,. (4.7)

La propriété II (déja démontrée) donne, grace & la premiére des inégalités
(4.7) s \p+3

76) = (1) ). (4.8)

En combinant (4.6) et (4.8), et en tenant compte de la seconde des inégalités
(4.7), on trouve

Tw) < 2(36)5(

;“—)”_J" T4) (wo<u<s).

Notre propriété IIT est ainsi démontrée, puisqu’en vertu de (4.5), = = s.

5. Variation des fonctions 7'(r) et c(r)

Lemme 2. Remplagons Uhypothése (3.2) par Uhypothése plus restrictive

K(f) < O<e=s=1, Ay> 10e), (5.1)

£
4do(p + 1)
et laissons inchangées les notations et les autres hypothéses du Lemme A.

Les inégalités t, <r < (36)%, (6.2)
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entrainent alors le(r) |
T(r) —

7T

rp

< 44eT(t,) ({l) , (5.3)
et
T(,)
le(r) —clt,) | = Age -

n

(5.4)
Démonstration. Nous avons supposé
Ay > 10e,

ce choix de 4,, qui sera précisé plus loin, rend valables toutes les conclusions
du Lemme A et du Lemme 1. En particulier, 'inégalité A < p + 1 montre
que I'on peut mettre f(z) sous la forme (3.8).

Considérons la quantité c(r) définie par (3.9) et posons

h=e®? g— ’;f) . (5.5)

Il existe évidemment des relations analogues entre les quantités f*, g*, h*
obtenues en partant de la fonction définie par (3.15):

*
B* = e*MP | gk — j—z&—z)— : (5.6)

En désignant par E(u, p) le facteur primaire de genre p, on tire de (3.8)

log | 1) | — Re(r)z> = log | g| = = log| B2, p—1)|
a,l=r v
2 2 2
— X log E(——, p—l>'+ 3 log E(—— )‘-— log E(———,p)l
b, <r bv la,|>r a, | b, |>" bv
+ O (r*-1 4 logr) (r - + o0). (6.7)

On peut prendre la constante, implicitement contenue dans le terme

y4
O(r*1 + logr), égale & | k| + 21 {| %, | + ] ¥|}. Les termes a* ont étés
Pp=

introduits dans cette expression afin d’obtenir une constante valable & la fois

pour f(z) et f*(z).
Posons i 26

o) =5 [ ety ¢#D,

et faisons usage de I'inégalité

2 ,»eie o
E( , p)“d@ <7r? fu—” -1 ( )du, (5.8)
a r
lal]

log

27t

que nous avons etablie ailleurs [1].
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Passons de la relation (5.7) & une inégalité entre les valeurs absolues de ses
termes, et intégrons par rapport a ’argument 6. Compte tenu de (5.8) et de
la définition de la suite {d,}, il vient

(-]

m(r,g) + m(r,—l—) =X r”—lfu’”qa(lt—) du
g ldyl<r 1d5| r

+ 3 v [urtp( ) du+ 007t 4 logn) (7 >+ o),

r<i|d
Id,

que ’on peut manifestement mettre sous la forme

r o0

m(r, g) + m(r, —}) = 'r”*lfn(u)u—f’tp(—:f—> du + r*1n(r) u*”cp(—u;) du

dq r

o (5.9)
+ r’f{n(u) — n(r)}u"’—ltp(%) du 4+ O(?* 1 4 logr) (r - + o).

Observons que les intégrales au second membre de (5.9) ne dépendent que
des modules des zéros et poles de f(z). Par conséquent, en partant de (5.6)
au lieu de (5.5), on voit que I’on peut, dans (5.9), remplacer g par g*.

Posons 1
x = Pt | (5.10)
€
| A T —— 5.11
ZATES (o1

Dés que u excédera une borne convenable r,(> z,), on aura, en vertu de
I’hypothése (5.1),

n(w) < (p + 1) f 2D e <0+ DN w) < (0 + D1Tl0w),  (5.12)

et, par conséquent, (5.9) entraine
To

m(r,g) + m(r, -—3—) = r’“lfn(u)u“’w(ﬁ) du

r
ldal

+ (p + l)rr"lfT(ocu)u"Np(-:—) du + (p + l)rr”*lT(ar)fu—”(p(-:_f—)du

+(p+1) tr’fT(cxu)u'—””lcp (—%—) du + O(r** 4+ logr) (r >+ o0). (65.13)
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Examinons, tour a tour, les diverses intégrales au second membre de cette
inégalité. La premiére d’entre elles est manifestement bornée quand

r - -+ oo et, par conséquent, le terme ou elle intervient peut &tre absorbé
par le terme correctif O(r*~! + log 7).
Considérons maintenant

I = f T(au)u—mp(%)du

En vertu de (5.2) et (5.10)
1
t, <or < ePtl(36)3¢, < 2(36)%,,

ce qui permet de prendre x = xr et d’appliquer la propriété I1I du Lemme 1.

Il vient
o fonf o

En effectuant la substitution » = vr, et en observant que

I < 2(36)8

Pt <e,

on obtient i

p—3%
1] < 2¢(36087T(2,) [ v-to(v)dy . (5.14)
S

n

En utilisant, de la méme maniere, la propriété II du Lemme 1, et en re-
marquant que

r\} 2
1< (7{) < (36)?, (5.15)
on trouve . oo
rP~17T (ar) f ~P g (l:—) du < (%—’;)p+%T (tn) f vP @ (v)dv
" . o ' (5.16)
(36) (t—:-) T (t,) f vt o (v) dv
De méme 1

co - -}

P fT(au)u“”“lqa (—2—) du < e(36)§ ({;—)pT(t,,)fv—%rp(v)dv . (5.17)

r

En combinant (5.13), (5.14), (5.16) et (5.17), on obtient

m(r, g) + m(?‘, ——1——) <Ay (p+ l)t(I—>pT(t,,) + O(r* 2+ logr) (r—+ oo,
g b (5.18)
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ol ’on peut prendre w
A; = 2(36)5ejv“%<p(v)dv .
0

Par hypotheése, 'ordre inférieur de f(z) est au moins égal & p — 1, et par
conséquent, en tenant compte de (5.2),

Tt(én) 1 =gty > -t 0O<n<?i), (5.19)

pourvu que 7 soit suffisamment grand. On peut done récrire (5.18) en omettant
le terme O (r*-! + log r), & condition de majorer la constante 4,; on prendra,
par exemple, 4, =1 + A, et ’'on aura

mir, g) + m(r, T) = Ao+ D) ({——) , (5.20)

n

dés que 7 est suffisamment grand.
Nous allons maintenant démontrer (5.3). Considérons c¢(r) et soit w(r)
une des déterminations de son argument. On tire de (5.5)

log [ A ]| = [¢e(r) | 77 cos (0p + w(r)) ,

e ]
T

puis
m(r,h) =T (r,h) =

De f= gh, on déduit [4; p. 14]
T(r,fy=T(r,9)+ T(r,h). (5.2

De méme, h = _!7;_ entraine

Y §
1o
o
N

T8 =700+ T (1), (5.23)
et, en combinant (5.21), (5.22) et (5.23), il vient
7.~ <760+ 2(r ). (5.24
Observons encore que le méme calcul livre
| c*(r) | r® 1
T(”,f*)————;*—“‘ =T(r,g*)+ T 7’,5; . (5.25)

Les seconds membres de (5.24) et (5.25) sont faciles & estimer puisqu’en
vertu de (4.2) et (5.15)

N, g) + N(r, —;-) — N, %) + N(r, 51-—) — N )+ N(r, —;-) <T@, )

, (5.26)

< T(t,) (-t-—)”% < (36)2T'(t,) (—t?'—)” .

n n
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De (5.24), (5.26) et (5.20), on déduit

|7, =101 < 4

@+ D20 (1) (4s = Ao+ G0)F). 520

De méme (5.25), (5.26) et (5.20) (ou ’on remplace g par g*) donnent

*
70, — O < a4 verean(ff . 62s)
En tenant compte de (5.11) et en posant
A

on obtient (5.3).
Il nous reste & prouver (5.4). En vertu de la définition (3.9) et des inégalités
(5.12) et (4.2)

1
| e(r) — c(t,) | é;{ > la s E | b, |7}
tn<Ta,l< <Toyl=r
1 +1 T(«r)
S LI f e du < v
7 \ p+} T@,) [(eu)+?
+(p+1)rf~a(§‘£—)—du§2t_~;b_).(%:_) +(p+1)za{—£-f(ﬁz_zﬁ_du
tn tn

Comme précédemment, en tenant compte de (5.15) et (5.10), on trouve

3 T'(t,) T(t )
lo(r)—c(t,)| < (27e(36)+2(p+ 1) e (36)7} Lin) < Ay (p DT, (5.30)
puis, en tenant compte de (5.11) et en posant

Ay = j—:, (5.31)

on obtient (5.4).
6. Démonstration du Théoréme 1

Supposons que la constante A4, ait été choisie suffisamment grande pour que
Fon ait A<}, A<} (6.1)

ceci est 6videmment possible en vertu de (5.29) et (5.31).
Dans ces conditions, en prenant r = ¢,, on tire de (5.3)

1 T@) _let)| 3 T(t)
2 = 4 2 A

(6.2)
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De méme, on tire de (5.4)

ot | =5 T S Lol < et | +5 T (6.3)

puis, en utilisant (6. 2)
| Flet) | Sl | <3lcl)], (6.4)
o ot Tt‘g") <|ec(r)| <6 Ttg") . (6.5)

La premiére de ces inégalités permet d’éliminer 7'(¢,)¢,? du second membre
de (5.28); en tenant compte de (5.11), (5.29) et (6.1), on obtient (3.18).

Nous démontrerons maintenant les propriétés I et II de I’énoncé du Théo-
réeme 1. Déterminons ’entier » par les inégalités

by, Sr<tpyg-
En vertu de (3.5) et du Lemme 1,
or < (36)3%t, ,

et, par conséquent, (5.4) reste valable quand on y remplace » par or. Donc

| c(r) —c(or) | < 2A4¢ Tt(:ﬂ) , (6.6)
et, en vertu de (6.5) et (6.1)
le(r) —clor) [ < 24gefe(r) | <eleln)],
ce qui démontre (3.10).
De (5.3) et (5.4), on tire encore
T (7‘) T (tn) As T (tn)
r? - tz é (2 AG + 7 € t,’; ’ (6‘ 7)
et, si A, est suffisamment grand,
4(2A6+-%§~)<1, (6.8)
et par conséquent,
3 T@,) _TW (6.9)
4 r?

De (8.7), on tire
T'(r) T(or)

rp Gp rp

§2(2A6+ ‘f:)e Tt(:n) ,
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puis, en tenant compte de (6.8) et (6.9),

T
T'(r) Tf(or) e (r)

r? o?r? r?

’

ce qui démontre (3.6) et (3.7).
On raisonnerait de méme pour déduire (3.11) et (3.12) de (5.3) et (6.9).
Considérons enfin les inégalités (3.13) et (3.14).
En vertu de (4.4), on obtient d’abord

1T (w) 2(36)5  T(t,)
arit < p—%—9r £

Yo

puis, grice & (3.6) et (3.7), on peut remplacer, au second membre, 7'(t,)¢,”

par T(r)

rp

4

’

puisque, par hypothése, V (r/t,) < 36. On obtient ainsi (3.13).
De méme (4.2) et les raisonnements précédents entrainent (3.14):

36 T, 1447 (r)
uy+ y—p—%Hrr (y —p— $rr

7. Valeur approchée de log | f(2) |
Lemme 3. Remplagons Uhypothése (3.3) par Uhypothése plus restrictive

&
KN < By(p + 1) {1 + log (p +

et larssons inchangées les notations et les autres hypothéses du Théoréme 1.
Considérons les couronnes I'; définies par

03 0<e=1,B, =4y, (7.1)

3 1

oc"§_7'<oc’.+§ (1=1,2,3,...; & =ep+1), (7.2)

et soit R, = oi+? (7.3)
Posons .
I (1 —-—
|G,|§R5 Gy

log | f(2) | = Re(R,)2? + log |+ He. (1.9
lbvlgR,’ _b—’-

Uth o glate |H@E) | < eT(r), (7.5)

pourvu que z € I'; et Uentier § soit suffisamment grand.

18 Commentarii Mathematici Helvetici
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Démonstration. Nous avons supposé
B, = A4,

ce choix de B,, qui sera précisé plus loin, rend valables toutes les conclusions
du Théoréme 1. En particulier la représentation (3.8) peut étre employée.
En faisant usage de la notation (3.9) et de la définition de la suite {d,}, on
obtient

Hp) | <~ = L 47 s 1
1 ld,,ER,- |d, | 2 |a,1=R; | d, |2
+-—7:p:—1~— > ——~——1————+ > o E(f— )H+[kl|lo 7| (7.6)
p—1 ldy| = R; | &, |71 R,-é-ld,[ g dv’p g .
F o] 4 o | Pt ]
Posons 1 1
== X 1—1,2,3,...p—1),
T 2R 141 ( p—1)
et 1 1
- - 1,p+2,...).
El l Rj<]d,[ Idyll ( p'jf_ p+ )

Les sommes o, apparaissent explicitement au second membre de (7.6), quant
aux sommes Y ;, elles s’introduisent dans nos calculs de la maniére suivante.
Partons de I'inégalité

oo l
| log | E(w, p) || él___§+1 '”Z' , (7.7)

valable pour |w| < 1. En supposant |d,| > R;, on tire de (7.2) et (7.3)

r r 1

(4,1 R ~ V- 55
ce qui permet de passer de (7.7) &
> |log E(i, P) I = 53 X, . (7.9)
ldy|> R; d, l=p+1

La seconde des inégalités (3.4) assure la convergence des séries X, et en-
traine aussi
N (u)

lim = lim " =0 (I=zp+1). (7.10)

U—> 0o U U—>oe

()

La convergence de la série double au second membre de (7.9) résultera de
la suite de nos calculs.
Afin d’estimer les sommes o, faisons usage des relations (2.5) ou il faut
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remplacer n(u) par n(u) — | k|. En intégrant par parties, il vient

n(R) N(R» o

o, = lR,’- l+1 : (7.11)
ld1]
De méme, (2.5) et (7.10) donnent
> =1 N (l 1 7.12
= ,+1 du (I=p+1,p+2,...). (7.12)

Posons .

Byp+ 1) {1 +log(p+ 1)}’

Ty =

dés que u excédera une borne convenable %,, on aura, en vertu de I’hypo-
these (7.1)

Nu) < t,T(u), (7.13)

ainsi qu’une inégalité analogue & (5.12):

nu)<<(p—+ )7, T(xu) . (7.14)
Posons

ry = Max {U,, Yo, 7o} >

(ol vy et 7, sont les bornes qui apparaissent dans I’énoncé du Théoréme 1) puis

I
ldyl

De (7.11), (7.13) et (7.14), on tire d’abord

m:lwaﬂm l=1,2,3,....,p—1).

T(xR; T
01§Hz+(p+1)71‘—§%f’“)—+ 151 +l1f :l)d (B; > 1),
)
puis, en vertu de (3.13)
o <H + 1 {(p+ ) Lek) TR g, TR }

IR} R! 'Rip—13—1)

On peut encore transformer le second membre de cette inégalité en faisant
usage de (3.6); il vient

T(r) (p+ 1[aR,|? [R;\P 1A, R,\?
o t+an g B P (S g2 (B)] 0w
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En tenant compte de (7.2) et (7.3), I'inégalité (7.15) entraine

1
Sorl ST Hr2nT0) |+ Ve AP -+ Al T oy
=1 —
que ’on peut manifestement remplacer par
“ a,r’ < V‘ H r' + By(p+ 1) log (p + )7, T(r) . (7.16)

i=1

Un calcul tout parell permettra d’évaluer le second membre de (7.9). De
(7.12), (7.13), (3.14) et (3.6), on tire

(u) l A, l (R,)P T (r)
< du T(R)<2A,~——|—
El It f 1+1 ___p__% R’qu ( 5)< 2l——p——% r 71 Ryl
T(r) l
2 2A l= 1, 2, 3,...),
puis, en vertu de la seconde des inégalités (7.8)
o o
S rm<eednl 2 r e+ ) ———] =),
l=p+1 l=p+1 oz o2 (l —p — %)
En revenant a (7.9), on voit que
log | B2 p)|| = Bsto+ D@+ DuTO). (.17
‘dv'>Rj dv

En combinant (7.6), (7.16) et (7.17), on obtient
| H(z) | = (Bs+ B,) (p + 1) log (p + 1) 7, T'(r) + O(r"2+ log r) (r > o0) -

En remplacant B, + B; par B,(> B, + B;), on peut omettre le terme
O(r*-*+ log r), puisque, par hypothése, I’ordre inférieur de f(z) est au moins

égala p—$(=4).
En revenant & la définition de 7;, on obtient (7.5) pourvu que r soit suffi-
samment grand. Le Lemme 3 est ainsi démontré.

8. Conséquences du lemme de M. H. Cartan

Lemme 4. Remplagons U'hypothése (7.1) par Uhypothése plus restrictive

€

By(p+ 1)log (p + 1) + By(p + 1) log (5)

K(f) <

@<e§1,0<6<%3£hg30, (8.1)
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et laissons inchangées les notations et les autres hypothéses du Lemme 3. Consi-
dérons les couronnes I'; définies par (7.2).
A tout entier j suffisamment grand, on peut attacher un ensemble exceptionnel
E, tel que
ze {I'; — E,},

(=)

m,i=5)

1b,|<R by

entraine

log

<eT(r) (R=R, = ai+?). (8.2)

L’ensemble E; peut-étre enfermé dans un nombre fint de disques, dont la somme
des rayons n’excéde pas 4ednit2.

Dans le cas particulier des fonctions entiéres, I'inégalité

<
I (1——
g Ia‘ylgR( av)

est valable dans toute la couronne I';.
Démonstration. Posons

lo

<eT(r), (8.3)

&

Bo(p + Dlog (# + 1) + By(p + 1) log ()

Ty =

le choix de B, (= B,) sera précisé plus loin.
Dés que u excédera une borne convenable, on aura, en vertu de (8.1)

N(u) < 13T (u) , (8.4)
ainsi que l'inégalité
n(u) < ta(p + 1)T(xu), (8.5)
analogue & (5.12).
En tenant compte de (8.4), (8.5) et des définitions de R et x, on obtient
d’abord

4
1 i (1——
Og Iav|§R( aV)

= X log R + n(R, O)log(1+ )SrzT(R)

la,|<R &Ta, T
+ (@ + 1) 7, T (xR) log (1 + &?) . (8.6)

Comme nous l'avons vu plusieurs fois, on peut, grice a (3.6), remplacer
(8.86) par ( 2 )
g| II {1——

IavlgR a'V

En choisissant B, au moins égal & B,, on obtient (8.3).

lo

< Bip + D)7, T(r) . (8.7)
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En vertu du lemme bien connu de M. H. CARTAN, on a

—log| IT (z—b)| < — n(R, ) log (R), (8.8)

by I=R

sauf, peut-étre, si z appartient & un ensemble exceptionnel, formé d’un nombre

fini de disques dont la somme des rayons est au plus égale & 2¢e6R. Ne con-

sidérons que la portion E; de cet ensemble située dans la couronne I7;.
De méme, en partant de

—log| IT (z—4a)| < —n(R,0)log (6R),

la,|=R

au lieu de (8.8), on définira un ensemble exceptionnel E] et 'on prendra

E,=E;+ E] .

Si ze{l,— B} |
I'inégalité (8.8) est valable et, par conséquent,
log ! < 3 log|b,| — n(R, oo)log R + n(R, o) log (L)
b|<R )
n,(1=7)|
b, S R

= — N(R, o0) + n(R, o) log(—cls—) = n(R, o) log<~(lsw).

Puis, en vertu de (8.5) et (3.6)
1

oLl )

Enfin, en combinant (8.7) et (8.9), il vient

oL %)

n, i)

16, |<R v

log < Bs(p + 1)7,T(r) log(—é—) : (8.9)

< (Ba+ B) (0 + )T () log 5).

et cette inégalité est encore vraie si I’on change le signe de son premier mem-

bre. En prenant
Bl = B4 + B5 ’

on obtient (8.2).

9. Un lemme résumant les résultats précédents

Posons c)=c¢, (j=1,2,8,...).
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De (3.10), on déduit

|c(By) —c;| <ele;| (BR; =alt?), (9.1)
ainsi que L,
ler) | <A+ e)le; ] =2le;| (o =r<a’™e). (9.2)

En combinant (7.4), (8.2) et (9.1), on obtient

log | f(2) | — Rez? | <2eT(r) 4+ e, |77, (9.3)
pourvu que
ze{l'; — E;},

et que j soit suffisamment grand.

On peut encore transformer le second membre de (9.3). En effet, de (3.11)
et (9.2), on déduit 9 4
T(r)<-y~z—|c(r)lr”<~7—t—|c,.|r”. (9.4)

Nous venons ainsi de démontrer le

Lemme 5. Laissons inchangées les hypothéses et les notations du Lemme 4.
11 existe alors une suite {c;} telle que

[log | f(2) | — Rega | < de|e;|r? (9.5)

POUTVYU que e (I, — E,}

et que j soit suffisamment grand.
Dans le cas d’une fonction entiére, on a

log | f(z) | < Re;z” + 4ec;|r?, (9.6)

dans toute la couronne I';(j > j,).

10. Démonstration de 1’existence de chemins asymptotiques
dans le cas des fonctions entiéres et réelles

La fonction f(z) étant réelle, il en est de méme de la quantité c(r) définie
par (3.9). Les termes de la suite {c;} sont donc réels. D’autre part, en vertu

de (3.10),
( ) | e — ¢l < ele¢
et, par conséquent,
Sin1

Cji(),

<e,

i

pourvu que j soit assez grand. Les quantités ¢, sont donc toutes de méme

signe pour j > j,; Supposons ¢; <0 . (10.1)
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Fixons les valeurs des paramétres ¢ et é; nous choisirons

s—--lf—- 6———————~———————1
16 o+ 12

de sorte que tous nos raisonnements seront valables dés que

1
N BB+ Dlglp + 1)

Considérons le secteur o
|16 =<—.
3p

K( (10.2)

Si z appartient & ce secteur et si |z| est suffisamment grand, on aura,
en vertu de (10.1) et de (9.6)

log | f(2) | < —%1¢;| 7, (10.3)

que ’on peut transformer grace a (9.4):

—Z 1w

| fz) [ <e 1

Manifestement, cette derniére inégalité reste valable si I’on remplace z par
. 27:
Ry . .

ze » . Nos raisonnements prouvent donc l’existence de p secteurs dans les-

quels on peut choisir les chemins asymptotiques de détermination 0. Obser-
vons encore que si 'on avait ¢, > 0, au lieu de (10.1), I'inégalité (10.3)
serait encore valable dans le secteur

T

7T
e T

p
ainsi que dans les secteurs qui s’en déduisent par des rotations convenables
autour de ’origine.

Le § 11 de ce travail sera consacré a la construction de chemins asympto-
tiques, dans le cas général de fonctions méromorphes qui ne sont pas nécessaire-
ment réelles.

L’existence de tels chemins se démontre par une méthode qui n’est, au fond,
pas différente de celle que nous venons d’exposer. La complication des détails
provient de ce que les quantités ¢; ne sont plus alignées et aussi de ce que les
chemins asymptotiques doivent éviter les ensembles exceptionnels K.

11. Démonstration du Théoréme 2

Nous prendrons, dans I’hypothése (8.1) du Lemme 4,
1 1 1

=G TIE S F e = G T

(11.1)
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8 S" . 1102

Les couronnes I'; et I';_, ont en commun la couronne

o <r<aitt

d’épaisseur D;,:

- | -
D,=0i(Va — 1) >0 ——— o = ePtl) (11.3)

;= ol ) > gy )
Désignons par
of, 0t o,

les rayons des disques qui recouvrent £,. En vertu du Lemme 5 et de (11.1)
on a 62 “?'

¥ p+ 1)

Observons en outre que les centres de ces disques sont & une distance de
I'origine au moins égale a 4, :

>l < de?dod < (11.4)

A; = o — 4e2dad > Lod . (11.5)

Vus de l'origine, ces disques sous-tendent des angles dont la somme n’ex-
céde pas §;: )
8, s2x% arcsin(f—"—)glf- 3o < 8me2d . (11.6)
Aj A,' M 4
La somme des diameétres des disques recouvrant E; + E, ; est L;:
L,=23o" 4+ 23001 < 16€200d . (11.7)

En vertu de (11.1), (11.3) et (11.7), on a

L; <Dy,
et, par conséquent, il est possible de trouver un rayon r, tel que
of <ry<altt (11.8)
et tel que la circonférence 12| =1, (11.9)

ne coupe pas ’ensemble K, 4 £, ;.
Considérons maintenant les nombres c; :

c;=1]¢;| €% (c; #0),

que 'on peut, en vertu du Lemme 5, attacher aux couronnes I';. D’aprés ce
qui précéde, I'inégalité (9.5) sera valable sur toute la circonférence (11.9).
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De plus, I'inégalité obtenue en remplacant, dans (9.5), j par j — 1 sera égale-
ment valable.
Les conditions
zel;, cos(pl+4 w)>1% (z=re9), (11.10)

définissent p secteurs de I'; que nous désignerons par

P, 5P, ... =P,
et que nous nommerons les «secteurs de grand module». Chacun de ces sec-
teurs est d’ouverture 2n .

3p
Définissons de méme des «secteurs de petit module » par les conditions

zel;,, cos(pl+ w,)< — 1%, (11.11)
et désignons-les par
oD, P, . oP.
En vertu du Lemme 5, on aura (puisque e = %6)
log | {(2) | > }le; |7 (ze X, — E); (11.12)
de méme
log | fR)|<—%}]1¢;| 7 (2€0,— H)). (11.13)

En tenant compte de (9.4), on peut encore transformer ces inégalités; on
obtient

log | @) | > 1 T() (eX,—E), (11.14)
et
log | f(z) | < — -I"%T(r) (zeo, — E,). (11.15)

L’ouverture totale des secteurs X, et o, est %71 et il faut donc qu’il y ait

empiétement des secteurs de rang j et des secteurs de rang 7 — 1. Il ne sau-
rait y avoir empiétement d'un ¢, ; et d'un X;, ou d’un o; et d'un X, ,,
puisqu’on pourrait alors trouver un point de la circonférence (11.9) pour
lequel les inégalités (11.14) et (11.15) se contradiraient.

Il faut donc que tout X, ; empiéte sur un, et un seul, X, et tout o;_, sur
un, et un seul o;. Ceci nous permet, en partant d’un secteur 2’; , de cons-
truire une chaine

R TR TN PR, SOFP TN (11.16)

de secteurs, s’étendant & l'infini, et telle que chacun de ses termes empiéte
sur le suivant.
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Nous allons maintenant construire un chemin continu .2, s’étendant & 1’in-
fini, ne quittant jamais (11.16), et tel que, tout au long de .£, I'inégalité (11.14)
soit constamment satisfaite.

Considérons un rayon issu de 'origine, défini par son équation polaire

6=2¢.
Soient P, son point d’intersection avec la circonférence (11.9) et @,,; son
point d’intersection avec la circonférence
| 2| =1,
En vertu de (11.6) et (11.1), on a
1 < 2n
(p+ 1)°2° "3p°

et I’on peut, en choisissant convenablement 8, s’arranger en sorte que le seg-
ment P,Q,,, soit dans le secteur X, (de la chaine (11.16)) et évite ’ensemble
E7 formé par E; et par les (2p — 1) ensembles obtenus par des rotations de
E,, autour de l’origine, d’angles

2(p + 1) 8; < 2meX(p + 1)

7
P

Le chemin .’ sera obtenu en joignant les segments rectilignes P,;Q,., (j = j,,
jo + 1,...) par les arcs de circonférence Q;,,P;., (j = Jo, % + 1,790 + 2,...)
(choisis de maniére & ne pas quitter (11.16)). Le long d’un arc @,P,, 1'une
ou ’autre des inégalités

log | f(z) | >%1c;|7?, log|f(2)|>2%1cjn]|??,

doit étre satisfaite. Dans un cas, comme dans ’autre, on obtient (11.14).
Il est done clair que I'inégalité (11.14) sera satisfaite tout au long de .C.
En outre, comme nous avons pris la précaution d’éviter E’; (et non pas seule-

k (k=1,2,3,...(2p—1)).

ment E,), une rotation de .£, autour de l'origine, d’angle % , transformera le

chemin .£ en un chemin £ situé tout entier dans une chaine de secteurs de
petit module, et évitant les ensembles exceptionnels ;. L’inégalité (11.15)
sera donc satisfaite tout au long de £V, On peut évidemment, par de nou-
velles rotations, passer d’un chemin caractérisé par I’'une des inégalités (11.14)
ou (11.15), & un chemin caractérisé par 'autre inégalité.

Estimons encore la longueur s; de la portion de .C située entre P; et P,,,.

On a manifestement

| ;13
8; < (“9+§ — of) + %(xﬂré < 1647,
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et, par conséquent, la portion de .C située dans la couronne I'; a une longueur
inférieure &

16 (71 + of + aft1) < 16(2 + e)a!

Nous venons ainsi d’achever la démonstration du Théoréme 2. En effet,
il suffit, pour que toutes nos constructions et inégalités soient valables, que

K (f) satisfasse & (8.1) avec le choix de d indiqué par (11.1) et ¢ < —- 16 -

1
On peut évidemment prendre ¢ = 16 dans ces conditions, en choisissant

convenablement C,, la condition & satisfaire peut étre mise sous la forme
(3.20). L’énoncé complémentaire relatif aux fonctions entiéres et réelles a été
démontré au § 10.

12. Démonstration du Théoréme 3

Notre démonstration repose sur le Théoreme 2 ainsi que sur I’emploi sys-
tématique du lemme suivant, implicitement contenu dans les travaux de M.
R. NEVANLINNA.

Lemme 6. Soient f(z) une fonction méromorphe, z;,z,, ... 2z, des nombres
complexes, finis et distincts. On a toujours

E=1 f(2) — 2, | T f(z ) — 2 f(z) — 2, f(z) — 2, (12.1)
4 2¢q '
+log3+(q——l)log(—g—ﬂ)—l—qlog(—rl—),
ou

O<n =1, n=min|z —z,]|.

Démonstration. Si q¢ = 1, l'inégalité est évidente et il n’y a rien & démon-
trer ; nous supposerons donc ¢ = 2.
Soit E, ’ensemble des points tels que

If(z)—-zk|<~23—7q~ k=1,2,...9q).

Les raisonnements de M. NEVANLINNA [4; p. 64] montrent que z ¢ £, entraine

1 1

+
< log fo—m ' Tie—s,

+ + log 3.

1 3’ 1 1
*TI@) — 2] @) —
Mais, en tout point de &,

lf(z)_zhl>§£2— (2x # 2)
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et par conséquent

<log| L
=1 o8 f(z) — 2

k=

En vertu de la symétrie des deux membres de cette inégalité, elle reste
valable en tout point de E, + E, + ... + E,; pour de tels points, I'inégalité
(12.1) est donc vérifiée.

Pour z¢ {E, + E;+ ... + E,} on aura

lf(z)_“zkiz*z% (k=1’2,°"Q)’
1 2q
| S0(3):

ce qui entraine encore (12.1) et complete la démonstration du Lemme 6.

et, par conséquent, ¢ +

X log

k=1

Posons  Hl) = (1) — 2) (&) — ) ... (F(2) — 25) ,
et observons que (12.2)
+ 1 1 1 H'(2) 1
o = T T =% T e = = log |+ ETF @

En combinant I’inégalité (12.2), le Lemme 6 et les propriétés fondamen-
tales de la dérivée logarithmique, on obtient le

Lemme 7. Soient f(z) une fonction méromorphe d’ordre finy et E(r) un en-
semble de valeurs de 0 appartenant a Uintervalle

0<6=2n.

L’ensemble E (r), qutv peut varier avec r, sera supposé mesurable.
On a toujours, quels que sotent les nombres

21y 2y « v Zq 5

]‘im’s et distincts

k-12ﬂ' flg

En prenant, dans le Lemme 7,

E(r) = [0, 2n] ,

ah <5 flog ”, s 40 + 0(og 7) (r > o0).

T (12.3)
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on obtient une inégalité importante signalée par ULLRICH [9; p. 207]:

N(r, f,)+2m( 7@—1_-_7;)+0(logr)gT<r,f'). (12.4)

Comme nous I’avons montré ailleurs [1], de I'inégalité (12.4) et de 1'inéga-
lité élémentaire [4; p. 104]

Tr,f)<T(r,f) + N(r,f) + O(logr) (r — o0),

on tire aisément la conclusion suivante:
Si f(z) est une fonction méromorphe d’ordre fint, et si

0(c0,f) >1—vy, T;ZEwﬁ(r,f)>l~—7 O<y<l,

on a ausst

, 4y
K(f) = T (12.5)

En supposant G, > 2, la définition (3.23) donne y < } et, en vertu des
hypotheses (3.24) et de (12.5)

K(f) < ¢ , 12.6
D <G+ DT +lgm + 1) (12:9)
pourvu que ’on ait choisi 16
Gy, = 5 C,

En outre, en posant

on a

(L =T =T() =A+9)T(r) (TEH=T(.0), 12.7)

dés que r est suffisamment grand.

Ces dernieres inégalités montrent que ’ordre inférieur de f'(z) coincide avec
Pordre inférieur de f(2). Toutes les hypothéses du Théoréme 2 se trouvent
donc vérifiées pour la fonction f'(2) et I'on peut affirmer l'existence de p
chemins

LW 08 00 (12.8)
le long desquels n
|7 (z)] <e 160, (12.9)

Désignons par .£ I'un quelconque de ces chemins et soit 2* un de ses points.
Considérons

B =f(*) + ;fjf’(C)dC, (12.10)
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Pintégrale étant prise le long de .£. Supposons

1
am < | 2R | <amtl (o = ePT1); (12.11)

en vertu de (12.9), (12.10), (12.11) et du Théoréme 2, on obtient
— - Ty(a™) -2 Ty@mtY — - Ty(a™2)
|B—1(*)] =Cy(ame ¢ + amtle 0 + amtze 10 +...)
(12.12)
La série au second membre de (12.12) converge puisque 1’ordre inférieur de
f'(z) étant au moins égald p — %, ona

Ty(6m) > a™®=3-1 (p = 1, 7> 0),

dés que n est suffisamment grand.

De plus, nos raisonnements montrent que f(z*) - quand 2z* — oo le
long de .£. Les p chemins asymptotiques qui composent la suite (12.8) sont
donc des chemins asymptotiques de la fonction f(z); ils déterminent s(=1)
valeurs asymptotiques distinctes et finies:

ﬂlaﬂ27ﬁ3: --"ﬂs' (12.13)

Nous nous proposons maintenant de démontrer les inégalités

8
1—y—236e <3 6(B), (12.14)
=1
%——y—5788§6(ﬁk) k=1,2,3,...5), (12.15)
ou y est défini par (3.23).
Soit
Tl, T2, Ta, . e

la suite formée par toutes les valeurs déficientes, finies de f(z). Eliminons de
cette suite, s’il y a lieu, toutes les valeurs asymptotiques (12.13), et soit

xla x29 xaa S

la suite restante. En vertu de nos hypotheses,

1 —y <X d(r) =X 0(B) + X d(x) - (12.18)
Montrons d’abord que -
> 5(x) =235¢ . (12.17)
Choisissons g tel que o
> o)< e. (12.18)
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En vertu de ’hypothése C, = 4,, (12.6) entraine

, e
*<Zeprn
ce qui montre que le Théoréme 1 s’applique & la fonction f'(z). Il en est de
méme des Lemmes 4 et 5, & condition de choisir convenablement les para-
meétres ¢ et 0 qui apparaissent dans leurs énoncés. Nous prendrons, comme
au §11,

8= (p+ 1)1, (12.19)

Quant & ¢, il a la méme signification que dans le calcul présent ; nous sup-
poserons 1

O0<e _S_G1=~,7—2—6-,

(12.20)

ce qui est nécessaire par la suite. En choisissant la constante numérique G,
suffisamment grande, on aura encore

€

(Bo+ 11B,) (p+ 1)log (p + 1)’

et cette condition est suffisante pour permettre ’application des Lemmes 4
et 54 f'(2), avec 8 défini par (12.19).

On peut alors, comme nous I’avons montré au § 11, associer & f'(z) une
suite {r,} et une suite {c,} telles que sur toute circonférence

K(f)<

lzizrf (jgj())’
on ait

|log | f'(2) | — | ¢c;| 7% cos(pl 4 w;) | <4e|c;|7T. (12.21)
En vertu de (3.11) et (3.6), on a encore
Ty(ry) .
3
Associons au rayon r; un ensemble E(r,), de valeurs de §, défini par

]c(;cf)l _ |‘::| <(1— 8)—1_%< (1 — )2 (12.22)

cos (p6 4 w;) = — b¢. (12.23)

Considérons aussi ’ensemble complémentaire E*(r,), de valeurs de 0, telles
que
cos (pl 4+ w;) < — be. (12.24)
Lemme 8. Soient

21, %9, 28, « ¢+ 2¢ ,
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des nombres complexes, finis et distincts. On a

q
E_‘ fl g e 3‘9 ~ a0 < 116&T,(r;), (12.25)
= E(r,)

dés que j est suffisamment grand.

Démonstration. De (12.21), (12.22) et (12.23), on tire

log—l—ﬁ%g)-l«<9£|c,-|r;.’<36ne’.l’1(rj) (e<?), (12.26)
et 'inégalité (12.25) résulte immédiatement du Lemme 7.

Considérons maintenant I’ensemble E*(r;). Il est manifestement composé
de p intervalles disjoints que nous désignerons par

9,19, .. 19

quand 6 parcourt I, r,e*® parcourt unarc 7 de la circonférence |z| =r,.
Nous engendrons ainsi p arcs disjoints

AP, ap, ... 2P . (12.27)
Considérons I'un des chemins asymptotiques de la suite (12.8) et soit
lim f(z) =8, (zeLW).
2——> 00

Il est clair qu’il existe toujours un point z;; commun & £ et & 'un des
arcs (12.27) puisque, le long de .M,

— =5 T1(7§)
1) l<e * 7 (zl=r),
alors qu’en un point d’argument appartenant & E(r;), on a, en vertu de
(12.20) et de (12.26)

———Ty(r3)

e T <@

On peut donc, par une numérotation convenable des arcs 7, s’arranger
en sorte que 7\ et LW aijent en commun le point 2z, pour tout j suffi-
samment grand.

En vertu de (12.21) et (12.24), on a

—eles|s?
1f ()| <e i (12.28)
sur tout Parc 7", et par conséquent,
z ’ —&le;|r?
112) — flew) | =1 § F(0)dC| Sare 77, (12.29)
21,'

19 Commentaril Mathematici Helvetici
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Or lim f(z) = By
—> oo
et, en vertu de (12.29)
lim f(z) =6, (lz|=r),

j—> o0
uniformément sur chacun des arcs 7.
Ces raisonnements sont évidemment valables pour chacune des wvaleurs
asymptotiques, et ’on voit que chacune de ces valeurs est approchée uni-

formément par f(z) sur un ou plusieurs des arcs 7.
Il est désormais facile de démontrer 1'inégalité suivante:

En effet, pour j suffisamment grand, on aura, sur tous les arcs 77

£ — ] >

ce qui entraine manifestement (12.30).
En rapprochant cette derniére inégalité de (12.25), et en posant z, = y,,
il vient .

("fa @) {_xh)<117eT1(r,.),

h==1

et, par conséquent, en tenant compte de (12.7),

q m(”’f lx‘) g m(”’"f lx)
Y‘é SEth b < % lim -
=00n) = 2 Im ——re= = & lim ——0

m(rj’ f—}xh)

q
=22 Im —7

(12.31)

< 234¢.

L’inégalité (12.17) résulte de (12.18) et (12.31); en revenant & (12.16), on
obtient (12.14).

La démonstration de (12.15) repose sur le méme principe, mais il faut exa-
miner de plus prés I’ensemble E*(r;). L’ensemble des arguments des points
de tous les arcs 7% sur lesquels f(2) tend vers B, sera désigné par Ej(r,).
Le complément de E7f(r,) par rapport & E*(r;) sera désigné par F; ().
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Les raisonnements qui démontrent (12.30) donnent maintenant

s 1 l-+-
= on f"g

Efr))

e = | 0= OW G, (2.3

alors que le Lemme 7 entraine

s ] 4 1 1 1 ;
Zan [ e | 1 S 5m [ 18| gy |0+ 0tog ) >0
Fiej) F*(r,) (12.33)

L’intégrale au second membre de cette inégalité peut se calculer en revenant
a (12.21) qui, pour 6 ¢ E*(r;), donne

+
log f'()|< | ¢; | rl’cos(p0+w,)+4e|c,|r1’ (|z|=m;)
puis
5% flog o P 540 =1 mm f-1 cos (pO + w,)d + 4e ¢, | 7P
Y i) F*(r,) (12.34)
Manifestement ”
2p
! p—1 _(1- 1)L
ey (—l)cos(p0+w,)d0<———2—7—t—— fcos(wp)dw-—(l p) — (12.35)
Ff(r,) _%
et en combinant (12.22), (12.34) et (12.35)
276 f glf dO _(1——~——+4ne>(1+38)T1(r,)

Fep (12.36)

(1 - %) Ty(r;) + VTmeT (r,) .
De (12.32), (12.33) et (12.36), on tire

o 1 o
k%za_.’f; ng

E*(r,‘)

o= 9= (1 =) B0 + 55T 2m

pourvu que j soit suffisamment grand.
D’autre part, en vertu du Lemme 8

s 1 l+
ims 27 f o8

E(ri)

f(r-e“’l) — g, |40 < 116eT1(ry) (12.38)

19%
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En combinant (12.37) et (12.38), il vient

¥ 1 1
Em(re e )< (1) T + 111y,
et, en tenant compte de (12.7)

1
, : m(r, —5)

f—8
k§ (Br) ~§2,h1>]:° T(r) : é(l

—%yr+w+1nu+yn

1
<1——+4 343¢.
4

Cette inégalité, rapprochée de (12.14), donnera (12.15) pour £ = 1. Nos
raisonnements s’appliquent évidemment & I'une quelconque des valeurs §;
I'inégalité (12.15) est donc démontrée en général. Les inégalités (12.14) et
(12.15) entrainent manifestement (3.25) et (3.26); le Théoréme 3 est ainsi
complétement démontré.

13. Démonstration du Théoréme 4
La fonction f(z) étant entiére, I’hypotheése (3.29) entraine
6(c0) =1, T§w6(7)>1——y, (13.1)
ou y est défini par (3.23). Les conditions (13.1) étant vérifiées, il en est de

méme des conditions (3.24) et, comme nous I’avons remarqué au § 12, les
Théorémes 1 et 2 et le Lemme 5 s’appliquent & la fonction f'(z). Posons

') =g(2) = gogvz" ;

Les densités supérieure et inférieure des coefficients de g(z) sont respec-
tivement égales aux densités supérieure et inférieure des coefficients de g¢(z)
et il suffit évidemment de démontrer que le développement de ¢(z) jouit des
propriétés indiquées dans I’énoncé du Théoréme 4.

Notre démonstration suivra de pres I’'une des démonstrations de MM. PrLU-
GER et PoLyA [6; pages 154-155].

Désignons par p I'entier le plus proche de A et considérons la suite

T Txtp> Jrr2ps--- (0 Sk <p). (13.2)

Nous démontrerons que ¢ (O <e<3y

1 ) étant donné, I'inégalité

€ 13.3
Ko< ornarogm+ 1) e
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(qui est équivalente & (12.6)) entraine la conséquence suivante: si l'un des
termes de la suite (13.2) n’est pas nul, la densité inférieure de cette suite est
au moins égale &

1 —30¢.

Posons 2mi

w=c¢e? ;

on sait que
I + Grrp?” + Jri2p?®” + -
9(2) + w*g(wz) + 0~¥g(w2) + ... + o--Dig(wr-1z)
pe*
(k=0,1,2,...(p—1)). (13.4)

En vertu de l'inégalité (9.6) du Lemme 5,

|ge)e=ci® | <eteldl™”  (c; £ 0), (13.5)

pourvu que z e I'; et que j soit suffisamment grand.

Nous poserons
C:Cjz?a‘Cl:R)

2 oo
h(C) = gk + gk+p -éé; + gk+2p_§2— + s T thycv 3
j i v=

et nous établirons quelques inégalités valables dans la couronne 1“’; définie par:

-, 3
;o <R<|c,|aD7, (13.6)
Considérons le développement
h(f)e ¢t = g:o—f,—, 3 (13.7)
en vertu de (13.4) et (13.5), on a
|B(Q)e ¢ | <et*lfl (2] 21,0605, 5 270,
et, par conséquent, 1]
——1—)’1!—-1%"<e48R. (13.8)
De (13.7), on tire aussi
h"::+2n7'£;7'— (n=0,1,2,3,...), (13.9)
utr=n vip!

et en introduisant les polynoémes

(pm(z):lo—l—g‘l—g"—!z(z——l)(z——m...(z——v—i—1) (m=0,1,2,...)
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les relations (13.9) peuvent étre mises sous la forme

h,,:-‘l"i?-)- n=0,1,2,3,...; m =n). (13.10)
n!
Prenons R
™=
ou le symbole [] désigne la partie entiére, et observons que pour
R
I 2 l é 7 ’
les inégalités (13.8) entrainent
| gm(2) | S(m + 1)e**® < Re**® (R = R,) . (13.11)

Désignons par A(t) le nombre de termes de la suite
hOa hlr hﬂ 3 o

qui sont nuls et dont 'indice n’excede pas¢. Il est évident, en vertu de (13. 10),
que /() ne peut excéder le nombre de zéros, situés dans le disque |z| < ¢,
de I'un quelconque des polynémes ¢,,(2) dont l'indice est supérieur a ¢.

Si 'un des termes de (13.2) n’est pas nul, on aura ¢,,(z) 3= 0, pourvu que
m soit suffisamment grand. Ne considérons désormais que ce cas; supposons
méme

restriction dont on se débarasse aisément. On peut alors, grice & (13.11) et
a la formule de JENSEN, obtenir une borne supérieure de A (¢):

R
—2—7@ t’ .__l___
A(—?—)log(——g—) §f ( g”"‘z)) dt < log M(%i,%(z)) < 4¢R + log R.
k4 (13.12)

Ce résultat, pour étre valable, exige que { appartienne a la couronne (13.6);
ceci sera certainement le cas si | {| est suffisamment grand. En effet, nous

avons déja supposé
1

> —;
00 = Ao 5 € < 30 N
par conséquent, (13.3) entraine

1
K(g) < 304,(p+ 1) °
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On peut donc appliquer le Théoréme 1 & la fonction ¢(z); en observant
encore que e »
1+ o <e4 < e+ = 2

I’inégalité (3.10) du Théoréme 1 donne

14

1
lmn~wcwﬂt<0+- yuwn<auwl
| Gy | a2 < | g, | ali+D) P

ce qui montre bien que I' et I, empletent dés que j est suffisamment
grand. D’autre part, les couronnes I'; s’étendent & I'infini puisqu’en vertu
de (3.11)

lole® yre) >0 .

En passant & la limite R — oo, (13.12) entraine

= 40

{—>o0

<30e¢

et, par conséquent, la densité inférieure de la suite (13.2) est au moins égale
a l— 30e.

Nos raisonnements s’appliquent & chacune des suites (13.2) obtenues en
donnant & k les valeurs 0,1,2, ... (p — 1). Le Théoréme 4 résulte immé-
diatement de ce fait et de quelques propriétés évidentes des densités.
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