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Sur le fibré normal a une sphére immergée
dans un espace euclidien

Par MicHEL A. KERVAIRE, Genéve

Soit f:8,; — E,,, une immersion réguliére de la sphere de dimension d dans
I’espace euclidien & d + n dimensions. Par définition, la matrice fonction-
nelle des coordonnées de f(x) relativement a des coordonnées locales sur §,
est de rang maximum d en tout point z e S,;. Si 'on associe & tout z €S,
le n-plan normal & f(S,;) en f(x), on obtient une application continue t
(pourvu que f soit différentiable de classe C* au moins, ce que nous supposerons)
de §; dans la GrassmanNienne @, , des n-plans orientés dans E,,,.
L’application 7:8; - &4, , induit un fibré sur §,; de groupe structural
SO (n), usuellement appelé fibré normal induit par 'immersion f. Nous le dé-
noterons par N,.

Notre but est de caractériser parmi tous les fibrés en sphéres sur S, de groupe
structural SO(n), ceux qui sont fibrés normaux induits par une immersion
f:8; > E,,,. La solution de ce probléme, abordé en [3], dépend essentielle-
ment de résultats récents de S.SmALE [8] et [9]. Cf.également R.Trom [11].

1. Enoncé du résultat

Considérons la fibration SO(d + n)/SO(n) = Va4ip g o Vg, , désigne
la variété de STIEFEL des suites de d vecteurs orthonormés dans E,,,. Soit 0
I'opérateur bord de la suite exacte d’homotopie de cette fibratiom

- > 14 (SO@ + 1) S gV asn, ) > 741 (SO()) =741 (SO@ + 7)) — - -

(1.1)

D’autre part, nous avons la fibration V.., ./SO(n) = G;,, , ou la pro-

jection p: V4, , > G4,p . 8ssocie & tout systeme de n vecteurs orthonormés

de E,,, leur enveloppe linéaire orientée. Nous désignerons par a, I'image de

la classe d’homotopie de = par ’opérateur bord 9’ de la suite exacte d’homo-
topie de cette fibration:

> nd(Vd-t-n,n) giﬂd(Gd+n,'n) 3:’7‘4-—1 (50(n)) — “d-—l(Va«m,n) - -

(Xf':-alt. (1.2)

On sait (cf. [10], 18.5 et 18.6) que a, (appelé application caractéristique de
N,) caractérise univoquement la classe d’équivalence du fibré N,. On a le
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Théoréme (1.3). L’ensemble des oemy; ,(SO(n)) qui correspondent aux
fibrés sur S; de groupe structural SO(n) induits par une rmmersion f:
Sq— E,,, estle sous-groupe de n, ;(SO(n)) wmage de n;(V 4., 4) par Uopé-
rateur 0 de la sutte exacte (1.1).

Dans la mesure ol I'on connait (cf. [7]) les groupes 74(V 4, 4) ainsi que
I’homomorphisme 9 :74(V 4,y 4) > 7,,(SO(n)), on peut expliciter le sous-
groupe {Image 0} que nous désignerons par J;,. Pour les petites valeurs
de d, on obtient le tableau ci-dessous ou Z, désigne le groupe cyclique d’ordre
¢, Z le groupe cyclique infini et 4 la somme directe.

n =3 4 5 6 7 8 9
d=3 0 0 0 0 0 0 0
4 0 Z 0 0 0 0 0
5 Z, Z,+ Z, Z, 0 0 0 0
6 Z, Z,+ Z, Z, Z 0 0 0
7 Zyy 2yt 2y, 0 0 0 0 0
8 Z, Z,+ Z, 0 0 0 Z 0

9 Z, Z,+ 2, 0 Zys Zy Z,+ 2, Z,

Dans la diagonale, d = n (cf.[3]), les groupes J, ; sont donnés par
Jq¢,¢ = Z pour d pair, J; ; = Z, pour d impair et S; non parallélisable (c’est-
a dire d #1,3,7 d’aprés [4]) et J; ;= 0 pour S, parallélisable, c’est-a-
dire d =1,3,7. Pour d<mun, J;,=0.

2. Addition des immersions

Soient o et f les applications caractéristiques des fibrés normaux R, et N,
sur S, induits par des immersions f et g de S, dans £, ,. Le théoréme (1.3)
affirme tout d’abord que la classe o 4+ f est également caractéristique d’un
fibré normal sur 8, induit par une immersion b: S, - K, .

Une telle immersion % peut étre obtenue comme suit:

Soit S, € E,,, avec les coordonnées (x,,z,, ..., ;) caractérisée par
2(x;)* =1 et soient a, a’ les points (1,0, ...,0) et (—1,0,...,0) res-
pectivement. En f(a) et g(a’) choisissons des (d + n)-repéres wu,, ..., Uy,
et vy, ..., V4., induisant ’orientation positive de K, , et tels que u,, ...,
u; (respectivement v,,...,v;) soient tangents a f(S;) (respectivement
g(S,)) en f(a) (respectivement g(a’)) et fournissent I’orientation positive de
f(S,) (respectivement l’orientation négative de g(S,;)). On peut supposer,
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aprés déplacement éventuel de I'image ¢g(S;) dans E,,,, que u; =v,, ...,
ug = v, (en tant que vecteurs libres de E,,,), et que g(a') = f(a) + Ugyn.
Cf. la construction décrite dans [6], § II. Il est commode de déformer, si né-
cessaire, les applications f et g dans des voisinages

U={1l1—e¢esx, =1} et U={—-1=<2=<—1+ ¢}
de a et a’ respectivement pour leur donner la forme

f(zg, 2y, ..., 25) = f(a) + Z,zu;, pour 1 —e <2, <1, .1
2.1
g(Zg, X1y « .., xy) =gla') + Z,z,v; pour —1 2, — 1+ ¢.

ou la somme sur ¢ s’étend de 1 & d. (C’est ce que S. SMALE appelle la «norma-
lisation» de 'application f dans le voisinage de f(a)). Ces expressions sont en
accord avec les orientations des systémes u,, ..., uy, v;, ..., vy pourvu que
Pon oriente S,; comme bord de la boule X;(x,)? <1, celle-ci ayant I'orienta-
tion induite par K, .

L’immersion h est obtenue en «joignant f(S;) et ¢(S,;) par un tube de

f(a) & g(a') daxe f(a) + tug,r.
En formules:

h(zg, 2y, ..., %) =f(Bxy + 2, A2y, ..., Ax;) pour —1 <2y < —(1+4¢)/3
avec A%(x, — 1) = 3(3x, + 1). De facon analogue,

h(zg, 24, ..., 2;) = 9gBay — 2, Ay, ..., Ax,;) pour (1 4+ ¢)/3 S x5 <1,
avec A'%(xy + 1) = 3(3x, — 1). Dans la région intermédiaire, 0:1 pose

h(zy, 2y, - .., 2g) = f(@) + tUgyn + T(t)2?=1xiui:

pour — (14 ¢)/3 < 2, < (1 + ¢)/3

P -
avec t = sin? —~<

1 x, + 1),r(t)=c(l——t(l——t)) et ¢ = 3Ve/(4 + ).

3
1+¢
L’application » est une immersion réguliere. (0 < ¢ << 1/9.)

Lemme 2.2. Ona v,=r1,+ 1, — 7,, o s:8; > E,,, désigne le plonge-
ment standard et t,:S; — G4y, , Uapplication induite?).

1) On comparera ce lemme avec le lemme (2), § II de [6] dont il est la généralisation. Par
plongement standard Sig-—> Eq+n nous entendons le plongement donné par

(s o0 2d) > (9 o .oy 22, 0, ..., 0),

ou tout autre plongement qui dérive de celui-la par déformation réguliére.
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Comme 9’7, = 0, on obtient le

Corollaire 2.3. o, = o, + «,.

Pour démontrer le lemme 2.2, considérons le plongement s:S8;— E,,,
donné par s(xy, 1, ..., %) = f(a) + 3(xy + 1) ugen + —;— 2,z,u;. On remar-

quera que les restrictions & I’équateur {x, = 0} des applications & et s d’une
part, 7, et t, d’autre part coincident. Les applications 7, + 7, et 7, + 7,
peuvent se factoriser par f: X - G,,, , ol X C E;,, est la réunion de

Sd= {xz(xo, x]_,.-.,xd+1)€Ed+2'xd+1:O, xzz 1}
et 8, = {xeEy,|x =0, 2% =1}, Papplication g étant définie par
ﬂlSdZTh et ﬂ(O, .’1’?1, ...,xd+1)=‘ts(x1, ...,xd+1).

Pour 2 = (0,2, ...,%4,0)e8,; ~ 8, ona 1,(2) = 7,(2).

Les applications ¢, 0,: 8, > X, telles que =t,+ 7,=pfo0o, et
7, + 7, = Boo, peuvent étre décrites comme suit: o,, o, sont injectives sur
{x, # 0} et envoient {z, = 0} sur un point Pde S,;~ Sj; o,envoie {z,>0}
sur S;— P et {z, <0} sur 8, — P; pour définir ¢, désignons par H,,
H_ les hémisphéres {z,= 0} et {z, <0} de S, et H , H' les hémisphéres
{441 = 0} et {z4, <0} de 8}. o, envoie {z,>0} sur (H,vH')— P
et {r,<O0} sur (H_vH,)—P.

Comme X est connexe, simplement connexe et acyclique en dimensions
<d, on a my(X) =~ H;(X). Les cycles ¢,(8,;), 02(S;) étant homologues,
les applications g,, o, sont homotopes. Par suite, 7, + 7, ~ 7, + 7,.

3. I’invariant de SMALE

Soit f: 8; - E,;,, une immersion réguliére. S. SMALE [8, 9] associe & la
classe d’homotopie réguliére de f un élément ¢, de #,(V,,, s de la maniére
suivante: Soit F; un champ de d-repéres tangents sur §, défini (continu) &
Pextérieur du voisinage U’ de a’. Déformons, si nécessaire, I'immersion f pour
qu’elle coincide sur U’ avec 'immersion standard s. Soit r: H, -8, — U’
un difféomorphisme de degré 41 de ’hémisphére {x, =0} de S;sur 8, — U’
(par exemple 7(xy, %3, ..., 23) = (2 —¢&)xg — 1 + e, uz,, ..., uzx,), u étant
choisi pour que [(2 — &)ay — 1 + €] + u2X(x,)2 = 1). On définira d’abord
Papplication ¢,: 8; — V4., 4 par les formules

|} df(Fy(rz)) pour x e H,
(@) = { ds(Fz(rz*)) pour zeH._ (3.1
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ou H_ est I'hémisphére {x, <0} de S, et z — 2* est application
(29, Xy, <o .5 ®g) > (— Xy, Xy, ..., xg). Soit alors également c, la classe d’ho-
motopie de 'application continue c, ainsi définie. S. SMALE démontre que cette
classe ne dépend pas des divers choix faits dans la définition et reste invariante
par une déformation réguliére de I'immersioun f.

On a en outre le

Théoréme (3.2). (S. SMALE): L'invariant c, fournit une correspondance bi-
univoque entre les classes d’homotome réguliére d’tmmersions de S, dans K, ,
et les éléments du groupe 7a(V gy, 4.

Nous allons voir que si I’on introduit une structure de groupe dans l’en-
semble des classes d’immersions en utilisant I’addition du § 2, la correspon-
dance f — ¢, de S. SMALE induit un isomorphisme de ce groupe sur le groupe
7g(V 44n,q). Soient f et g deux immersions que nous supposons satisfaire (2.1)
et soit s': 8; - E,,, une immersion standard satisfaisant

MU =¢g|Uoh U= {—-1Zz,=—1+ ¢}.

Pour démontrer ¢, = ¢, + ¢, introduisons ’espace Y formé de la réunion
de la sphére S,; € E,,, et de la boule B; donnée dans E, , par z, = 2/3,
2, (x)2 <£5/9(1 <9 £d). On peut factoriser les applications ¢,,c,,c, &
une homotopie preés par y: ¥ — V,,, , ol y est définie comme suit:

vI8i=c¢;. (3.3)
y | B; est donnée par y(z,, ..., ;) = ds' (Fz(ox)) '
ou p: B; > 8,; — U’ est un difféomorphisme de degré + 1. »

Pour xe B;~ 8, i.e. xy, = 2/3,

0, () = dh (F,(ra)) = dh(Fd<l-3ﬁ, By, v ,,u,xd>)

= dg(Fd(_ 1+ e, .u,xlv e .u,xd)) - dsl(Fd(Qx)) ’

Désignons par ¢: §; - Y linclusion de 8; dans Y, par ¢;: §; - Y Vlin-
jection qui envoie {z,> 0} de S;sur {r,>2/3} de Y et {x, <0} de S,
sur B, et par i,: 8; > Y linjection qui envoie {x, =0} de S; sur B, et
{xo <0} de S ;sur {x, < 2/3} de Y. Ona yoi = c¢;, yot; =2c, et yoiyz=c,.
Comme m,(Y) >~ H,;(Y) et que ¢(S,) est homologue & 1%,(S;) + ¢;(S;) on
conclut que ¢ est homotope & la somme ¢, + %,. Par suite,

Gh: inu'yO(il"{"iz) Q.inl"t"YOizC\—{cg + Gf.
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En outre, il est immédiat que p,c, = 1, — 7,, ol p, est comme dans (1.2).
Il résulte alors de la commutativité du diagramme

nd(Vd+n,d) ~ P, ﬂd(GdJrn,d)
AN ez
NS
74-1(50(n))

que ’on a2) le
Lemme (3.4). dc, = oy, ou 0 est Uopérateur bord de la suite (1.1).

Ceci fournit le théoréme (1.3) comme conséquence immédiate du théoréme
de SMALE.

4. Le cas des groupes J, ,.

Lemme (4.1). (Cf.[3]): Le groupe J; ; est infini cyclique pour d pair,
cyclique d’ordre 2 pour d tmpair quand S, n’est pas parallelisable et 0 pour S,
parallelisable.

11 suffit d’observer que linclusion S, — V,,, ; (donnant un générateur

de #,(V44,.4) induit un épimorphisme 7,(S,) % 74(V4yn,4) dans le cas o
d = n (en effet, i, est plongé dans la suite exacte
i
- = 74(8,) —>nd(Vd+n,d) g nd(Vd+n,d—1) > e

de la fibration Vg4, 4/S, = V4in 4-1). Le diagramme commutatif
9

nd(Vd-i—n,d) —> 41 (S0 (n))
iy 1 /A
nd(Sn)

montre alors que, pour d = n, I'image par d de w,(Vy; 4), 1. €. J4 4, coincide
avec 'image par 4 de #,(S;), d’olu le lemme (4.1).

Cependant, on peut démontrer le lemme (4.1) sans faire appel au résultats
de S.SMALE, comme suit: Soit f: S§; - E,; une immersion complétement
réguliére et I, son coefficient de self-intersection (H. WaITNEY, [12]). I, est
un entier pour d pair et un reste modulo 2 pour d impair. Si ’on regarde E,,
comme sous-espace de E,; ,, on peut munir f(S;) d'un champ F,, , de
(d + 1)-repéres normaux dans E,;, ,. Par une déformation réguliére de f on
obtient un plongement régulier ' de S, dans E,,,, muni d’un champ F;,, de
(d + 1)-repéres normaux. Par un procédé classique [5] di & L. PONTRYAGIN,

%) On retrouve également Th=Tf+Ty—Ts PAr Th—Ts=7Py Ch=D,Cf+PuCg=T;—Ts+Tyg—7s.
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B. EckmaNN et R.TaOM, on associe a f' et F',,; une classe d’homotopie

a(f', F') dans my4.,(S441). Soit alors k(f', F') l'invariant de Horr de cet
élément.

Désignons en outre, comme dans [5], par » le degré de I'application N:

8; = 8, définie par N(x) = (n-uy(x), ..., n-uz,(x)), ou n est la normale
a E,; dans E,; , et u,(x), ..., uz(x) sont les vecteurs du champ F,,; au
point f(x).

Lemme (4.2). I, + v= + h(f', F') (modulo 2 pour d impasr).

Cette formule généralise le lemme (6.1) de [5], ol seul le cas d’un plonge-
ment (I, = 0) était considéré.

Démonstration: Soit X = f'(S,) et ) =f"(8,), ou f'(z) = f () + euj(x),
¢ étant le rayon d’un voisinage tubulaire de f'(S,) dans E,;,;. On a

h(fl , F/) o L(ZI , ZII)

par définition (L désignant le coefficient d’enlacement dans E,,,,). Posons

encore X, = g(S,), avec ¢g(x) = f'(x) + ¢ 2%} (n-u;(x))u}(x). Le lemme
(4.2) découle de la formule auxiliaire

I, =L(Z,;, %), (4.3)

au signe prés pour d pair, modulo 2 pour d impair.
En effet, soit ¥: 8, x 8; > E,,;,, le plongement donné par

Y(z,y) = [ (z) + eZ1y,ul(x) .

Les images P(S, X b) et ¥(a X S,) engendrent ’homologie de ¥(S,; X S,)
en dimensiond. Ona ¥|S;x b = " (pourvu que ’on prenne b =(1,0,...,0)).
Posons Z, = ¥(a x 8,;). Ona L(Z,, X)) = 1 (au signe prés).

Comme ¢(S;) € P(S; X 8;), ona X, ~pXi+qZ, sur P(S; x 8,),
avec des entiers p, q. La définition de g fournit p =1, ¢ = ». Donc

2o~ vZ, sur P(S; x 8,),
donc a fortiori dans E,,,, — Z;. En particulier,
I, =L, Z)=LE", 2+ vL(Z,5) = h(f', F') + ».

Il reste donc & démontrer (4.3). Pour cela on considére tout d’abord une dé-
formée f' de f particuliére: Soient a,,b,, ..., a,, b, les paires de points sur
S, telles que f(a;) = f(b;) (f est supposée complétement réguliére, c’est-a-
dire f(z) = f(y) entraine z =y ou {x,y}= {a,,b;} pour un certain ¢,
de plus les a,, b, sont tous distincts). Soient U,,:7 =1, ..., q des voisinages
sphériques de rayon g des a,, chacun des U, ne contenant qu’un seul des
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points de I’ensemble a,, d,, ...,a,,b,. Posons «o;(z) = a-cos?(3no17,(x))
pour zeU; ol r;(x) est la distance sphérique de = & a; et o;(z) =0
pour zeS; — U;. Le plongement f' :8;—> E,;, , est alors défini par
['(x) = f(x) + Z{a;(x)n. Si l’on prend le rapport o/p assez petit, on peut
pour le calcul de L(X,2') remplacer g par g¢g*:S; — E,;,, définie par
g*(x) = f'(x) + en, ol ¢ satisfaisant 0 < ¢ < a est le rayon d’un voisinage
tubulaire de f'(S;) dans FE,;,,. Posons X* = ¢g*(S,). On a L(X,2') =
L(2*,2"). Pour calculer L(X*,2") on considére un plongement F' du cone
sur S; dans E,,;,, tel que

F'(x,t) = f(x) —t-n

pour les petites valeurs de ¢ le cone étant paramétrisé par (x,t) avec z e S,,
0<t=<1 avec (x,1) = (z',1) pour tout couple z, z’' ¢S,;. Calculons le
coefficient d’intersection S(Z*, F'CS8,;). Si yeX*~ F'CS,;, on a

y=g*@)=f(x)+en et y={f(z') —t-n.

Done f(x) + (X7 (2) + ¢)n = f(2') + (27 a;(2') — t)-n. Ceci implique
x=a;, 2 =b,onx = b, ' = a, pour un certain ¢ € [1, g]. On ne peut avoir
x=a,;, ¥ = b, car alors X, o;(2') = 0 et on aurait — ¢t = 2{a,;(x) + ¢ > 0.

Les seuls points d’intersection sont donc de la forme

g*(b,) = F'(a;, t;) .

Les points g*(b,), ..., g*(b,) sont effectivement points d’intersection de X*
avec F'C8S,.

En effet

g* ;) = ['(b;) + en = f(b;) + en
= f(a;) + en
= f'(a;) — (« — &)n = F'(a;, a — &),
ou o« — &> 0.

On vérifie que si le point f(a;) = f(b;) est point de self-intersection de
f(84) avec le coefficient ¢, (¢c; = + 1), le coefficient d’intersection de g* (Ub,)
avec F'C8,; est (— 1)4c;.

On a donc
I, = S, = L(Z}, Z) = L(Z,, ).

On vérifie aisément que pour deux choix f;, f; de plongements qui sont
équivalents au sens des immersions (pour lesquels il existe une famille d’im-
mersions f'(¢) dépendant différentiablement de ¢ avec f'(0) = fo. f'(1) = fi)
les coefficients d’enlacement L(go(S,;), fo(Sa) et L(g.(S.), fi(S;) sont
égaux pour d pair et congruent modulo 2 pour d impair. La formule
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I, = L(X,;, X]) est donc valable quel que soit le choix du plongement f' ré-
guliérement homotope & f. Le lemme (4.2) est ainsi démontré.

Pour obtenir (4.1), il suffit maintenant de remarquer que I’on peut réaliser
toutes les valeurs de I, par des immersions (H. WrTeNEY [12]). De plus
Av = oy, Comme les éléments o(f', F') e y45,,(S4,1) sont dans I'image de
J:m;(SO(d + 1)) > 795,1(8441) (voir lemme 8.1 de [5]), il s’ensuit
Ah(f', F')e; = 0. On a donc o, = I, 4¢,. Dot J,; ;= A7,(8,). Q.E.D.

5. Les plongements

Comme le remarque S. SMALE ([8], § 1), il serait intéressant de savoir quels
éléments de n,(V 4, 4 sont invariants de SMALE de classes d’équivalence
représentables par un plongement (sans self-intersection) S; - E,.,,.

On peut obtenir quelques renseignements & ce sujet en combinant un théo-
réme de [5] (Théoréme 8.2) et la connaissance des groupes d’homotopie
stables #,(SO(N)) fournie par [2]. D’aprés (5], si f:S8; > E,,, est un
plongement et si d < 2n — 1, le fibré normal induit est trivial, i.e. o, = 0.
On voit d’autre part immédiatement (en utilisant la construction du § 2) que
les éléments de 7,(V,;., 4 qui peuvent étre représentés par un plongement
forment un sous-groupe 7z;(V 4., 4). Par suite, on a le

Théoréme 5.1. Pour d <2n — 1 Vensemble nj(V ., ) des classes de

4V gen, ) représentables par un plongement est un sous-groupe du noyaw de
0:74(Vayn,a) > 74-1(SO(n)) (0 comme dans (1.1)).

Comme Kerd =Im¥,, ou W,:7n;(SO(d + n)) > n;(Vain, s et que
74(SO(d + n)) (qui est stable pour » = 2) est nul pour d congrugnt 2, 4, 5,
6 modulo 8 (d’apres [2]), on obtient le

Corollaire 5.2. Si d est congruent 2, 4, 5, 6, modulo 8, 1l n’existe pas d’im-
mersion non-triviale de S; dans E ., ., avec d < 2n — 1 qui soit équivalente a
un plongement.

Note: J’ignore §’il existe dans ce cas des plongements qui ne sont pas «équi-
valents » au sens des plongements au plongement standard.

En général,
ImP, ~n,(SOd + n))[t,7m;(SO(n)), ot iy :7z(SO(R)) —» 7yz(SO(d + n))
est induit par I'inclusion ¢: SO(n) - SO(d + n), et a;(V 4., 4) est isomorphe
a un sous-groupe de ImY¥,.

Pour d =45 —1,d<2n — 1, n;(SO(n)) contient une composante libre
et Im¥P* est de la forme Z/mZ. On ne sait rien sur ’entier m sauf que c’est
une puissance de 2 (cf. A. BorzeL et F. HIrzEBRUCH [1] § 26.2).
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Pour d congruent & 0 ou 1 modulo 8, #,(SO(d + n)) = Z,. 1l existe donc
au plus une classe d’immersions non-triviale représentable par un plongement.

On voit aisément que ¢, : g, (SO(8s — 4)) — 75,,,(SO) est surjectif (car

© > Tge1 (SO(88 — 4)) — 75,4, (SO(85 + 4)) — 7gey1(Viera) = 0, d’apreés
[7]). Donc,

Corollaire 5.3. Toute immersion f:8g,; —> E, ,,1 0% n = 8s — 4 équi-
valente a un plongement est équivalente au plongement standard.

De maniére analogue, t, : 73, (SO(8s — 5)) — 715,(SO) est surjectif3) pour
s = 2. On obtient,

Corollaire 5.4. Toute immersion f:S8y, > E, ,, o8 n =8s —5, 8=2,
équivalente a un plongement est équivalente au plongement standard.

6. Compression d’une immersion

Nous étudions la question de savoir sous quelles conditions une im-
mersion f:8; - H,;,, est équivalente & une immersion f' satisfaisant &
f'(S;) € E;,.(m <n). Siune telle immersion f' existe, on dira que f peut
étre compressée dans E,, ..

Théoréme 6.1.4) L’vmmersion f:8; — E;,, peut étre compressée dans

E;, ,.(m = 1) siet seulement si il existe un champ de (n — m)-repéres normaux
a f(Sg) dans Eg,,.

Démonstration: Soit  ju: 7w (Varma) = Ta(Van,4s) Dinjection naturelle
(m = n).
On a le diagramme commutatif

na(SO(d + m) -  7,;(S0(d 4 n))

J ¥m ' | Pn
”d(Vd+m,d) :* ”d(VaH—n,d)
Vom o,
71 (SOM) = 74 (SO(m)
¥ m y tn

7a1(SO@d + m)) 3 7,1 (SO + n)) .

Soit ¢, e g (V44n,g) linvariant de SMALE de l'immersion f:8; —E,,,
donnée. L’existence d’un champ de (n — m)-repéres normaux est équivalente
au fait que 0,c, est dans I'image de 7, ,,. Si f peut &tre compressée dans

%) Cf. Some non-stable homotopy groups of LIE groups, & paraitre.
%) M. HirscH a également obtenu des théorémes dans cette direction.
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E;im, ¢, est dans 'image de j, et par suite 9,c, est dans 'image de ¢,_,,.
Inversement, supposons qu’il existe un o € 7;_, (SO (m)) tel que ¢,_,a = 9,¢,.
On aura 4,0 =0 (car ¢,0,c, =0 et =, ;(SO(d + m)) > =;_,(SO(d + n))
est un isomorphisme pour m = 1). Par suite, il existe un ¢ em (V4,0 4)
tel que 0,,¢c = a. Onadonc 9,(j,¢ —¢,) = 0. Il s’ensuit j,c=c¢, + ¥, u'.
Comme 7;(SO(d + m)) - 7,(SO(d 4+ n)) est surjectif pour m = 1, il existe
un g eng(SO(d + m)) tel que ¢, = j,(c — ¥,u). Soit alors f':8; -~ E,,,,
une immersion fournie par le théoréme de SMALE, telle que ¢ =¢ — ¥,,u.
Si on compose f” avec I'injection K, , — K, ,, on obtient une immersion
f:83 > E,, telle que f'(S,;) € E,,,, et dont l'invariant de SMALE est
jxCm = ¢,. Les immersions f et ' sont donc équivalentes. Q.E.D.

Corollaire 6.2. Pour que Uimmersion f:8,; — E,, , puisse étre compressée
dans E ;. ,, il faut et il suffit que le fibré normal induit par f soit trivial.

Corollaire 6.3. Tout plongement f:8S, > E,;, , avec d <2n — 1 peut étre
compressé en une immersion dans E .

Battelle Memorial Institute.
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