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Zur konformen Abbildung auf Normalgebiete

von HENz RENGGLI, Luzern

Einleitung

Die vorliegende Arbeit kann in zwei Teile gegliedert werden. Im ersten Teil,
der die ersten sechs Abschnitte umfaBt, werden die sogenannten konformen
Normalgebiete erklirt und diskutiert. Dabei war es unser Ziel, auch die
klassischen minimalen Schhtzberelche, nimlich die Parallelschlitzbereiche
sowie die Radial- und Kreisbogenschlitzbereiche der Ebene in die Darstellung
einzubeziehen. In den letzten drei Abschnitten, dem zweiten Teil, leiten wir das
Resultat her, daB umgekehrt fiir gewisse gegebene Gebiete konforme Abbil-
dungen auf Normalgebiete existieren.

Die Definition der Normalgebiete wird mit Hilfe des Begriffs der Extremal-
linge geprigt. Deswegen geben wir vorgingig in den beiden ersten Ab-
schnitten einen Abri8 der Theorie der Extremallingen. In Abschnitt 3 behan-
deln wir dann einige Beispiele von Extremallingen, wahrend der vierte
Abschnitt die Erklirung sowie die wichtigsten Eigenschaften der sogenannten
Normalgebiete enthilt.

In Abschnitt 5 zeigen wir ebenfalls mit Hilfe der Extremallingen, daB die
Normalgebiete sozusagen konform starr in die iibergeordneten Gebiete ein-
gebettet sind. Dies ist die Ubertragung des klassischen Resultates, wonach die
konformen Abbildungen auf die entsprechenden Schlitzbereiche bei geeigneter
Normierung eindeutig bestimmt sind. Damit soll riickwiéirts die gegebene De-
finition der Normalgebiete gerechtfertigt werden. Zur Vervollstéindigung be-
handeln wir in Abschnitt 6 die Parallelschlitzgebiete und zeigen, daBl unsere
Definition mit der klassischen Erklarung équivalent ist.

Als Vorbereitung zur Diskussion der konformen Abbildung auf Normalgebiete
werden in Abschnitt 7 diejenigen Spezialfille behandelt, bei denen relativ zum
tibergeordneten Gebiet nur einzelne Berandungen auftreten. Werden nun diese
in sogenannte normale Schlitze resp. in sogenannte normale Einschnitte ver-
wandelt, so sind die betreffenden Bildgebiete Normalgebiete. Im achten Ab-
schnitt 16sen wir fiir gewisse Gebietsklassen ein Extremalproblem, das beziig-
lich der Extremallingen formuliert wird, und beweisen schlieflich im letzten,
neunten Abschnitt, daB damit fiir unsere Spezialfille zugleich die Frage der
konformen Abbildung auf Normalgebiete erledigt ist.

Wir bemerken noch, dal jedem Abschnitt eine kurze Zusammenfassung vor-
angestellt ist. Dort findet man auch nihere Hinweise mit den wichtigsten Lite-
raturangaben und den notwendigen historischen Bemerkungen.
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§1. Der Begrift der Extremalliinge

Wir geben zuerst die Definition der Extremallinge nach L. AHLFORS und A.
BreurLiNG [1]. Nachher stellen wir kurz den Zusammenhang mit dem Diri-
cHLETschen Prinzip her.

1. In der komplexen z (= z + t¢y)-Ebene E sei eine Kurvenschar {y} ge-
geben. Unter einer Kurve y ¢ {y} verstehen wir das stetige Bild z,(t) eines
Parameterintervalls 0 <¢{<1 oder im Falle geschlossener Kurven das stetige
Bild von 0 <¢ <1 mit 2,(0) =2,(1). I bezeichne den Triger von {y},
das heift die Menge derjenigen Punkte welche die y aus {y} iiberdecken.

In E werden Funktionen p(2) >0 betrachtet; sie definieren durch
do = g(z) | dz | eine konforme Metrik. Wenn nun g (z) im LeEBESeGUEschen Sinne
quadratisch integrierbar ist, so ist F'(¢) = [[ o?(2)dzdy die beziiglich o(z) ge-

E .

amessene Fliche. Andernfalls werde F(g) =oco gesetzt.
Besteht y e {y} aus abzihlbar vielen rektifizierbaren Teilkurven Yoo ¥ = Uy,,
80 lst ihre durch p(2) bestimmte Lange durch

lo(y) = 2 Jo(z(s))ds;, (<o)
i=1 Y4
erklirt. s, bedeutet dabei die beziiglich y, gemessene euklidische Bogenlinge,
wihrend die Integrationen im LeBEScUEschen Sinne iiber 8; auszufiihren sind.
Besteht keine solche Zerlegung in rektifizierbare Teilkurven oder sind die In-
tegrale nicht definiert, so werde l,(y) =oco gesetzt.
Es sei .
L(e) = infl,(y).
. {7}

die sogenannte Minimallinge der Schar {y} fiir gegebenes g(z). Eine konforme
Metrik g(z) ist zuliissig und gehort zur zuldssigen Klasse {p(2)}, wenn L(g)
und F (p) nicht gleichzeitig 0 oder oo sind. 4

Definition 1. Die G'r&ﬂe ‘)’) = sup LS(Q) F—l(g) 0< 1(7) <0 heiﬁt
Extremallinge der Kurvenschar {y}. (e}

Es sei I'c 4 und 4 von positivem LeBEscuEschem MaB. Eine in 4 kon-
forme Metrik p(z) ist zuliissig, falls die Minimallinge L(p) und die beziiglich
A gemessene Fliche F (p) nicht gleichzeitig 0 oder oo sind. Aus Definition 1
ergibt sich unmittelbar, daB die in £ oder A4 berechneten Extremallingen
iibereinstimmen, die Extremallinge also nur von der Kurvenschar {y} ab-
hiingig ist. Insbesondere folgt noch, daB A(y) entweder 0 oder oo ist, fa.lls r
eine LEBESGUEsche Nullmenge darstellt. S
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“Bemerkung : Ohne ausdriickliche Erwiéhnung werden wir im folgenden von
der Beschrinkung auf A keinen Gebrauch machen.

2. Oft ist es giinstig, die Klasse {o(z)} zu normieren. Ist A(y)< oo, also
F(g) >0, so kann fiir endliche F(g) zur Berechnung der Extremallinge wegen
der Homogenitit von L2(gp) und F(p) in p(2) fiir die Fliche F(p) =c¢, ¢>0
gesetzt werden. Aus Definition 1 ergibt sich

Zusatz 1’. Ist fur die zugelassene Klasse {o(z)} die Fliche F(g) =c,c>0

und - sup L?(g) <oco, so heift die GroPe A(y) = c1.sup L¥(p), A(y)<oo
‘ {e) {e)
Extremallinge von {y}.

Ist dagegen 1(y)_>0,l das heiBt L(p)>0 fir gewissé 0(2), so darf man
sich  zur Bestimmung der Extremallinge auf die ¢(z) beschrinken, fiir die
L(g) > 1 gilt. Mit Hilfe von Definition 1 folgt damit

Zusatz 17. Ist fir die zugelassene Klasse- {¢(z)} die Minimallinge L(p) >

und inf F(g)<oo, 8o heift die Grifle /'l(y) = [inf F (0)], A(y)>0 Ewtre—
{e} {e}
mallinge von {y}. ' :

- 3. Es soll noch kurz gezeigt werden, wie -der Begriff der Extremallinge mit
dem DmricHLETschen Prinzip verkniipft ist. Wir beschréinken uns bei der fol-
genden Darlegung auf ein einfaches Beispiel, bemerken aber, daB die auftre-
tenden Zusammenhiinge viel allgemeinere Giiltigkeit besitzen.

Es sei der Triger I'y der Schar {yp} das Rechteck

R={(z,y) |0<z<a, 0<y<b},
‘wihrend jedes y, ¢ {yg} die Punktmenge
E,= {(z,y) |10<z<a,y =0} mit &K, = {(z,y)|0<z<a,y= b}

verbinde, das heilt es gelte lim Jz,.(!) =0 und lim 3z73(t)%b. Beschriin-
t—>0 ’ t—>1 j

ken wir die konforme Klasse {p(2)} gemiBl § 1.1 auf R und ist o(z) quadra-
b

tisch integrierbar, so existiert nach dem Satz von FuBimNi j' o*(z, y)dy fast

uberall in 0 <z <a. Also ist infolge der ScrwaRzschen Unglelchung fast tiberall

L"(e) [I e(x, y)dy]® <b- I e’(w y)dy ,

da ]ede Kurve z = const.,, 0<x <a zu {'yR} gehort. Integriert man nun
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iiber z, so ergibt sich alL?(p) <bF(p). GemiaB Definition 1 ist also
A(yg) = a1-b und das Gleichheitszeichen steht nur dann, wenn fast iiber-
all in R fiir die Metrik g(z) = const. gilt.

Es sei die Klasse @ = {f{(z,y)} gegeben. Dabei sei f(z,y) in R stetlg
differenzierbar und f = 0 auf E,, f =1 auf E,. Es ist

D(f) = J;J' grad® f dzdy

das DiricHLETintegral von f(z,y). Gesucht sei nun die Funktion f(z, y) ¢ @,
fir die D(f) einen mdoglichst kleinen Wert besitzt. Einen derartigen Ansatz
macht man beim DiricHLETschen Prinzip. Es gilt in unserm Falle D(f)> D (u),
wobei u(z,y) = b~1.y ist. In den physikalischen Anwendungen ist u(z, y)
das Potential und D{(u) die Kapazitit. Ferner wird der Zusammenhang mit
der Extremallinge hergestellt, indem man ¢(2) = | grad f(z, y) | wihlt.

§ 2. Einige Eigenschatten der Exiremalliinge

In diesem Abschmtt sind einige Eigenschaften der Extremallinge zusa.m-
mengestellt. Der Satz von der konformen Invarianz (Satz 2) wurde der Arbeit
von L. AuLroRrs und A. BEURLING [1] entnommen. Die beiden Zerlegungs-
siitze (Sdtze 3 und 4) sind Verallgemeinerungen von Sitzen derselben Ver-
fasser. Satz 5 fuBt auf einer von K.STREBEL [15] entdeckten Ungleichung. Die
hier gegebene Verschirfung stammt von J. HErscH [8].

1. In vielen Fillen gibt es in der zugelassenen Klasse {o(2)} mindestens
eine Metrik, fiir die in Definition 1 das Gleichheitszeichen steht.

Definition 2. P (2) heift Extremalmetrik, wenn L2(P)-F-1(P)=A(y) wst.

Fiir Extremalmetriken gilt ein gewisser Eindeutigkeitssatz. Vorgingig soll
aber in zwei Beispielen die Ausnahmestellung von A(y) = 0 und A(y)=o0
dargelegt werden.

a) Jede Kurve y einer Schar {y} sei zu einem Punkt degeneriert. Dann ist
L(p) = 0 fiir jedes p(z) € {0(2)}. Esist also A(y)=0 und jedes p(z) ¢ {o(2)}
ist Extremalmetrik.

b) Die Schar {y} bestehe aus allen Kurven y, die eine abgeschlossene Punkt-
menge in {z | |21>r>0,0<r<1} mit z=0 verbinden. Setzt man
e(2) = —[lz|-log|zi]7* in {z | |z1<r} und p(z) =0 in {z]|]lz|=>7},
go erhélt man L(g) =oco und F(p) = — 2z (log )2, also A(y) =oco. Auch
jede andere Metrik, dxe in {z | [ z |<r} mit dieser iibereinstimmt, ist
Extremalmetrik. : .



Zur konformen Abbildung auf Normalgebiete 9

Dagegen gilt die folgende Eindeutigkeitsaussage :

Satz 1. Fiar 0<A(y)<oc tst die Extremalmetrik, falls sie existiert, bis auf
einen konstanten Faktor fast iberall etndeutig bestimmt [14].

Bewetis. Nach § 1.2 diirfen wir uns auf den Fall normierter Extremalmetriken
beschrinken. Es seien also P,(2) (¢ =1,2) zwei Extremalmetriken mit
F(P,) = 1. Fir Py(z) = 3[P,(2) + Py(2)] ist

L(Py) = [A(y)}E

und aus der ScEwARzschen Ungleichung folgt
F(Py) =%[1+ g P,(2)-Py(z)dzdy] < 1

GemidB8 Definition 1 ist aber F(P,) > L3*(P,)-A"1(y) > 1. Also muBl in
Jf Py(2)-Py(z)dxdy <1 das Gleichheitszeichen stehen und demnach fast

E
tiberall P,(z) = P,(z) sein.

2. Bildet 2'(z) ein die Schar {y} enthaltendes Gebiet 4 konform in eine
komplexe z’-Ebene ab, so wird durch o(z) |dz | = ¢'(2') | d2’ | jede konforme
Metrik von 4 auf das Bild 4’ konform iibertragen und umgekehrt. Fiir solche
einander zugeordnete Metriken kann die Abbildung als Isometrie aufgefaBt
werden. Somit folgt

Satz 2. Die Extremallinge ist eine konforme Invariante, das heift wird ein

{y} enthaltendes Gebiet A konform auf ein Gebiet A’ abgebildet und ist {y'} dze
entsprechende Bildschar, so gilt A(y) = A(y').

3. Es seien abzihlbar viele Kurvenscharen {y,} gegeben, die zueinander
disjunkte Punktmengen I'; iiberdecken. Ferner seien die Tréiger I'; im LEBES-
¢UEschen Sinne meflbar. Wir betrachten zunéchst den Fall, daB jede Kurve
y.e{y;} ¢ =1,2...) eine Kurve y der Schar {y} enthilt. Es existiere also
zu jeder Kurve y,;, dargestellt durch z,,(f), 0<¢<1 eine Kurve y und ein
Teilintervall (0 <) t'<t<t” (< 1) derart, daB y das durch 2, (f) vermit-
telte Bild von ¢’ <¢<¢" ist. Dies nennen wir eine Zerlegung erster Art von {y}.

Satz 3. Fiir eine Zerlegung erster Art gilt Z’ [Ap)Ir < [A()] .
i=1

Bewezs. Der Fall A(y) = 0 ist trivial. Fiir A(y)>0 existieren im Sinne
von Zusatz 1" zulissige o(z), fiir die L(g) = 1 ist. Beschrinkt man p(2) auf
I;, das heiBt setzt p,(2) = ¢(2) in I, und g,(z) =0 in E — I, so folgt
mit Hilfe von Zusatz 1” sofort Satz 3.

. Wendet man Satz 1 auf Satz 3 an, so ergibt sich unmittelbar mit Hilfe von
Zusatz 1"
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Satz 3'. Es sei 0<A(y)<oo und P(z) Extremalmetrik far {y} mit der
Normierung L(P) = 1. Dann steht in Satz 3 das Gleichheitszeichen nur dann,
wenn fir die {y;} mit A(y,) <oo das auf I'; beschrinkte P (z) E’xtremalmetmk

far {y,} und (f P?(z)dazdy = 0 ist.
--u]’j

Satz 3 enthiilt als Spezialfall

Satz 8”7, Ist {yp}c{y}, das heifit ype {y} filr jedes ype {yp}, S0 hezﬁt
{yr} eine Teilschar von {y} und es gilt A(yg) = A(y).

4. Es seien wie bei § 2.3 Scharen {y,} mit meBbaren disjunkten Trigern I
gegeben. Es enthalte nun jede Kurve y e {y} fiir jedes 1 =1,2... eine
Kurve y,, das heiBt zu jedem Index ¢ und zu jeder Kurve y, dargestellt
durch z,(f), 0<t<1 existiere also eine Kurve y, und ein Teilintervall
0 <) t”<t<t (< 1) derart, daB p, das durch z,(f) vermittelte Bild von
t; <t<t; ist. D1es nennen wir eine Zerlegung zwelter Art von {y}.

. Satz 4. Fur eine Zerlegung zweiter Art gilt . Z' Ay < Ay).

i=1
Beweis. Der Fall, da alle A(p,) verschwinden, ist trivial. Ist eines der
A(y,) =00, 80 auch a fortiori A(y) =oco. Es seien also alle A(y,) endlich.
Wir withlen m Scharen {y,} aus, fiir die A(y,)>0 ist. GemidB § 1.2 gibt es
m den {7,} miissigo gu(x) mit Fi(es) = A(yy), dio suberhalb I, ver-

schwmden Setzt man 0(z) = 2 0:(2), 80 ist o(2) zula.seng beziiglich {y}. Au,s

m k=1
Zusatz 1’ folgt zundchst X A(y,) <sup L(g), dann 2 }.(y,,) A(y) bei festem
k=1 @

m und durch Grenziibergang m —oo "die Behauptung von Satz 4.

. b. Die Schar {y_} bezeichne die Vereiﬁigungsrﬁenge zweier beliebigejr
Scharen {y,} und {y,}, das heit jedes Element von {y_} gehore entweder

zu {y,} oder zu {y,}.

Satz 5. Far die Vereinigungsmehge {yo} zweier Scharen {y,} und {y,}
golt [A(p )] < [A(p)] + [A(pa) ]

Beweis. Verschwindet eine der GréBen A(y,) (i = 1,2), so ist der Satz
trivial. Andernfalls gibt es nach § 1.2 zuliissige Metriken p,(2) mit L,(p,) > 1
beziiglich der einzelnen Scharen - {y,;}. Setzt man

¢(z) = max {¢,(2), 0s(2)} beziiglich  {y_} ,

so gilt L) >1 und F(g) < F,(p,) + Fa(ps). Daraus ergibt sich in Ver-
bindung mit Zusatz 1” das gewiinschte Resultat. :
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- Bemerkung. Sind insbesondere I'y und I'; disjunkt und meBbar, so steht
gemif Satz 3 in Satz 5 das Gleichheitszeichen. :

6. Essei {y} eine bestimmte Kurvenschar. Dann gilt fiir die Extremallinge
jeder beliebigen Teilschar {y,}c {y} nach Satz 3" die Ungleichung A(y,)=>4(y).
Man fragt oft nach denjenigen Teilscharen, fiir die in dieser Ungleichung das
Gleichheitszeichen steht. | ‘

Deflnition 3. Die Kurvenschar {y} heifit durch {y,} ersetzbar, wenn {y,}c {y}
und A(yp) = A(y) 1st.

. Beispiel. Essei {y} die Vereinigungsmenge zweier Scharen {y,} und {y,}
mit A(y,) =oco. Dann ist {y} durch {y,} ersetzbar. Einerseits ist nimlich
A(yp) = A(y) nach Satz 3’, anderseits aber A(y) = A(y,;) gemidB Satz 5.

" Der Begriff ersetzbar soll im folgenden noch verallgemeinert werden. Vor-
bereitend definieren wir die Durchschnittsschar {y.} zweier Scharen {y;} und
{yr1}. Darunter verstehen wir die Menge der Kurven, die sowohl zu {y,} wie
auch zu {y;;} gehoéren. Dabei setzen wir ausdriicklich voraus, daB {y.} nicht
mit . {y,} oder {y;;} identisch ist, da man sonst nur ein Teilscharenverhilt-
nis im Sinne von Satz 3" hitte.

" Definition 4. Die Kurvenscharen {y;} und {y;} heifen vertauschbar, wenn
Aly)) = Alyn) = A(y.) ist und beide Inklusionen {y.}c {y;} und {y.}c {yy}
echt sind. )

§ 3. Einige Beispiele fiir Extremallingen

In Erginzung zu § 1.3 werden sogenannte Normalgebiete im Rechteck defi-
niert, und es wird der Zusammenhang mit der auf P. KoeBE [9] zuriick-
gehenden Erklirung der betreffenden minimalen Schlitzbereiche hergestellt.
Schon H. GrOTZSCH [4, 5] hat tibrigens die minimalen Schlitzbereiche mit sei-
ner Streifenmethode eingefiihrt. Im néchsten Abschnitt soll der Begriff des
Normalgebietes verallgemeineirt werden. Vorbereitend dazu behandeln wir zum
Schlufl eine gewisse Klasse von speziellen Gebieten.

" 1. Die Schar {yp}, die im Rechteck R = {(z,y) |0<z<a, 0<y<b} die
beiden Lingsseiten miteinander verbindet, hat gemiB § 1.3 als Extremallinge
Alyg) = a1.b. Dieser Wert, der Modul des Rechtecks, ist nach Satz 2 eine
konforme Invariante. Ferner ist die gewShnliche euklidische Metrik Extremal-
metrik.

*- Identifiziert man in geeigneter Weise die Seiten von R und bildet nachher
R konform auf einen Kreisring ab, so .lassen sich die Resultate auf Kreisringe
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iibertragen. In Verbindung mit Satz 2 ergibt sich A(u)=(2x)-1 - log (r;! - 75)
fir {u} als Schar der Kurven, die

{z | lzl=r} mit {z| |z]|=ry,r <r}

verbinden, sowie [A(»)]~! = (2x)~1-log (r{-7,), wenn {v} aus den {z ||z |=r,}
und {z||z|=r,} trennenden Kurven besteht. Ferner ist der Modul
(27)2-log(r{1-ry) eines Ringgebietes eine konforme Invariante und g (2) =|z|?
Extremalmetrik.

2. Es sei im Innern des Rechtecks R eine abgeschlossene Punktmenge 4 ge-
geben. Wir betrachten folgende Klasse X = {h(x,y)} von Funktionen:
h(z,y) e X sei stetig differenzierbar in R — A, auf E, sei h = 0, auf
E, dagegen h = 1. D'(h) bezeichne das iiber B — A erstreckte DIRICHLET-
integral von A(z,y). Ist @ = {f(z,y)} die in § 1.3 erklirte Funktionen-
klasse und D (f) das iiber R erstreckte DIRICHLETintegral, so gilt ersichtlicher-

weise inf D'(k) <inf D(f) .
{a) n
a) P. KomBE definierte die beziiglich R minimalen Schlitzbereiche durch

die Forderung, daB in dieser Ungleichung das Gleichheitszeichen stehen soll.
Er zeigte, daBl dann 4 das Flichenma@ Null hat und simtliche Komponenten
von A Schlitze (bzw. Punkte) sind, die in R vertikal liegen. Ferner sind zwei
minimale Schlitzbereiche dann und nur dann konform dquivalent, wenn sie
bei einer Bewegung des ganzen Rechtecks ineinander iibergehen.

b) Es sei {y,} die Teilschar der in R definierten Schar {yz}, deren Triger
I', gerade das Teilgebiet R — A ist. Gemdfl Definition 3 in § 2.6 sind
solche Teilscharen ausgezeichnet, die {yp} ersetzen konnen. R — A heille
nun Normalgebiet beziiglich B, wenn {yp} durch {y,} ersetzbar ist. Da nun
jede Metrik o(2) = |grad k(x,y) |, h(z,y) e X fir {y,} zulissig ist und
hiefiir L(p) > 1 gilt, so ergibt sich bei normalem R — A4 die Ungleichung

inf D' (R) =42 (y,)=A"(yg)=inf D(f). In Verbindung mit inf D’ (k)< inf D(f)
{h} {n {h} n
folgt daraus, dafl jedes in unserm Sinn normale Gebiet ein minimaler Schlitz-

bereich ist. Dafl auch die Umkehrung richtig ist und die fiir minimale Schlitz-
bereiche zitierten Eigenschaften gelten, werden wir spiter darlegen.

Anmerkung : Die in § 3.1 erwihnte Ubertragung auf Kreisringe liefert mini-
male Radial- bzw. Kreisbogenschlitzbereiche beziiglich eines Kreisrings [5].

3. Es sollen nun die in § 3.1 erklirten Beispiele verallgemeinert werden.
Gegeben sei in der z-Ebene ein Gebiet ¢, das von endlich vielen analytischen
Kurven C, berandet werde. Auf jedem der C, seien endlich viele offene und
disjunkte Teilbogen C; derart ausgewihlt und in zwei Klassen E, und E, ein-
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geteilt, daB die Komponenten der Punktmenge E* = UC, — U C} abgeschlos-
sene Intervalle sind, die ihrerseits immer Intervalle verschiedener Klasse mit-
einander verbinden.

Die Kurvenschar {y} verbinde in G die Bogen von E, mit denen von %,,
das heillt zu jedem vorgegebenen ¢>0 existiere ein >0 derart, dall der
euklidisch gemessene Abstand d[E,,z,(f)]<e¢ fir jedes ¢ mit ¢<d resp.
d[E,, z,(t)]<e fiir jedes ¢t mit 1 —¢<4.

Wie im" Beispiel von § 1.3 existiert eine in G harmonische Funktion
u(x, y), fir die 0<u<1l in @G gilt, mit » =0 auf den Bogen von X,,
ou
= =
Existenz von % (z,y) ergibt sich am einfachsten mit Hilfe der sogenannten
ScHOTTKYsSchen Verdoppelung von @ beziiglich £*, das heiBt man legt ein
zweites Exemplar von G iiber G und verheftet beide Exemplare lings der
innern Punkte von E* derart zu einer RiemaNNschen Fliche G*, daB G*
bei Spiegelung an E* in sich iibergeht. Ordnet man iibereinanderliegenden
Randpunkten von G* gleiche Werte von # zu, so ist auf G* ein Randwert-
problem erster Art zu losen.

% = 1 auf denen von E, und 0 fiir die Normalableitung lings E*. Die

Theorem 1. Ks set D(u) das fir G berechnete DIRICHLETintegral von
u(z,y) und A(y) die Extremallinge der E, und E, innerhalb G verbindenden
Schar {y}. Dann gilt A-(y) = D(u) und P(2) = | grad u(x, y) | ist Extre-
malmetrik von {y}.

Beweis. Wir betrachten in @ das Feld der Linien dv = 0 der konjugiert-
harmonischen Funktion von %(x, y). Im Anschlu an die physikalischen In-
terpretationen in § 1.3 werden wir diese Linien FluBlinien nennen. Mit Aus-
nahme von endlich vielen, die sich in den Punkten mit grad v = 0 verzwei-
gen, ist jede FluBlinie C' eine Kurve der Schar {y} und kann durch z,(u),
0<wu<1 dargestellt werden. Da sich auch bei harmonischer Fortsetzung iiber
E, und Z, hinaus die Linien % = 0 resp. u =1 auf E, bzw. E, nirgends
verzweigen, verzweigen sich ebenso die Linien » = const. nicht. Von jedem
Punkt von £, und Z, geht also infolge | grad « | >0 genau eine FluBlinie aus.

Nun ist fiir jede auf @ beschrinkte zuldssige Metrik o(z) und fiir jede sich
nicht verzweigende Fluflinie

ch

du

beziiglich der Schar {y}. Nach der ScEwARzschen Ungleichung erhélt man
daraus

L) < J @ 1dz] =  elzo(w]- | Z= | du

ch 2
*‘—1—1;’— - du .

12(0) < f e*lzo(u)
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Dabei ist die Minimallinge fiir gegebenes p(z) konstant, wihrend die rechte
Seite der Ungleichung als eine auf £, resp. £, definierte Funktion betrachtet
werden kann. Wir multiplizieren diese Ungleichung mit dv und integrieren —
nach Numerierung der zu £, gehérenden Bogen — iiber diese Bogen der Reihe
nach derart, daB die sich verzweigenden FluBlinien weggelassen werden und
das Gebiet G links liegt. Dann folgt .

L*(g) - [ do = L*e) - D(@) < J do - § o*[eo(w]

2

dzo du

du

Da aber durch jeden Punkt von G' mit | grad « | >0 nur eine FluBlinie geht,
erhilt man daraus mit Hilfe von dudv = | grad u |*-dxdy die Beziehung

L¥e)-D(w) < If o*(z, y)dzdy = F (o).
Infolge u(z, y) £ 0 ist einmal D(u)>0. Anderseits gilt in der euklidischen

Metrik L(p)>0 und F(p)<<oo, so daB D(u) endlich sein muBl. Fiir P (2) er-
gibt sich schlieflich D(u) = F(P), L(P)= 1 und somit Theorem 1.

Anmerkung : Die Voraussetzung, dafl die Bogen von ¥, und E, auf den C,
alternieren, wurde im Beweis nicht benutzt, wird aber spiter verwendet
werden. Dagegen ist es wesentlich, dal £* keine isolierten Punkte enthilt. In
diesem Fall gilt nimlich A(y) = 0. Zum Beweise betrachten wir einen zu E*
gehorenden, isolierten Punkt p. Dann ist A(y) nach Satz 3" und Satz 4
kleiner als die Extremallinge derjenigen Kurvenschar, die in einem geniigend
kleinen Kreis um p das Zentrum p von der Peripherie trennt. Diese ver-
schwindet aber geméf § 3.1 und somit folgt A(y) = 0.

4. Mit Hilfe der in § 3.3 erklirten Scharen {y}, 0<A(y)<co werden wir
im n#échsten Abschnitt die sogenannten Normalgebiete einfithren. Statt einer
Schar {y} konnen wir uns auch ein Gebiet @ mit ausgezeichneten Berandun-
gen ¥, und E, vorgeben. Mit & = {(G; E,, £,)} bezeichnen wir die Gesamt-
menge der Gebiete G samt ihren Randmengen E, und E,.

§ 4. Normalgebiete

Zuerst geben wir den Begriff der Normalitét. Dieser stellt eine Weiterent-
wicklung der auf P. KoEBE [9, 10] zuriickgehenden Erklérung der minimalen
Schlitzbereiche dar. Nachher beweisen wir einige Eigenschaften der Normal-
gebiete, wie zum Beispiel das Analogon zum Satz von P. KOEBE iiber das
Maf3 der Berandung. Zum Schlufl werden die Normalgebiete an Hand der Ex-
tremalliingen erklirt, die den bei P. KoEBE mit Hilfe der Strémungspotentiale
erklirten minimalen Schlitzbereichen entsprechen. Die Aquivalenz der beiden
Definitionen beweisen wir dagegen erst spiter.
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1. Es sei ein Element (G'; E,, £,) der in § 3.4 erklirten Menge ® gege-
ben. {y} sei gemiB § 3.3 diein (G ; E,, E,) definierte Kurvenschar. Von den
Teilscharen {y,}c {y} sind diejenigen ausgezeichnet, die nach Definition 3 in
§ 2.6 die gegebene Schar {y} ersetzen konnen. In Verallgemeinerung der in
§ 3.2 fiir das Rechteck skizzierten Definition treffen wir folgende Erklirung

- Definition 8. Eine Teilschar {y,} von {y} heift normal beziiglich {y} und
wird mit {yy} bezeichnet, wenn {y} durch {y,} ersetzbar ist. 1st iberdies der T'riger
I'y etn Gebiet GrcG, so heift Gy Normalgebiet beziiglich (G; E,, E,) und
wird dann einfach mit Gy bezeichnet.

Durch die beiden folgenden Zusatzvoraussetzungen zu Definition 5 soll ver-
mieden werden, dall dasselbe G gleichzeitig beziiglich verschiedener Elemente
(G; E,, E,) normal sein kann.

Definition 8’. Ein Gebiet Qy heipt nur dann Normalgebiet, wenn einerseits je
zwei Randkomponenten C; vom G durch eine in Gy verlaufende Jorpankurve
L voneinander getrennt werden konnen, und anderseits jeder Teilbogen von E*
von jeder Komponente von G — Gy (beziglich der Ebene) getrennt liegt.

2. In den folgenden Theoremen 2 und 3 werden zwei wichtige Eigenschaften
der Normalgebiete hergeleitet.

Theorem 2. Diein § 3.3 erklirte Extremalmetrik

P(z) = |gradu(z,y)| wvon {y}

st zugleich Extremalmetrik far {yy}. Die Menge Q — Gy hat das Flichenmaf
Null. : :

Beweis. Die fiir P(z) berechneten GréSen F(P) und L(P) beziehen sich
auf {y}, F 5 (P) und Ly (P) dagegen auf {yy} resp. Gy. Nunist Ly(P)>L(P)=1
und ’

A71(y) = F(P) > Fy(P) > Ly(P)- A" (yy) = A2 (yy) -

infolge der Voraussetzung der Normalitdt ist also P(z) Extremalmetrik fiir

{yn} Weiter gilt F(P) — Fy(P)= [f P*dxdy = 0. Da grad » nur in endlich
. G—-Gy

vielen Punkten verschwindet, ergibt sich daraus die zweite Behauptung von
Theorem 2, q. e. d.

Anmerkung. Theorem 2 folgt auch direkt aus Definition 5 unter Heranziehung
von Theorem 1 und Satz 3'.

Theorem 3. Es set q esn Punkt aus Gy und V eine in der Extremalmetrik
gemessene beliebige ¢-Umgebung von q (beziiglich Gy). Dann existiert ein durch V
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gehendes yy aus {yy} von der Linge

| p(yy) = 1gradu(z, ) | |dz|<l+e.
YN~

Beweis. Die Gegenannahme besagt, daB fiir jede derartige Kurve Ip(yy)>1+¢
ist. Es sei V' die in der Extremalmetrik gemessene £/2-Umgebung von gq.
Wir setzen g,(z) = P(z) in Gy — V' und g,(z) = 0 in V'. Dann bleibt ersicht-
licherweise [, (yy) = 1 bestehen, wihrend ¥ (¢ ) <F(P) in Widerspruch zu
Zusatz 1” und Theorem 2 ist.

3. Eine bemerkenswerte Folgerung aus Theorem 3 ist

Theorem 3'. Es sei C eine beliebige, sich nicht verzweigende Fluflinie in G.
Dann gibt es zu jeder in der Extremalmetrik gemessenen 9-Umgebung W von C .
etne Kurve aus {yy}, die ganz in W verliuft.

Beweis. Die zu wu(x,y) konjugiert-harmonische Funktion »(z, y) werde
auf C durch » = 0 normiert und an Hand dieser Normierung fortgesetzt.
Da grad » auf der abgeschlossenen Kurve C nirgends verschwindet und in
G stetig ist, bilden fiir geniigend kleines 4 die Punkte {(z, ) |0<u(z,y)<1,
— d<v(z, y)<?} eine in der P(z)-Metrik gemessene #-Umgebung W von
C, in der |grad« |>0 gilt. Wir betrachten die in W definierte Funktion
2(2) = u(x,y) + 1v(x,y). Diese bildet W konform auf das Rechteck
W = {(u,v) |0<u<l, —d<v<®} der (u, v)-Ebene ab. Der Extremal-
metrik P(z) in W entspricht dabei nach § 2.2 die gewohnliche euklidische
Metrik von W. Ferner gibt es nach Definition 5’ Punkte ¢ auf C, die in Gy
liegen.

Wir berufen uns nun auf Theorem 3 und gehen indirekt vor. Es sei ¢ ein
Punkt von Gy auf C und yy eine Kurve, die die in Theorem 3 erwihnte, zu ¢
gehorende Umgebung V durchquert. Dann géibe es zu jedem solchen yy einen
Punkt ¢’ auf y,, der auBerhalb W liegt. Wir wihlen & = 9%/2(1 + §) < ¢
und g, sei ein Punkt auf yy, der in V liegt. Bei konformer Ubertragung auf
W erhilt man Ip(yy) = d(E,, qo) + 4(q0,¢') + d(¢’, E,) fiir eine Kurve,
die bei wachsendem ¢ die Umgebung V vor ¢’ passiert. d(E,, q,) bezeichnet
den betreffenden in W gemessenen euklidischen Abstand. Wird ¥V nach ¢’
durchquert, so dndert sich der Beweis nur unwesentlich. Nun gilt offensichtlich
d(E,, qo) +d(q,,9') +d(q', E,) >[1+ (# —¢)2]t, woraus sich in Widerspruch
zu Theorem 3 die Ungleichung I, (yy) = 1+ ¢ ergibt, q. e. d.

4. Es sei gemiB Definition 5 und 5’ ein Normalgebiet G gegeben und a sei
eine Komponente von 4 = @ — Gy. Aus Theorem 3’ folgt unmittelbar,
daB jedes a auf einer (eventuell sich verzweigenden) FluBlinie C liegen muB.
Besteht a aus einem einzelnen Punkt, so gehort es zum Randdiskontinuum
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Ap von A. Andernfalls ist a Element des Randkontinuums A4 von 4. Dann
liegen entweder alle Haufungspunkte von @ in G und a heiBt ein normaler
Schlitz, oder es gibt Haufungspunkte von ¢, die zum Rande von G gehéren, und
a ist ein normaler Einschnitt. Nach Definition 5' gehen von E* keine Ein-
schnitte aus. Alle Punkte von Z,, deren zugehorige FluBlinien Elemente a
enthalten, bilden die sogenannte Projektionsmenge PA von 4. Die analog de-
finierten Projektionsmengen von A4j, resp. Ay bezeichnen wir mit PA,, bzw.
PAg.

m (C) sei das lineare, in der Extremalmetrik P (z) berechnete MaB der auf
einer beliebigen FluBlinie C gelegenen Punkte von 4. m(C) kann als eine auf
E, definierte Funktion aufgefal3t werden. Integriert man m (C') — nach Multipli-
kation mit dv wie beim Beweis von Theorem 1 in § 3.3 - iiber die Bogen von
E, und benutzt den in Theorem 2 angegebenen Satz iiber das Maf der Be-
randung, so ergibt sich mit Hilfe des Satzes von FuBINI, dal m (C) fast iiberall
auf E, verschwinden mufl. Insbesondere folgt daraus, da PAy eine lineare
Nullmenge ist. Dagegen braucht dies fiir P4;, — wie wir noch naher erliutern
werden — durchaus nicht der Fall zu sein.

Wir gehen umgekehrt von einer Teilschar {y,}c {y} aus. Der Triger I,
sei ein Teilgebiet ' von G und die Randmenge 4 = G — G, bestehe aus
Punkten, normalen Schlitzen und normalen Einschnitten. Ist nun die be-
treffende Projektionsmenge PA von A eine Nullmenge, so erhélt man fir {y,}
wie beim Beweis von Theorem 1 in § 3.3 die Beziehung A-1(y,) = D(u),
so daB also G/ gemidll Definition 5 Normalgebiet ist. P. KoEBE [9] hat fiir
seine minimalen Schlitzbereiche die Vermutung geduBlert, dal — auf unsern
Fall iibertragen — die Menge PA auch umgekehrt bei normalem G eine lineare
Nullmenge darstelle. Erst H. GrRoTzscH [4] und R. pE PosseL [11] gelang
gleichzeitig deren Widerlegung. Damit wurde gezeigt, dal das Randdiskon-
tinuum A4, fiir die Frage der Normalitdt nicht unwesentlich ist. Die be-
treffenden Gegenbeispiele haben infolge der in § 3.2 angekiindigten Aquivalenz
der Definitionen auch fiir unsere Normalgebiete Giiltigkeit.

5. Es werden im folgenden die normalen Kreisbogen- und Radialschlitz-
gebiete wie auch die Parallelschlitzgebiete mit Hilfe der Extremalléingen er-
klirt. Den Aquivalenzbeweis mit der KoEBEschen Definition werden wir erst
spater durchfiihren.

Das Gebiet G enthalte z = 0 und z =oco. Wir betrachten Zahlen » und
H, 0<n<H derart, dafl der Kreisring Ry = {z In<|z |[<H} die gesamte
Berandung von G enthilt. Gz heit dann normales Kreisbogen- bzw. Radial-
schlitzgebiet, falls das in Ry gelegene Teilgebiet von G, fiir alle derartigen 7
und H im betreffenden Sinne gemaB § 3.2 und Definition 5 normal ist.

2 Commentarii Mathematici Helvetici
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Anderseits seien bei gegebenem Gebiete G, das den Punkt z =oco ent-
halt, ¢ und @ positive Zahlen derart, dafl das Rechteck

Bp={(z,y) | —d<xz<?d, — O<y<O}

die gesamte Berandung von G, enthilt. G, heilt normales, horizontal gele-
genes Parallelschlitzgebiet, wenn das in R, gelegene Teilgebiet von G, fiir
jedes ¥ und @ normal beziiglich der Schar ist, die in R, die Seiten {(z, y) |z =
— %, —0<y<O} und {(z,y)|lx =9¢, —O <y <O} miteinander verbindet.

§ 6. Konforme Abbildung von Normalgebieten

Die in den Theoremen 4 und 4’ formulierten Abbildungssitze sind Verallge-
meinerungen von Resultaten, wie sie von H. GrROTzscH [5] und E. RENGEL
[13] fiir einfache Spezialfille aufgestellt wurden. Unter Anwendung des
in § 2.1 formulierten Satzes 1 148t sich auch die Eindeutigkeitsfrage fiir kon-
forme Abbildungen von Normalgebieten mit Hilfe der Extremallingen be-
handeln. Auf diese Moglichkeit wurde andernorts [14] kurz hingewiesen.

1. Das Gebiet GycG sei ein Normalgebiet beziiglich (G ; E,, E,) sowohl
im Sinne von Definition 5 wie auch von Definition 5" und {y,} die zugehérige
ausgezeichnete Kurvenschar. @ werde durch 2z’ = f(z) konform auf G} und
{yx} auf {y;} abgebildet. Jedes Element (G ; E,, E,), das G, derart zugeordnet
werden kann, daB {y;} Teilschar der in @ definierten Schar {y} ist, gehére zur
Teilmenge ®'c ®. Die diesbeziiglichen Elemente und Kurvenscharen werden
mit (G ; E;, E}) resp. {y'} notiert. Mit Hilfe der Sitze 2 und 3" erhilt man

Theorem 4. Fiir jede konforme Abbildung f(z) eines Normalgebietes G und
jede zugehorige (nicht leere) Teilmenge &' ® gilt bezilglich der ausgezeichneten
Kurvenscharen A(y') < A(yy).

Steht fiir eine Schar {y'} in Theorem 4 das Gleichheitszeichen, so ist G
Normalgebiet beziiglich G' mindestens im Sinne von Definition 5. Ist nun die
erste Voraussetzung von Definition 5' nicht erfiillt, so gibt es Einschnitte e,
von G, die zugleich nicht zerlegende Querschnitte von @’ sind oder solche ent-
halten. Nun geht jede JorpDANkurve L, die in G verliuft und eine Randkom-
ponente C; von G von den iibrigen Randkomponenten trennt, bei der Abbil-
dung f(z) wieder in eine JorDANkurve L' iiber, die ihrerseits eine oder allenfalls
endlich viele Randkomponenten von G’ von den iibrigen trennt. Dabei machen
wir ausdriicklich von der in § 3.3 gegebenen Voraussetzung Gebrauch, wonach
auf jeder Randkomponente C; resp. C; von @ bzw. @' Bogen von E, oder E,
resp. E, oder E, ausgezeichnet sind. Die Zusammenhangszahl von @' ist folg-
lich niemals kleiner als diejenige von @ und muf}, wenn Querschnitte e; vor-
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liegen, offensichtlich gréBer sein. Wir werden spéter zeigen, da man durch
eine Hilfsabbildung den Fall auftretender e, leicht auf denjenigen zuriick-
fithren kann, bei dem G und G’ die gleiche Zusammenhangszahl besitzen.

Es sei @ ein Querschnitt von @, der in Gy verlduft und dessen Endpunkte
zu E,U K, gehoren. Ferner trenne ¢ ein einfach zusammenhingendes Ge-
biet U von G ab. Ist nun Definition 5' beziiglich G’ erfiillt, so trennt auch das
durch f(z) vermittelte Bild @’ ein einfach zusammenhingendes Gebiet U’ von
G' ab. Wire dies namlich nicht der Fall, also U’ mehrfach zusammenhingend
oder ¢’ nicht zerlegend, so miilte sich die Zusammenhangszahl fiir G’ ersicht-
licherweise erhShen.

Ist dagegen fiir G, G’ die erste Voraussetzung von Definition 5’ zwar erfiillt,
doch noch nicht die zweite, so gibt es normale Einschnitte e,;, die in Punkten
der fiir G’ gemifl § 3.3 definierten Randmenge E* enden. Geht man wie bei
§ 3.3 durch ScHOTTKYsche Verdoppelung von G’ zur RiEmanNschen Fliche
G* iiber, so miissen die innern Punkte von E*, die Endpunkte von Einschnit-
ten e; sind, Nullstellen des auf G* definierten grad »' sein. Folglich kann es
nur endlich viele solche Einschnitte geben. In diesem Fall betrachtet man an
Stelle von (G'; E,, E;) das Element (&' — Ue,; E,, E;), das ebenfalls zur
Klasse & gehort. Ferner besitzen G’ und G’ — U e; dieselbe Zusammenhangs-
zahl, die nach Voraussetzung mit der von @ iibereinstimmt. Gemi8 Satz 3"
ist @y auch beziiglich des neuen Elementes normal. Unter Anwendung dieser
beiden Reduktionen darf man demnach im Fall des Gleichheitszeichens bei
Theorem 4 voraussetzen, daB8 G, auch im Sinne von Definition 5’ normal be-
ziiglich des zugeordneten Elementes ist.

2. Es stehe in Theorem 4 das Gleichheitszeichen und Gyc @ sowie Gy c G’
seien Normalgebiete im Sinne von Definition 5 und 5'. % (x,y) und %'(z’, y')
seien die gemdB § 3.3 beziiglich ¢ und G’ erkliarten harmonischen Funktionen
und % sowie 2’ die Menge der Punkte ¢ und ¢’ von @ und G’, in denen grad «
resp. grad 4’ verschwindet. Da Gy in G dicht liegt, gibt es zu jedem ¢ ek
Folgen z, aus G, die gegen ¢ konvergieren. Ferner sei H resp. H' die Menge
der normalen Schlitze und Einschnitte in G und G, die Punkte aus & resp. A’
enthalten.

Theorem 4'. Steht in Theorem 4 das Gleichheitszeichen und ist das durch
{(z) vermittelte Bildgebiet Gy Normalgebiet beziiglich (@' ; E, E;) im Sinne
von Definition 5', so kann f(z) zu einer konformen Abbildung von G — H auf

G' — H' erweitert werden. Gilt zusdtzlich lim f(z,) e ' fiir jedes q e h und
zZi—>q

jede Folge z, —q mit z, e Gy, 8o st f(2) sogar in G konform und bildet G auf
G’ sowie {y} auf {y'} ab.
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Beweis. Es sei L entweder eine Jorbaxkurve J, diein G verlduft und deren
Inneres U keinen Randpunkt von G enthilt, oder es sei L ein in G gelegener
Querschnitt ¢ von G, dessen Endpunkte zu E, v E, gehoren und der ein ein-
fach zusammenhéngendes Gebiet U von G abtrennt. Der Durchschnitt U~ G,
werde mit V bezeichnet. Das durch f(z) vermittelte Bild L’ definiert in beiden
Fillen geméB § 5.1 ein einfach zusammenhéngendes Gebiet U’, das in G liegt
und das Bild V' von V enthilt. Q(2) = u(x, y) + tv(2, y) seiin U normiert
und definiert und ebenso Q' (', ') = u' (&', y’) 4 v’ (2, y’) in U’. Wir setzen
ferner von U voraus, dafl dessen Bild S in der 2-Ebene schlicht sei. Das Bild
von V werde mit 7' und diejenigen von U’ und V' vermége 2'(2') mit S’
resp. 7" bezeichnet.

Nach Theorem 1 und 2 sind P(z) = | grad | und P’(2') = | grad %' | nor-
mierte Extremalmetriken fiir {yy} und {y}}. Sie miissen sich bei der konfor-
men Abbildung f(2) infolge der Sitze 1 und 2 in G, und G gegenseitig ent-
sprechen. Ubertrigt man diese MaBbestimmungen von ¥ und ¥’ auf 7' und 7,
so erhdlt man in der ©- und £2'-Ebene die gewohnliche euklidische Metrik.
Fiir die durch f(z) induzierte konforme Abbildung 2’ = g(2) von T auf 7"
gilt nun nach Satz 1 und § 2.2 fast iiberall {dQ2|=|df’ |, woraus man die
in T' giiltige Beziehung ¢(2) = a2 + b, [a| = 1 folgert. Also ist auch 7"
schlicht und die Abbildung £’ (z') besitzt beziiglich 7" die inverse Abbildung
2’1, Folglich gilt fiir die durch f(z) beschriebene Abbildung von V auf V' die
Formel f(z) = 2'-1gQ(z).

Die rechte Seite von f(z) = 2'-1g£2(2z) ist nun eindeutig und analytisch
auf U fortsetzbar und definiert eine Abbildung von U auf U’. Enthilt nimlich
U Randpunkte oder normale Schlitze von G, so miissen diese konform auf
entsprechende Randpunkte oder normale Schlitze von G abgebildet werden.
Dasselbe gilt fiir normale Einschnitte. Dabei benutzen wir einmal die Eigen-
schaft, daf3 fiir G und G;v nach Definition 5’ in E* keine Einschnitte enden.
Ferner verbinden gemi8 der in § 3.3 gegebenen Voraussetzung die Intervalle
von E* immer Punkte verschiedener Klasse Z, resp. £, miteinander. Fiir das
vom Querschnitt @ resp. @' abgetrennte U bzw. U’ darf demnach kein nor-
maler Einschnitt bei der konformen Abbildung in ein Randintervall iibergehen.

Da nun zu jedem normalen Schlitz und zu jedem normalen Einschnitt in
G — H ein U angegeben werden kann, dessen Bild S schlicht ist, so ist also
f(z) in G — (H vh) konform und bildet dieses Gebiet auf G' — (H' v h')
ab. In den endlich vielen Punkten von A, die nicht zu H gehoren, hat
f(z) = Q'-1gQ(2) isolierte hebbare Singularititen, so daBl also f(z) das Gebiet
G — H konform auf G' — H' abbildet.

Bildet f(z) bei Fortsetzung auf den Rand H zusitzlich die Menge % in A’ ab,
so sei U(q) die beziiglich eines Punktes g €% in der P(z)-Metrik gemessene
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6-Umgebung und V(g) = U(q) ~ Gy. U(q) wird durch das in U (q) eindeu-
tig definierte 2(z) auf ein mehrfach verzweigtes Flichenstiick S und ¥V (q)
auf Tc8 abgebildet. Dabei sei ¢ so klein, dafl U(q) keine weitern Punkte
von h enthdlt. Das durch f(z) vermittelte Bild V'(¢’) von V(q) kann in-
folge der Isometrie beziiglich der Extremalmetriken als Durchschnitt
U'(q') ~ Gy aufgefaBt werden. Dabei stellt U’'(g') die in der P’'(z')-Metrik
beziiglich G’ gemessene 6-Umgebung desjenigen Punktes ¢’ ¢4’ dar, der ¢
zugeordnet ist. Die in U’(q’') eindeutig definierbare Funktion '(z’) bildet
U'(q') auf eine Verzweigung S’ und V’'(¢’) auf 7"c S’ ab. Ferner diirfen wir
annehmen, dal § und S’ durch je eine geeignete Wurzeloperation lokal unifor-
misiert werden konnen.

Entweder ist V(gq) zusammenhingend oder zerfillt in einzelne Teilgebiete.
Die zu H gehorenden Randufer dieser Teilgebiete sind nun in natiirlicher
Weise zyklisch um ¢ angeordnet. Wir behaupten, dafl diese zyklische Anord-
nung bei der Abbildung von V(q) auf V’(q’) erhalten bleibt, das heiit daf3
die durch die Abbildung induzierte Anordnung mit der betreffenden zyklischen
Ordnung der fiir die Teilgebiete von V'(¢’) erklirten Randufer iiberein-
stimmt.

Zum Beweise ziehen wir in Gy einen einfachen Querschnitt @, dessen beide
Enden in ¢ liegen. Folglich wird G durch @ zerlegt. Das Bild von ¢ ist nach
Voraussetzung ein Querschnitt @', der in ¢’ endigt und @) ebenfalls zerlegt.
Enthilt nun die eine Komponente der Zerlegung gewisse Randufer, so muf3
das Bild ebenfalls die entsprechenden Randufer enthalten, so daBl folglich die
zyklische Anordnung invariant bleiben muf.

Die durch f(z) induzierte Abbildung 2’ = ¢g(2) von T auf 7" ist wieder-
um fiir schlichte Teilgebiete von 7' linear. Ferner entsprechen sich die beiden
Verzweigungspunkte von § und §’. Demnach miissen § und S’ die gleiche
Verzweigungsordnung besitzen. Durch eine Wurzeloperation bilden wir § und
8’ je auf eine schlichte Kreisscheibe ab. Dort werden die Bilder von 7' und 7"
durch eine gewisse Anzahl getrennt liegender Sektoren dargestellt, die ein-
eindeutig und zyklisch invariant aufeinander bezogen sind. Folglich kann g(£2)
auf T durchgedriickt werden und stellt eine konforme Abbildung von T
auf 7" resp. sogar von S auf §' dar. Hernach ist die rechte Seite von
f(z) = Q'-1g0Q(2) eindeutig und analytisch auf U(q) fortsetzbar und bildet
U (q9) konform auf U’(q’) ab.

Fiihrt man dieses Verfahren fiir alle Punkte von % durch, so ist damit dieser
Fall auf den vorigen zuriickgefiihrt. Somit bildet f(z) das Gebiet G konform
auf G’ ab. Infolge {yy}c{y} und {yy}c{y'} entsprechen sich auch die
Scharen {y} und {y'}. Dabei kann E, sehr wohl in E; und E, in E; transfor-
miert werden.
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3. Als Spezialfall von Theorem 4’ ergibt sich fiir die in § 3.2 definierten Nor-
malgebiete die fiir die KoeEBEsche Definition zitierte eindeutige Bestimmtheit.
Ferner erhialt man fiir diese Gebiete bei Anwendung von Theorem 4 Aus-
sagen iiber die Anderung der Moduln der zugeordneten Rechtecke resp. Kreis-
ringe [14].

Ubertrigt man ferner durch geeigneten Grenziibergang das soeben auf Kreis-
ringe angewandte Theorem 4 mit Hilfe der Sétze 3 und 4 auf den Kreis und
die Ebene, so ergeben sich fiir die betreffenden, in § 4.5 erkldrten Normal-
gebiete bei geeigneter Normierung der konformen Abbildungen gewisse be-
kannte Verzerrungssitze.

Ist zum Beispiel in der z-Ebene ein nach § 4.5 normales Radialschlitzgebiet
G gegeben, das durch f(z) normiert konform [f(co)=o0, |f (c0)|=1, f(0)=0]
abgebildet wird, so gilt fiir jede derartige Abbildung die Beziehung |f'(0)| >1.
Zum Beweise wendet man auf das Teilgebiet Gyz~Rg, Ry = {z | n<|z|<H}
Theorem 4 an und macht nachher unter Benutzung von Satz 4 den Grenz-
iibergang 7 — 0, H —o0o. Ein analoges Theorem gilt fiir normierte konforme
Abbildungen von normalen Kreisbogenschlitzgebieten G5. In diesem Fall folgt
| f/(0) | <1 fiir jede zugelassene normierte Abbildung. Ferner kann man zei-
gen, dal das Gleichheitszeichen nur fir f(z) = ™.z, « reell erreicht wird.

§ 6. Die klassischen Normalgebiete

In diesem Abschnitt wird als Beispiel eines Beweises fiir die Identitét der
KokBEschen minimalen Schlitzbereiche mit den in § 4.5 definierten Normal-
gebieten der Fall der betreffenden Parallelschlitzgebiete betrachtet. Zu diesem
Zwecke zeigen wir u. a., dafl fiir beide Definitionen dieselben bekannten Ex-
tremaleigenschaften gelten.

1. Es sei Gp ein nach § 4.5 normales horizontal gelegenes Parallelschlitz-
gebiet und f(z) eine konforme Abbildung von G, auf ein schlichtes Gebiet G'
der Zahlenkugel.

Theorem b. Fir jede in z=o00 durch f(z)=z+4 (a+ 1)z 4 272(---) nor-
mierte konforme Abbildung eines normalen horizontalen Parallelschlitzgebietes gilt
die Ungleichung m(B) + 2an < 0. Dabei bezeichnet m(B) das Maf des
Komplementes des Bildgebietes G' beztiglich der Ebene.

Vor dem Beweis von Theorem 5 wollen wir noch eine wichtige Folgerung
ziehen. Es sei @ ein Gebiet, das den Nullpunkt ¢ =0 enthdlt und
z2p(l) = {1+ (Ap +1Bp)¢ + (2(---) die Entwicklung um den Nullpunkt
der (als existierend vorausgesetzten) konformen Abbildung von G auf ein Nor-
malgebiet Gp. Ist f() =1+ (A 4+ +B), + (%(---) eine beliebige derart
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normierte konforme Abbildung von @ auf ein Gebiet G’ der Zahlenkugel, so
kann f({) als Produkt von z,({) und einer geeignet gewihlten Abbildung f(2)
aufgefaflt werden. Bei Substitution erhiélt man gema8 Theorem 5

Zusatz 2. Euxistiert eine mormierte konforme Abbildung zp({) des { =0
enthaltenden Gebietes G auf Gp und ist

Q) =0+ A +1B)I+2(---)

eine beliebige in { = 0 derart normierte konforme Abbildung von @, so wird
unter all diesen Abbildungen der Realteil A fir zp(L) maximal.

Literatur. Die fiir Parallelschlitzgebiete giiltige Extremaleigenschaft des
Realteils A haben gleichzeitig H. GROTZSCH [6] und R. DE PossEL [12] ent-
deckt. Die Ungleichung in der Form von Theorem 5 stammt von H. GRUNSKY
[7], der sie fiir Schlitzgebiete von endlichem Zusammenhang mit Hilfe von
Randintegralen herleitete.

Beweis. Wir wihlen R, = {(z,y) | — @*<x <02, — 0@ <y <®}. Dabei sei
@ so gro}, daB die gesamte Berandung von G im Innern von R, liegt. Mit C
bezeichnen wir die positiv durchlaufene Berandung von R,. Die in Rp nach
§ 4.5 ausgezeichnete Kurvenschar besitzt fiir jedes vorgegebene @ die Extre-
mallinge ©. Nach Definition 1 gilt fiir jede in R, ~ Gp definierte zulissige
konforme Metrik p(z) die Ungleichung LZ%(p)- F~*(p) < ©. Diese Ungleichung
wenden wir fiir 04(2) = | f'(2) |, 00(2)-1dz | = | df |, das heil}t fiir die eukli-
dische Metrik des Bildgebietes G' von G'p an. Setzt man

f@)=u+iv=(z+1y) + («+ if)-(x +1y) + (x +1y)2-(---) ,

so gelten die Entwicklungen % (z,y) =2 + (a2 + fy)-(2* + y*~1... und
v(z,y) =y + (Bx — ay)-(x® 4+ y?)~1... Folglich ist L(p,) =26*+ 6-2.0(1)
und

udv = zdy + —gdlog(ar:2 +9?) — 2z (xdx + ydy) - (Bx — ay)- (22 4 y?)2...

Somit ergibt sich fiir F(g,) + m(B) = [udv bei Ausfiihrung und Abschiit-
c

zung der Integrationen nach einiger Rechnung die Entwicklung

0 a2dx
gud'v =403 —4 a@_%sm

=4 6@ — 4aarctang @ + 6-1.0(1) .
Infolge L2(p,) = 46* + 0(1) erhilt man mit Hilfe von
O-1.L*(g,) < F(go)

+ 6-1.0(1)
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beim Grenziibergang @ —oco die gewiinschte Beziehung
0 — 2ar — m(B) .

2. Nach P. KoeBE und R.CoUurANT [9, 3] werden die minimalen Parallel-
schlitzbereiche mit Hilfe der sogenannten Stromungspotentiale definiert. Es
sei also @ ein schlichtes Gebiet in der {(= & + ¢7)-Ebene, das { = 0 und also
auch einen Kreis K (vom Radius @) um ¢ = 0 enthilt. Ferner sei S(&, ) die

& &
Frpa
in Kund S(,7n7) =0 in G@ — K . Man betrachtet nun alle in dem in {=0
punktierten G stetig differenzierbaren Funktionen ¢@(&,%), diein (=0
dieselbe Singularitit wie &S(&,7%) besitzen, so daBl also die Funktionen
u(l,n) =p&,n) —8&,n) in { = 0 stetig verschwinden.

Dann existiert eine Funktion U (£, ) derart, daB fiir die iiber @ erstreck-
ten DIrRICHLETIntegrale von U (¢, %) resp. u (£, n) die Ungleichung D (U)<<D (%)
gilt. Ferner ist @ (&, %) = S(&,n) + U(é,n) der Realteil der Funktion
z = f¢(), die G konform derart auf einen minimalen Parallelschlitzbereich
abbildet, da { = 0 in 2z =oo iibergeht. Alle Randkomponenten des Bild-
bereiches sind dabei Punkte oder horizontale Strecken, und die gesamte Be-
randung besitzt das Flichenmal3 Null.

Wir wenden nun dieses Resultat auf folgende Unterklasse von Funktionen
@(&,n) an: Es sei ¢(&,n) der Realteil einer konformen Abbildung f(¢), die
um { = 0 die Entwicklung

Q) =01+ A +iB) I+ 2(...)

folgendermaflen definierte Singularitdtsfunktion: S(&,7) =

besitzt.

Theorem b'. Ist f¢() die normierte KogBEsche Schlitzabbildung von G und
U(,n) die daraus hergeleitete Funktion mit minimalem DIRICHLETinlegral
D(U) uber G, so gilt beztiglich jeder normierten konformen Abbildung f({) von
G und jeder daraus hergeleiteten Funktion u(é,n) die Beziehung D (u)— D(U)=
2r(4g — A) — m(B) > 0. Dabet bezeichnet m(B) das Maf des Komplementes
des durch [({) vermitielten Bildgebietes, wihrend Ag resp. A der Realteil des
Koeffizienten von { in der Entwicklung von fg(L) bzw. f({) darstellt.

Bewetis. Es sei C die positiv durchlaufene Berandung von K. Dann kann

der Anteil Dy (%) von D(u) beziiglich K durch Dy (u) = [u*dv* ausgedriickt
¢

werden. Dabei werde u*(£,7) = @(&,n) — S(£, ) und das Differential dv*
der zu u*(¢, ) konjugiert-harmonischen Funktion von K stetig auf C fort-
gesetzt. Da in G — K fiir die Funktion w (&, n) = Rf({) gilt, so kann das
iiber G — K erstreckte Dg_g(u) als Fliche des Bildgebietes von @ — K ge-
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deutet werden. Folglich ist D;_g(u) + m(B)= — fudv, wobei u und das
¢
konjugierte Differential dv von G — K auf C stetig fortgesetzt werden. Nun

gilt %’g = 0 fiir die Normalableitung lings C'. Also verschwindet das konju-

gierte Differential von S (&, n) und es gilt dv = dv* lings C. Damit ergibt sich
D(w) +m(B)=— [Sdv. Dabeiist S = 2a-1-cosyp, y = arg {. Es muB da-
c

her fiir die Entwicklung von » infolge der Orthogonalitéitsrelationen der tri-
gonometrischen Funktionen nur der Koeffizient von siny bestimmt werden.
Dann erhilt man D(u) +m(B)= —2An+ 2a~2-n. Da anderseits fiir D(U)
der Anteil von m (B) nach dem Satz von KokBE iiber das Mal3 der Berandung
wegfillt, so gilt D(u) — D(U) + m(B) = — 24Axn + 2Agn und somit Theo-
rem 5’

Zusatz 3. Setzt man w — U = h, so ergibt sich aus D(u) = D(U) be-
kanntlich die Orthogonalititsrelation D(U, k) = 0. Daraus folgt D(u)=D(U)
+ D(h). Anderseits ist h = ¢ — @, so daf3 Theorem 5’ in der Form D(h)=
D(p — D) =2n(Ag — A) — m(B) geschrieben werden kann.

3. Gegeben sei ein horizontales normales Parallelschlitzgebiet /. Dieses
kann auf ein KoEBEsches Parallelschlitzgebiet Gg und nachher auf ein belie-
biges Gebiet G' weiter abgebildet werden. Wir konnen folglich den Fall be-
trachten, daB die gemdB § 6.1 und § 6.2 normierten Abbildungen z, () von
G auf Gp resp. f4(£) von G auf Gy existieren. Nun gilt nach Zusatz 2 einer-
geits Ay << Ap, nach Theorem 5’ anderseits 4, << Ag. Stimmen nun aber
Agund A, iiberein, so erhilt man nach Zusatz 3 die Beziehung D (pp— @) =0
mit @p = Rzp({) und D = Rf({). Also miissen bei unsern Normierungen
die Abbildungen iibereinstimmen und Gp ist zugleich ein Gebiet Gg.

Umgekehrt sei Rp = {(z,y) | —d<zr<?, — O<y<O} derart gegeben,
daf die gesamte Berandung von Gy in R, liegt. Dann gilt nach dem Ansatz
fir die Stromungspotentiale fiir jede in Gy erklirte stetig differenzierbare
Vergleichsfunktion u(z,y), die die verlangte Singularitdtin z =oo besitzt,
die Ungleichung D [u(z, y)] = D(x) beziiglich der auf G4~ R, beschrinkten
DrricHLETIntegrale. Speziell gilt diese Beziehung fiir die Funktionen u(z, y),
die auf

die konstanten Werte — ¢ resp. # annehmen. Folglich ist Gg~ R, nach §3.2
ein KoeBEsches Minimalgebiet. Setzen wir voraus, daB3 die in § 3.2 angekiin-
digte Aquivalenz fiir die betreffenden Rechtecke bewiesen sei, so ist G4~ R,
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normal im Sinne von Definition 5. Da aber R, beliebig ist, mul G nach
§ 4.5 zugleich ein Gebiet G sein.

§ 7. Normale Schlitze und normale Einschnitte

Als Vorbereitung zur Aufgabe der konformen Abbildung auf Normalgebiete
behandeln wir in diesem Abschnitt unter Lemma 1 und Lemma 2 zwei Spezial-
fille. Es handelt sich dabei um die noch zu prizisierende Fragestellung, ob
einerseits ein inneres Randkontinuum in einen sogenannten normalen Schlitz
bzw. anderseits ein auf dem Rande gelegener Bogen in einen normalen Ein-
schnitt verwandelt werden kann. Gleichzeitig wird sich ergeben, daB die in
Theorem 4’ angegebene Willkiir tatsichlich vorliegt. Ferner werden wir zeigen,
wie diese aber durch zusétzliche normierende Bedingungen beseitigt werden
kann.

1. In der komplexen z(= z + ¢y)-Ebene sei ein Element (G; E,, E,) der
in § 3.4 definierten Menge & gegeben. Vom Gebiet G werde ein beliebiges
Kontinuum K, Kc @ entfernt. Infolge des RiEMaNNschen Abbildungssatzes,
angewandt auf das Komplement von K beziiglich der Ebene, darf K als
abgeschlossene Kreisscheibe angenommen werden. Ferner sei C die Peripherie
von K.

Wir betrachten diejenige in G = G — K enthaltene Teilschar ic iy},
die ¥, mit E, innerhalb G verbindet. Analog § 5.1 ordnen wir den konformen

Abbildungen f(z) von G eine gewisse Teilmenge &'c ® zu. Dabei gehore
(G"; By, E;) dann zu &', wenn die Bildschar {3’} von {y} eine Teilschar
der fir (@' ; E,, E;) erklirten Schar {y'} ist.

Lemma 1. Das Gebiet @ mit der Schar {7} lapt sich durch eine konforme
Abbildung F (z) derart in ein Gebiet Q', (G ; E,, E;) ¢« ®' abbilden, daf das Bild-
gebiet G' von G normal ist.

Beweis. Wir spiegeln G an C und erhalten ein Gebiet G, GcG. Die Rand-

einteilung werde dabei von G auf @ spiegelbildlich iibertragen. Zu Cz¥ kon-
struieren wir gemaB § 3. 3 durch ScHOTTKYSChe Verdoppelung die RIEMANN-

sche Fliche G* Das auf G* erklirte harmomsche MaB der nach § 3.3 ausge-

zeichneten Randkurven beschriinken wir auf G’ und nachher auf G. In G er-
halten wir so die harmonische Funktion %(z,y), fiir die w = 0 auf E, bzw.

w = 1 auf E, gilt, wihrend g—:—: auf der komplementiren Berandung und da-

mit auf C verschwindet.
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Es sei U eine ¢-Umgebung von C beziiglich @,und V= U~ G. Ein ein-
facher Fall liegt nun dann vor, wenn die normierte Funktion 2(z) = u(z,y)
+ tv(x, y) in V schlicht ist und also V auf ein Ringgebiet S abbildet. Die
innere Berandung von 8 ist als Bild von C ein horizontaler Schlitz N. Es sei
T dasjenige einfach zusammenhidngende Gebiet, das S enthélt und durch die

duBere Berandung von S begrenzt wird. Die beiden Gebiete @ und T mit dem
gegebenen konformen Zusammenhang in § definieren zusammen eine RIE-
MANNsche Fliche R. Dabei werde die Funktion % in natiirlicher Weise auf 7'
und damit auf R stetig fortgesetzt.

Da R schlichtartig ist, kann R konform in die komplexe z-Ebene abgebildet
werden [3, 10]. Es sei G’ das Bildgebiet von R und %'(x, y) die von R auf ¢
iibertragene Funktion w. E, bzw. E; bezeichne die durch %' =0 resp. w' =1
ausgezeichneten Randbogen von G'. Bei der konformen Abbildung von R auf
G’ wird nun Nc R einem normalen Schlitz N'c G’ zugeordnet, so dall das

dadurch induzierte Bild @ von GcR normal ist. Ferner ist R nach Theorem
4' eindeutig bestimmt, wenn konform équivalente RiEMANNsche Flachen nicht
unterschieden werden.

Nun wenden wir uns dem allgemeinen Fall zu. Hier kann die analoge Ein-

bettung von G in R im allgemeinen auf verschiedene, konform nicht &dquiva-
lente Arten geschehen. Fiir den Beweis von Lemma 1 geniigt aber die Kon-
struktion einer einzigen Fliche R. Diesem Ziel ist das folgende Verfahren
gewidmet. ~
Es war u(z, y) in @ eindeutig. Beim Durchlaufen von C gilt also [ du =0,
c

und es gibt deshalb auf C mindestens eine Nullstelle von grad «, wo du
das Vorzeichen wechselt. Es sei p ein solcher Punkt und u(p) =%, zum Bei-
spiel ein relatives Minimum. Wir verfolgen nun auf C die Funktion % (z, y)
von p aus nach beiden Seiten so lange, bis wir auf eine erste Schwelle u,
stoBen, fiir die du auf mindestens einer Seite verschwindet. Dann markieren
wir uns beidseitig die Stellen p’ und p”, an denen u(x,y) erstmalig den
Wert 4, annimmt. Es sei C, derjenige offene Teilbogen von C, der p enthilt
und durch p’ und p” begrenzt wird. U, bezeichne ein noch niéher zu bestim-

mendes, in G gelegenes einfach zusammenhidngendes Gebiet, das C,, als Quer-
schnitt enthélt.

Wir normieren 2(z) in U, durch 2(p) = u,. Das noch niher zu bestim-
mende U, werde durch 2(z) auf ein mehrblittriges, nur im Punkte (u,, 0)
verzweigtes RieManNsches Flichenstiick U, abgebildet. Das Bild C, von C,
liegt dabei iiber dem Intervall

I = {(u,v) |y <u<u,v=0}.
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Folglich windet sich das Bild —17,, von V,=U,~ @ ebenfalls, zum Beispiel
n-fach, um den Punkt (w,, 0) herum. Bei geeignet gewihlter Umgebung U,

S— 1
wird deshalb V, durch o(2) = [2(2) — u,]* auf ein schlichtes Gebiet S, ab-
gebildet, wihrend C, dem mit Ausnahme des Nullpunktes doppelt zu zihlenden

Intervall
1

N,={w | 0<Ro<(u, — u)*, Jow = 0}

zugeordnet ist. Setzt man 7', = §, v N,, so stellt N, einen Einschnitt von
T, dar. Nun definieren G und 7', mit ihrem konformen Zusammenhang in 8,

eine RiEMANNsche Fliche R,. Ferner kann die in G definierte Funktion
u(x,y) eindeutig auf R, fortgesetzt werden und stellt dort eine harmonische
Funktion dar, deren Normalableitung lings N, verschwindet. Bildet man
jetzt das schlichtartige R, konform auf ein schlichtes Gebiet G, ab und be-
zeichnet «'(z,y) die von R, auf G, iibertragene Funktion %, so geht bei der

induzierten Abbildung von @ in G, der Randbogen C, in einen auf einer
FluBlinie von G, gelegenen Einschnitt N, iiber.
Um die Rekursion zu vervollsténdigen, fassen wir jetzt G, als neues Ge-

biet G auf, so daB also im Vergleich zum alten G die Berandung um den Ein-

schnitt N, reduziert wurde. Fiir das neue @ wird nun dasselbe Verfahren
Schritt fiir Schritt iteriert. Ist dabei der betreffende auf der Berandung lie-
gende ausgezeichnete Punkt p ein relatives Maximum fiir die Funktion «, so
geht der Beweis ganz analog. Da die Funktion « bei jeder neuen Einbettung
nur fortgesetzt wird und also in entsprechenden Punkten immer gleich bleibt,
bleibt auch das entsprechende Bild von N, bei den weitern Reduktionen auf
einer FluBlinie. Sukzessive wird nun die zu reduzierende Berandung verkleinert,
bis zuletzt der ganze Rand C in einen normalen Schlitz verwandelt ist. Es
bricht némlich das Verfahren nach endlich vielen Schritten ab. Dabei wird
beim vorletzten Schritt die gesamte Berandung bis auf einen Punkt reduziert,
so daBl der letzte Schritt darin besteht, die Fliche R und damit G’ durch
Hinzunahme dieses Punktes zu erkliren. Damit ist Lemma 1 auch fiir den all-
gemeinen Fall bewiesen.

Bemerkung. Es soll nun ein Uberblick iiber die méglichen Einbettungen von @
gewonnen werden. Bei der Vorbereitung zum Beweise des elementaren Falles
von Lemma 1 wurde das Ringgebiet V eingefiihrt. In V kann die konjugierte
Funktion v(z,y) infolge —Z% = 0 ldngs C nach erfolgter Normierung ein-
deutig bestimmt werden. Also ist auch 2(z) in V eindeutig dagegen im all-

gemeinen, wie wir im folgenden annehmen, nicht schlicht und bildet V auf
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ein verzweigtes Fliachenstiick S ab, wobei die C entsprechende Berandung iiber
demselben horizontalen Intervall liegt. Jetzt mull das zweifach zusammen-
héangende S in ein zuldssiges einfach zusammenhéngendes Fliachenstiick 7’ der-
art eingebettet werden, dafl die Berandung von 7' nur aus der &ullern Be-
randung von S besteht. Jeder moglichen Einbettung von § entspricht dann
eine gewisse RiEMaNNsche Flache R. Schreibt man zusétzlich fiir 7' die auf-
tretenden, iber dem erwihnten Intervall liegenden Windungsstellen in zu-
lassiger Weise vor, so werden diese bei der Abbildung auf G’ zu Nullstellen
der dort definierten Funktion grad «’, so dafl dann der Spezialfall von
Theorem 4’ vorliegt.

Beispiel. Es wechsle du lings C genau viermal das Vorzeichen. Dann gibt
es auf C fiir die Funktion u(z, y) zwei relative Minima 4, und ¥, sowie zwei
relative Maxima @, und 0,. Ferner gilt offenbar

max {$;, 4} = ¢ < O, = min {O,, 6,} .

Wir setzen noch voraus, daB das betreffende S ein zweiblattriges Fldchenstiick
darstelle. Die Einbettung in 7' kann nun derart geschehen, dafl zuerst ein be-
liebiger Wert #* mit ¢, <<9* << @, vorgeschrieben wird. Nun identifiziert
man auf dem innern Rand von § diejenigen Punkte, in denen % den Wert 9*
annimmt, und wihlt den daraus resultierenden Punkt als einzigen Windungs-
punkt von 7. Jedem vorgegebenen Wert 9* entspricht so nach dem weitern
bekannten Verfahren eine zugelassene RiEMANNsche Fliche B. Es ist instruktiv,
sich die verschiedenen Moglichkeiten in den hierfiir auftretenden, konform
nicht dquivalenten Gebieten G’ zu veranschaulichen. Die vier sich an der aus-
gezeichneten Nullstelle von grad %’ verzweigenden Arme des normalen Schlitzes
kénnen demnach sozusagen gegenseitig verschoben werden. Fir &#, = &, resp.
0O, = 60, konnen sogar je zwei Arme ganz zum Verschwinden gebracht wer-
den, was fiir 4, 9, und 6, # 0, dagegen nicht vorkommen kann.

2. Unsern Betrachtungen sei ein Element (G ; By, E,) ¢ ® zugrunde gelegt.
Im Gegensatz zu § 7.1 éndern wir diesmal die Randeinteilung von ¢¢. Es werde
also zum Beispiel auf E, ein abgeschlossenes Intervall I ausgezeichnet, und
{yYc {y} sei diejenige Teilschar, deren Elemente die beiden Punktmengen
E,und E,—1I in @ verbinden. Nun ist zu beachten, daB (G ; E,, £, — I) ge-
milB § 3.3|4 nicht zu ® gehort. Den konformen Abbildungen f(2) von G wird
deswegen eine Teilmenge &'c ® zugeordnet, wobei (G'; E;, E;) dann zu G’
gehort, wenn {y} durch f(z) in eine Teilschar von {y'} transformiert wird.

Lemma 2. Die Schar {y} und ihr Triger G lassen sich durch eine kon-
forme Abbildung F(z) von Q derart in ein Gebiet @', (G'; E,, ;) « ' abbilden,
daf das Bildgebiet von G normal beziglich (G’ ; E,, E;) ist.
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Beweis. Es sei I* das um die beiden Endpunkte verminderte Intervall 1.
Wir konstruieren zunéchst zu G wie in § 3.3 durch ScmorTRYsche Verdoppe-
lung die RiemaNNsche Fliche G*, und zwar fir die abgeinderte Randein-
teilung, so daB also I* einen Querschnitt von G* darstellt. Das harmonische
MaB der iiber Z, — I liegenden Randkurven von G* beschrinken wir auf
G und erhalten so die gewiinschte, zur neuen Randeinteilung gehérende har-
monische Funktion u(x,y). Beim Durchlaufen von I gilt nun die Beziehung
j'du = 0, so daB} also das Rekursionsverfahren von § 7.1 angesetzt werden

ka.nn wobei G* die Rolle von G zu libernehmen hat. Das Verfahren bricht ab,
sobald 7* in einen normalen Einschnitt verwandelt ist. Damit ist dieser Be-
weis auf denjenigen von Lemma 1 zuriickgefiihrt.

Bemerkungen. Der Fall der sogenannten eindeutigen Einbettung bei Lemma

2 kann &dhnlich wie derjenige von § 7.1 gesondert behandelt werden. Ferner

1aBt sich auch fiir Lemma 2 durch zusédtzliche zuldssige Normierungen der

Spezialfall von Theorem 4’ herstellen. Die Bedingung [dw = 0 zum An-
1

satz des Rekursionsverfahrens verdeutlicht die Forderung von § 3.3, da3 nim-
lich die Intervalle von £* immer Intervalle verschiedener Klasse E, resp. E,
miteinander verbinden sollen.

Anmerkung. Mit Hilfe von Lemma 2 konnen wir die in § 5.1 angekiindigte
Reduktion vornehmen. Es enthalte also e, einen nicht zerlegenden Querschnitt
von G'. Ist @' = @' — e;, so besitzt G’ im Vergleich zu G’ kleinern Zusam-
menhang infolge der beiden zusétzlichen iiber e, gelegenen Randbogen. Es sei
e einer der beiden Bogen, und E, (= E,) resp. E, (= E;) seien die fiir
@' ausgezeichneten Randmengen. Durchliuft man diejenige Randkomponente
von @', die ¢ enthilt, so gibt es einen ¢ umfassenden Randbogen ¢ von &,
der entweder Intervalle ungleicher oder gleicher Klasse E, resp. E, mitein-
ander verbindet. Im ersten Fall wird e zu der fiir @' definierten Randmenge
E* gerechnet. Im zweiten Fall dagegen verwandeln wir e durch eine konforme
Abbildung gemidB Lemma 2 in einen normalen Einschnitt N’ und operieren
nachher fiir die weiter vorzunehmenden Reduktionen in dem durch Hinzu-
nahme von N’ erweiterten Bildgebiet von G'.

§ 8. Ein Extremalproblem

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit der Aufgabe, einige spezielle Ge-
biete konform auf Normalgebiete abzubilden. Dazu formulieren wir zuerst
ein gewisses Extremalproblem, dessen Losung eine notwendige Bedingung
unserer Abbildungsaufgabe darstellt. Die dabei an die gegebenen Gebiete ge-
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stellten Forderungen werden sich als hinreichend erweisen, so daBl dann Extre-
malproblem und Abbildungsaufgabe gleichzeitig gelost werden konnen. Ein-
leitend geben wir in diesem Abschnitt eine Ubersicht iiber Problemstellung und
Resultate. Nachher 16sen wir das Extremalproblem.

1. Es sei ein Element (G; E,, E,) der in § 3.4 definierten Menge & gege-
ben. {y} sei eine Teilschar der in G ausgezeichneten Schar {y} und E,cE,

und E~, c E, seien die fiir {y} definierten Punktmengen, in denen die Kurven
v € {y} enden.

Forderungen. Die gegebene Schar {y} gewiige den Bedingungen
a) der Trdiger T von {y} sei ein Gebiet Gc G,

b) jede Randkomponente C; von G lasse sich durch eine in G verlaufende JOR-
DANkurve L, von den ibrigen Randkomponenten trennen,

c¢) der Durchschnitt [Ei, v ETI] ~ C,; sei fiir jedes C; nicht leer,

d) die Teilrandmenge 150 v 1;51 von @ sei offen,

e) dve nach d) aus abzihlbar vielen Kurvenbogen bestehende Menge ET v E~' ge-
hore zur freien Bemndung von G das heift jeder abgeschlossene Teilbogen von

E v E lasse sich in G durch einen Querschmtt von G von der Hbrigen, nicht
U E’o v El gehorenden Berandung von @ trennen.

Den konformen Abbildungen f(z) von @ ordnen wir eine gewisse Teilmenge
®'c® zu. Dabei gehére (Q'; E,, E;) dann zu &', wenn G' die gleiche Zu-
sammenhangszahl wie G besitzt und die Bildschar {3’} von {y} eine Teil-
schar der fiir @’ definierten Sehar {y'} ist. Unter Benutzung der Gesetze iiber
die Rinderzuordnung bei konformer Abbildung zeigt sich, daB auch die Bild-
schar {3’} im zugeordneten Gebiet G’ die obigen Eigenschaften a) bis e) be-
sitzt. Ferner bemerken wir, daB infolge d) und e) die Extremallinge A(y) end-
lich ausfillt. Folglich existiert gemédf Satz 2 und 3” eine endliche obere Grenze
sup Ay') =4, A <A®P).

Extremalproblem. FEuxistiert fir die genannten konformen Abbildungen von
Qin@, (&;E., E)) e ®' ein Element (G'; E,, E;) derart, daf3 sup A(y') an-
genommen wird, das heifft daf3 fir dieses Element A(y') = A gilt ?{y }

Wir werden in diesem Abschnitt zeigen, daf3 unsere Voraussetzungen a) bis

e) hinreichen, um das Extremalproblem zu 16sen. Ferner konnen wir im néch-
sten Abschnitt zusitzlich beweisen, daB sogar A = A(y) gilt. Damit ergibt
sich der
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Abbildungssatz. Bei unsern Forderungen beziiglich {y} lift sich das Gebiet

G mit der Schar {3} konform derart in ein Gebiet G', (G'; E., E E]) e ®' abbilden,
daf dann {y'} durch die Bildschar {y'} von {y} ersetzbar ist bzw. daf} das Bild-

gebiet &' von G ein Normalgebiet beziiglich (G ; E;, E;) darstellt.

2. Im folgenden geben wir zuerst den Weg an, den wir zur Losung des in
§ 8.1 formulierten Extremalproblems einschlagen. AnschlieBend werden wir
die verschiedenen Schritte einzeln ausfiihren.

«) In § 8.1 wurden auf dem Rande von GG die beiden Punktmengen E~o
und F, ausgezeichnet. Es sei C,; eine Randkomponente von G. Die Kompo-

nenten des Durchschnitts [Eo uE~1]n C, sind auf dem Rande C; in natiirlicher
Weise zyklisch geordnet. So folgt in djeser Ordnung auf eine hochstens ab-

zdhlbare Menge von Bogen von E (resp. E ,) eine ebensolche Menge von Bogen
von E (resp Eo), und zwar ist die Anzahl p, dieser Wechsel von E zZu E

bzw. von E zZu E fir jedes C; durch eine bestimmte eventuell verschwin-
dende gerade Zahl gegeben

Es sei (G%; E}, Ej;) ¢ ®' (k=1,2...) eine zum Extremalproblem pas-
sende Extremalfolge das heillt es gelte hm A(y,) = A beziiglich der betreffen-

k—> o0
den Extremalldingen. Ist jetzt f,(z) eine zugehorige Abblldungsfolge von G, so
liegen samtliche durch f,(z) vermittelten Bildpunkte von [Eo v El] ~C,; ge-
mif § 8 1 auf einer gewissen C, zugeordneten Randkomponente C;, von G}.
Es sei p}, die Anzahl der auf C, alternierenden Bogen von &, und E’{,, Da

das Bild von E zu E,, resp. dasjenige von E zu E;, gehort, muB p}, > p,
sein.

Der erste Schritt besteht nun darin, dafl Wir die Folge (G;; E,;, E.;) durch
eine geeignet abgeinderte, mit (G;; E};, E;) (!l =1,2...) Dbezeichnete
Folge ersetzen, die auch zu ®' gehort und ebenfalls eine Extremalfolge dar-
stellt. Sind dabei p;, die beziiglich (G;; E,,, E;;) berechneten Anzahlen, so
soll die neue Folge durch die Eigenschaft p}, = p,; ausgezeichnet sein.

B) Nun geben wir zu (G ; E,,, E;) eine mit (G, ; By Esp) (m=1, 2...)
notierte Teilfolge an, deren Randeinteilung in noch néher zu beschreibender
Weise konvergiert. Ist dann f,,(z) (m=1, 2...) eine zur Folge (G, ; E;,., E.,)
gehorende Abbildungsfolge des Gebietes @, so wihlen wir aus fm(2) €eine mit
fa(2) (n =1,2...) bezeichnete Teilfolge aus, die gegen eine konforme Abbil-

dung ¥'(z) von @ strebt. Daraufhin zeigen wir, daB auch zur Teilfolge @, ein
Limesgebiet G” existiert, das ebenfalls ausgezeichnete, durch die Konvergenz
bestimmte Randmengen E, resp. E, besitzt. Bezeichnet (G"; Ej, E;) das
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Grenzelement der Folge (G,, ; E,,, E,,), 8o sei {y"} diejenige Kurvenschar, die
die Punktmengen E; und E; in G’ miteinander verbindet. Bei der Grenz-
abbildung F(z) geht schlieBlich {y} in eine Teilschar von {y"} iiber.

y) Wir beweisen endlich, dall die Extremallinge aufgefat als Funktional
beziiglich der zu betrachtenden Folge {y,} (n = 1,2...) nach oben halb-
stetig ist, bzw. daB lim A(y}) [= A] < A(y") gilt. Damit a8t sich jetzt zeigen,

N—> 00

daB (Q"; E;, E]) zur Menge G gehort. Da aber {y"} zugleich das Bild von
{7} enthalt, gilt sogar (G"; Ej, E;) « ®'. Somit folgt die Relation A(y")<A4,
die vereint mit A < A(y") das gewiinschte Resultat A(y") = A4 liefert.

Die nach dem vorliegenden Schema durchzufiihrende Lisung des Extremal-
problems beruht im wesentlichen auf dem Auswahlprinzip, m. a. W. auf der
Theorie der Normalen Familien von P. MoNTEL. So werden wir insbesondere
auch die speziellen Sitze iiber konforme Abbildung von Gebietsfolgen be-
nutzen [2].

Zu «). Fir die beziiglich der Extremalfolge (G}, ; Ej;, E;;) berechneten An-

zahlen gelten die Ungleichungen ;. > p,. Ist p;, = p, fiir alle 4, so lassen
wir das betreffende Element unverindert. Ist dagegen p;,>p; fiir min-
destens ein 7, so rithrt dies von jenen Komponenten e, von Ej, und e,, von
E;, her, die keine Bildpunkte von 150 Tesp. 1771 enthalten. Es seien
Ey, = By, —Uey, und E;, = E|, — Ue,, die an Stelle von Ej, und Ej,
ausgezeichneten Randmengen, wihrend die Schar {y},} die Punktmengen
E,, und E;, innerhalb @, (= @;) verbindet. Dann enthilt auch {y;} die
durch f,(z) vermittelte Bildschar von {y}. Nach Satz 3" gilt ferner
Ah) < AG).

Nun gehért im allgemeinen das Element (G ; E,;, E;;) nicht zu 6, da die
zu K}, v E;, komplementire Randmenge Komponenten enthalten kann, die
Intervalle gleicher Klasse E,, resp. E;, verbinden. In diesem Fall wenden
wir Lemma 2 so oft an, bis die storenden Intervalle in normale Einschnitte
verwandelt sind. Jedenfalls gibt es also ein Element (G;; E,,;, E};) ¢« ® der-
art, daB die in @] ausgezeichnete Kurvenschar {y}}, die Ej, mit Ej, ver-
bindet, durch {y;} oder dann durch die betreffende Bildschar im Sinne von
Definition 3 ersetzbar ist.

Daraus folgt nun sofort, daB die derart abgeéinderte Folge (G; E},, Ey;)
(=1, 2...) die verlangte Eigenschaft p;, = p, besitzt und a fortiori eine
Extremalfolge darstellt.

Zu B). Fir das folgende nehmen wir an, daBl z=0 in G liege und f,(0)=0
gelte. Ferner werden wir den Beweis schrittweise beziiglich der einzelnen

3 Commentarii Mathematici Helveticl
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Randkomponenten durchfiihren. Es sei also C, eine Randkomponente von @
und O}, seien die C, zugeordneten Randkomponenten von G;. Nun bilde g,(2’),
0,(0) =0 (I=1,2...) das durch O); begrenzte, G, enthaltende einfach zu-
sammenhingende Gebiet nach dem RieMANNschen Abbildungssatz konform auf
den Einheitskreis B={p|lo|<1} ab. Die 2p, Endpunkte der auf O}, ausge-
zeichneten Intervalle kommen dabei auf die Peripherie  von R zu liegen. Jetzt
148t sich nach bekanntem Verfahren eine Teilfolge (G, ; Eppn, Bi) (m=1,2...)
der in R liegenden, wieder mit (G;; By, Ey,) bezeichneten Elemente derart
auswihlen, daBl die Endpunkte der p, Intervalle auf r fiir m—>oco konvergieren.

Fiir die zugeordneten Abbildungen f,,(2) (m =1,2...) gelten die Bezie-

hungen ]‘,,,(C:’) c@,, und f£,(0) = 0. Nach der Theorie der Normalen Familien
von P. MoNTEL enthilt f,, (z) eine Teilfolge f,(z) (n =1, 2...), die entweder
gegen die Grenzfunktion Null oder gegen eine konforme Abbildung F (z) von

G konvergiert [2]. Aufder Peripherie  von R liegen aber fiir jedes » Bilder von

Bogen, die zu E, v E, gehoren. GemiB § 8.1 kann nun die Funktion f, (z) fiir
n =1, 2... iiber diese Bogen hinaus durch Spiegelung fortgesetzt werden.
Auf den Bogen, die nachher im Innern liegen, gilt daher |f,(z) | =1, und
somit kann die Folge f,(z) niemals gegen die Konstante Null konvergieren.

Folglich bildet F(z) das Gebiet @ konform derart in den Kreis B ab, da8

das nicht leere Bild von [Ifi0 v E~1] ~ C, auf r eine offene freie Randmenge dar-
stellt, also ebenfalls den in § 8.1 angegebenen Forderungen d) und e) geniigt.

Da nun das durch f,(z) vermittelte Bild von E, zu Ej, bzw. dasjenige von
E, zu E;, gehort und die Konvergenz lim f,(z) = F(z) fiir jeden abgeschlos-

-~ ~ n—> oo
senen Teil von [E,v E,]~ C, gleichmaBig ist, miissen infolge 2i, = p,

die Intervalle von E,, bzw. E,, wiederum gegen Intervalle konvergieren.
Ubertrigt man jetzt die Klasseneinteilung auf die Grenzintervalle, so sind da-
mit auf » zwei Klassen E] und E; erklirt. Ferner miissen diese Limesinter-
valle, deren Anzahl p, betrigt, wiederum beziiglich der Klasseneinteilung
auf r alternieren.

Sind die Gebiete @/, einfach zusammenhingend, so definiert @ (= R) mit
der auf r angegebenen Einteilung ein Element (G ; E;, E;). Es sei {y"} die-
jenige Kurvenschar, die ) mit E; in G” verbindet. Dann ist die durch F (z)
vermittelte Bildschar von {y} eine Teilschar von {y”"}. Dagegen steht noch
nicht fest, ob das Komplement von E; v E; beziiglich r keine isolierten
Punkte enthiilt, das heit ob (G ; E;, E|) zur Menge G gehort.

Ist aber G mehrfach zusammenhingend, so miissen wir das Verfahren in
geeigneter Weise iterieren. Vorgingig bemerken wir noch, dafl nach der For-

derung b) von § 8.1 zu C, eine JorRDANkurve L, existiert, die in G verlduft
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und C, von den iibrigen Randkomponenten von @ trennt. Dasselbe gilt ent-
sprechend im Bildgebiet F(é).

Es sei nun C, eine weitere Randkomponente von G, und O}, bezeichne die
O, entsprechenden Berandungen von @,,. Jetzt bilden wir das @/, enthaltende,
durch C;, begrenzte einfach zusammenhingende Gebiet mit Hilfe von o, (p),
6,(0) =0 (n=1,2...) konform auf §={¢]|lo|<1} ab. Dabei entspricht
C,, der Peripherie s von 8, auf der jeweils p, Intervalle ausgezeichnet sind.
Ferner sollen diese bereits konvergieren.

Nun ist lim 0,(p) entweder die Konstante Null oder stellt eine konforme
fn—y oo

Abbildung 2'(p) des sogenannten Kernes @ auf S dar [2]. Im ersten Fall
miiBte die in G definierte Folge o, f,, (2) gegen die Konstante Null konvergie-
ren, was man durch Spiegelung an [E’ vE 11~ Cy w1derlegt Also konvergiert

o,.f.(2) gegen eine konforme Abbildung z (z) von G. Infolge F(G)c:d) ist die
zusammengesetzte Funktion X' F(z) in @ deﬁmert und stimmt, da die Kon-
vergenz lim o,(p) = Z(p) stetig ist [2], in @ mit Z‘(z) iiberein.

N —> 00

Aus L] = F(L,)c® folgt rc®. Deshalb wird r durch X(p) auf eine mit
C] bezeichnete analytische Kurve abgebildet. Ubertrigt man dabei die Rand-
einteilung von r, so sind jetzt auf C] und s mit E, resp. £’ notierte Inter-
vallmengen erklirt. Bei zweifachem Zusammenhang stellt das durch €] und
s begrenzte Gebiet samt der ausgezeichneten Berandung das gesuchte Grenz-
element (Q"; E,, E;) dar. Ferner enthilt die zugehorige Schar {y”} die durch

3(z) vermittelte Bildschar von {7}. Dagegen muB noch (G";E,,E])e®
gezeigt werden.

Analog werde nun das Verfahren bei groflerer Zusammenhangszahl fiir die
iibrigen Randkomponenten von @ iteriert.

Zu y). Es sei 4"(«,y') die zur Randeinteilung von G” passende gemif
§ 3.3 erklirte harmonische Funktion. Fiir das DiricHLETintegral iiber G”
gilt nach Theorem 1 die Beziehung A-1(y") = Dgs(«"). Wir fithren nun den
verlangten Beweis, indem wir die entsprechende bekannte Halbstetigkeit fiir
die betreffenden DIrRICHLETiIntegrale herleiten [3].

Ist Dgs(u") endlich, so sei 7" ein einfach zusammenhingendes Teilgebiet
von G" derart, daBB Dgu(u") — Dy (u") <€f2 ist. T' bezeichne ein Teilkonti-
nuum von 7" mit D, (v") — Dyp(u”)<ef2 . Infolge der Konvergenz der Ge-
biete G, gegen Q" gilt gemiB B) fiir geeignetes festes N und n>N die Inklu-
gion 7'c G, . Bezeichnet u,(z',y') die (G, ; E,,, E.,) zugeordnete harmonische
Funktion, so konnen die Funktionen 0,(z') = u,(z, y') + tv,(2/, y') fir
n>N in T eindeutig definiert werden. Nun enthilt die Folge £, (z') eine
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wieder mit £,(2') notierte konvergente Teilfolge, deren Ableitungen £/ (z')
gegen die Ableitung £;(z') der Grenzfunktion £,(z') konvergieren [2]. Infolge

Dyp(u,) = [ | 2,(2") 1*da’ dy’
gilt dann T
lim Dy(w,) = Dp(u,) , Uy = R 2,(2') .

n-—> o0

Es kann wuy(2,y’) in G” eindeutig definiert resp. auf @” eindeutig fort-
gesetzt werden. Da die Randeinteilung von @, gegen diejenige von G” kon-
vergiert, hat u, dasselbe Randverhalten wie 4" und muBl deshalb mit «” iiber-
einstimmen. Dabei geht man wie in B) schrittweise beziiglich der einzelnen
Randkomponenten vor. So streben fiir abgeschlossene Teilbogen von
[Eq v E]]~ C{ die Funktionen u, gleichmiBig gegen 0 bzw. 1. Zum Beweise
ibertragt man die Funktionen u, in die p-Ebene und setzt sie iiber die be-
treffenden auf r gelegenen Teilbogen von E,, und Ej, hinaus harmonisch fort,
so daB nachher diese abgeschlossenen Teilbogen im Innern liegen und die
Konvergenz auf ihnen somit gleichméfBig ist. Mit Hilfe harmonischer Fort-
ou,,
on
Ej v E] komplementiren Berandung beziiglich r gleichmiBig gegen Null
strebt. Ahnlich gestaltet sich der Beweis fiir die iibrigen Teilberandungen
von G".

Also gilt lim Dp(u,) = Dy(%"). GeméB § 8.1 ist ferner A4>0. Mit Hilfe

7%—> 00

von Theorem 1 folgt jetzt

setzung zeigt man analog, daf3 fiir abgeschlossene Teilbogen der zu

At = lim A7 (y}) = lim Dy () > Dy (") > Do () — ¢
n—> o n—>o
woraus sich sofort 1(y”) > A ergibt. Weiter zeigt sich, daB fiir beliebiges abge-
schlossenes 7' die Integrale Dj(u") beschrinkt sind und die Annahme
Dgv(u") <co demnach erlaubt war.
Infolge A(y")>0 kann die zu E; v B komplementire Berandung von
G@" nach § 3.3 keine isolierten Punkte enthalten. Also gehort (G”; E,, Ey)
zur Menge &.

§ 9. Konforme Abbildung auf Normalgebiete

In diesem Abschnitt wird zuerst der in § 8.1 angekiindigte Abbildungssatz
bewiesen. Nachher stellen wir den Zusammenhang mit einer von H. GrROTZSCH
[6] stammenden und von K. STREBEL [15] wieder aufgenommenen Extremal-
aufgabe her.
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1. Es sei F(2) die in § 8.2 angegebene konforme Abbildung von G in G,
die das in § 8.1 gestellte Extremalproblem 16st. Mit @ bezeichnen wir irgend-

eine Komponente von 4 = G" — &, G = F(a). Dann mufl e auf einer
FluBlinie der dem Element (G ; E, , E;) zugeordneten harmonischen Funktion
u"(x,y) liegen, m.a. W. die Komponente @ mufl entweder ein Punkt, ein
normaler Schlitz oder ein normaler Einschnitt von (G”; E,, E]) sein.

Zum Beweise nehmen wir an, dal a ein Kontinuum darstelle, das nicht
auf einer FluBlinie liege. {y,} bezeichne diejenige Kurvenschar, die E; mit
E] innerhalb G” —a verbindet. GemdB Theorem 3’ und § 4.4 gilt
A(y.) >A(y") fir die betreffenden Extremallingen. Nun wenden wir Lemma 1
resp. Lemma 2 an und bilden G” — a auf ein Normalgebiet ab, das heil}t wir
verwandeln a in einen normalen Schlitz bzw. in einen normalen Einschnitt.
Die Extremallinge des betreffenden zugeordneten Elementes stimmt dann
nach Satz 2 und Definition 5 mit A(y,) iiberein und ist damit groBer als
A(y"). Dies widerspricht aber der in § 8.2 dargelegten Extremaleigenschaft
von F'(z).

Somit besteht 4 aus Punkten, normalen Schlitzen und normalen Einschnit-
ten. Bildet zusitzlich die in § 4.4 erklirte Projektionsmenge PA auf E; eine

lineare Nullmenge, so ist & gemilB § 4.4 normal. Fiir diesen Spezialfall ist
damit der in § 8.1 formulierte Abbildungssatz bewiesen. Als Korollar ergibt

sich das Resultat, daB G’ dann normal ist, wenn A aus hochstens abzihlbar
vielen Komponenten besteht.

2. Jetzt wenden wir uns dem allgemeinen Fall zu. Es bezeichne @* die

~

aus G durch ScHOTTKYsche Verdoppelung beziiglich K, v f?jl erzeugte RiE-
MaNNsche Fliche. Demnach kann G* durch zwei uberemanderhegende Exem-
plare von ¢ dargestellt werden, die lings E v E miteinander verheftet
sind. g¥ (»=1,2...) sei eine noch niher einzuschrinkende, G* aus-
schopfende Gebietsfolge, das heiBt es gelte grcgl,, (»=1,2...) sowie
lim 7* = G*. Weiter sei g, = G~ 3* und {,} bezeichne die in 7, gele-
;;;1: Teilschar von {y}.

Bei geniigend groBem » erfiillt auch {y,} die Forderungen a) bis e) von
§ 8.1. Die Folge g} soll jetzt so gewihlt werden, daB fiir g, der in § 9.1
zitierte Spezialfall vorliegt und also g, konform auf ein Normalgebiet abge-
bildet werden kann. Hierzu bestimme man z. B. die Folge g} derart, daB

jedes Element endlichen Zusammenhang besitzt und [E, v E,]~ 75 jeweils
aus endlich vielen Komponenten besteht. Zur effektiven Konstruktion von
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9% benutzt man dabei wie iiblich am besten eine sogenannte Quadrateinteilung '

von G*.

Nach § 9.1 gehort zu jedem g, ein konform aquivalentes Normalgebiet.
f,(z) bezeichne die diesbeziigliche Abbildungsfunktion. Mit (G, ; &,,, E,,)
notieren wir ferner die zugehorige Elementenfolge, wihrend {y,} die E,, mit
E,, innerhalb G, verbindende Kurvenschar darstellt. Infolge der Normalitiit
gilt die Beziehung A(y,) = A(7,).

Jetzt konnen wir den Beweis von § 8.2 Schritt fiir Schritt auf unsern Fall
iibertragen. Einmal besitzen bei geniigend grolem » die Gebiete G, den glei-
chen Zusammenhang wie G'. Somit ist jeder Randkomponente C'; von G eine
Berandung C;, von G, zugeordnet, fiir die ihrerseits die Anzahl p,, der auf
C,, alternierenden Bogen von K, und EZ,, erklirt ist. Infolge der Normalitit
von f,(g,) ist bei geniigend groBem » offensichtlich p,, = p, erfiillt.

Was f) betrifft, so mufl beim ersten durchzufiihrenden Schritt aus der Folge
f,(2) eine konvergente Teilfolge ausgewihlt werden, die gegen eine konforme

Abbildung F (z) konvergiert. Nun ist zu beachten, daQl f,, zwar nur in g,

definiert ist. Da aber g, gegen G konvergiert, ist somit Pz (2) in G konform
[2]. Die iibrigen Uberlegungen von f) lassen sich mutatis mutandis sofort

A
iibertragen. Es existiert demnach eine wiederum mit #(z) bezeichnete Grenz-
abbildung. Thr ist ein Element (G; E,, E,) zugeordnet und diesem eine aus-

gezeichnete Kurvenschar {?} Ferner geht {p} bei der Abbildung j:’(z) in
eine Teilschar von {?} iiber, so dal gemif Satz 3" die Ungleichung
A7) < A7) gilt. 5

Dank der Ausschépfung bildet A(y,) [= A(y,)] infolge Satz 3" eine mono-
ton fallende, durch A(%) beschrinkte Zahlenfolge, die also konvergiert. Wie
bei ) 1iBt sich nun die Beziehung lim A(y,) < A(y) herleiten. Damit ergibt

V—-)W A A

gich jetzt A(y) <limA(?,) < ).(y) A(7). Da ferner (G;EO,EI) Zur
V—> 0

Menge ® wie auch zu der in § 8.1 erklirten Menge &' gehort, ist damit die
behauptete Normalitit und also die in § 8.1 angegebene Gleichung A = A(y)
bewiesen.

Bemerkung. Die Uberlegungen von § 9.2 konnen zu einem selbstindigen,
vom Extremalproblem unabhingigen Beweis des Abbildungssatzes vervoll-
stindigt werden. Es wurde nimlich einzig benutzt, daB zu g, ein Normal-
gebiet existiert. Wihlt man aber die g} wie oben angegeben, so kann dieser
Existenzsatz direkt durch mehrmalige Anwendung der Lemmata 1 und 2 her-
geleitet werden. Dall bei dem so gewonnenen Abbildungssatz zugleich das
Extremalproblem gelést wurde, folgt dann aus Theorem 4.
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Anmerkung. Endlich 148t sich jetzt der in § 3.2 angekiindigte und in § 6.3
benutzte Satz beweisen, dall jeder im Rechteck gelegene minimale Schlitz-
bereich normal ist. Andernfalls wiirde ndmlich eine konforme Abbildung des
Schlitzbereiches auf ein Normalgebiet existieren, wobei der Modul des zuge-
ordneten Rechtecks gemédfl Theorem 4 und 4’ zunehmen miiBte. Also kénnte
dann im gegebenen minimalen Schlitzbereich geméf3 Theorem 1 und 2 eine
harmonische Funktion mit kleinerm DIricHLETintegral angegeben werden in
Widerspruch zur Definition in § 3.2 a).

3. Es sei {y} eine Kurvenschar, die den Forderungen von § 8.1 geniigt.

Ferner sei {;7} eine Schar derart, dal3 {;} im Sinne von Definition 3 durch
{y} ersetzbar ist und die beiden Triiger der Kurvenscharen iibereinstimmen.

Wir fragen uns nun, ob auch zu {?} ein Normalgebiet im Sinne der Abbil-
dungsaufgabe von § 8.1 existiert.

Zusatz 4. Zu gegebenem {?}} gibt es entweder kein derartiges Normalgebiet
oder jedes im Sinne von Definition 5 und 5’ zu {y} passende Normalgebiet ist zu-

gleich Normalgebret fir {; j

Beweis. Existiert ndmlich zu {;} ein Normalgebiet, so ist dieses nach Vor-
aussetzung gemiB Definition 5 ebenfalls Normalgebiet fiir {7 }. Da aber nach
Theorem 4’ die Normalgebiete bis auf die dort angegebene Willkiir eindeutig
bestimmt sind, ist jede zu {y} gehérende Losung des Abbildungssatzes zu-

gleich Losung fiir {y}.

Es ist leicht, explizite Konstruktionen fiir den ersten Fall von Zusatz 4 anzu-
geben. Es sei {y} die einem Element (G; Z,, E,) ¢« ® zugeordnete Kurven-
schar. Die Schar {y} erfiille in (G ; E,, E,) die Forderungen von § 8.1 und sei
normal beziiglich {y}. Wahlt man jetzt eine Schar {y,} mit A(y,) =co und

setzt {;} = {p} v {y,}, so0 ist einmal {y} nach dem Beispiel zu Definition
3in § 2.6 durch {y} ersetzbar. Der zweite Fall von Zusatz 4 ist nun dann

ausgeschlossen, wenn {y} und {)z; } den gleichen Triger besitzen und {y,}
keine Teilschar von {y} ist. Mit Hilfe des Beispiels b) von § 2.1 13t sich
unter Benutzung von Satz 5 nachpriifen, daf} in dem von H. GrOoTZSCH [5] an-
gegebenen und von K. STREBEL [15] wieder aufgenommenen Extremalproblem
tatsidchlich dieser Sachverhalt vorliegt. N
Mit Hilfe von Definition 4 liBt sich Zusatz 4 verallgemeinern. Es sei {y}
eine Kurvenschar, die mit {y} vertauschbar ist. Ferner erfiille {y} die
Forderungen von § 8.1 und die beiden Tréger sollen wiederum iibereinstim-

men. Dann gilt Zusatz 4 unverdndert fiir {; }. Dazu betrachten wir den
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Durchschnitt {y.} = {')z/} ~ {y}. Durch zweimalige Anwendung des Beweis-
verfahrens von Zusatz 4 erhilt man sofort die Verallgemeinerung.

Um also die Abbildungsaufgabe fiir eine gegebene Kurvenschar anzupacken,
darf man zu ersetzbaren oder vertauschbaren Scharen iibergehen. Ist nimlich
fiir diese die Aufgabe losbar, so erhélt man entweder die verlangte Lésung oder
man hat dadurch ein unlésbares Problem durch geeignete Abi#nderung einer
Losung entgegengefiihrt.

Anmerkung. Nach Abschlu der Redaktion erschien die Arbeit ,,Die extre-
male Distanz zweier Enden einer RiEManNschen Fliche“ (Ann. Acad. Sci.
Fenn. Ser. A I 179, 1955, p. 1) von K. STREBEL. Dort wird die betreffende
Abbildungsaufgabe bei zweifach zusammenhingendem Grundgebiet allgemein
behandelt.
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