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Bemerkung zu einer notwendigen Bedingung von PlCONE

in der Variationsrechnung*)

von Walter Gaijtschi, Rom

I. Es sei vorgegeben:

1. Eine réelle Funktion f(xt y0, ylt..., yn, yn+i), die in einem abgeschlos-
senen Bereich E des (x, yQf ylt..., yn, yn+1)-Raumes (n ^ 0) definiert
und stetig ist;

2. eine Menge F von reellen Funktionen y(x) [oder, wie wir auch sagen, von
«Kurven» y0 y(x)], die folgende Eigenschaften haben:

a) Jede Funktion y(x) der Menge F ist in einem gewissen endlichen&gt; ab-

gesehlossenen Intervall, dessen Endpunkte mit a [y (x)] und b[y{x)]
bezeichnet seien, definiert und besitzt in diesem Intervall stetige Ablei-
tungen y{k)(x) (k 1, 2,..., n) bis zur n-ten Ordnung und stûckweise

stetige (n -f- l)-ste Ableitung
b) falls x im Intervall (a[y(x)], b[y(x)]y variiert, bleibt der Punkt

O, y(x), y&apos;(x),.. -, yin)(v), y{n+1)(x)] im Bereich E.
Fur jede Funktion y{x) der Menge F ist dann das Intégral

l{y{x)}= J f[x,y(x),y&apos;(x),...,y{n)(x),y{n+1)(x)]dx (i)
a[y(x)}

wohl definiert und gibt AnlaB zum klassischen Variationsproblem, unter
allen Funktionen der Menge F diejenigen - falls sie existieren - zu finden, die

I\y{x)] den kleinsten Wert erteilen.
Es sind wohl bekannt die notwendigen Bedingungen (von Exiler, Le-

gendre, Weierstrass usw.), die in jedem Punkt einer Minimalkurve erfûllt
sein mussen, falls dieser Punkt in einem bestimmten Sinne «im Innern»
der Funktionenmenge F gelegen ist. Kûrzlieh hat Picone2) eine neue
Bedingung formuliert, die in der Regel auch in «Randpunkten» von F gelten
muB. Die Bedingung von Picone hat bemerkenswerte Konsequenzen, unter
anderem auch neue Fassungen der LEGENDREschen und WEiERSTRASSschen

Bedingungen.
In der folgenden Nr. II soll Picones Bedingung in den wesentlichen Zûgen

entwickelt werden. In Nr. III geben wir eine Variante des ursprûnglichen

1) Arbeit, die im « Istituto Nazionale per le Applicazioni del Calcolo » in Rom ausgefûhrt wurde.
•) M. Picone, Sulle condizioni necessarie per un estremo nel calcolo délie variazioni, Mem.

Ace. Naz. Lincei, ser. (8), vol. 4 (1954), p. 137-176.
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2 Walter Gautsohi

Beweises von Piconb, die nur Stetigkeit von / voraussetzt, und beantworten
damit eine von Piconb3) aufgeworfene Frage.

II. Sei y0 y(x) (a ^ x &lt;J 6) die Gleichung einer Kurve der Menge Fxmà
^Pot^o» #(#o)L x0 &lt;b, ein fester Punkt auf dieser Kurve. Seien ferner

Ai, A2,..., A,,, plf pit..., pv&gt; p

fest vorgegebene réelle Zahlen und die letzten v +1 hiervon positiv. Wir setzen
V

fur ein e mit 0 &lt; e &lt; (6 — x0) / (p -f E p9)

xê a?0 -f- (px + p% + + p8) e (s 1, 2,..., v),

Sei y(x,e) die Funktion

e) (X8_i ^a; sa;,; *=l,2,..i,v)
« - •

(2)

wo t}8(x, e) und f (a?, e) durch die folgenden drei Bedingungen eindeutig fest-
gelegt sind:

(a) tjg(xt e) ist ein Polynom in x hôchstens vom Grade n + 1 und Ç(xf e)

ein Polynom hôchstens vom Grade 2n -f 1

(b) esgilt-^^-^(«,6) A, (a l,2,...,v)
(c) es ist y(x9 e) im ganzen Intervall &lt;a, 6&gt; n-mal stetig differenzierbar.

Der Punkt Po heiSt dann nach Picone ein v-facher Konzentrationspunkt nach
rechts fur die Kurven der Menge F, mit den Werten Al9 Aa,..., Àv der ersten
und Pi&gt;P2f&apos;,Pv&gt;P der zweiten Parameter, falls fur jedes absolut hin-
reichend kleine e die Kurve y0 y(x, e) der Menge F angehôrt.

Ganz analog - mit e &lt; 0 - wird ein Konzentrationspunkt nach links
definiert. (In der Definitionsformel (2) fur y(xf e) ist dann a mit b zu ver*
tauschen und in allen Ungleichungen ^ durch ^ zu ersetzen.)

*) loo. oit., pag. 28



Bemerkung zu einer notwendigen Bedingung von Piconb in der Variationsrechrtung 3

Die Funktionen rj8(x,e) und £(#, e) geniigen folgenden Grenzrelatîonen4)

]h*fff&gt;(*+-i + ep.t,s) Vik}i**) (5=l,2,...,v; * 0, 1,. ..,n) (3)

lim Cik)(xv + ept, e) - y&lt;k&gt;(x0) (k 0, 1,..., n) (4)
e—&gt;o

Hm P&quot;+»{xv + ept, e) t/(w+1)«) + Q(t) (5)
e-&gt;o

worin t eine beliebige réelle Zahl zwischen 0 und 1 bedeutet und £i(t) in
(5) ein wohl bestimmtes Polynom vom Grade ^ n. Ferner ist

±) lim

gesetzt, und es gilt in (5) das Plus- oder Minuszeichen, je nachdem, ob e ûber
positive oder négative Werte nach Null geht.

Es gilt nun folgende

Bedingung von Picone. Fatts die Kurve C mit der Oleichung y0 s= y (x)
eine Minimaïkurve fur das Intégral (1) bezûglich der Menge F ist, so gilt in
jedem Punkt P0[x0, y(xQ)] von C, der v-facher Konzentrationspunkt ist, die
Relation

F[Q0, y0*1^*?), Ai, • • •, K, Pu ft, p] ^ 0 (6)

wo F gegeben ist durch

À0&gt; A.)
(7)

Q(t)]dt.
$=1 0

Hierin bedeuten QQ der Punkt [x0, y(xQ)9..., yin)(x0)], und A.l9...9
K » P\ &gt; • • • &gt; Pv &gt; P beziehungsweise die ersten und zweiten Parameter, mittels
deren sich der Punkt Po dis Konzentrationspunkt erweist, und es gilt in (6) das

Zeichen + oder —, je nachdem, ob Po ein Konzentrationspunkt nach rechts oder

nach links ist.
Fur verschiedene intéressante Spezialfalle dieser Bedingung sei auf die

Originalarbeit von Piconb verwiesen.

III. Beweis. Sei C eine Minimaïkurve und Po ein Konzentrationspunkt auf
C. Wir bilden gemâB (2) die Kurve Ge mit der Gleichung y0 y (x, e). Das ent-
sprechende, nach (1) gebUdete Intégral I (Ce) ist sicher definiert fur
aile hinreichend kleinen positiven e, falls Po ein Konzentrationspunkt nach
rechts ist, und fur aile absolut hinreichend kleinen negativen e, falls Po ein
Konzentrationspunkt nach links ist.

4) M. Piconb, loc. cit., pag. 22, pag. 24 Formel (21), pag. 25 Formel (25).
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Da ferner C eine Minimalkurve ist, gilt fur jedes absolut hinreichend kleine e

l ^ 0 falls e &gt; 0
±[I(Ce)-I(C)]\
e [ ^ 0 falls e &lt; 0

das heiBt, sowohl fur e &gt; 0 als auch e &lt; 0

&lt;p(e) — E J /[a?, ,f(*, 6),..., rf?{xt e), Kt]dx
88 f-l *,-!
1

— J /[», C(^,fi),-..,C(n)(^,«),C(w+1)(^,fi)]d^ (8)

In jedem der v + 2 Teilintegrale von (8) fûhren wir eine neue Integra-
tionsvariable t ein, indem wir in den ersten v Integralen der Reihe nach die
Substitutionen

im vorletzten Intégral die Substitution

x xv + ept

und im letzten Intégral, die Substitution

x x0

ausûben. Man erhâlt
1 V

&lt;p(e) ${Zj&gt;.flx-i + eV.
o »=i

+ ept,e)l (9)

Dùrch den Grenzûbergang e ^0 (beziehungsweise e f 0) unter dem Inte-
gralzeichen in (9) folgt dann bei Beriicksichtigung der Belationen (3) - (5)

Km ?(«) J{ip,/(Ç0, A,) + p/[Ç,, j/&apos;»+»«) + û(«)] - af[Q0, ^€~&gt;0 0 #=1

ip.HQo, K) - oflQo, y&lt;n+1)(*t)] + p//[«.. ^&quot;(a;.*) + O(t)]dt

und somit, wegen (8), die Bedingung (6).

(Eingegangen den 5. August 1955)
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