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Teilmengen von Mengen mit Relationen

von Eenst Speckeb, Zurich

Sind die i-zahligen Teilmengen einer unendlichen Menge 8 auf endlich viele
Klassen Gt,..., Cn verteilt, so gibt es eine unendliche Teilmenge S&apos; von 8
und eine solche Zahl j (1 &lt; ; &lt; n), da8 jede &amp;-zahlige Teilmenge von 8&apos; zu
der Klasse Cj gehôrt.

Dieser Satz von Ramsey [4] ist der Hauptsatz derjenigen Art kombinatori-
scher Mengenlehre, mit der sich die vorliegende Arbeit beschâftigt. Eine syste-
matische Darstellung findet sich in der Arbeit [2] von P. Ebdos und R. Rado.

Der allgemeine Fall des Satzes von Ramsey ergibt sich sehr leicht durch In-
duktion aus seinem Spezialfall n : 2 (Zerlegung der Menge der A-zahligen
Teilmengen in zwei Klassen Ct und C2) ; entsprechende Verallgemeinerungen sind
auch bei den folgenden Sâtzen môglich.

Im ersten Teil der Arbeit wird (in Beantwortung einer Prage von Herrn
Ebbôs) der folgende Satz 1 bewiesen: Sind die zweizahligen Teilmengen einer
Menge 8, die nach dent Typus co2 geordnet ist, auf zwei Klassen Cl9 C2 verteilt, so

gibt es entweder eine solche n-zahlige Teilmenge 8r von 8, dafi jede zweizahlige
Teilmenge von 8f zu Cx gehôrt, oder es gibt eine solche Teilmenge 8&quot; von 8 vom Typus
co2, dafi jede zweizahlige Teilmenge von 8&quot; zu C2 gehôrt. (Die Ordnung einer
Teilmenge S&quot; einer geordneten Menge 8 ist dabei hier und im folgenden stets die
durch die Ordnung von 8 induzierte.)

Im zweiten Teil zeigen wir, daB die naheliegenden Verallgemeinerungen dièses

Satzes nicht richtig sind ; so kann « zweizahlig » nicht durch « dreizahlig », der
Typus m2 nicht durch den Typus coB ersetzt werden.

Der Versuch, fur weitere Zahlen der zweiten Zahlklasse entsprechende
Gegenbeispiele zu konstruieren, fûhrt zu folgender Frage : oc, /$ seien Ordnungs-
zahlen der zweiten Zahlklasse, 8 sei eine geordnete Menge vom Typus oc, T eine

geordnete Menge vom Typus /? ; gibt es dann eine solche Abbildung / von 8
auf jP, daB das Bild jeder Teilmenge von S vom Typus oc in T den Typus p be-

sitzt? Wir kônnen dièse Frage nur fur ganz spezielle Paare oc, fl beantworten.
Bevor wir den Beweis des Satzes 1 in einzelne Hilfssâtze zerlegen, formulieren

wir ihn noch etwas anders. Um die Âquivalenz der beiden Fassungen zu er-
kennen, wâhlen wir als Menge 8 vom Typus co2 die Menge der Paare (h, i)
von natûrlichen Zahlen, ordnen dièse Paare antilexikographisch und definieren
Si als Menge der Paare mit zweitem Glied i ; ferner definieren wir auf Grand
der Klasseneinteilung Cl3 C% der zweizahligen Teilmengen von S eine zwei-
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stellige symmetrische Relation R gemafi der folgenden Vorschrift : Fur a ^ b

gelte R(a,b) genau daim, wenn die Menge (a,b) zu Cx gehôrt. (Ûber R(a,a)
brauchen wir keine Festsetzung zu treffen.)

Satz 1. Es seien 8{ (&lt;: 1, 2,...) abzâhlbare disjunkte Mengen, 8 die Ver-
einigung der Mengen $t«; R sei eine zweistellige symmetrische Relation auf 8.
Dann gibt es entweder eine solche n-zahlige Teilmenge 8&apos; von 8, dafî zwei ver-
schiedene Elemente von 8f stets in der Relation R stehen, oder es gibt eine solche

Teilmenge 8&quot; von 8, dafi der Durchschnitt 8&quot; ^8{ fur unendlich viele Indices i
unendlich ist und dafi keine zwei verschiedenen Elemente von 8&quot; in der Relation R
stehen.

Wir beweisen den Satz mit Induktion nach «n»; fur n:2 ist er trivial. Fer-
ner nehmen wir an, da8 es keine w-zahlige Teilmenge 8r von 8 gibt, so dafi je
zwei verschiedene Elemente von S1 in der Relation R stehen, und beweisen
unter dieser Voraussetzung die Existenz einer Menge 8&quot; mit den verlangten
Eigenschaften.

Hilîssatz 1. P sei eine zweistellige Relation auf der Menge N der natûrlichen
Zahlen. Dann gibt es eine solche unendliche Teilmenge Nr von N, da/i P auf Nf
einer der folgenden Relationen équivalent ist: (1.1) a &lt;b; (1.2) a&lt;b; (2.1)
b&lt;a; (2.2) b&lt;a; (3.1) a b; (3.2) a^a (Relation nie erfûllt); (4.1)
a a (Relation stets erfûllt); (4.2) a ^ 6.

Bemerkung. Die Numerierung ist so gewâhlt, daB fur a ^ b die Relationen
(h, 1) und (h, 2) âquivalent sind. (Zu diesem Hilfssatz vergleiche man R. Fraissé
[3]-)

Beweis. Wir teilen die zweizahligen Teilmengen von N in vier Klassen C{

(i: 1, 2, 3, 4) ein, je nachdem (1) a&lt;b, P(a, b) und nicht P(b,a) oder
b&lt;a, P(b,a) und nicht P(a,b); (2) a&lt;b, P(b,a) und nicht P(a, b) oder
b&lt;a, P(a,b) und nicht P(b,a); (3) weder P(a, b) noch P(b,a); (4) so-
wohl P(a,b) als auch P(b,a). Eine zweizahlige Teilmenge von JV gehôrt zu
einer dieser Klassen ; nach dem Satzi von Ramsey gibt es somit eine unendliche
Teilmenge N&quot; von N und eine solche Zahl h (1 &lt; h &lt; 4), daB aile zweizahligen
Teilmengen von N&quot; zu Ch gehôren. Ferner gibt es eine solche unendliche

Teilmenge
N&apos; von N&quot;, daB entweder fur aile Elemente a von jW7 die Relation

P(a,a) gilt oder daB fiir aile Elemente a von Nf die Relation P(a, a) nicht
gilt ; je nach diesen beiden Fâllen ist P auf Nf âquivalent der Relation (h, 1)

oder (h,2).

Hilîssatz 2. Es sei P eine zweistellige Relation auf der Menge N der natûrlichen

Zahlen; dann gibt es entweder n verschiedene Elemente al9..., an von, N9
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derart da/3 P(ai,ak) giUfûr 1 &lt;i&lt;k &lt;n, oder es gibt eine solche unendliche
Teilmenge Nf von N, da/J P(a,b) nicht giltfûr zwei verschiedene Elemente a, b

vonNf.

Beweis. N&apos; sei so gewâhlt, da8 P auf N&apos; einer der Relation von Hilfssatz 1

âquivalent ist und dafi N&apos; unendlich. Ist P auf N&apos; équivalent (3.1) oder (3.2),
so liegt eine unendliche Menge der gewiinschten Art vor ; andernfalls wâhlen
wir in N&apos; eine Menge A von n Elementen und zahlen A entweder auf- oder
absteigend ab, je nachdem die Fâlle (1, i) oder (2, i) vorliegen (bei den Fâllen
(4, i) ist die Abzàhlung beliebig).

Die folgenden Hilfssâtze handeln von Mengen, auf denen ein 0-1 -MaB ju
definiert ist. Unter einem solchen MaB auf einer Menge T verstehen wir eine
Funktion, deren Definitionsbereich die Menge der Teilmengen von T ist und
die die folgenden Eigensehaften besitzt : (1) fi nimmt nur die Werte 0 und 1 an,
(2) it(T) l, (3) p(A) 0 fur jede endliehe Menge A, (4) fi(A^B)

fi(A) + i*&gt;(B) fitr disjunkte Mengen A und B. Auf jeder unendlichen Menge
existiert ein solches MaB (vergleiehe zum Beispiel [1], S. 185). Beim Beweis
wird allerdings - auch fur abzâhlbare Mengen - das Auswahlaxiom benutzt ;

fur unsere Zwecke kônnte es vermieden werden, indem man sich iiberlegte, daB
ein MaB ausreicht, das nur fur gewisse Teilmengen definiert ist.

Ist fi ein 0-1-MaB auf î7, Tf eine Teilmenge von T vom MaBe 1, so ist die
Funktion, die einer Teilmenge A von T&apos; den Wert ju(A) zuordnet, ein 0-1-MaB
auf T&apos; ; wir werden dièses MaB auch etwa mit «fi » bezeichnen.

Hilfssatz 3. M sei eine abgezàhlte Menge, p ein 0-1 -Ma/3 auf M; M{ (i:
1,2,...) seien Teilmengen von M vom Mafie 0; jedes Elément von M sei nur fur
endlich viele i in M4 enthalten. Dann gibt es eine unendliche Teilmenge M&apos; von M
und eine Indexfolge ik (h: 1, 2,... ; ik&lt;ik+1), so dafi der Durchschnitt von M1
und Mih leer istfilr aile h: M&apos; r\ Mik 0.

Beweis. Wir definieren rekursiv Teilmengen Mrn von M und Zahlen in
(n: 1, 2,...), so daB folgendes gilt: Mrn^x c M&apos;n\ Mfn hat n — 1 Elemente;
M&apos;nrs MiJt ==0fûr I &lt;k &lt;n; in_!&lt;in.

a) M[ 0; ix 1. b) Seien Mrn und ik (1 &lt; h &lt; n) definiert, so daB die
obigen Bedingungen erfûllt sind. Die Mengen Mrn und MiJb (k &lt; n) haben das
MaB 0 ; dasselbe gilt somit von ihrer Vereinigung, die daher von M verschieden
ist. Sei an das erste Elément (in der gegebenen Abzàhlung) von M, das weder
zu Mrn noch zu einer der Mengen Mih (k &lt; n) gehôrt. Sei Mrn+t Mrn ^ (an) ;
M&apos;n hat n Elemente und der Durchschnitt von M&apos;n+1 mit Mik (k &lt; n) ist leer.
Da die Menge Jf£+1 endlich ist, so ist der Durchschnitt von Jf^+1 mit M{leer
fur fast aile i (denn nach Voraussetzung ist ein Elément von M nur in endlich
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vielen Mengen Mt enthalten) : es sei in+l die kleinste Zahl j, welche grôBer ist
als in und fur welche M&apos;n+1 ^ M3 0. Es ist somit M&apos;n+X ^ ikftjb 0 fur
k &lt;n + 1. Sei nun M&apos; die Vereinigung der Mengen Mfn ; M&apos; ist unendlieh,
denn Mrn enthalt n — 1 Elemente. Ferner ist M&apos;rs M%k 0 fur aile k. Da
Jf &apos; die Vereinigung der Mfn ist, genugt es, zu zeigen, daB Mrn r\ Mtk — 0 fur
aile n. Es ist dies nach Konstruktion der Fall fur k &lt; n ; ist n&lt;k} so ist Mfn

in Mk enthalten und da Mk^ M%k 0 somit auch M&apos;n^ Mlk 0.

Hilfssatz 4. Tx, T2,.. .,Tn seien abzahlbare disjunkte Mengen, jut ein 0-1-

Mafi auf Tt (l &lt;i &lt;n); T sei die Vereinigung der Mengen Tt (i: 1,. n)
und B sei eine zweistellige Relation auf T. Fur acT sei V(a) die Menge der-

jenigen x*T, fur welche R(a,x) gilt. A\ sei die Menge derjenigen aeTt, ftlr
welche juk(V(a)^Tk) 1. Ist jut(A*) 1 fur i&lt;k, so gibt es Elemente

t}€T} (j: l,...,n), derartdaji R{tt,tk) giltfûr
Beweis. Induktion nach der Anzahl n ; fur n : 1 ist der Satz trivial. Da naeh

Voraussetzung die Mengen A* (2 &lt; k) das Ma6 1 haben, so ist ihr Durch-
schnitt nicht leer und es gibt somit em Elément t1cT1 mit txeA^ (2 &lt; k). Es
sei Tl Tkr^V(t1). Esgilt B{tl9b) fur ècî^. Da T*k das MaB 1 hat, so ist
juk auch ein 0-1-MaB fur T%. Es sei A*k die Menge der acT*, fur welche
V{a)r,T% das MaB 1 hat. Da mit V(a)r,Tk auch F(a)o5Tf das MaB 1 hat,
so ist A*k T*r^Akl und daher ^(Af) 1 fur 2 &lt; i&lt;k. Nach Induk-
tionsvoraussetzung gibt es Elemente ^T^çî7^ (j: 2,..., n), derart, daB

R(tt,tk) fur 2&lt;i&lt;k. Da R(tlftk) fur l&lt;i, so ist allgemein B(t{,tk) fur
1 &lt; i&lt;k &lt; n.

Hilfssatz 5. Es seien 8t (i : 1, 2,... abzahlbare disjunkte Mengen, S die

Vereinigung der Mengen St, R eine zweistellige symmetrische Relation auf R und
V(a), aeS, die Menge der xeS mit R(a,x). fa sei ein 0-1-Ma/Ï auf St und

B\ sei die Menge der ac^, fur welche fik(V(a)rs8k) 1 (i, k: 1, 2,...).
Dann gibt es entweder eine n-zahlige Teilmenge Sf von S, derart dafi je zwei ver-
schiedene Elemente von Sr in der Relation R stehen, oder es gibt eine unendliche

Menge N&apos; von natûrlichen Zahlen, derart da/ï ju^B*) 0 fttr i,k€Nf, i ^ k.

Beweis. Wir definieren eme zweistellige Relation P auf der Menge N der
naturlichen Zahlen: P(i,k) gilt genau dann, wenn ^(JîJ) l. Nach Hilfssatz

2 gibt es entweder n verschiedene Zahlen at (i: 1,..., n), derart, daB

P(atiak) gilt fur 1 &lt;i&lt;k &lt;n, oder es gibt eine unendliche Teilmenge JV&apos;

von JV, derart, daB P(i,k) nicht gilt fur i,keNr, i ^k. In diesem Fall ist
somit //t(J?f)^l, das heiBt fJtt{Bk%) 0 fur i,keNf, i^k. Sind ander-
seits at (i: l,...,ft) Zahlen mit P(ai,afe) fur i&lt;k, so setzen wir #Oi

Tt. A\ Baa\ ist die Menge der a*Tu fur welche V(a)^Tk das MaB 1 hat.

20 Commentarii Mathematici Helvetici
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Es ist fxai(A\) 1 fiir i&lt;k und nach Hilfssatz 3 gibt es somît n verschiedene
Elemente t{ (i: 1,.. ,,n), fur welche R(tt,tk) gilt fur i &lt;k ; da die Relation R
nach Voraussetzung symmetrisch ist, so gilt allgemein R(tt,tk) fiir i ^k.

Hilfssatz 6. Es seien T{ (i : 1, 2,... abzâhlbare disjunkte Mengen, T die
Vereinigung der T{, R eine zweistellige symmetrische Relation auf T und V(a),
acT, die Menge der xeT mit R(a,x). Es gebe keine n-zahlige Teilmenge T&apos;

von T, derart, dafi je zwei verschiedene Elemente von T&apos; in der Relation R stehen.

fÂt sei ein 0-1-Mafi auf Tt und A\ sei die Menge der a*Tt, fur welche

fik(V(a)^Tk) 1. Ist fix(Al) 0 fur aile k mit 2 &lt; k, so erfûllt die
Menge der T€ die Thèse des Satzes 1 (das hei/it es gibt eine Teilmenge T&quot; von T,
derart, dafi der Durchschnitt T{ ^ T&quot; fiir unendlich viele Indizes i unendlich ist
und dafi keine zwei Elemente von T&quot; in der Relation R stehen) oder es gibt eine
unendliche Menge Nr von natûrlichen Zahlen mit leNf, fur jedes icNf eine
unendliche Teilmenge T* von Tt und ein Mafi /** auf T*, derart, dafi die Mengen
A*k und Al1 (keNf, k ^ 1) ker sind. (Dabei ist A*k die Menge der aeT*, fur
welche /4(V(a)^Tt) M

Beweis. Sei ac^.Ist a *A\ fiir k €Nf, Nf unendlich, so ist T!k V(a)^Tk
unendlich fur ksN&apos;. Da aile Elemente aus Tk, kcN&apos;, mit a in der Relation R
stehen, so gibt es keine n — 1 Elemente in der Vereinigung der Tk (kcN&apos;,

2 &lt; k), so daB je zwei verschiedene Elemente davon in der Relation R stehen.
Nach Induktionsvoraussetzung existiert somit eine Menge T&quot;, derart daB keine
zwei verschiedenen Elemente von T&quot; in der Relation R stehen und daB Tk r, T&quot;

unendlich ist fiir unendlich viele Zahlen k aus N1 ; es ist dann auch Tk ^ T&quot;

unendlich fiir unendlich viele Indizes k.
Wir diirfen somit annehmen, daB jedes Elément von Tt nur fiir endlich viele

k in A* liegt. Nach dem Hilfssatz 3 existiert dann eine unendliche Teilmenge
T* von Tt und eine unendliche Menge N* von natiirlichen Zahlen, derart daB

T^rsA* 0 fiir keN*. Es sei ^* ein 0-1-MaB auf T*, B\ die Menge der
a€Th mit /**(F(a)~T*) 1. Sei nun B\ unendlich fiir ictf&apos;, N&quot;cN*&lt;N&quot;

unendlich. Ist B die Vereinigung der B\ (kcN\ 2 &lt; k), so gibt es in B keine

n -— 1 Elemente, derart, daB je zwei verschiedene davon in der Relation R
stehen. Jedes Elément von B steht nâmlich in der Relation R mit den Ele-
menten einer Teilmenge von T*, die das MaB 1 besitzt ; zu endlich vielen Ele-
menten in JS gibt es somit ein Elément in T*, das mit jedem dieser endlich
vielen in der Relation JB steht. Nach Induktionsvoraussetzung existiert somit
eine Teilmenge B&quot; von B, derart, daB keine zwei verschiedenen Elemente von
B&quot; in der Relation R stehen und daB B&quot; rs B\ (und damit auch B&quot; ^ Tk)
unendlich ist fur unendlich viele Indizes k.

Wir diirfen somit annehmen, daB B\ endlich ist fiir &amp;€#&apos;, N&apos;cN*, N&apos; un-



Teilmengen von Mengen mit Relationen 307

endlich. Wir setzen T% Th — B\ (keN\ 2 &lt; k). fik ist dann auch ein
0-1-Mafi juï auf T% (2 &lt; 4). Es gibt kein Elément acî7*, fur welches
V{a)rsT% das Ma6 1 besitzt: A*k ist leer fur keN&apos;, 2 &lt; k. Ferner gibt es

kein Elément a*T% (2 &lt; k, keN&apos;), derart, daB V(a)r,T* das MaB 1

besitzt : A^1 ist leer.

Hilfssatz 7. Es seien Ut (i: 1, 2,...) abzahlbare disjunkte Mengen, U die
Vereinigung der Uti R eine zweistellige symmetrische Relation auf U und V(a)3
aeU, dieMengeder xeU mit R(a,x). /ut sei ein 0-1-Ma/i auf Ut und C* sei
die Menge der aeUt, fur welche juk(V(a)^ Uk) 1. Sind die Mengen C\ und
C\ leer fur k ^ 1, so gibt es eine Teilmenge U&quot; von U, derart da/i U&quot; ^ Uk
unendlich fur aile k und da/i ein Elément aus U&quot; ^ U1 und ein Elément aus
U&quot; &lt;~sZJk (k zfi 1) nicht in der Relation R stehen.

Beweis. Wir definieren rekursiv Elemente an von U, derart, daB die folgen-
den Bedingungen erfullt sind: Ist am€Ulf ancUk, k ^ 1, so gilt R(am,an)
nicht; ist n 2*~1-u (u ungerade), so ist an Elément von Uk. Die Menge U&quot;

dieser Elemente an erfullt dann ersichtlich die gestellten Bedingungen. ax sei
das erste Elément von U1 (in einer Abzahlung von ÏJj). Seien ax,..., an^x
definiert. Ist n ungerade, so haben die Mengen Via^^ Ux fur gerades i das
MaB 0, und es gibt somit b€ÏJ1, derart daB R(at,b) nicht gilt fur i&lt;n,i ge-
rade; an sei das erste solche 6. Ist n 2k&quot;1 -u, 2 &lt; k, so ist V(a{) rs Uk eine

Menge vom MaB 0 fur ungerades i: Es gibt somit ein b€ÏJkf derart, daB

R(atfb) nicht gilt fur i ungerade, i&lt;n; an sei das erste solche 6 in der
Abzahlung von Uk.

Hilfssatz 8. Es seien 8t (i; 1, 2,...) abzahlbare disjunkte Mengen, 8 die

Vereinigung der Mengen 8t und R eine zweistellige symmetrische Relation auf 8.
Es gebe keine n-zahlige Teilmenge 8&apos; von 8, derart, da/i je zwei verschiedene

Elemente von 8f in der Relation R stehen. Dann gibt es eine Teilmenge /S* von 8 und
eine unendliche Menge natiirlicher Zahlen N* mit kleinstem Elément kx, derart

dap 8*&lt;^8k unendlich fur kcN* und daji ein Elément aus 8*r\Skl und ein
Elément aies 8*&lt;^8k (kcN*, k ^ kx) nicht in der Relation R stehen.

Beweis. jnt sei ein 0-1-MaB auf 8t (i: 1,2,...); V(a), ae8, sei die Menge
der xe8 mit R(a,x) und Rk% die Menge der ae8{ mit fj,k(V(a)^8k) 1.
Nach Hilfssatz 5 gibt es somit eine unendliche Menge Nf von natûrlichen Zahlen,

derart, daB /^(-Bf) 0 fur i, keNr, i ^ k. Seip eine Abzahlung von N&apos;

und 8pU) T{, /Ltpit) vt. Die Mengen Tt und die MaBe vt erfullen die Vor-
aussetzungen des Hilfssatzes 6: Ist A\ die Menge der aeTi9 fur welche

vk(V{a)rsTk) 1, so ist vx(Ax) 0 fur 2 &lt; k. Es gibt somit entweder
eine Teilmenge T&quot; der Vereinigung T der Mengen T{, derart, daB keine zwei
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verschiedenen Elemente von T&quot; in der Relation R stehen und daB T&quot; r, Ti un-
endlich ist fur unendlich viele i ; es ist dann auch T&quot; r\ Sk unendlich fur die
Elemente k einer unendlichen Menge JV*. Oder es gibt eine unendliche Menge
N&quot;, leN&quot;, Teilmengen Tj von T4 und MaBe v* auf Tf, ieN&quot;, so daB A*k und
Al1 leer sind fur keN&quot;, k # 1. (Dabei ist -4** die Menge der aeî7*, fur
welche v*k(V{a)r^T%) 1.) Sei g eine Abzâhlung der Zahlen von N&quot; und
3P*(&lt;) 17,, *&gt;*(i) q{. Die Mengen C7t. und die MaBe q4 erfûllen die Voraus-
setzungen des Hilfssatzes 7, und es gibt somit eine Teilmenge U&quot; der Vereini-
gung der U4&gt; derart, daB V&quot; r&gt; Uk unendlich fur unendlich viele Indizes k und
daB ein Elément aus U&quot; rs Ux und ein Elément aus V&quot; ^Uk (k ^ 1) nicht in
der Relation R stehen. Ist 8* V&quot; und N* die Menge der Zahlen p(q(i))
(i: 1, 2,...), so sind die Bedingungen erfûllt: iV* ist unendlich und ein
Elément aus /S* ^ Sp(q{1)y U&quot; rs Ux und ein Elément aus S* ^ 8p^qih))
U&quot; rs Uk (k =£ 1) stehen nicht in der Beziehung JR.

Beweis von Satz 1. Es seien S{ abzâhlbare disjunkte Mengen (i: 1,2,...),
8 die Vereinigung der /St. und 22 eine zweistellige symmetrische Relation auf 8.
Wir definieren rekursiv Teilmengen 8^ von 8 und Teilmengen JV^ der Menge
der natûrlichen Zahlen, und zwar so, daB die folgenden Bedingungen erfullt
sind: N% ist unendlich, JV^+1 ist eine Teilmenge von N%, die k kleinsten
Elemente von N\* sind auch Elemente von JV^+1 ; S% ^ 8{ ist unendlich fur i eN^,
/S^+1 ist eine Teilmenge von /S|, es ist #î+1^$t. S^Si fur die k kleinsten
Zahlen i aus JVj ; ist i eine der k kleinsten Zahlen aus N%, so steht ein Elément
aus 8%rsSi und ein Elément aus 8%^8j (jeN^j ^ i) nicht in der Relation

J2. Es sei N* die Menge aller natûrlichen Zahlen, 8* die Menge 8. Es seien
die Mengen N% und 8% definiert fur k&lt;n und es sei p eine monotone
Abzâhlung der Zahlen von N*^, die nicht gleich einer der n — 1 kleinsten Zahlen

von N*_x sind. (Die Abzâhlung p ist monoton, wenn p (h) &lt; p (i) fur h&lt;i.)
Die Mengen Ti 8pU) ^8*^ erfûllen die Voraussetzungen des Hilfssatzes 8,

und es gibt somit eine Teilmenge î1* der Vereinigung der Mengen T4 und eine
unendliche Menge M&apos; von natûrlichen Zahlen mit kleinstem Elément kl9 derart,

daB T*rsTk unendlich ist fur Jfcc M&apos; und daB ein Elément aus T*r^Tki
und ein Elément aus T* r\Tk (kc M1, k ^ kx) nicht in der Relation M stehen.
Die Menge N* bestehe nun aus den n — 1 kleinsten Zahlen von N*__x und aus
denjenigen Zahlen icJV*_x, fur welche p~~l(i)€ M&apos; (dabei ist p-1 die Umkehr-
abbildung der Abzâhlung p). 8* sei die Vereinigung der Menge î7* und der
Mengen 8*^^8^ wobei i eine der n — 1 kleinsten Zahlen von N*_t ist.
8* ist eine Teilmenge von 8*_t; es ist 8**^84 unendlich fur icN* und
8*rs84 ^*_i^^ fur die n — 1 kleinsten Zahlen i aus N*_x. Ein Elément
aus 8* r&gt; 8t und ein Elément aus 8% rs 8à stehen nicht in der Relation B, falls
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i eine der n kleinsten Zahlen aus N* und jeN*, j ^ i. Ist i eine der n — 1

kleinsten Zahlen, so gilt dies, weil iciV*_1; ist i die n-t kleinste Zahl, weil
#*^#« î7*^?7^ und ein Elément aus 8*^8^ j*N*, entweder zu einer
Menge T*&lt;^Tk, keM&apos;, oder zu einer Menge $*_i^#^ gehôrt, wobei j eine der
n — 1 kleinsten Zahlen von #*_! ist.

Sei nun iV* der Durchschnitt der Mengen N% ; iV&quot;* ist unendlich, da die k
kleinsten Zahlen von N% fur aile j zu N* gehôren. q sei eine monotone Ab-
zahlung der Menge 2V* ; #* sei die Vereinigung der Mengen 8% r&gt; 8q{k) ; dièse

Mengen sind unendlich, da q(k)eNl. Ist X€8*^SqU), y 6$*^$^, j&lt;k,
so gilt R(x,y) nicht, da g(/) die ?&apos;-te Zahl aus N* und y*8j&lt;^Sqik) mit

Nach dem Satz von Ramsey enthalt 8%r&gt;8q{k) eine unendliche Teilmenge
8q{k), derart, daB zwei verschiedene Elemente aus S&apos;qik) nicht in der Relation j?
stehen. Ist somit 8r die Vereinigung der Mengen Sq{k), so stehen zwei
verschiedene Elemente von 8f nicht in der Relation R und es ist 8r r&gt; 8t unendlich
fur icN*.

Die folgenden Satze zeigen, inwiefern Satz 1 nicht verallgemeinert werden
kann.

Satz 2. Auf einer geordneten Menge 8 vom Typitâ a&gt;2 gibt es eine solche drei-
stellige symmetrische Relation R, dafl jede vierzàhlige Teilmenge 8r von 8 drei
verschiedene Elemente af (i:l,2,3) enthâlt, fur welche R(aXia2,az) nicht gilt,
und da/i jede Teilmenge S&quot; von S vom Typus co2 drei verschiedene Elemente

at (i: 1,2, 3) enthalt, fur welche R(al3a2,az) giU.

(Zusatz Januar 1957.) Nach P. Ebdos und R. Rado gilt sogar der folgende

Satz 2&apos;. Auf einer geordneten Menge 8 vom Typus co2 gibt es eine solche drei-
stellige symmetrische Relation R, da/i jede vierzàhlige Teilmenge 8&apos; von 8 drei
verschiedene Elemente a% (t&apos;;l,2,3) enthâlt, fUr welche R(ax,a%iaz) nicht gilt,
und dafi jede Teilmenge 8&quot; von 8 vom Typus co + 1 drei verschiedene Elemente at
(i: 1,2,3) enthalt, fur welche R(a1,aifaz) gilt.

Beweis. Es sei S die Menge der Paare &lt;A,i) natiirlicher Zahlen, antilexiko-
graphisch geordnet. R(a1,a2,az) mit ak=^&lt;hk,ik} (k: 1,2,3) gelte genau
dann, wenn es eine solche Permutation p der Zahlen (1,2,3) gibt, dafi

ip{1) ip{2)&lt;ipm. Dièse Relation R besitzt die verlangten Eigenschaften.

(1) Es sei 8r eine vierzàhlige Teilmenge von 8; die Elemente von 8r seien

so numeriert, daB mit ak &lt;hk,ik} (k: 1,2,3, 4) gilt ix &lt; i2 &lt; iz &lt; i4.
Gilt R(ax,a2,az) so ist somit ix i2&lt;H\ gilt R(a2,az,a^, soist i2 i
Es gelten somit nicht R (at, a2, a8) und R (a2, a8, a4).
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(2) Es sei 8&quot; eine Teilmenge von 8 vom Typus eo + 1 ; a &lt;h,i} sei das
Elément von 8&quot;, dem unendlich viele Elemente von 8&quot; vorangehen. Von den
Paaren aus 8&quot; haben hôchstens h — 1 das zweite Glied i, aile anderen be-
sitzen ein kleineres zweites Glied ; es gibt somit in 8&quot; zwei verschiedene
Elemente b und c mit demselben zweiten Glied i&apos;, i&apos;&lt;i. Die Elemente a, b, c
stehen in der Relation R.

Satz 3. Auf einer geordneten Menge 8 vom Typus coz gibt es eine solche zwei-

stellige symmetrische Relation R, da/3 jede dreizahlige Teilmenge 8f von 8 zwei
verschiedene Elemente ax, a2 enthâlt,fûr welche R(a1,a2) nicht gilt, und dafi jede
Teilmenge 8&quot; von 8 vom Typus o&gt;3 zwei verschiedene Elemente ax, a2 enthâlt, fur
welche R(ax,a2) gilt.

Beweis. Es sei 8 die Menge der Tripel (h,i,k} naturlicher Zahlen, anti-
lexikographiseh geordnet. B(ax,a2) mit ai (Ji^i^k^ (j:l,2) gelte genau
dann, wenn es eine solche Permutation p der Zahlen (1,2) gibt, daB ip{1)
&lt; &amp;p(2) &lt; ^(i)&lt;S(2)î ^aUs B(al9a2) gilt, ist somit ix ^ i2. Dièse Relation R
besitzt die verlangten Eigenschaften. (1) Es sei 8&apos; eine dreizahlige Teilmenge
von 8. Sind nicht aile mittleren Glieder der Tripel aus 8f verschieden, so gibt
es zwei verschiedene Elemente in 8f, fur welche R nicht gilt. Es seien somit die
mittleren Glieder verschieden, und die Elemente von Sf seien so numeriert, daB

mit a,; (h^i^kj} (?&apos;:1,2,3) gilt ii&lt;32oV Gilt R(alya2), so ist
*i fS &amp;2 ^S ^i&lt;^2î gil1&gt; R(a&gt;i,az), so ist ix &lt;k3 &lt;h1&lt;i3. Aus R(a1}a2) und
R{ax,az) folgt somit kz&lt;i2; es ist daher nicht i2 &lt; kz &lt; h2&lt;i3, das heiBt
R(a2,a3) gilt nicht. (2) Sei 8&quot; eine Teilmenge von 8 vom Typus co3. Ist 8ik die
Menge der Tripel von 8 mit zweitem Glied i und drittem Glied k, so gibt es

eine unendliche Menge K von natùrlichen Zahlen und zu jedem keK eine un-
endliche Menge Ik von natùrlichen Zahlen, derart, daB fur keK, Î€lk die
Menge 8&quot;^8ik unendlich ist. Sei kx die kleinste Zahl aus K, ix die kleinste
Zahl aus Ikl; sei k2 die kleinste Zahl k aus K, fur welche ix &lt; k; sei hx die
kleinste Zahl h fur welche k2 &lt;h und &lt;Jt,ix, kxy e8&quot; ^ 8iiki ; sei i2 die kleinste
Zahl i, fur welche hx&lt;i und ic/fcg; sei h2 die kleinste Zahl h, fur welche
&lt;A,i2,&amp;2&gt;€$&quot;. Es ist somit ix &lt;k2 &lt;hx&lt;i2, (Jt^i^k^çS&quot; (/:1,2); dièse
beiden Tripel stehen in der Relation R.

Satz 4, Auf einer geordneten Menge 8 vom Typus oc {oc Zahl der zweiten Zahl-
klasse) gibt es eine solche zweistellige symmetrische Relation R, dafi jede unendliche

Teilmenge 8l von 8 zwei verschiedene Elemente al9 a2 enthalt, fur welche

R(ax,a%) nicht gilt, und dafi jede Teilmenge 8&quot; von 8 vom Typus co + 1 zwei
verschiedene Elemente ax, a2 enthàU,fûr welche R(ax,a2) gilt.

Beweis* Die Menge 8 sei geordnet nach dem Typus oc, h sei eine einein-
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deutige Abbildung von S auf die Menge N der natûrlichen Zahlen. i?(a1)a2)
geltegenau dann, wenn entweder ax&lt;a2 (in der in8gegebenen Ordnung) und
h(a2)&lt;h(a1) (in der natûrlichen Ordnung von N) oder a%&lt;ax und
h{ax)&lt;h{a2). Dièse Relation R besitzt die verlangten Eigenschaften. (1) Sei
8&apos; eine unendliche Teilmenge von 8 ; 8&apos; ist als Teilmenge einer wohlgeordneten
Menge in natûrlicher Weise wohlgeordnet und enthàlt somit eine Teilmenge $*
vom Typus a&gt;: Sei a^S&apos; (i: 1, 2,...) mit ai&lt;ai (in der Ordnung von 8)
fur i&lt;j. Da es nur endlich viele natûrlichen Zahlen gibt, welche kleiner als

A(ax) sind, so gibt es eine solche Zahl j, daB h(al)&lt;h(aj). Da auch a1&lt;aj,
so gilt R(a1,ai) nicht. (2) Sei 8&quot; eine Teilmenge von 8 vom Typus ou + 1 ;

ax sei dasjenige Elément von 8&quot;&apos;, dem unendlich viele Elemente aus S&quot; voran-
gehen. Es gibt dann ein Elément a2 in 8&quot;, fur welches h(a1)&lt;h(a2). Da
a2&lt;at, so gilt R(a1,a2).

Um uns im folgenden kurz ausdrûcken zu kônnen, definieren wir eine Aus-
sage A(m,n,oc), wobei m, n natûrliche Zahlen, a eine Zahl der zweiten Zahl-
klasse ist. A(m,n,oc) ist die folgende Aussage: Zu jeder m-stelligen symmetri-
schen Relation jR auf einer Menge 8 vom Typus a gibt es entweder eine solche

%-zahlige Teilmenge 8&apos; von S, daB fur je m verschiedene Elemente von 8&apos; die
Relation R gilt, oder es gibt eine solche Teilmenge S&quot; von 8 vom Typus a, daB

fur je m verschiedene Elemente von S&quot; die Relation R nicht gilt. Satz 1 besagt,
daB A(2,n,co2) gilt fur aile natûrlichen Zahlen n. Satz 2 besagt, daB

^4(3,4,ft&gt;2) nicht gilt, Satz 3, daB A(2,3,coz) nicht gilt.
Wir stellen zunâchst einige einfache Eigenschaften von «A(m,n,a)» zu-

sammen.

(A^ A(m,n,oc) gilt fur n &lt;m.

(A2) Gilt A(m,n,oc), so auch A(m,n&apos;,&lt;x) fur n&apos; &lt;n.

(A3) Ist m&lt;n und ist oc darstellbar als Summe oc ocx + oc2, oct&lt;oc (i: 1, 2),
so gilt A(m,n,oc) nicht.

Zum Beweise sei die Menge 8 vom Typus oc dargestellt als Vereinigung der

disjunkten Mengen 8{ (i: 1, 2) vom Typus oc{ und gelte die Relation R fur die
Elemente al9..., am genau dann, wenn es genau eine solche Zahl i gibt
(1 &lt; i &lt;m), daB a^S^- Sei nun 8&apos; eine ?&amp;-zahlige Teilmenge von 8; enthâlt
8&apos;&lt;^S2 hôchstens ein Elément, so enthâlt S&apos;^Sx mindestens m Elemente
und fur m Elemente aus 8&apos; ^ 8X gilt die Relation JR nicht ; enthâlt aber 8f r&gt; 82

mindestens zwei Elemente, so gilt die Relation R nicht fur m Elemente, unter
denen sich zwei aus 8r r^82 befinden. Sei nun 8&quot; eine Teilmenge von 8; die
Relation R gelte nicht fur je m verschiedene Elemente von 8&quot;. Es ist dann
entweder 8&quot;rsS2 leer oder 8ff^81 enthâlt hôchstens m — 2 Elemente. Im
ersten Fall ist der Typus von 8&quot; hôchstens gleich ocx, das heiBt kleiner als oc ; im
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zweiten Fall ist der Typus von S&quot; hôchstens gleich (m — 2) + &lt;%2, welche
Ordnungszahl nur dann grôBer als oc2 ist, wenn oc2 selbst endlich ist ; in diesem
Falle aber ist der Typus von 8&quot; endlich, das heiBt kleiner als &lt;%, das wir als
unendlich vorausgesetzt haben. (Der Fall eines endlichen oc lieBe sich sehr leicht
behandeln.)

(A4) Es sei oc eine Limeszahl der zweiten Zahlklasse, A(m,n,oc) gelte nicht i
dann gilt awh nicht A (m + k, n + k,oc), wobei k eine natûrliche Zahl ist.

Beweis. Da A(m,n,oc) nicht gilt, so gibt es auf einer Menge 8 vom Typus oc

eine solche symmetrische m-stellige Belation R, daB jede n-zahlige Teilmenge
8f von S ein w-Tupel verschiedener Elemente enthàlt, fur welche R nicht gilt,
und daB jede Teilmenge 8&quot; von 8 vom Typus oc ein m-Tupel verschiedener
Elemente enthalt, fur welche R gilt. Auf Grand einer solchen Relation R definieren
wir eine (m + &amp;)~stellige Relation jR* folgendermaBen: R*(al9..., am+k) gilt
genau dann, wenn es eine solche Permutation p der Zahlen (1,..., m + k)
gibt, daB ap{i)&lt;apU) fur 1 &lt; i&lt;j &lt; m + k und daB R{ap{1),..., ap(m)) gilt.
Wir zeigen zunachst, daB jede (n + &amp;)-zahlige Teilmenge von T&apos; von 8 ein
(m + &amp;)-Tupel verschiedener Elemente enthalt, fur welches iî* nicht gilt : Es
seien at (i: 1,..., n + k) die Elemente von T&apos; und es sei a{&lt;a^ fur i&lt;j.
Die Menge (al9..., an) enthalt m verschiedene Elemente b4 (i: 1,..., m),
welche nicht in der Relation R stehen ; sei ferner 6t- a{ fur i : m -f 1

&gt; • • •,
w + i; dann gilt R* (bx,..., bm+k) nicht. Sei nun S&quot; eine Teilmenge von 8
vom Typus oc ; 8&quot; enthalt m verschiedene Elemente a{ (i : 1,..., m), fur welche

R(al9..., am) gilt ; da der Typus von 8&quot; ein Limeszahltypus ist, so gibt es in
S&quot; Elemente a{ (i : m + 1,. m + k) mit am &lt;a{ fur m &lt;i &lt; m + k ; dann
gUt auch JB*(a1?..., am+k).

(A5) A(m,n}coz) gilt nicht fur 3 &lt;m&lt;n. Dies folgt unmittelbar aus
Satz 3, (A8) und (A4).

(Ae) OiU A(m,n,oc) und gibt es eine solche Abbildung f einer Menge 8 vom

Typus oc auf eine Menge T vom Typus /?, dafî das Bild einer Teilmenge von 8
vom Typus oc in T den Typus p besitzt, so gilt A(m,n,(i).

Beweis. Wir nehmen an, daB A{m,n,$) nicht gilt ; dann ist m&lt;n. Ferner
sei / eine solche Abbildung der Menge 8 vom Typus oc auf die Menge T vom
Typus /?, daB das Bild T* =/(£*) den Typus } besitzt, falls 5* eine

Teilmenge von 8 vom Typus oc ist. R sei eine m-stellige symmetrische Relation auf
T ; jede n-zahlige Teilmenge Tr von T enthalte m verschiedene Elemente, fur
welche -B nicht gilt, und jede Teilmenge T&quot; von T vom Typus p enthalte m
verschiedene Elemente, fur welche R gilt. R(bl9..., 6m), b^T (i; 1,..., m),

gelte nicht, falls es Zahlen i, j gibt mit b€ bs und i ^j. Wir definieren



Teilmengen von Mengen mit Relationen 313

eine m-stellige symmetrische Relation R* auf 8: JK*(a1,..., aw), a4e8
(i: l,...,m) gelte genau dann, wenn R(f(al),.. ,/(&amp;m)) gilt. Sei 8&apos; eine
w^-zahlige Teilmenge von 8. Ist T&apos; —f(S&apos;) nicht n-zahlig, so gibt es zwei ver-
schiedene Elemente al9 a2e8f mit f(ax) =f(a2) 6; sind a{ (i: 3,..., m)
irgendwelche weiteren verschiedenen Elemente von 8f (a{ ^ a^ fur i ^ /), so

gilt B*(al9a%, aj nicht, da 72(6,6,.. .,/(aJ) nicht gilt. Ist î7&apos; /(#&apos;)

eine w-zahlige Menge, so enthâlt es m verschiedene Elemente bi (i: 1,..., m),
fur welche R nicht gilt ; ist dann f(a{) 6t, a{ e8f {i : 1,..., m), so sind dièse
Elemente von S&apos; verschieden und die Relation iî* gilt nicht fur sie. Ist 8&quot; eine

Teilmenge von 8 vom Typus oc, so ist T&quot; f{8&quot;) eine Teilmenge von T vom
Zypus /?. T&quot; enthâlt somit m verschiedene Elemente bt (i: l,...,m), fur
welche R gilt ; sind dann a{ Elemente von 8&quot; mit b{ f(a{) (i : 1, m), so

gilt i?* fo,..., aJ.
Bemerkung. Da -4(2,3,o&gt;2) gilt, nicht aber ^4(2,3,co8) (Sâtze 2 und 4), so

gibt es zu jeder Abbildung / einer Menge 8 vom Typus g&gt;2 auf eine Menge T
vom Typus œz eine solche Teilmenge 8* von 8 vom Typus co2, daB das Bild
ï7* /($*) in T nicht den Typus co* besitzt. Dies kann auch auf anderm Wege
leicht eingesehen werden.

Hilfssatz 9. Ist oc eine Zàhl der zweiten Zahlklasse mit co2 &lt; oc, so là/St sich
eine Menge 8 vom Typus oc so auf eine Menge T vom Typus m2 àbbilden, dafi das

Bild einer Teilmenge 8* von 8 vom Typus oc in T den Typus co2 besitzt.

Beweis. Es sei y die grôlîte Zahl | mit afi &lt; oc. 8 enthâlt dann eine solche

Teilmenge 8t vom Typus a&gt;v, daB der Typus von 8&quot; rsSx gleich q&gt;v ist, falls
8&quot; eine Teilmenge von 8 vom Typus oc ist. (Dies ergibt sich unmittelbar aus der

Darstellung von oc als Summe von co-Potenzen.) Mit 8t lâBt sich dann auch 8
auf die gewunschte Art abbilden ; wir nehmen daher im folgenden an, daB oc

selbst eine co-Potenz ist. oc ist somit insbesondere co-Limes : oc lim ocn. Daraus

ergibt sich eine Darstellung von 8 als Vereinigung von abzâhlbar vielen ab-

zâhlbaren disjunkten Mengen 8n, derart, daB die Vereinigung von endlich vielen
Mengen 8n einen Typus oc! besitzt mit ocr &lt;oc. Die Mengen 8{ seien abgezahlt
durch a\ (h,i: 1, 2,.. .)• T sei die Menge der Paare &lt;A,i&gt; von naturlichen
Zahlen, antilexikographisch geordnet ; T besitzt den Typus &lt;w2./bilde 8 folgen-
dermaBen in T ab: f(a\) &lt;A,i&gt;. Sei nun 8&quot; eine Teilmenge von 8; gibt es

eine solche Zahl n, daB fur aile i mit n&lt;i der Durchschnitt 8&quot; r^8{ endlich

ist, und ist der Typus der Vereinigung der Mengen 8l9...,8n gleich oc\ so ist
der Typus von 8&quot; hôchstens gleich ocf + a&gt;, das heiBt kleiner als oc. Ist somit
8&quot; vom Typus oc, so ist der Durchschnitt 8&quot; r\ 8{ unendlich fur unendlich viele
Zahlen i und das Bild von 8&quot; hat als Teilmenge von T den Typus co2.
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Satz 5. A(m,n,oc) gilt nicht filr 3 &lt;m&lt;n und co&lt;oc.

Beweis. Nach (A5) gilt A{m,n,o)2) nicht fur 3 &lt; m&lt;n. Naeh (A6) gilt
somit nicht A(m,n,oc) (3 &lt;m&lt;n) fur allé Ordnungszahlen oc, die die Eigen-
schaft besitzen, daB eine Menge 8 vom Typus oc sich so auf eine Menge T vom
Typus ft&gt;2 abbilden lâBt, daB das Bild einer Teilmenge von 8 vom Typus oc in T
den Typus a&gt;2 besitzt ; nach Hilfssatz 9 ist dies der Fall fur aile Ordnungszahlen
grôBergleich co2. Ist to&lt;&lt;x&lt; co2, so ist oc darstellbar als Summe zweier kleinerer
Ordnungszahlen und A(m,n,oc) gilt nicht fur m&lt;n nach (A3).

Bemerkung. A(myn,cù) gilt nach dem Satz von Ramsey. Zusammen mit
(Ax) ist damit fur 3 &lt; m vollstândig beantwortet, fur welche n und a die Aus-

sage A(m,n,oc) gilt.
Bei Berucksichtigung von (A3) bleibt somit zu entscheiden, fur welche n und

welche Ordnungszahlen co? die Aussage A(2,n, ù)Y) gilt. A(2,n, co^) gilt nach
Ramsey fur y : 1, nach Satz 1 fur y : 2 und nach Satz 4 nicht fur y : 3. Es

ergibt sich aber aus diesem letzten nicht (entsprechend dem Beweis von Satz 5),
daB A (2,n,oc) nicht gilt fur aile Ordnungszahlen oc der zweiten Zahlklasse mit
ft&gt;8 &lt; oc. Dies liegt daran, daB das Analogon von Hilfssatz 9 nicht gilt : Nicht
jede abzâhlbare Ordnungszahl oc mit coz &lt; oc besitzt die Eigenschaft, daB eine

Menge 8 vom Typus a sich so auf eine Menge T vom Typus co3 abbilden lâBt,
daB das Bild einer Teilmenge von 8 vom Typus oc in T den Typus co8 besitzt ;

eine solche Abbildung existiert zum Beispiel nicht fur Mengen vom Typus co^.

Fur andere Ordnungszahlen ist die Existenz einer solchen Abbildung leicht
nachzuweisen ; dies ist insbesondere der Fall fur die Ordnungszahlen ct&gt;&amp;, 3 &lt; h,
h endlich. Es ergibt sich daraus, daB A (2,n, œk) nicht gilt fur 2 &lt;n, 3 &lt; k, h
endlich.

Der einfachste Fall, der unentschieden bleiben muB, ist somit A(2,3,(o&lt;Â&gt;).

Weitere Fragen, die sich in diesem Zusammenhang stellen, sind etwa die fol-
genden: Folgt A(2,n,oc) aus A(2,3,oc)? Fur welche Ordnungszahlen oc làBt
sich eine Menge S vom Typus oc so auf eine Menge T vom Typus eo3 abbilden,
daB das Bild einer Teilmenge von 8 vom Typus oc in T den Typus œz besitzt
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