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Teilmengen von Mengen mit Relationen

von ERNST SPECKER, Ziirich

Sind die k-zahligen Teilmengen einer unendlichen Menge S auf endlich viele
Klassen C,,..., C, verteilt, so gibt es eine unendliche Teilmenge S’ von S
und eine solche Zahl j (1 <j <), daB jede k-zahlige Teilmenge von S’ zu
der Klasse C, gehort.

Dieser Satz von RaMsEyY [4] ist der Hauptsatz derjenigen Art kombinatori-
scher Mengenlehre, mit der sich die vorliegende Arbeit beschiftigt. Eine syste-
matische Darstellung findet sich in der Arbeit [2] von P. ErRDGs und R. Rapo.

Der allgemeine Fall des Satzes von RaMsEY ergibt sich sehr leicht durch In-
duktion aus seinem Spezialfall #n:2 (Zerlegung der Menge der k-zahligen Teil-
mengen in zwei Klassen C; und C,); entsprechende Verallgemeinerungen sind
auch bei den folgenden Sidtzen moglich.

Im ersten Teil der Arbeit wird (in Beantwortung einer Frage von Herrn
Erp0Os) der folgende Satz 1 bewiesen: Sind die zweizahligen Teilmengen einer
Menge S, die nach dem Typus w? geordnet ist, auf zwei Klassen C,, C, verteilt, so
gibt es entweder eine solche n-zahlige Teilmenge S' von S, daf jede zweizahlige Teil-
menge von 8' zu C, gehort, oder es gibt eine solche Teilmenge 8" von 8 vom Typus
w?, daf jede zweizahlige Teilmenge von 8" zu C, gehort. (Die Ordnung einer Teil-
menge S” einer geordneten Menge 8 ist dabei hier und im folgenden stets die
durch die Ordnung von § induzierte.)

Im zweiten Teil zeigen wir, daf die naheliegenden Verallgemeinerungen die-
ses Satzes nicht richtig sind ; so kann «zweizahlig » nicht durch «dreizahlig», der
Typus w? nicht durch den Typus w? ersetzt werden.

Der Versuch, fiir weitere Zahlen der zweiten Zahlklasse entsprechende
Gegenbeispiele zu konstruieren, fiihrt zu folgender Frage: «, § seien Ordnungs-
zahlen der zweiten Zahlklasse, S sei eine geordnete Menge vom Typus «, 7' eine
geordnete Menge vom Typus §; gibt es dann eine solche Abbildung f von §
auf 7', daBl das Bild jeder Teilmenge von S vom Typus « in 7' den Typus § be-
sitzt ? Wir konnen diese Frage nur fiir ganz spezielle Paare «, # beantworten.

Bevor wir den Beweis des Satzes 1 in einzelne Hilfsséitze zerlegen, formulieren
wir ihn noch etwas anders. Um die Aquivalenz der beiden Fassungen zu er-
kennen, wihlen wir als Menge S vom Typus w? die Menge der Paare ¢k, ¢}
von natiirlichen Zahlen, ordnen diese Paare antilexikographisch und definieren
S, als Menge der Paare mit zweitem Glied 7 ; ferner definieren wir auf Grund
der Klasseneinteilung C,, C, der zweizahligen Teilmengen von § eine zwei-



ERNST SPECKER — Teilmengen von Mengen mit Relationen 303

stellige symmetrische Relation R geméB der folgenden Vorschrift: Fiir @ # b
gelte R(a, b) genau dann, wenn die Menge (a, b) zu C, gehort. (Uber R(a,a)
brauchen wir keine Festsetzung zu treffen.)

Satz 1. Es seien S; (¢:1,2,...) abzihlbare disjunkte Mengen, S die Ver-
eintgung der Mengen S;; R sei eine zweistellige symmetrische Relation auf S.
Dann gibt es entweder eine solche n-zahlige Teilmenge S' von S, daf zwei ver-
schiedene Elemente von S’ stets in der Relation R stehen, oder es gibt eine solche
Teilmenge 8" von 8, daff der Durchschnitt 8" ~8S; fiir unendlich viele Indices 1
unendlich ist und daf} keine zwei verschiedenen Elemente von S” in der Relation R
stehen.

Wir beweisen den Satz mit Induktion nach «n»; fiir %»:2 ist er trivial. Fer-
ner nehmen wir an, daf es keine n-zahlige Teilmenge 8’ von 8 gibt, so daB je
zwei verschiedene Elemente von 8§’ in der Relation R stehen, und beweisen
unter dieser Voraussetzung die Existenz einer Menge 8” mit den verlangten
Eigenschaften.

Hilfssatz 1. P se: eine zweistellige Relation auf der Menge N der natiirlichen
Zahlen. Dann gibt es eine solche unendliche Teilmenge N' von N, daf P auf N’
etner der folgenden Relationen dquivalent tst: (1.1) a < b; (1.2) a<b; (2.1)
b<a; (2.2) b<a; (3.1) a=10; (3.2) a # a (Relation nie erfullt); (4.1)
a = a (Relation stets erfullt); (4.2) a £ b.

Bemerkung. Die Numerierung ist so gewdhlt, dag fiir @ % b die Relationen
(h, 1) und (h, 2) dquivalent sind. (Zu diesem Hilfssatz vergleiche man R. FrA1sst

[3])

Beweis. Wir teilen die zweizahligen Teilmengen von N in vier Klassen C,
(¢: 1, 2, 3, 4) ein, je nachdem (1) a<b, P(a,b) und nicht P(b,a) oder
b<a, P(b,a) und nicht P(a,b); (2) a<b, P(b,a) und nicht P(a, b) oder
b<a, P(a,b) und nicht P(b,a); (3) weder P(a,b) noch P(b,a); (4) so-
wohl P(a,b) als auch P (b, a). Eine zweizahlige Teilmenge von N gehort zu
einer dieser Klassen ; nach dem Satz von RAMSEY gibt es somit eine unendliche
Teilmenge N” von N und eine solche Zahlh (1 < h < 4), daB alle zweizahligen
Teilmengen von N” zu C, gehoren. Ferner gibt es eine solche unendliche Teil-
menge N’ von N’, daB entweder fiir alle Elemente a von N’ die Relation
P(a,a) gilt oder daB fiir alle Elemente a von N’ die Relation P(a, @) nicht
gilt ; je nach diesen beiden Fillen ist P auf N’ dquivalent der Relation (4,1)
oder (h,2).

Hilfssatz 2. Es sei P eine zweistellige Relation auf der Menge N der natiir-
lichen Zahlen ; dann gibt es entweder n verschiedene Elemente a,,...,a, von N,
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derart daf P(a;,a;) gilt fir 1 <i<k <mn, oder es gibt etne solche unendliche
Teilmenge N' von N, daf P(a,b) micht gilt fisr zwet verschiedene Elemente a, b
von N'.

Beweis. N’ sei so gewihlt, daBl P auf N’ einer der Relation von Hilfssatz 1
dquivalent ist und dafl N’ unendlich. Ist P auf N’ dquivalent (3.1) oder (3.2),
so liegt eine unendliche Menge der gewiinschten Art vor; andernfalls wihlen
wir in N’ eine Menge A von n Elementen und zéhlen 4 entweder auf- oder
absteigend ab, je nachdem die Fille (1, ¢) oder (2, ¢) vorliegen (bei den Fillen
(4, ¢) ist die Abzdhlung beliebig).

Die folgenden Hilfssitze handeln von Mengen, auf denen ein 0-1-MaB u
definiert ist. Unter einem solchen Ma8 auf einer Menge 7' verstehen wir eine
Funktion, deren Definitionsbereich die Menge der Teilmengen von 7' ist und
die die folgenden Eigenschaften besitzt: (1) x nimmt nur die Werte 0 und 1 an,
(2) u(T)=1, (3) u(4)=0 fir jede endliche Menge 4, (4) u(4vB)
= u(A4) + p(B) fiir disjunkte Mengen 4 und B. Auf jeder unendlichen Menge
existiert ein solches Mall (vergleiche zum Beispiel [1], S. 185). Beim Beweis
wird allerdings — auch fiir abzédhlbare Mengen — das Auswahlaxiom benutzt;
fiir unsere Zwecke kénnte es vermieden werden, indem man sich iiberlegte, daB3
ein MaB} ausreicht, das nur fiir gewisse Teilmengen definiert ist.

Ist u ein 0-1-Maf auf 7', 7" eine Teilmenge von 7' vom Mafle 1, so ist die
Funktion, die einer Teilmenge 4 von 7" den Wert u(4) zuordnet, ein 0-1-Maf3
auf 7" ; wir werden dieses Ma8 auch etwa mit «u» bezeichnen.

Hilfssatz 3. M ses eine abgezihlte Menge, u ein 0-1-Maf auf M; M, (i:
1,2,...) seien Teilmengen von M vom Mape 0; jedes Element von M sei nur fir
endlich viele © in M, enthalten. Dann gibt es eine unendliche Teilmenge M' von M
und exne Indexfolge i, (k: 1,2,...;1,<t,,,), sodap der Durchschnitt von M’
und M,, leer ist fur allek: M'~ M, = o.

Beweis. Wir definieren rekursiv Teilmengen M, von M und Zahlen 1,
(»:1,2,...), sodaB folgendes gilt: M, , € M,; M, hat » — 1 Elemente;
M.~ M, =0 fir 1<k<mn;i,_,<i,.

a) M, =@; i, = 1. b) Seien M, und ¢, (1 <% < n) definiert, so daB die
obigen Bedingungen erfiillt sind. Die Mengen M, und M,, (k < n) haben das
MaB 0; dasselbe gilt somit von ihrer Vereinigung, die daher von M verschieden
ist. Sei a,, das erste Element (in der gegebenen Abzihlung) von M, das weder
zu M, noch zu einer der Mengen M, (k <=n) gehort. Sei M, , = M, (a,);
M, hat n Elemente und der Durchschnitt von M, ., mit M, (k < n) ist leer.
Da die Menge M, ,, endlich ist, so ist der Durchschnitt von M, , mit M, leer
fiir fast alle ¢+ (denn nach Voraussetzung ist ein Element von M nur in endlich
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vielen Mengen M, enthalten): es sei 4, ., die kleinste Zahl j, welche grofer ist
als i, und fiir welche M, ,~ M,= 0. Es ist somit M, ,~ M, = o fir
E<mn+ 1. Sei nun M’ die Vereinigung der Mengen M, ; M’ ist unendlich,
denn M, enthilt » — 1 Elemente. Ferner ist M'~ M, = o fiir alle k. Da
M' die Vereinigung der M, ist, geniigt es, zu zeigen, da M, ~ M, = o fir
alle n. Es ist dies nach Konstruktion der Fall fiir £ < n; ist n <k, soist M,

in M) enthalten und da M; ~ M, = o somit auch M; ~ M, = o.

Hiltssatz 4. 7,,7T,,...,T, seien abzihlbare disjunkte Mengen, u,; ein 0-1-
MaB auf T, (1 <t <mn); T sei die Veresnigung der Mengen T, (¢:1,...,n)
und R sei eine zweistellige Relation auf T. Fir aeT sei V(a) die Menge der-
jenigen xeT, fir welche R(a,x) gilt. AY sei die Menge derjenigen aeT,, fir
welche p,(V(a)~nT,) = 1. Ist u,(A%¥) =1 fur i<k, so gibt es Elemente
t,eT; (j:1,...,n), derart dafi R(¢;,t;) gilt fur + <k.

Beweis. Induktion nach der Anzahl »; fiir n:1 ist der Satz trivial. Da nach
Voraussetzung die Mengen A* (2 < k) das MaB 1 haben, so ist ihr Durch-
schnitt nicht leer und es gibt somit ein Element ¢,¢7', mit t,e4¥ (2 < k). Es
sei Th = T,~V(t). Esgilt R(¢,,b) fir beTy. Da Ty das MaB 1 hat, so ist
uz auch ein 0-1-MaB fiir 7. Es sei A¥* die Menge der aeT}, fiir welche
V(a)~T% das MaB 1 hat. Da mit V(a)~T, auch V(a)~T}; das MaB 1 hat,
so ist A* = T7 ~A¥ und daher y,(4%") =1 fir 2 <i<k. Nach Induk-
tionsvoraussetzung gibt es Elemente ¢,¢T;ST,; (j: 2,...,n), derart, daf
R(t;,t,) fir 2 <i<k. Da R(l,,t,) fir 1<k, soist allgemein R(%;,t,) fiir
1 <i<k <n.

Hilfssatz b. s seien S; (¢:1,2,...) abzdhlbare disjunkte Mengen, 8 die
Vereinigung der Mengen S;, R eine zweistellige symmetrische Relation auf R und
V(a), aeS, die Menge der xeS mit R(a,x). pu, sei ein 0-1-Maf auf S; und
B% sei die Menge der aeS;, fir welche u,(V(a)n8,) =1 (,k:1,2,...).
Dann gibt es entweder eine n-zahlige Teilmenge S’ von 8, derart daf je zwei ver-
schiedene Elemente von S' in der Relation R stehen, oder es gibt eine unendliche
Menge N' von natirlichen Zahlen, derart daP p,(Bf) =0 fir i,keN', i #k.

Beweis. Wir definieren eine zweistellige Relation P auf der Menge N der
natiirlichen Zahlen: P(i,k) gilt genau dann, wenn u,(B¥) = 1. Nach Hilfs-
satz 2 gibt es entweder n verschiedene Zahlen a; (¢: 1,...,n), derart, daB3
P(a;,a,) gilt fir 1 <i<k <mn, oder es gibt eine unendliche Teilmenge N’
von N, derart, daB P(s,k) nicht gilt fiir ¢,keN’, ¢ % k. In diesem Fall ist
somit p,(B¥) # 1, das heiBt u,(Bf) =0 fiir i,keN’, ¢ # k. Sind ander-
seits @, (¢: 1,...,n) Zahlen mit P(a;,a,) fiir i<k, so setzen wir §,,=
T,. A¥ = B%* ist die Menge der aeT), fiir welche V(a)~ 7, das Ma8 1 hat.

20 Commentarii Mathematici Helvetici
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Esist p,,(Af) =1 fir i<k und nach Hilfssatz 3 gibt es somit n verschiedene
Elementet, (¢:1,..., n), fir welche R(¢,,t,) gilt fiir +<k; da die Relation R
nach Voraussetzung symmetrisch ist, so gilt allgemein R(t,,¢,) fir ¢ £ k.

Hilfssatz 6. Es seien T, (¢:1,2,...) abzihlbare disjunkte Mengen, T die
Vereinigung der T',, R eine zweistellige symmetrische Relation auf T und V (a),
aeT, die Menge der xeT mit R(a,z). Es gebe keine n-zahlige Teilmenge T'
von T, derart, daf je zwei verschiedene Elemente von T in der Relation R stehen.
u; sei ein 0-1-MaB auf T, und AY sei die Menge der aeT;, fir welche
p(V(@)~Ty) = 1. Ist u,(A¥) =0 far alle k mit 2 <k, so erfallt die
Menge der T'; die These des Satzes 1 (das heift es gibt eine Teilmenge T" von T,
derart, daf3 der Durchschnitt T,~T" fiir unendlich viele Indizes i unendlich ist
und daf keine zwei Elemente von T" in der Relation R stehen) oder es gibt eine
unendliche Menge N' von natirlichen Zahlen mit 1eN’, fir jedes i1eN' eine
unendliche Teilmenge T'; von T, und ein Map u; auf T, derart, daff die Mengen
AT® und A3 (keN', k # 1) leer sind. (Dabei ist AT die Menge der aeT}, fir
welche uy(V(a)~T3) = 1.)

Beweis. Sei aeT',. Ist acA® fiir keN', N’ unendlich, soist 7T, =V (a)~ T,
unendlich fiir keN’. Da alle Elemente aus T, keN’, mit a in der Relation R
stehen, so gibt es keine n — 1 Elemente in der Vereinigung der 7', (keN’,
2 < k), so daf} je zwei verschiedene Elemente davon in der Relation R stehen.
Nach Induktionsvoraussetzung existiert somit eine Menge 7", derart daf3 keine
zwei verschiedenen Elemente von 7" in der Relation R stehen und daB 7', ~ 7"
unendlich ist fiir unendlich viele Zahlen k& aus N'; es ist dann auch 7', ~7"
unendlich fiir unendlich viele Indizes k.

Wir diirfen somit annehmen, daf3 jedes Element von 7', nur fiir endlich viele
k in A?f liegt. Nach dem Hilfssatz 3 existiert dann eine unendliche Teilmenge
TT von T, und eine unendliche Menge N* von natiirlichen Zahlen, derart daB
TY~A*¥ = g fir keN*. Es sei uj ein 0-1-MaB auf 75, B} die Menge der
aeT, mit uj(V(a)~T;) = 1. Sei nun B} unendlich fir keN", N'C N* N”"
unendlich. Ist B die Vereinigung der B} (keN”, 2 < k), so gibt es in B keine
n — 1 Elemente, derart, daB3 je zwei verschiedene davon in der Relation R
stehen. Jedes Element von B steht nimlich in der Relation R mit den Ele-
menten einer Teilmenge von T, die das MaB 1 besitzt ; zu endlich vielen Ele-
menten in B gibt es somit ein Element in 7T, das mit jedem dieser endlich
vielen in der Relation R steht. Nach Induktionsvoraussetzung existiert somit
eine Teilmenge B” von B, derart, daB3 keine zwei verschiedenen Elemente von
B’ in der Relation R stehen und da8 B’ ~ B} (und damit auch B"~T,) un-
endlich ist fiir unendlich viele Indizes k.

Wir diirfen somit annehmen, daB B} endlich ist fiir keN’, N'C N*, N'un-
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endlich. Wir setzen 75 =T, — By (keN',2 <k). pu, ist dann auch ein
0-1-MaB u; auf 7; (2 <k). Es gibt kein Element ae7?, fiir welches
V(a)~T; das MaB 1 besitzt: AF* ist leer fiir keN’, 2 < k. Ferner gibt es
kein Element aeT; (2 <k,keN'), derart, daB V(a)~T; das MaB 1 be-
sitzt: A} ist leer.

Hilfssatz V. Hs seien U, (¢:1,2,...) abzihlbare disjunkte Mengen, U die
Vereinigung der U,, R eine zweistellige symmetrische Relation auf U und V (a),
aeU, die Menge der xeU mit R(a,z). p; sei ein 0-1-Map auf U, und C* sei
die Menge der aeU,, fir welche u,(V(a)~U,) = 1. Sind die Mengen C* und
C} leer fitr k = 1, so gibt es eine Teilmenge U" von U, derart daf U" ~U,
unendlich fir alle k und daf3 ein Element aus U"~U, und ein Element aus
U'~U, (k # 1) nicht in der Relation R stehen.

Beweis. Wir definieren rekursiv Elemente a, von U, derart, dal die folgen-
den Bedingungen erfiillt sind: Ist a,e¢U,, a,eU;, k # 1, sogilt R(a,,a,)
nicht ; ist » = 2%¥-1.4 (u ungerade), so ist a, Element von U,. Die Menge U"
dieser Elemente a, erfiillt dann ersichtlich die gestellten Bedingungen. a, sei
das erste Element von U, (in einer Abzdhlung von U,). Seien a,,...,a,_;
definiert. Ist » ungerade, so haben die Mengen V¥ (a;)~ U, fiir gerades ¢ das
MaB 0, und es gibt somit beU,, derart dal R(a,,b) nicht gilt fir ¢ <n, 7 ge-
rade; a, sei das erste solche b. Ist n = 2k-1.4, 2 <k, soist V(a,)~U, eine
Menge vom MaBl 0 fiir ungerades i: Es gibt somit ein beU,, derart, dal
R(a;,b) nicht gilt fiir s ungerade, +<n; a, sei das erste solche b in der Ab-
zdhlung von U,. '

Hilfssatz 8. Es seiten S; (¢;1,2,...) abzihlbare disjunkte Mengen, S die
Vereinigung der Mengen S, und R eine zweistellige symmetrische Relation auf S.
Es gebe keine n-zahlige Teilmenge 8’ von S, derart, daf} je zwei verschiedene Ele-
mente von S’ tn der Relation R stehen. Dann gibt es eine Teilmenge S* von S und
eine unendliche Menge natiirlicher Zahlen N* mit kleinstem Element k,, derart
dafB S*~ 8, unendlich fir keN* und daf ein Element aus S* S, und ein
Element aus S*~ S, (keN* k # k,) nicht in der Relation R stehen.

Beweis. u, sei ein 0-1-MaB auf S; (¢:1,2,...); V(a),aeS, sei die Menge
der zeS mit R(a,z) und B¥ die Menge der aeS; mit u,(V(a)~8S,) = 1.
Nach Hilfssatz 5 gibt es somit eine unendliche Menge N’ von natiirlichen Zah-
len, derart, daB u,(B¥) = 0 fiiré, keN', ¢ % k. Sei p eine Abzéhlung von N’
und S, = T;, Uy = ;- Die Mengen 7', und die MaBe v, erfiillen die Vor-
aussetzungen des Hilfssatzes 6: Ist Af die Menge der aeT,, fiir welche
n(V(@)~T,) =1, so ist »(4f) =0 fir 2 <k. Es gibt somit entweder
eine Teilmenge 7" der Vereinigung T' der Mengen T',, derart, dal keine zwei
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verschiedenen Elemente von 7" in der Relation R stehen und da3 7" ~7'; un-
endlich ist fiir unendlich viele 7 ; es ist dann auch 7" ~ 8, unendlich fiir die
Elemente k einer unendlichen Menge N*. Oder es gibt eine unendliche Menge
N", 1eN", Teilmengen T'; von T, und MaBe »; auf T}, ieN”, so daB A** und
A} leer sind fiir keN", k # 1. (Dabei ist A}* die Menge der aeT7}, fiir
welche v;(V(a)~T%) = 1.) Sei q eine Abzihlung der Zahlen von N” und
Trs = Uy, vyiy = 0;. Die Mengen U, und die MaBe g, erfiillen die Voraus-
setzungen des Hilfssatzes 7, und es gibt somit eine Teilmenge U” der Vereini-
gung der U,, derart, da U” ~ U, unendlich fiir unendlich viele Indizes k£ und
daf} ein Element aus U” ~ U, und ein Element aus U”"~ U, (k % 1) nicht in
der Relation R stehen. Ist §* = U” und N* die Menge der Zahlen p(gq(?))
(¢: 1,2,...), so sind die Bedingungen erfiillt: N* ist unendlich und ein Ele-
ment aus S*~8,,,,=U"~U, und ein Element aus 8*~8, ), =
U"~U, (k # 1) stehen nicht in der Beziehung R.

Beweis von Satz 1. Es seien S, abzdhlbare disjunkte Mengen (i: 1, 2,...),
S die Vereinigung der 8, und R eine zweistellige symmetrische Relation auf §.
Wir definieren rekursiv Teilmengen S} von S und Teilmengen N der Menge
der natiirlichen Zahlen, und zwar so, daB} die folgenden Bedingungen erfiillt
sind: N} ist unendlich, N}, ist eine Teilmenge von N}, die £ kleinsten Ele-
mente von N} sind auch Elemente von N, ,; St ~S; ist unendlich fiir ¢eNj,
S}, ist eine Teilmenge von 83, es ist S},,~8; = 85~ 8, fiir die & kleinsten
Zahlen 5 aus N} ; ist ¢ eine der k kleinsten Zahlen aus N3, so steht ein Element
aus S;~8; und ein Element aus S;~S, (jeN},j # i) nicht in der Rela-
tion R. Es sei N die Menge aller natiirlichen Zahlen, S; die Menge S. Es seien
die Mengen N} und S} definiert fir k<n und es sei p eine monotone Ab-
zihlung der Zahlen von N _,, die nicht gleich einer der n — 1 kleinsten Zah-
len von N_, sind. (Die Abzihlung p ist monoton, wenn p (k) <p(i) fir h<i.)
Die Mengen T'; = 8,,) ~S%_, erfiillen die Voraussetzungen des Hilfssatzes 8,
und es gibt somit eine Teilmenge 7'* der Vereinigung der Mengen 7'; und eine
unendliche Menge M’ von natiirlichen Zahlen mit kleinstem Element k,, der-
art, da T*~ T, unendlich ist fiir ke« M’ und daB ein Element aus T™*~ T
und ein Element aus 7*~T, (ke M', k + k,) nicht in der Relation R stehen.
Die Menge N bestehe nun aus den #» — 1 kleinsten Zahlen von N} _, und aus
denjenigen Zahlen ieN)_,, fiir welche p~1(i)e M’ (dabei ist p— die Umkehr-
abbildung der Abzihlung p). S} sei die Vereinigung der Menge 7 und der
Mengen SF_,~8;, wobei ¢ eine der n — 1 kleinsten Zahlen von N} _, ist.
Sy ist eine Teilmenge von 8%_,; es ist SF~S, unendlich fiir ¢eN) und
St ~8, = 8_,~8, fir die » — 1 kleinsten Zahlen ¢ aus N:_,. Ein Element
aus S} ~8; und ein Element aus S%~.S, stehen nicht in der Relation R, falls



" Teilmengen von Mengen mit Relationen 309

i eine der n kleinsten Zahlen aus Ny und jeN;, j s£4. Ist i eine der n — 1
kleinsten Zahlen, so gilt dies, weil ieN:_,; ist ¢ die =n-t kleinste Zahl, weil
8y ~8; =T*~T, und ein Element aus S}~9,, jeNy, entweder zu einer
Menge T*~T,, ke M', oder zu einer Menge S, _, ~8, gehort, wobei j eine der
n — 1 kleinsten Zahlen von N _, ist.

Sei nun N* der Durchschnitt der Mengen N} ; N* ist unendlich, da die &
kleinsten Zahlen von N} fiir alle j zu N} gehoren. ¢ sei eine monotone Ab-
zéhlung der Menge N*; S* sei die Vereinigung der Mengen S%~S,;,; diese
Mengen sind unendlich, da q(k)eNg. Ist zeS;~S;, yeS;nSu, i<k,
so gilt R(x,y) nicht, da q(j) die j-te Zahl aus N} und yeSf~S,; mit
q(k)eN :‘

Nach dem Satz von RAMSEY enthilt S%~S,; eine unendliche Teilmenge
Sy, derart, dafl zwei verschiedene Elemente aus S, nicht in der Relation R
stehen. Ist somit S’ die Vereinigung der Mengen S,,,, so stehen zwei ver-
schiedene Elemente von 8’ nicht in der Relation R und es ist 8’ ~8,; unendlich
fir teN*.

Die folgenden Sédtze zeigen, inwiefern Satz 1 nicht verallgemeinert werden
kann.

Satz 2. Auf einer geordneten Menge S8 vom Typus w? gibt es eine solche drei-
stellige symmetrische Relation R, daf jede vierzahlige Teilmenge 8' von S dres
verschiedene Elemente a; (1: 1, 2, 3) enthdlt, fur welche R(a,,a,,a3) nicht gilt,
und daf jede Teilmenge 8" von S vom Typus w?* drei verschiedene Elemente
a; (v:1,2,3) enthilt, fir welche R(a,,ay,a3) gilt.

(Zusatz Januar 1957.) Nach P. ErRp0OsS und R. Rapo gilt sogar der folgende

Satz 2. Auf einer geordneten Menge S vom Typus w? gibt es eine solche drei-
stellige symmetrische Relation R, daf jede vierzahlige Teilmenge 8’ von S dres
verschiedene Elemente a;, (¢:1,2,3) enthdlt, fur welche R(a,,aq,as) nicht gilt,
und dap jede Teilmenge 8" von 8 vom Typus w + 1 dres verschiedene Elemente a,
(¢: 1, 2, 3) enthdlt, fir welche R(a,,a;,a3) gilt.

Beweis. Es sei S die Menge der Paare <h,s> natiirlicher Zahlen, antilexiko-
graphisch geordnet. R(a,,a5,a5) mit a, = <{h;,1;> (k: 1,2, 3) gelte genau
dann, wenn es eine solche Permutation p der Zahlen (1, 2, 3) gibt, da8
Loy = Tp@) <Upm- Diese Relation R besitzt die verlangten Eigenschaften.

(1) Es sei S’ eine vierzahlige Teilmenge von §; die Elemente von S’ seien
so numeriert, daB mit a, = (bt (k2 1,2,3,4) gilt ¢, <4, <3 <.
Gilt R(a,,a,,as) soist somit 4, = t,<ty; gilt B(a,,a,,a,), s0ist i, = 153 <iy:
Es gelten somit nicht R(a,,a,,a5) und R(a,,a,,a,).
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(2) Es sei 8" eine Teilmenge von 8 vom Typus w + 1; a = <h,i> sei das
Element von 8", dem unendlich viele Elemente von S§” vorangehen. Von den
Paaren aus 8” haben hochstens 2 — 1 das zweite Glied ¢, alle anderen be-
sitzen ein kleineres zweites Glied ; es gibt somit in §” zwei verschiedene Ele-
mente b und ¢ mit demselben zweiten Glied ¢, ¢’ <¢. Die Elemente a, b, ¢
stehen in der Relation R.

Satz 3. Awuf einer geordneten Menge S vom Typus w? gibt es eine solche zwes-
stellige symmetrische Relation R, daf3 jede dreizahlige Teilmenge 8’ von S zwes
verschiedene Elemente a,, a, enthdlt, fir welche R(a,,a,) nicht gilt, und daf jede
Teilmenge 8" von S vom Typus w® zwei verschiedene Elemente a,, a, enthdilt, fiir
welche R(a,,a,) gilt.

Beweis. Es sei S die Menge der Tripel <k,¢,k> natiirlicher Zahlen, anti-
lexikographisch geordnet. R(a,,a,) mit a; = <h,;,i;,k;> (j: 1, 2) gelte genau
dann, wenn es eine solche Permutation p der Zahlen (1,2) gibt, daf +,,,
< kpe < hpay<tpe; falls R(a,,a,) gilt, ist somit ¢, 7 ¢,. Diese Relation R
besitzt die verlangten Eigenschaften. (1) Es sei S’ eine dreizahlige Teilmenge
von §. Sind nicht alle mittleren Glieder der Tripel aus S’ verschieden, so gibt
es zwei verschiedene Elemente in §’, fiir welche R nicht gilt. Es seien somit die
mittleren Glieder verschieden,und die Elemente von S’ seien so numeriert, daf3
mit a; = b,k (5:1,2,3) gilt ¢,<i,<i;. Gilt R(ay,a,), so ist
6 <k, <h <i,y; gilt R(a,,a;), soist v, < ks <h;<i3. Aus R(a,,a,) und
R(a,,a3) folgt somit k;<7,; es ist daher nicht 7, < k; < h, <73, das heillt
R(a,,a3) gilt nicht. (2) Sei §” eine Teilmenge von S vom Typus w3. Ist S, die
Menge der Tripel von S mit zweitem Glied ¢ und drittem Glied k, so gibt es
eine unendliche Menge K von natiirlichen Zahlen und zu jedem keK eine un-
endliche Menge I, von natiirlichen Zahlen, derart, daB fiir keK, iel, die
Menge 8"~8,. unendlich ist. Sei %, die kleinste Zahl aus K, ¢, die kleinste
Zahl aus I, ; sei k, die kleinste Zahl k£ aus K, fiir welche i, < k; sei k, die
kleinste Zahl & fiir welche &k, <k und <h,i,,k,>€eS8" ~ 8, ;, ; sei, die kleinste
Zahl ¢, fir welche h;<¢ und ¢el, ; sei h, die kleinste Zahl 4, fiir welche
Chyig,kyyeS”. Es ist somit 1, <k, < b, <ty, <hy;,1;,k;>e8" (7:1,2); diese
beiden Tripel stehen in der Relation R.

Satz 4. Awuf einer geordneten Menge S vom Typus « (x Zahl der zweiten Zahl-
klasse) gibt es eine solche zweistellige symmetrische Relation R, daf jede unend-
liche Teilmenge S’ von S zwer verschiedene Elemente a,, a, enthdilt, fir welche
R(a,,a,) nicht gilt, und daf jede Teilmenge S" von S vom Typus w + 1 zwer
verschiedene Elemente a,, a, enthdlt, fir welche R(a,,a,) gilt.

Beweis. Die Menge S sei geordnet nach dem Typus «, % sei eine einein-
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deutige Abbildung von § auf die Menge N der natiirlichen Zahlen. R(a,,a,)
gelte genau dann, wenn entweder @, <a, (in der in S gegebenen Ordnung) und
h(ay) <h(a,) (in der natiirlichen Ordnung von N) oder e,<a, und
h(a,) <h(a,). Diese Relation R besitzt die verlangten Eigenschaften. (1) Sei
8’ eine unendliche Teilmenge von §; 8’ ist als Teilmenge einer wohlgeordneten
Menge in natiirlicher Weise wohlgeordnet und enthilt somit eine Teilmenge S*
vom Typus w: Sei a;e8" (¢:1,2,...) mit a;<a, (in der Ordnung von 8)
fir ¢<j. Da es nur endlich viele natiirlichen Zahlen gibt, welche kleiner als
h(a,) sind, so gibt es eine solche Zahl j, daBl h(a,) <h(a,;). Da auch a,<a,,
so gilt R(a,,a;) nicht. (2) Sei 8" eine Teilmenge von 8§ vom Typus w + 1;
a, sei dasjenige Element von 8", dem unendlich viele Elemente aus S” voran-
gehen. Es gibt dann ein Element a, in §”, fiir welches A(a,)<h(a,). Da
a,<a,, so gilt R(a,,a,).

Um uns im folgenden kurz ausdriicken zu konnen, definieren wir eine Aus-
sage A(m,n,x), wobei m, n natiirliche Zahlen, « eine Zahl der zweiten Zahl-
klasse ist. 4 (m,n,«) ist die folgende Aussage: Zu jeder m-stelligen symmetri-
schen Relation R auf einer Menge S vom Typus « gibt es entweder eine solche
n-zahlige Teilmenge 8’ von §, daf fiir je m verschiedene Elemente von S’ die
Relation R gilt, oder es gibt eine solche Teilmenge §8” von § vom Typus «, daB
fiir je m verschiedene Elemente von §” die Relation R nicht gilt. Satz 1 besagt,
daB A(2,n,w?) gilt fiir alle natiirlichen Zahlen n. Satz 2 besagt, daB
A(3,4,w? nicht gilt, Satz 3, dal A4(2,3,w?) nicht gilt.

Wir stellen zunichst einige einfache Eigenschaften von «4 (m,n,x)» zu-
sammen.

(A,) A(m,n,«) gilt fir n < m.

(A;) Gilt A(m,n,x), soauch A(m,n',&) fir n' <n.

(Ay) Ist m<mn und ist x darstellbar als Summe & = &, + «,, a;<a (i: 1, 2),
so gilt A(m,n,x) nicht.

Zum Beweise sei die Menge S vom Typus « dargestellt als Vereinigung der
disjunkten Mengen 8; (i: 1, 2) vom Typus «; und gelte die Relation R fiir die
Elemente a,,...,a, genau dann, wenn es genau eine solche Zahl ¢ gibt
(1 <12 <m), daB a;eS,. Sei nun §' eine n-zahlige Teilmenge von §; enthélt
8’ ~8, hochstens ein Element, so enthdlt §'~8; mindestens m Elemente
und fiir m Elemente aus 8’ ~8, gilt die Relation R nicht ; enthilt aber 8’ ~ 8,
mindestens zwei Elemente, so gilt die Relation R nicht fiir m Elemente, unter
denen sich zwei aus S8’ ~S, befinden. Sei nun §” eine Teilmenge von §; die
Relation R gelte nicht fiir je m verschiedene Elemente von §”. Es ist dann ent-
weder 8”~8, leer oder 8”~S, enthidlt hochstens m — 2 Elemente. Im
ersten Fall ist der Typus von 8” hochstens gleich «,, das heif3t kleiner als o ; im
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zweiten Fall ist der Typus von §” hochstens gleich (m — 2) 4 «,, welche
Ordnungszahl nur dann gréBer als «, ist, wenn «, selbst endlich ist ; in diesem
Falle aber ist der Typus von 8" endlich, das heilt kleiner als «, das wir als
unendlich vorausgesetzt haben. (Der Fall eines endlichen « lieBe sich sehr leicht
behandeln.)

(A,) Es sei x eine Limeszahl der zweiten Zahlklasse, A(m,n,x) gelte nicht;
dann gilt auch nicht A(m + k, n + k,x), wobet k eine natitrliche Zahl ist.

Beweis. Da A4 (m,n,x) nicht gilt, so gibt es auf einer Menge S vom Typus «
eine solche symmetrische m-stellige Relation R, daB3 jede n-zahlige Teilmenge
S’ von 8 ein m-Tupel verschiedener Elemente enthilt, fiir welche R nicht gilt,
und daf jede Teilmenge S” von S vom Typus « ein m-Tupel verschiedener Ele-
mente enthilt, fiir welche R gilt. Auf Grund einer solchen Relation R definieren

wir eine (m -+ k)-stellige Relation R* folgendermafien: R*(a,,...,a,.;) gilt
genau dann, wenn es eine solche Permutation p der Zahlen (1,...,m + k)
gibt, dafl a,; <a,, fir 1 <i<j<m + k und da RB(a,,, ..., Gy, gilt.

Wir zeigen zunichst, daB jede (» + k)-zahlige Teilmenge von 7" von 8 ein
(m + k)-Tupel verschiedener Elemente enthilt, fiir welches R* nicht gilt: Es
seien a; (¢: 1,...,n + k) die Elemente von 7" und es sei a;<a; fir ¢<j.
Die Menge (a,,...,a,) enthdlt m verschiedene Elemente b, (:: 1,...,m),
welche nicht in der Relation R stehen; sei ferner b, = a; fir ¢: m + 1,...,
m + k; dann gilt R*(b,,..., b, ;) nicht. Sei nun §” eine Teilmenge von §
vom Typus & ; S” enthilt m verschiedene Elemente a; (::1,..., m), fiir welche
R(a,,...,a,) gilt; da der Typus von §” ein Limeszahltypus ist, so gibt es in
S” Elemente a; (¢:m + 1,..,m + k) mit e, <a, fir m<i <m + k; dann
gilt auch R*(a,,..., a,.)

(A;)) A(m,n,w?) gilt nicht fir 3 <m<mn. Dies folgt unmittelbar aus
Satz 3, (A;) und (A,).

(Ag) @ilt A(m,n,x) und gibt es eine solche Abbildung f einer Menge S vom
Typus « auf eine Menge T vom Typus f§, daf das Bild einer Teilmenge von S
vom Typus o in T den Typus B besitzt, so gilt A (m,n,p).

Beweis. Wir nehmen an, daBl A4 (m,n,p) nicht gilt; dann ist m <n. Ferner
sei f eine solche Abbildung der Menge § vom Typus « auf die Menge 7' vom
Typus B, daB das Bild 7* = f(S*) den Typus g besitzt, falls §* eine Teil-
menge von S vom Typus « ist. R sei eine m-stellige symmetrische Relation auf
T ; jede n-zahlige Teilmenge 7" von 7' enthalte m verschiedene Elemente, fiir
welche R nicht gilt, und jede Teilmenge 7" von 7' vom Typus § enthalte m ver-
schiedene Elemente, fiir welche R gilt. R(b,,...,b,), b,eT (+: 1,...,m),
gelte nicht, falls es Zahlen ¢, j gibt mit b, = b; und ¢ #j. Wir definieren
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eine m-stellige symmetrische Relation R* auf 8: R*(a,,...,a,), a,eS
(¢: 1,...,m) gelte genau dann, wenn R(f(a,),...,f(a,)) gilt. Sei §’ eine
n-zahlige Teilmenge von S. Ist 7" = f(8’) nicht n-zahlig, so gibt es zwei ver-
schiedene Elemente a,, a,eS’ mit f(a,) = f(a;) = b; sind a; (¢: 3,..., m)
irgendwelche weiteren verschiedenen Elemente von 8’ (a, # a, fir 7 # 4), so
gilt R*(a,,a,,...,a,) nicht,da R(b,b,..., f(a,)) nicht gilt. Ist 1" = f(8')
eine n-zahlige Menge, so enthilt es m verschiedene Elemente b, (2:1,..., m),
fiir welche R nicht gilt ; ist dann f(a,) = b,;, a;e8' (¢:1,...,m), so sind diese
Elemente von 8’ verschieden und die Relation R* gilt nicht fiir sie. Ist 8” eine
Teilmenge von § vom Typus «, so ist T = f(8") eine Teilmenge von 7' vom
Zypus . T" enthidlt somit m verschiedene Elemente b, (:: 1,...,m), fiir
welche R gilt; sind dann e, Elemente von 8" mit b, = f(a,) (¢:1,...,m), 8o
gilt R*(a,,...,a,).

Bemerkung. Da A(2,3,w0?) gilt, nicht aber 4(2,3,w?) (Sdtze 2 und 4), so
gibt es zu jeder Abbildung f einer Menge 8 vom Typus w? auf eine Menge T'
vom Typus w? eine solche Teilmenge 8* von § vom Typus w?, da3 das Bild
T* = f(8*) in T nicht den Typus w? besitzt. Dies kann auch auf anderm Wege
leicht eingesehen werden.

Hilfssatz 9. Ist x eine Zahl der zweiten Zahlklasse mit w?® < x, 8o ldft sich
eine Menge S vom Typus x so auf eine Menge T vom Typus w? abbilden, daf das
Bild etner Teilmenge S* von 8 vom Typus « tn T den Typus w? besitzt.

Beweis. Es sei y die groBte Zahl § mit wf < «. § enthiilt dann eine solche
Teilmenge S; vom Typus w?, daB8 der Typus von 8"~ 8§, gleich w? ist, falls
8" eine Teilmenge von 8 vom Typus « ist. (Dies ergibt sich unmittelbar aus der
Darstellung von « als Summe von w-Potenzen.) Mit 8, li8t sich dann auch §
auf die gewiinschte Art abbilden; wir nehmen daher im folgenden an, daf «
selbst eine w-Potenz ist. « ist somit insbesondere w-Limes: « = lim «,. Daraus
ergibt sich eine Darstellung von § als Vereinigung von abzéhlbar vielen ab-
zéihlbaren disjunkten Mengen S,,, derart, daB die Vereinigung von endlich vielen
Mengen S, einen Typus &' besitzt mit «’ <«. Die Mengen 8, seien abgezihlt
durch a} (h,s: 1,2,...). T sei die Menge der Paare <k, von natiirlichen
Zahlen, antilexikographisch geordnet ; 7' besitzt den Typus w?. f bilde § folgen-
dermaBen in T ab: f(ai) = <k,i). Sei nun §” eine Teilmenge von §; gibt es
eine solche Zahl n, daB fiir alle ¢ mit n<¢ der Durchschnitt §"~§, endlich
ist, und ist der Typus der Vereinigung der Mengen 8,,..., 8, gleich «’, s0 ist
der Typus von 8" hochstens gleich «' + w, das heiBt kleiner als «. Ist somit
8" vom Typus «, so ist der Durchschnitt 8"~ 8, unendlich fiir unendlich viele
Zahlen ¢ und das Bild von 8" hat als Teilmenge von 7' den Typus w?.
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Satz 5. A(m,n,x) gilt nicht fir 3 <m<n und w<x.

Beweis. Nach (A;) gilt 4 (m,n,w?) nicht fir 3 <m<n. Nach (A,) gilt
somit nicht 4 (m,n,x) (3 <m<n) fir alle Ordnungszahlen «, die die Eigen-
schaft besitzen, daB eine Menge S vom Typus « sich so auf eine Menge 7' vom
Typus w? abbilden 148t, daB das Bild einer Teilmenge von 8 vom Typus & in 7'
den Typus w? besitzt ; nach Hilfssatz 9 ist dies der Fall fiir alle Ordnungszahlen
groBergleich w? Ist w <o <w? soist « darstellbar als Summe zweier kleinerer
Ordnungszahlen und A4 (m,n,x) gilt nicht fir m <= nach (A,).

Bemerkung. A(m,n,w) gilt nach dem Satz von RaMsgy. Zusammen mit
(A,) ist damit fiir 3 < m vollstindig beantwortet, fiir welche » und « die Aus-
sage A (m,n,x) gilt.

Bei Beriicksichtigung von (A;) bleibt somit zu entscheiden, fiir welche » und
welche Ordnungszahlen w?” die Aussage 4 (2,n,w?) gilt. 4(2,n,®?) gilt nach
Rawmsgy fiir y: 1, nach Satz 1 fiir 9 : 2 und nach Satz 4 nicht fiir y:3. Es
ergibt sich aber aus diesem letzten nicht (entsprechend dem Beweis von Satz 5),
daB A(2,n,x) nicht gilt fiir alle Ordnungszahlen « der zweiten Zahlklasse mit
w® < «. Dies liegt daran, daBl das Analogon von Hilfssatz 9 nicht gilt: Nicht
jede abzihlbare Ordnungszahl « mit w3 < & besitzt die Eigenschaft, daB eine
Menge S vom Typus « sich so auf eine Menge 7' vom Typus «? abbilden 148t,
daB das Bild einer Teilmenge von S vom Typus « in 7' den Typus w?® besitzt ;
eine solche Abbildung existiert zum Beispiel nicht fiir Mengen vom Typus w®.
Fiir andere Ordnungszahlen ist die Existenz einer solchen Abbildung leicht
nachzuweisen ; dies ist insbesondere der Fall fiir die Ordnungszahlen w*, 3 < &,
k endlich. Es ergibt sich daraus, dafl A4 (2,n,»*) nicht gilt fir 2<n,3 <k,k
endlich.

Der einfachste Fall, der unentschieden bleiben muf}, ist somit A4 (2,3, w®).
Weitere Fragen, die sich in diesem Zusammenhang stellen, sind etwa die fol-
genden: Folgt 4(2,n,x) aus A4(2,3,x)? Fiir welche Ordnungszahlen « 146t
sich eine Menge § vom Typus « so auf eine Menge 7' vom Typus »?® abbilden,
daB das Bild einer Teilmenge von S vom Typus « in 7' den Typus w3 besitzt ?
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