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Konvexitit in der komplexen Analysis

Nicht-holomorph-konvexe Holomorphiegebiete und Anwendungen
auf die Abbildungstheorie *)

von Hans GRAUERT und REINHOLD REMMERT, Miinster (Westfalen)

Einleitung

1. Die Charakterisierung der Existenzgebiete holomorpher Funktionen iiber
dem Raum C" von n komplexen Verdnderlichen durch Eigenschaften lokaler
Natur ist wihrend der letzten Jahre eines der Hauptanliegen in der Funktionen-
theorie mehrerer Verdnderlichen gewesen. Man verdankt vor allem K. OkA die
Losung des bekannten LEvischen Problems.!) K. OxA zeigte 1942 (vgl. [24]),
daB ein Gebiet G im zweidimensionalen Zahlenraum C? genau dann ein Holo-
morphiegebiet ist, wenn G in jedem seiner Randpunkte pseudokonvex?) (im
Sinne von H. CARTAN [7]) ist, das heiflt, wenn es zu jedem Randpunkt 3 von G
eine Umgebung U (3) ¢ C" gibt, so dal jede zusammenhéngende Komponente
von G~ U(3) ein Holomorphiegebiet ist. Im Jahre 1953 hat K. Oxa (vgl. [25])
die Giiltigkeit dieses fundamentalen Satzes fiir beliebige unverzweigte RiE-
MANNsche Gebiete iiber einem Zahlenraum C" beliebiger endlicher Dimension
bewiesen und iiberdies eine weitere Verallgemeinerung fiir verzweigte Rik-
MANNsche Gebiete iiber dem C™ angekiindigt; fiir Gebiete im Zahlenraum
haben 1954 H. BREMERMANN [6] und F. NOoRGUET [22] ebenfalls Beweise fiir den
Oxaschen Satz angegeben.

Die grundlegende Bedeutung des Satzes von Oxa fiir die komplexe Analysis
1iBt die Frage berechtigt erscheinen, ob es bei der LEvi-Oxaschen Charakteri-
sierung der Holomorphiegebiete des C" notwendig ist, die Pseudokonvexitit
des Gebietes G in jedem seiner Randpunkte zu fordern, oder ob es vielleicht
geniigt, die Pseudokonvexitit von G nur in einer ,,geniigend dicht liegenden
Randpunktmenge von G“ vorauszusetzen. In der vorliegenden Arbeit wird ge-

*) Die Resultate der vorliegenden Arbeit wurden zum Teil in einer Comptes Rendus-Note der
Verfasser angekiindigt; vgl. [12].

1) Bereits 1910 hat E. E. LEvi notwendige Bedingungen fiir Holomorphiegebiete im C? mit
glattem Rand in Form von Differentialungleichungen angegeben; vgl. [20] sowie auch [5]. Die
Frage, ob diese Bedingungen hinreichend sind, bildet den Inhalt des sogenannten LEvischen
Problems.

?) Es ist eine bekannte Tatsache in der Funktionentheorie mehrerer Verénderlichen, daB sich
Holomorphiegebiete durch Eigenschaften charakterisieren lassen, die in einer gewissen Analogie
zu der Elementarkonvexitit stehen. Vgl. hierzu etwa die ausfiihrliche Darstellung in [4].
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zeigt, dafl in der Tat Aussagen in dieser Richtung gemacht werden konnen. So
18t zum Beispiel ein Gebiet G im C™ bereits dann ein Holomorphiegebiet, wenn der
Rand von G bis auf eine diskrete Menge micht isoliert liegender Randpunlkte
pseudokonvex ist (vgl. Satz 6).

Um eine moglichst weitgehende Aussage formulieren zu konnen, fithren wir
den Begriff der diinnen sowie hebbaren Randpunktmenge ein. Wir nennen in
Verallgemeinerung des Begriffes der diinnen Menge (vgl. [14]) eine Randpunkt-
menge 4 eines Gebietes G des C" diinn, wenn es zu jedem Punkt 3*eA eine
Umgebung U ¢ C* und eine in U~G holomorphe, nirgends identisch ver-
schwindende Funktion f gibt, so dal zu jedem Punkt 3e¢4~ U eine gegen 3
konvergierende Punktfolge 3,eU~G existiert, fiir die gilt: lim f(3,) = 0.

V—> oo
Weiter heilt ein Punkt 3 des Randes von G ein hebbarer Randpunkt, wenn
es eine zusammenhingende Umgebung U von 3 und eine in U analytische
Menge M s+ U gibt, so dafl jeder Randpunkt von G, der in U liegt, zu M
gehort.
Als wichtiges Resultat ergibt sich nun:

1. Evn Gebiet G im C™, welches auflerhalb einer ditnnen, nicht hebbaren Rand-
punktmenge iberall pseudokonvex ist, ist exn Holomorphiegebret.

Der Beweis dieses Satzes stiitzt sich einerseits wesentlich auf den Oxaschen
Hauptsatz ; andererseits auf einen von den Verfassern frither bewiesenen Satz
iiber hebbare Singularititen plurisubharmonischer Funktionen [14].

2. Fir die Untersuchung der nichtschlichten RiemaNNschen Gebiete iiber
dem C" hat sich der Pseudokonvexitidtsbegriff in der oben angegebenen Form
als nicht zweckméBig erwiesen. OKA legt seinen Untersuchungen daher einen
anderen Pseudokonvexitidtsbegriff zugrunde ; derselbe wird durch die Konti-
nuitédtssitze motiviert (vgl. auch [3]). Bekanntlich ist eine holomorphe Funk-
tion gewill dann nicht singulér in einem Punkte 3 eC", wenn es ein eindimen-
sionales analytisches Fliachenstiick F durch 3 und eine gegen F' konvergierende
Schar F, von ebensolchen Flichenstiicken gibt, derart, da8 f auf allen F, und
auf dem Rande von F holomorph ist (vgl. etwa [3]). In einem schlichten
Holomorphiegebiet G kann es daher keine Folge F, von eindimensionalen
analytischen Flichenstiicken geben, die gegen ein analytisches Fléachenstiick F
konvergiert, welches durch einen Randpunkt von G lauft und dessen Rand aus
inneren Punkten von @ besteht. Diese Eigenschaft eines schlichten Holomor-
phiegebietes @ wird die Pseudokonvexitit von G genannt ; allgemein nennt
man ein Gebiet im C" pseudokonvex genau dann, wenn es sich gegeniiber
Scharen von eindimensionalen analytischen Flachenstiicken in derselben Weise
verhilt wie die Holomorphiegebiete. Die Resultate von Oxa lehren, daB fiir
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Gebiete im C* dieser Pseudokonvexititsbegriff mit dem von CARTAN angegebe-
nen iibereinstimmt.

Der Begriff des pseudokonvexen Gebietes liBit sich auf beliebige nicht-
schlichte RieMANNsche Gebiete iibertragen (vgl. Definition 8), da man auch
hier den Begriff des Randpunktes einfiihren kann. Ebenfalls kann man fiir be-
liebige Gebiete iiber dem C" den Begriff der diinnen sowie hebbaren Rand-
punktmenge erkliren. Satz I behélt dann auch fiir nichtschlichte unverzweigte
RiemANNsche Gebiete iiber dem C” seine Giiltigkeit (Satz 4). Der Versuch einer
weiteren Ausdehnung dieses Satzes auf beliebige RiEMANNsche Gebiete mit
Verzweigungspunkten im Innern scheitert aber. Vielmehr zeigt sich :

Es gibt wber dem C*, n = 3, verzweigte, nicht-pseudokonvexe Riemannsche
(lebiete, deren Rand bis auf etnen nichi-hebbaren Randpunkt itberall pseudokonvex
18t.

Das zu diesem Zwecke konstruierte Beispiel lehrt dariiber hinaus :

I1. Es gibt iiber dem C*, n > 3, verzweigte (sogar zweiblittrige) Holomorphie-
gebiete mit lauter uniformisierbaren Punkten, die weder holomorphkonvex moch
pseudokonvex sind.

- Man kann im Anschlufl an dieses Beispiel weiter zeigen, dal in verzweigten
Holomorphiegebieten nicht mehr alle Aussagen gelten, die von der Funktionen-
theorie in schlichten Gebieten her bekannt sind (vgl. auch [16]).

3. Man kann Satz I benutzen, um Aussagen iiber das Entartungsverhalten
holomorpher Abbildungen von komplexen Riumen zu gewinnen. So ergibt
sich, wenn man iiberdies noch einen weiteren Satz iiber hebbare Singularititen
plurisubharmonischer Funktionen heranzieht :

I11. Eine holomorphe Abbildung eines n-dimensionalen komplexen Raumes X
in etne n-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit Y, deren Funktionaldetermi-
nante auferhalb der nichtuniformisierbaren Punkte K von X nirgends verschwin-
det, besitzt keine Entartungsstellen. Ist die Abbildung auferhald K eineindeutig,
80 18t ste in ganz X eineindeutiq.
~ Fiir die Giiltigkeit dieses Satzes ist wesentlich, daB} ¥ nur aus uniformisier-
baren Punkten besteht (vgl. hierzu etwa das in [13], pp. 292-294 angegebene
Beispiel einer eigentlichen wesentlichen Modifikation). Man kann alle holo-
morphen Abbildungen von n-dimensionalen komplexen Réumen ineinander,
die in hochstens (n — 2)-dimensionalen analytischen Mengen entartet sind,
zur Konstruktion nicht-holomorph-konvexer Holomorphiegebiete benutzen.

Der Beweis von Satz III ist so angelegt, daB man iiberdies ein Kriterium fiir
die Existenz nicht-uniformisierbarer Punkte in komplexen Rdumen gewinnt :

IV. Ein n-dimensionaler komplexer Raum X ist im Punkte xe X genau dann



Konvexitiét in der komplexen Analysis 1565

nicht-uniformisierbar, wenn es in keiner Umgebung U (x) n holomorphe Funk-
tionen gibt, deren Funktionalmatriz auferhalb einer in U (x) analytischen, hich-
stens (n — 2)-dimensionalen Menge vom Maximalrang ist.

Anwendungen dieses Kriteriums zum Nachweis, da xzeX ein nicht-uni-
formisierbarer bzw. uniformisierbarer Punkt ist, sind moglich.

§ 1. Plurisubharmonische Funktionen in komplexen Riumen

1. Wir werden in dieser Arbeit einige Resultate aus der Theorie der pluri-
subharmonischen Funktionen in komplexen Rdumen benutzen. Es sei zunéchst
an den Begriff des komplexen Raumes erinnert. Zur genauen Definition vgl.
[16]: Unter einem komplexen Raum X wird ein H avsporrrscher Raum verstanden,
der mit einer komplex-analytischen Struktur versehen ist. Eine komplex-analyti-
sche Struktur ist ein maximales System von komplexen Karten (U, ) in X, die
untereinander holomorph vertriglich sind. Komplexe Réume haben also fol-
gende charakteristische Eigenschaft: Zu jedem Punkt xe¢X gibt es eine
Umgebung U, die sich umkehrbar holomorph auf eine endlich-bléttrige ana-
lytisch-verzweigte Uberlagerung3) R = (R, @, G) eines Gebietes @ des C* ab-
bilden 140t.

Man kennt in der Theorie der komplexen Réume die Begriffe : holomorphe
Funktion, holomorphe Abbildung von komplexen Rdumen ineinander, analy-
tische Menge usw. Der Begriff der plurisubharmonischen Funktion in einem
komplexen Raum ist von den Verfassern in einer fritheren Arbeit eingefiihrt
worden [14]. Es wurde definiert :

Definition 1. Eine Funktion p(x) in einem komplexen Raum X heift pluri-
subharmonisch in X , wenn folgendes gilt:

o) Die Werte von p(x) stnd reelle Zahlen oder — oo,

B) p(x) ist in X halbstetig nach oben: lim p(x) < p(2,),

T—>Zy

y) Ist v eine holomorphe Abbildung eines Gebietes W der komplexen Zahlenebene
in X, 80 ist potr eine subharmonische Funktion in W 4).

2. Es sei P = {p,(x), teJ} eine Familie von in einem komplexen Raum X
reellwertigen, nach oben halbstetigen Funktionen (— oo sei als Wert zugelassen),

%) Zum Begriff der analytisch-verzweigten Uberlagerung vgl. auch [13], [15], [16].

1) Im komplexen Zahlenraum wurde der Begriff der plurisubharmonischen Funktion von
P. Lerong und K. OrA eingefithrt. Grundlegende Siétze sowie weitere Literaturhinweise finden
sich in [19]. Zur subharmonischen Funktion vgl. [5].
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die auf jeder kompakten Teilmenge von X gleichméBig nach oben beschriankt
sind. Unter der oberen Einhiillenden P(x) der Menge P versteht man die

kleinste, nach oben halbstetige Funktion, fiir die gilt: 1/3 () = p,(z) fir
xeX, teJ. — Plurisubharmonische Funktionen haben folgende Eigenschaft :

a) Ist P = {p,(x), teJ} eine Familie von in esxnem komplexen Raum X plur:-
subharmonischen Funktionen, die auf jeder kampakten Teilmenge von X gleich-

mdpig nach oben beschrimkt sind, so ist die obere Einhilllende ﬁ(x) eine n X
plurisubharmonische Funktion.*®)

Offenbar ist die Grenzfunktion einer absteigenden Folge nach oben halb-
stetiger Funktionen wieder nach oben halbstetig. Fiir plurisubharmonische
Funktionen gilt sogar :

b) Die Grenzfunktion einer absteigenden Folge von plurisubharmonischen
Funktionen ist eine plurisubharmonische Funktion.

Wie die subharmonischen Funktionen geniigen auch die plurisubharmoni-
schen Funktionen dem Maximumprinzip :

c¢) Jede plurisubharmonische Funktion, die im zusammenhingenden komplexen
Raum X thr Maximum annimmt, ist konstant.

Wir werden weiter den folgenden, wohl zuerst von OkA (vgl. [23], p. 123)
bewiesenen Satz iiber subharmonische Funktionen benutzen :

d) Ist 8(z) eine subharmonische Funktion in einem Gebiet W der Zahlenebene
und {z2(t),0 <t <1} ein Weg in W, so gilt: liTﬁs(z(t)) = g(z(1)).
t—>1
3. Fiir plurisubharmonische Funktionen gelten zwei Fortsetzungssétze, deren
Analoga fiir holomorphe Funktionen hinreichend bekannt sind. Um diese Sitze
im Allgemeinfall formulieren zu konnen, fiihren wir den Begriff der diinnen
Menge ein (vgl. auch [14]):

Definition 2. Eine abgeschlossene Teilmenge D eines n-dimensionalen kom-
plexen Raumes X heift diinn von der Ordnung k, wenn es zu jedem Punkt xeX
eine Umgebung U (x) und eine tn U (x) analytische, hochstens (n — k)-dimen-
sionale Menge M gibt, so daf qilt: U~D C M.

In [14] wurde bewiesen :
Satz 1. Ist D eine ditnne Menge der Ordnung 1 in einem komplexen Raum X

und 18t p(zx) etne in X — D plurisubharmonische Funktion, die in einer Um-
gebung eines jeden Punktes xeD nach oben beschrinkt ist, so existiert genau eine

) Der Beweis ergibt sich aus [19] und [14], Satz 3. Die Aussage ist nicht, wie in [14] ange-
nommen, trivial!
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plurisubharmonische Fortsetzung p(x) von p(x) in ganz X. Die Funktion p(x)
18t in den Punkten x'eD wie folgt definiert: p(x') = lim ().
z—>z’,2€X—-D
Satz 2. Ist D eine dilnne Menge der Ordnung 2 in einem komplexen Raum X ,
8018t jede in X — D plurisubharmonische Funktion eindeutig zu einer in ganz X
plurisubharmonischen Funktion fortsetzbar.

§2. Pseudokonvexe RiemANNsche Gebiete und plurisubharmonische Funktionen

1. Es werden in diesem Paragraphen komplexe Ridume untersucht, die in
bestimmter Weise dem C* iiberlagert sind. Man nennt diese Riume in Analogie
zu den RiEMANNschen Flichen auch Riemannsche Gebiete.

Definition 3. Ein Paar & = (G, D) heifit ein Riemannsches Gebiet itber dem
C*, wenn

1. G etn Hausporrrscher Raum und @ eine offene, stetige Abbildung von @ in den
C" ist,

2. es zu jedem Punkt xeG eine Umgebung U (x) gibt, derart, daf
A= (U,D,dU))

eine analytisch-verzweigte, endlich-blittrige Uberlagerung ) von @ (U) ist.

@ ist in natiirlicher Weise mit einer komplexen Struktur versehen, so daB @
eine holomorphe Abbildung ist. Wir nennen & unverzweigt, wenn @ lokal-topo-
logisch abbildet. Fiir unsere weiteren Uberlegungen benétigen wir den Begriff
des (erreichbaren) Randpunktes eines RIEMANNschen Gebietes (vgl. auch [11]).

Definition 4. Ein (erreichbarer) Randpunkt eines Riemannschen Gebietes ®
18t esn Filter 8) r von offenen, zusammenhingenden Mengen U ¢ G mit folgenden
Eigenschaften :

1. Der Filter der Mengen @ (U), Uer, konvergiert gegen einen Punkt 3,¢C™.

2. Ist V eine Umgebung von 3,, so enthdlt r genau eine zusammenhingende Kom-
ponente von D~1(V).

3. Der Filter r hat keinen Hiufungspunkt in Q.
Die Menge aller (erreichbaren) Randpunkte von ® heifit der Rand 0G von G.

§) Zum Begriff der analytisch-verzweigten Uberlagerung vgl. auch [13], [15], [16].

¢) Unter einem Filter F iiber einer Menge M verstehen wir ein nichtleeres System nichtleerer
Teilmengen von M, derart, daB zu zwei Elementen M,, M, aus F stets eine Menge N aus F
existiert, fur die gilt: N ( M, ~ M,.
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Ist & = (G,), wo G ein Gebiet des C" und ¢ die Injektion bezeichnet, so
nennt man bisweilen jeden Punkt 3¢C” — @, der Héaufungspunkt von G ist,
einen Randpunkt von . Diese Definition ist im allgemeinen nicht mit Defini-
tion 4 #dquivalent. Wird jedoch G von einer stiickweise glatten (27 — 1)-
dimensionalen Fldche berandet (zum Beispiel Hyperkugel oder Polyzylinder),
80 kénnen offenbar alle Randpunkte von @ im Sinne der Definition 4 in ein-
deutiger Weise durch konkrete Randpunkte — némlich jeweils durch den Limes
des Bildfilters beziiglich ¢ — représentiert werden.

Die Abbildung @ wird durch dle Festsetzung ¢(r) = Bgs 5( z) = O(x),
redG, ze@, zu emer Abbildung @ von G = G + 0@ in den C* fortgesetzt 7).

Wir fiihren in G eine Topologie ein, indem wir den Randpunkten r,ed@G
Umgebungen zuordnen. Es sei etwa U, eine beliebige Menge aus r,. Unter
einer Umgebung V (r,) verstehen wir die Vereinigung von U, mit den Filtern
red(@, die wenigstens eine Menge U ¢ U, enthalten.

Offenbar wird & durch diese Topologie zu einem HAUSDORFFschen Raum ge-

macht. & ist eine stetige Abbildung von @ in den O™,
Ist B irgendein Teilbereich von &, so ist B = (B, @) wieder ein RIEMANN-

sches Gebiet iiber dem C". B kann im allgemeinen nicht als Teilmenge von G
aufgefaBt werden. Jedoch lda8t sich die Injektion ¢: B — @ in natiirlicher

Weise zu einer stetigen Abbildung 7 von B in G fortsetzen. Die Abbildung @- ¢
ist gleich der stetigen Fortsetzung der auf B beschrinkten Abbildung @ in B.

Wir merken noch an:

Zu jedem Punkt redG gibt es eine Kurve {x(t),0 <t <1}, z(1) =r, inG,
die fir 0 <t <1 in G verliuft.

Um ein spiteres Hauptresultat bequem formulieren zu konnen, definieren
wir noch :

Definition 6. Ein Randpunlct redG heift ein hebbarer Randpunkt von ©,

wenn es eine Umgebung U (r) ¢ G gibt, so dafp &, = (U, (b) etn schlichtes Riz-
Mannsches Gebiet ist, in dem U~0Q eine diinne Menge 1. Ordnung 1st.

Randpunkte, die den Bedingungen dieser Definition nicht geniigen, heilien
nichi-hebbare Randpunkte. — Der Begriff des hebbaren Randpunktes ist hier sehr
eingeschrinkt, damit die Menge der nicht-hebbaren Randpunkte maglichst
groB wird. Das ist fiir die Anwendungen unseres Hauptsatzes (Satz 4) von
Bedeutung.

7) Man beachte, daB fiir Gebiete G im O die abgeschlossene Hiille @ von @ im allgemeinen
nicht mit @ tibereinstimmt.
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Offenbar ist die Menge der nicht-hebbaren Randpunkte eines R1EMANNschen
Gebietes stets abgeschlossen.

Der Rand 9@ eines RieMaNNschen Gebietes & = (G, @) ist in einer Um-
gebung jedes hebbaren Randpunktes hochstens (27 — 2)-dimensional (im
Sinne von K. Menger [21]), da G dort Teilmenge einer analytischen Menge ist,
deren reelle Dimension hochstens 2n — 2 ist. Ist der Rand @G in allen Punk-
ten (2n» — 1)-dimensional, so besteht er also aus lauter nichthebbaren Rand-
punkten. Wir definieren noch :

Definition 6. Eine abgeschlossene Menge D C 0G heifit etne dilnne Menge,
wenn es zu jedem Punkt roeD eine Umgebung U (r,) und eine in U~ QG holo-
morphe, nicht identisch verschwindende Funktion f gibt, so daff zu jedem Punkt
reD~ U eine gegen r konvergierende Folge x,eU~Q existiert, fir die gilt:
lim f(xz,) = 0.

P> 00
2. Der Begriff der Pseudokonvexitdt kann in RiEmanNschen Gebieten auf

mannigfache Weise eingefiihrt werden. Wir ziehen zur Definition spezielle
Scharen analytischer Mengen heran.

Definition 7. Unter einer Schar von k-dimensionalen analytischen Mengen in
etnem Riemannschen Gebiet & = (G, D) wird eine nirgends entartete holomorphe
Abbildung o'®)(w,t) der k-dimensionalen Ernheitshyperkugel

K:{|w| = ww, +- -+ w,wy)} <1}

des Ck in Gy verstanden, die noch stetig von einem reellen Parametert, 0 <t <1,
abhingt. o

Dabei sagen wir, ¢*(w, ), ¢ = t,, bildet K holomorph in G ab, wenn die
Abbildung Poo¥): K — C" in (einer Umgebung von) K holomorph ist.

Eine Schar von analytischen Mengen o*(w,t) in © heifft ausgezeichnet, wenn
oc®)(w,t) fir weK, 0 <t<1l und fir wedK, 0 <t <1, in G liegt.

Wir merken sofort an: Es set o%(w,t) fiir 0 <t<1 eine Schar von
k-dimensionalen analytischen Mengen in G ; DPoc'®)(w, t) ses stetig fortsetzbar in
t = 1. Dann gibt es fiir 0 <t <1 eine Schar ¢*(w,t) von k-dimensionalen
analytischen Mengen in G, die fiir 0 <t <1 mait der Schar o (w,t) #berein-
stimmt. — Der Beweis ist trivial. Es werde nun definiert :

Definition 8. Ein Rizmannsches Gebiet & = (G, D) dber dem C™ heift
pseudokonvex, wenn filr jede ausgezeichnete Schar o'V(w, t) von 1-dimensionalen
analytischen Mengen in & der Durchschnitt {o*(w, 1)}~0G leer ist 8).

%) Diesern Pseudokonvexitétsbegriff lassen sich sofort schwiachere Pseudokonvexitétsbegriffe
an die Seite stellen. So kann man etwa ein Riemannsches Gebiet & = (@, P) iiber dem Cn
pseudokonvex vom Grade ¢ nennen (g-pseudokonvex) (1 < g < n—1), wenn fiir jede aus-
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Es bezeichne o*)(w, ) eine Schar k-dimensionaler analytischer Mengen in

®, bei der die Menge {5oo‘8"’(m , 1)} in einer Hyperkugel vom BRadius ¢ ent-
halten ist. Wir nennen & pseudokonvex in einem Punkte r¢0G , wenn es zu r eine
Umgebung U (r) und ein £¢>0 gibt, so daf keine ausgezeichnete Schar P (w, t)
eindimensionaler analytischer Mengen in & mit U ~0GQ einen Punkt gemeinsam
hat. — Ein Satz von K. OkA besagt [25]:

Satz A. Ein unverzweigtes Rigmannsches Gebiet ®& = (G, @) iiber dem C*
18t genau dann pseudokonvex, wenn —In dg(x) eine in G plurisubharmonische

Funktion ist.
Dabei bezeichnet dg(x) den euklidischen Abstand des Punktes zeG zum

Rande 0@ . Es gilt ferner, [11]:

Satz B. Ist G = (G, D) ein unverzweigtes Riemannsches Gebiet itber dem C,
so 18t —In dg(x) genau dann in G plurisubharmonisch, wenn —In dg(x) in
hinreichender Nihe jedes Randpunktes re 0@ plurisubharmonisch ist.

Auf dhnliche Weise wie Satz A zeigt man :

Satz C. Ein unverzweigtes Riemannsches Gebiet & = (G, D) ist genau dann
pseudokonvex in einem Randpunkt redQ, wenn —In dg(x) in einer Umgebung
U(r)~G plurisubharmonisch ist.

Unter Verwendung von Satz A und Satz B folgt sofort :

Ein unverzweigtes Riemannsches Gebiet ® 1ist genau dann pseudokonvex
schlechthin, wenn es in jedem Randpunkt pseudokonvex ist. Das letztere ist sicher
dann der Fall, wenn es zu jedem Punkt r¢d@ eine Umgebung U (r) gibt, so da3
(U(r)~G, ®) ein pseudokonvexes RIEMANNsches Gebiet ist.

3. Wir entwickeln nun ein Verfahren, das es gestattet, pseudokonvexe Ge-
biete durch ebensolche auszuschépfen. Zundchst gilt :

Satz D. Es set p(x) etne plurisubharmonische Funktion in einem RiEMANN-
schen Gebiet ®& = (G, D) dber dem C"; B sei der Bereich {xeG, p(x)<M}.
Das Riemannsche Gebiet B = (B, @) ist dann in allen Randpunkten r* pseudo-
konvex, die iiber einem inneren Punkt von G liegen.

Beweis : Wire 9B in r* nicht pseudokonvex, so giibe es zu jeder Umgebung
U (r*) und zu jedem & >0 eine ausgezeichnete Schar ¢{"(w, t) von 1-dimensio-
nalen analytischen Mengen in B, so daB ¢’(w, 1)~dB~ U nicht leer ist. Sind

gezeichnete Schar o(?)(w, ?) von g-dimensionalen analytischen Mengen in (& der Durchschnitt
{o0@(w, 1)} ~0G leer ist. Ist G pseudokonvex vom Grade ¢, so erst recht vom Grade ¢’ > ¢. Es
sei darauf hingewiesen, da8 neuerdings W. ROTHSTEIN bei der Untersuchung von Fortsetzungs-
problemen analytischer Mengen ebenfalls einen g-Konvexitatsbegriff eingefiihrt hat (vgl. [31],
p. 130); diese RoTusTEINSche ¢-Konvexitat steht in Beziehung zu der hier definierten (n — q)-

Pseudokonvexitit.




Konvexitiat in der komplexen Analysis 161

U(r) und £>0 hinreichend klein gewiihlt, so ist die Menge
{Too®(w, ), weK, 0 <t <1}

in G enthalten, da r* nach Voraussetzung iiber einem inneren Punkt von G
liegen soll. Die Funktion ¢(w) = poios®(w, 1) ist dann subharmonisch im
Einheitskreis K. Es gilt auf 9K : q(w) <M ; in den Punkten

weK mit o®(w,1)edB

aber hat man ¢(w) = M. Da ferner ¢(w)<{M in ganz K ist, haben wir einen
Widerspruch zum Maximumprinzip fiir subharmonische Funktionen gewon-
nen. Damit ist Satz D bewiesen.

Es ergibt sich nun sofort aus Satz A und Satz D :

Satz D'. Ist & = (G, D) ein unverzweigtes pseudokonvexes Riemannsches
Gebiet tber dem C", soist Gx = (G, D), Gg = {xe@@, d(z)>K}, K>0, eine
Schar von pseudokonvexen Riemanwnschen Gebieten, die G ausschopft, wenn K
gegen O strebt.

Dieser Satz ist in folgendem Sinne umkehrbar :

Satz D”. Es set & = (@, ®) ein Riemannsches Gebiet iber dem C"; es sei
G,, G134, eine Ausschopfungsfolge von G, in der jedes Gebiet &, = (G, , D)
pseudokonvex ist. Dann ist auch & pseudokonvez.

Beweis : Angenommen, 6 wire nicht pseudokonvex. Dann gibt es in & eine
ausgezeichnete Schar § = {¢"(w, )} von eindimensionalen analytischen
Mengen, bei der S~0G nicht leer ist. Da

N = {oW(e?t), 0<t<1l, —a<d<<+a}v{o®(w,0)}

eine kompakte Teilmenge von G ist, folgt, daB fiir ein », gilt: N ¢ G, . Man
kann nun ein groBtes ¢, finden, so daB fiir 0 <é¢<t?,, weK, die Punkte
o(w, t) aus G, sind. Die Schar {o"(w,?), 0 <t<?,} 4Bt sich zu einer in

®,, ausgezeichneten Schar § = {6 V(w, t),0 <t <t,} fortsetzen. Offenbar ist

8 ~9G, nicht leer. Das widerspricht jedoch der Voraussetzung, da 6,
pseudokonvex ist.

4. Der Begriff der Pseudokonvexitit ist entscheidend fiir die Charakterisie-
rung der Holomorphiegebiete iiber dem C”. Zur Definition dieser speziellen
Riemannschen Gebiete ist es zweckmiBig, die folgenden Redeweisen zu ver-
wenden :

Ein Riemannsches Gebiet ®& = (G, @) ist in einem umfassenden RIEMANN-

~

schen Gebiet ® = (é, 5) enthalten, wenn es eine spurpunkttreue, stetige Abbil-

11 Commentarii Mathematici Helvetici
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dung T von @ in G gibt. Eine in @ holomorphe Funktion f 18t eine holomorphe

Fortsetzung einer in G holomorphen Funktion f, wenn [ = ?o-r 18t.
Ein RiemanNsches Gebiet & heilt nun ein Holomorphiegebiet, wenn es eine

in ® holomorphe Funktion f gibt, die sich in kein 6 umfassendes Gebiet G #* G
holomorph fortsetzen laBt. Zur Charakterisierung dieser Holomorphiegebiete
hat K. Oka den folgenden fundamentalen Satz bewiesen [25]:

Satz E. Ein unverzweigtes Riemannsches Gebiet & = (G, D) ist genau dann
ein Holomorphiegebiet, wenn & pseudokonvex ist ®). ‘

Dieser Satz gibt eine weitere Mdglichkeit, die Pseudokonvexitit zu defi-
nieren. Es folgt nimlich unter Verwendung von Satz E :

Satz F. Ein unverzweigtes Riemannsches Gebiet ® = (G, D) ist genau dann
pseudokonvex, wenn es zu jedem Randpunkt red@ eine Umgebung U (r) gibt, so
dap (U(r)~Q, D) ein Holomorphiegebiet ist.

Diese Eigenschaft wurde von H. CARTAN zur Definition der Pseudokonvexitit
verwendet (vgl. [7]).

Bereits H. CARTAN und P. THULLEN haben den Begriff der Holomorphiekon-
vexitit eingefithrt [9]. Wir definieren zunéchst den Begriff der holomorph-

konvexen Hiille X einer Teilmenge K ¢ G. K ist die Menge aller Punkte
ze@, fir die gilt: |f(x)]| <sup|f(K)|, wobei f alle in G holomorphen Funk-
tionen durchléuft.

Ein Riemannsches Gebiet & = (G, D) #ber dem C™ heift holomorphkonvex,

wenn die holomorphkonvexe Hiille K jeder relativ-kompakten Menge K CG
kompakt ist. — Ein grundlegender Satz ist [25]:

Satz G. Jedes unverzweigte Holomorphiegebiet ist holomorphkonvez.

Wir werden spiter in einem Beispiel zeigen, daf die Aussage von Satz G fir
verzweigte Riemannsche Gebiete falsch ist. Es gibt (sogar zweiblattrige) Holo-
morphiegebiete, die nicht holomorphkonvex sind. Jedoch st jedes holomorph-
konvexe Riemannsche Gebiet ein Holomorphiegebiet ([2] sowie [10]).

Ein bekannter Satz iiber die holomorphkonvexen Gebiete 1af3t sich unter
Verwendung von Definition 7 wie folgt formulieren : Jedes holomorphkonvexe
Riemannsche Gebiet & = (@, D) itber dem C" besitzt einen diinnen Rand.

In der Tat! Nach H. CArRTAN und P. THULLEN [9] gibt es eine in G holo-
morphe, nicht identisch verschwindende Funktion f, deren Nullstellen sich

%) Aus Satz E und Satz D” ergibt sich sofort ein bekannter Satz von H. BEENKE und K. STEIN
iiber konvergente Folgen von Holomorphiegebieten: Es sez & = (G, P) ein unverzweigtes Rie-
MANNasches Gebiet itber dem Cn, es set Gy, Qv 412 Gy, etne Ausschépfungsfolge von Q, derart,daf jeweils
®v = (Gv, D) ein Holomorphiegebiet ist. Dann ist auch ® = (G, @) ein Holomorphiegebiet. Vgl.
hierzu H. BeaNkE und K. StEIN, Konvergente Folgen von Regularitatsbereichen und die Mero-
morphiekonvexitéat, Math. Ann. 116, 204-216 (1939).
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gegen jeden Randpunkt von & hiufen. Es gibt dann zu jedem Randpunkt
red@ eine gegen r konvergierende Folge von Punkten x,¢G, derart, dag
lim f(z,) = f(x,) = 0 ist.

y—>

5. In Anlehnung an eine klassische Definition von F. Hartogs [17] fiihren
wir in unverzweigten RIEMANNschen Gebieten den Begriff der euklidischen
Distanzfunktion beziiglich einer beliebig vorgegebenen komplexen Richtung
ein. Es sei etwa E* eine k-dimensionale analytische Ebene im C*, 1 <k < ».
Durch jeden Punkt 3e¢C™ gibt es dann genau eine k-dimensionale Ebene
E*(3), die zu E* parallel ist. Ist nun 6 = (G, @) ein unverzweigtes RIEMANN-
sches Gebiet iiber dem C" und ist ze¢G@ ein Punkt iiber 3, so gibt es in
d-1(E*(3)) eine groBte k-dimensionale Hyperkugel H(z, E¥) um z. Ihr
Radius sei mit &(x, E¥) bezeichnet. Offenbar ist J(x, E*) eine nach unten
halbstetige Funktion in G. Es gilt §(z, E*) = dg(x), wenn E™ der ganze
n-dimensionale komplexe Zahlenraum ist.

Definition 9. Die Funktion &(x, BE*) heifit die euklidische Distanzfunktion
beztiglich E* in G .

Ist ® das Existenzgebiet der holomorphen Funktion f(z), so nennen wir
é(x, E*) auch den Holomorphieradius von f(z) in x beziiglich E*. Es gilt nun
der folgende

Satz 3. Es ser ® = (G, D) ein unverzweigtes Riemannsches Gebiet tiber dem

C*. Ist dann ® in allen Punkten von 0G — M, M = 5“1(E"(30)), 30€C™,
pseudokonvex, so ist —In 6(x, E*) stets eine in G — M plurisubharmonische
Funktion.

Beweis: Es sei K = {E'} die Menge der eindimensionalen analytischen
Ebenen, die in E* enthalten sind. Offenbar ist

é(x, E*) = inf §(z, E?) .
EleE
Nun ist bekannt [5], daB alle Funktionen —In é(x, E') unter unseren Vor-
aussetzungen in G — M plurisubharmonisch sind. Folglich ist —In d(z, E*)
obere Einhiillende der plurisubharmonischen Funktionen —In §(x, EY),
EleE, und somit nach § 1.2) in G — M wieder selbst plurisubharmonisch,
w. Z. b. w.

Anmerkung. Es sei betont, daBl die Umkehrung von Satz 3 nicht richtig ist.
Es gibt zum Beispiel schlichte HarTOGSsche Gebiete

{3¢C", (25, ...,2,)eG C C" |2, | <R(zp,...,2,)}, n=3,
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die nicht pseudokonvex sind, obgleich

—Iné(3, BY) = —In (RB(23,-..,2,) —|2]) »
Bl e {3, 2y == 2y =...==2, =0},

eine plurisubharmonische Funktion ist. Man braucht fiir G nur ein Nichtholo-
morphiegebiet zu wihlen.

§ 3. Verallgemeinerung eines Satzes von K. OkA.

1. Wir wollen im folgenden zeigen, dafl RieMaNnsche Gebiete oft dann schon
pseudokonvex sind, wenn sie es nur in geniigend vielen Randpunkten sind. Als
Hauptresultat dieses Paragraphen werden wir erhalten :

Satz 4. Es set G = (G, D) ein unverzweigtes Rigmannsches Gebiet iber dem
C*; A C9G sei etne ditnne Menge von nicht-hebbaren Randpunkten. Ist dann ®
pseudokonvex in allen Punkten aus 0G — A, so ist ® pseudokonvex schlechthin.

Bevor wir diesen Satz beweisen, seien einige interessante Folgerungen ge-
zogen. In Verbindung mit Satz E ergibt sich sofort :

Satz b, Es sei ® = (G, D) ein unverzweigtes Riemannsches Gebiet iiber dem
C"; A C0Q seieine dilmne Menge von nichi-hebbaren Randpunkien. Gibt es dann

zu jedem Punkt redG — A eine Umgebung U (r) C ¢ , sodaf (U(r)~nG, D)
ein Holomorphiegebiet ist, so ist ® selbst exn Holomorphiegebiet.

Fiir wahr! Da (U~ G, @) nach Satz E pseudokonvex ist, ist ® in jedem
Randpunkt redG — A pseudokonvex und damit pseudokonvex schlechthin.
Daraus folgt nach K. Ora (Satz E), daBl & ein Holomorphiegebiet ist, w.z. b. w.

Die Bedingung, dafl 4 aus lauter nicht-hebbaren Randpunkten besteht, ist
wesentlich, wenn 0@ Bestandteile von kleinerer reeller Dimension als 2n — 1
enthilt. Ist etwa G* ein Holomorphiegebiet des z,, ..., z,-Raumes und ist der
Nullpunkt O ein Punkt von G*, so ist auch G* — M, M = {2, = 0}, ein
Holomorphiegebiet. Sicherlich ist aber — wie man aus Definition 8 entnimmt —
G=G*—M v K nicht pseudokonvex, wenn K (CM ~G* eine (komplex) (n—1)-
dimensionale Kugel um O bezeichnet. Also ist G kein Holomorphiegebiet, ob-
gleich A = 0G~M diinn und G in G — A pseudokonvex ist.

Offenbar ist jede diskrete Menge A (0@ eine diinne Randpunktmenge.
Dieselbe besitzt aber im allgemeinen hebbare Randpunkte, auch wenn alle
Punkte aus A nicht isoliert in 8@ liegen. Dennoch ergibt sich aus Satz 5 der
bereits im Spezialfall in [13], p. 287, angegebene

Satz 6. Esset 6 = (G, D) ein unverzweigtes Riemannsches Gebiet iber dem
C". Es sei A eine diskrete Menge von nichtisolierten Randpunkten. Ist dann G
pseudokonvex in jedem Punkt redG — A, so ist & ein Holomorphiegebiet.
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Beweis : Wenn man zeigt, daBB & in allen hebbaren Randpunkten von 4
pseudokonvex ist, so ergibt sich die Behauptung direkt aus Satz 5. Sei also

roe A ein hebbarer Randpunkt. Es gibt dann eine Umgebung U () ¢ 6, der-

art, daBl (U, 5) ein schlichtes RiEmaNNsches Gebiet ist. Hat man U hin-
reichend klein gewihlt, so enthilt U keine weiteren Punkte von 4, und es gibt
eine rein (n — 1)-dimensionale analytische Menge M in U, die 0G~U ent-
halt. M kann man wieder so klein machen, da8 fiir jede irreduzible Komponente
M,cM, iel, die Menge (M, — U M,;)~0G nicht leer ist. Man braucht

jel,jZi
dazu nur alle iiberfliissigen irreduziblen Komponenten aus M fortzulassen. Da
ferner nach Voraussetzung r, nicht isoliert in 0@ liegt, ist auch

M,~3G mit M, =M, — UM, —r), iel,
iZi
nicht leer. Nun ist — ebenfalls nach Voraussetzung — das RieMANNsche Gebiet

([O],- =U;~G@,P), wo U;,=U— U M; —ry, tel in allen Punkten von
ey

U,~0G@ < M,~U, pseudokonvex U, kann als ein schlichtes Gebiet des C" auf-

gefaBlt werden, das M als 1rreduz1ble ana,lytlsche Menge enthilt. Daher folgt

nach bekannten Sitzen19), daB U = U, — M das heilt U,~0G = M ist.

Dann gilt aber auch, weil M dicht in M, liegt, M,C0G@~U und somit
M =0G@~U. Ein Rand, der eine rein (n — 1)-dimensionale analytische
Menge ist, ist aber in allen Punkten pseudokonvex 19). Also ist a fortiori & in
ro pseudokonvex, q.e.d.

2. Eine weitere Folgerung aus Satz 4 ist :

Satz 7. Es set & = (G, @) ein unverzweigtes Riemannsches Gebiet iiber dem
C"; H(®) = (G’ <D) ser die unverzweigte Holomorphzehiblle 1) von G&. Es be-
zeichne v die spurpunkttreue holomorphe Abbzldung von G in G. Ist dann M eine
rem (n — 1)- dzmenszonale analytische M Lenge in G und bezeichnet M die in G
analytische Menge t—l(M ), so st auch (G M 45) ein Holomorphiegebiet, und

10) Es gilt bekanntlich folgender Satz: Es sei G ein Gebiet im Cn und M eine in G irreduzible
(n — 1)-dimensionale analytische Menge, es set D eine nichtleere Teilmenge von M . Dann ist G — D
genau dann pseudokonvex in allen Randpunkten re D, wenn gilt D = M. Ein Beweis ergibt
sich leicht aus Satz 19 in [5], p. 51.

1) Ist ® = (@, D) irgendein unverzweigtes RIeMaNNsches Gebiet, so kann man den Durch-
schnitt $(®) aller ® umfassenden Holomorphiegebiete definieren, vgl. [5], p. 70. H(®) ist
ein unverzweigtes RieManNsches Gebiet, welches ® enthilt; man nennt §)(®) die Holomorphie-
hiille von 6. Ist $(®) endlich-blattrig, so folgt aus Untersuchungen von P. THULLEN [32], dal
$(®) ein Holomorphiegebiet ist. §(®) ist sogar stets ein Holomorphiegebiet, wie sich aus den
Resultaten von K. OrA [25] ergibt.
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es gilt: ~ ~ ~
SGE—M,D)= (G — M, D)1?) .

Beweis : a) Wir zeigen zunichst, daB (é M , @ ) ein Holomorphiegebiet
ist. Da (&, (5) als Holomorphiehiille ein Holomorphiegebiet ist, folgt aus
Satz E, daf3 (C’v7 , (5) ein pseudokonvexes RiemanNsches Gebiet ist. Daher kann
eine ausgezeichnete Schar ¢!'(w,?) in (gr’ M , 55) auf 3(5 M ) hochstens
solche Punkte besitzen, die zu M gehoren. Trifft das aber zu, so ist die Schnitt-
zahl von o!'(w, 1) mit M von null verschiedenla) Das gilt dann auch noch fiir
die Schnittzahl von al(m to), 0 <th<1l mit M. Da aber 01(m t) eine aus-
gezeichnete Schar in (G M (D) ist, so ist o'(w, ¢{H)~ M leer. Wider-

spruch ! Also ist auch (G (D) pseudokonvex und mithin nach Satz E ein
Holomorphiegebiet, q. e. d.

b) Wir setzen nun H(G — M, D) = ¢’ = (¢, ?'). Da G’ als Durchschnitt
aller das RIEMANNsche Gebiet (G — M, @) umfassenden Holomorphiegebiete
definiert ist und (G — M, @) in (5‘ M , (1~5) enthalten ist, folgt aus dem
unter a) Bewiesenen, dafl ' in (Er’ — M , 5) enthalten ist. Es bezeichne etwa

o die spurpunkttreue holomorphe Abbildung von G' in G — M. Die Aussage
von S&tz 7 bedeutet offenbar, dafl o eine eineindeutige Abbildung von G’ auf

G — M ist. Um das zu beweisen, adjungieren wir zu G’ a.lle Randpunkte

r'€d@’', zu denen es eine schlichte Umgebung U(r') ¢ el gibt, so daB

c(U(r')~2G') in M enthalten ist. Wir erhalten auf diese Weise eine Menge
G*; die Abbildung @' kann zu einer Abbildung @* von G* in den C" fortgesetzt
werden. Offenbar ist G* = (G*, ®*) ein unverzweigtes RiEMANNsches Gebiet

iiber dem C” ; die Abbildungo: ¢’ — G — M 1aBt sich spurpunkttreu zu einer
stetigen Abbildung ¢* von G* in @ fortsetzen. Es gilt & ¢ G* ¢ (6).
Wiire o keine eineindeutige Abbildung von G' auf G — M, so wire G* echt

13) Fiir Gebiete im Raum zweier komplexen Veranderlichen wurden Aussagen von ahnlichem
Typus bereits von W. ROTHSTEIN gewonnen; vgl. [30], p. 222.

13) Zum Begriff der Schnittzahl vgl. etwa [1], p. 410 ff. In einer orientierten Mannigfaltigkeit
ist die Schnittzahl S(F,, F,) zweier abgeschlossener orientierter Flachen #, und F, von komple-
mentérer Dimension genau dann definiert, wenn gilt:

OF, ~ Fy = F, ~n 0F, = leer  (Schnittzahlbedingung).
Ist die Flache F, zu einer Flache F| vermoge einer stetigen Schar {F’(¢), 0 <<t < 1} von Flachen
homotop und ist fiir alle Flachenpaare F’ (t), F; die Schnittzahlbedingung erfiillt, so gilt
S(Fy, F,) = S(F{:Fe) .
Nach Osaoop {27], p. 320 ff. folgt, daB die Schnittzahl zweier analytischer Fliachen in bezug auf
die durch die komplex-analytische Struktur induzierte Orientierung stets positiv ist, sofern
F, ~ F; nicht leer ist; vgl. auch [18], p. 79.
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in $(®) enthalten. Da $(®) das kleinste G umfassende Holomorphiegebiet ist,
wire alsdann G* kein Holomorphiegebiet und also auch nach Satz E nicht
pseudokonvex. Unter Benutzung von Satz 4 sowie eines weiteren Satzes aus
der komplexen Analysis 148t sich nun aber zeigen, dafl G* pseudokonvex ist.

c) Wir betrachten in G* die analytische Menge M* = g*—1 (le ) und setzen :

A = M*~3@*. Offenbar ist G* in jedem Randpunkt, der nicht zu A4 gehort,
pseudokonvex, da in der Néhe eines solchen Punktes der Rand von G* dieselbe
Struktur wie der Rand des Holomorphiegebietes G’ hat. Um die Menge
A CdG* niher charakterisieren zu konnen, ziehen wir die CARTANsche Ideal-
theorie heran. Aus einem tiefliegenden Satz dieser Idealtheorie ergibt sich, daf3

die im Holomorphiegebiet $(®) analytische Menge M im Nullstellengebilde
einer in G holomorphen, nicht identisch verschwindenden Funktion f enthalten

ist 14). Setzen wir f* = f~o o*, soist M* im Nullstellengebilde von f* enthalten.
Daraus folgt, daBl 4 eine diinne Menge in oG* ist.

Mit 4, sei nun die Menge der hebbaren Randpunkte von 9G*~ 4 bezeichnet.
Wir wollen beweisen, dafl G* in jedem Punkt r*eA; pseudokonvex ist. Nach
Definition 5 gibt es eine Umgebung U = U (r*) ¢ 5*, so dal (U, 5*) ein
schlichtes RiEmaNNsches Gebiet und 0G*~ U in einer in U rein (n — 1)-
dimensionalen analytischen Menge N enthalten ist. Die Menge N zerfillt, falls
U hinreichend klein gewihlt ist, in U in endlich viele irreduzible Komponenten

N,, 6=1,...,s. Wir diirfen annehmen, da N so beschaffen ist, dal
8
(N, — U N,))~0G*
o’

fiir kein o leer ist. Wir behaupten nun: 0G*~ U ist stets eine rein (n — 1)-
dimensionale analytische Menge in U. Daraus ergibt sich dann in Verbindung
mit dem in FuBinote 10 zitierten Satz unmittelbar die Pseudokonvexitit von
G* in r*.

Wir unterscheiden zwei Fille :

«) Der Punkt r* liegt iiber einem inneren Punkt von G (beziiglich der Abbil-
dung o*).

B) Der Punkt r* liegt iiber einem Randpunkt e lE] (beziiglich der Abbil-
dung ¢*).

ad «) : In diesem Falle 148t sich, falls U hinreichend klein gewihlt ist, die in

14) Nach [25] sind unverzweigte Holomorphiegebiete sogenannte holomorph-vollsténdige
komplexe Mannigfaltigkeiten (zu diesem Begriff vgl. etwa [10]). In solchen Mannigfaltigkeiten
der Dimension n ist aber jede analytische Menge das simultane Nullstellengebilde von hochstens
(n + 1) holomorphen Funktionen. Vgl. hierzu [8] sowie [11], Satz 1.
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U — 0G* analytische Menge M*~(U — 0G*) zu der in U analytischen

Menge M** — b’*—l(ll} )~ U fortsetzen. Die Menge U — (0G*v M**) ist eine
offene Menge in G’ ; da 9G*< M** in U als Randpunktmenge von &’ aufgefaBt
werden kann und &’ ein Holomorphiegebiet ist, so folgt, daB U — (8G*v M**)
in allen Punkten von 0G*v M** pseudokonvex ist. Dann aber ergibt sich
analog wie im Beweise von Satz 6, dal U~ (6G*v M**) eine rein (n — 1)-
dimensionale analytische Menge in U ist. Da M** selbst in U eine analytische,
rein (n — 1)-dimensionale Menge ist, folgt, dal 0G*~ U eine rein (n — 1)-
dimensionale analytische Menge in U ist.

~

ad B): In diesem Falle betrachten wir die Menge U’ = U ~o*-1(G). Diese
Menge umfafit U — 0G* und ist in allen Randpunkten, die innere Punkte von

U sind, pseudokonvex, da $(6®) = (@, (5) ein Holomorphiegebiet ist. Es folgt
weiter, dal U — U’ eine rein (n — 1)-dimensionale analytische Menge in U
ist. 0G*~ U umfallt U — U’ und ist andererseits in der rein (n — 1)-dimen-
sionalen analytischen Menge N enthalten. Sei nun N; eine irreduzible Kompo-
nente von N in U, die nicht in U — U’ enthalten ist. Nach Voraussetzung
gibt es einen Randpunkt von G*, der zu

8

N,— UN,

z :
gehort. Dieser Punkt liegt aber notwendig iiber einem inneren Punkt von @.
Da in «) gezeigt wurde, daBB G* in allen diesen Punkten pseudokonvex ist,
folgt15), dal U~0G* die Menge N; umfaBt. Daher gilt U~0G* = N, das
hei3t aber, dal dG*~ U eine rein (n — 1)-dimensionale analytische Menge in
U ist.

Aus dem bisher bewiesenen ergibt sich, daB das RiemanNsche Gebiet
6* = (G*,0*) in allen Randpunkten aufler den Punkten der Menge 4 — A4,
pseudokonvex ist. Nun besteht aber 4 — A; nach Definition von A4, aus
lauter nicht-hebbaren Randpunkten. Da iiberdies A — 4, als Teilmenge von
A eine diinne Randpunktmenge ist, folgt aus Satz 4, da G* pseudokonvex
schlechthin ist. — Satz 7 ist bewiesen.

3. Dem Beweise von Satz 4 schicken wir einen Hilfssatz voraus :

Hilfssatz 1. Es ses G = (@, D) ein unverzweigtes Riemannsches Gebiet #ber
dem C*, das itber einem Gebiet G* ¢ C* liegt (das heifft D(G) ¢ G*); M* sei eine
rein k-dimensionale, in G* singularititenfrei liegende analytische Menge ; ferner
set A eine Menge von nichthebbaren Randpunkten in 0G mit

D(A)~G* ¢ M* .

18) Vgl. FuBnote 10.
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Ist dann reA ein Randpunktvon ®,der iiber M* liegt, und tst U eine Umgebung
von r, so daf3 G in allen Punkten von (0G~U) — A pseudokonvex ist, so ist auch
oG tn r pseudokonvezx.

Beweis : Offenbar ist die Aussage des Hilfssatzes lokaler Natur. Schlagen wir

um 3 = Ei(r) eine Hyperkugel K*((G*, so brauchen wir deshalb den Hilfs-
satz nur fiir das RIEMANNsche Gebiet (@-1(K*)~ U, @) zu beweisen. Ist K*
hinreichend Kklein, so ist M*~ K* im Nullstellengebilde N einer in K* holo-
morphen Funktion

n af
f(2e, - ,2,), df =2 dz,s£ 0,

y=1 azp
enthalten. Da der Begriff der Pseudokonvexitét unabhingig von der Wahl der
Koordinaten z,,..., 2, ist, darf man noch auf die z,,...,z2, eine beliebige
Koordinatentransformation anwenden. Durch eine solche Koordinatentrans-
formation in K* kann man nun erreichen, dal N in bezug auf die neuen Koor-
dinaten in K* genau die Punkte der Ebene E"-!: {3,2, =0} ausmacht. Man
kann K* als Gebiet des Raumes der neuen Variablen auffassen. Da wir hoch-
stens mehr beweisen, wenn wir M* und G* vergroflern, diirfen wir sogar beim

Beweis unseres Hilfssatzes voraussetzen, dafl gilt: G* = C", M* = E*1,

G = & 1(K*)~U. K* sei so klein gewihlt, daf3 &1 (K*)~nU«U(r) und @
somit in 9G¢ — A pseudokonvex ist.

Wir beweisen nun Hilfssatz 1 in zwei Schritten. Zunichst zeigen wir :

1. Die euklidische Distanzfunktion —In §(x, E™1) beziglich E™* ist pluri-
subharmonisch in G.

Aus Satz 3 folgt, daB die Beschrinkung von — In é(x, E*1) auf G — M,
M = @-1(E™1), eine plurisubharmonische Funktion p(z) ist. Offenbar ist p(x)
in der Umgebung jedes Punktes von M nach oben beschrinkt. Daher ist p(x)
nach Satz 1 eindeutig zu einer in ganz G plurisubharmonischen Funktion P (x)
fortsetzbar. Wir behaupten, daB in ganz G gilt: p(z) = — In §(x, E*1).

Da nach Konstruktion von p(z) (vgl. Satz 1) fiir jeden Punkt z'eM gilt

$(a') = lim (— Iné(x, Em-1))

z—>z',z€e@—-M
und ferner p(x) und — In 6(z, E*1) in ganz @ halbstetig nach oben sind, so
ist sicher stets p(z) << — In §(z, E*!). Um einen Widerspruch zu bekommen,
werde nun angenommen, es gibe einen Punkt

IBOGM mit f)(xo) <m1 <— ].n 6(x0, E‘n_l) .

Dann kann man eine n-dimensionale Hyperkugel K (¢G um z, finden, derart,
daf fir zeK — M gilt: — In d(x, B ')<m,. Aus diesen beiden Unglei-
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chungen folgt :
8z, E* V) >e ™™ >§(xy, E"Y), xeK— M.

Es habe nun H(x, E*-1) = H, dieselbe Bedeutung wie in § 2.4 ; dann ist

U H,= B ein Teilgebiet von @, das durch @ eineindeutig auf ein Gebiet
z€K-M

B* ¢ " abgebildet wird. Es ist B* = U H"1(3,6(x, E™1)) ; dabei
3€d(K)— E"1

bezeichnet H"-1(3,d(x, E*')) die (n — 1)-dimensionale Hyperkugel um

3 = @(x) in der Ebene E"-1(3) mit dem Radius é(x, E*-1). Wir setzen nun

B* = B* v H™1(3,, e™) , 30 = D () ,

und bezeichnen dann mit B die Menge 5“1(5*% B, wobei B die abgeschlos-
sene Hiille von B in G sei. Da die Kugel H, einen Radius § <e~™ hat, dagegen
alle Kugeln H, mit xeK — M einen Rad.lus o(x, E"1) >e—’"1 haben, ist B*
ein Gebiet. Ferner liegt jeder Punkt r,¢0H, ~9G auch i in . B.

Konnen wir nun zeigen, da die fortgesetzte Abbildung @ die Menge B topo—
logisch auf B* abbildet, so folgt oﬁensmhthch daB jeder Randpunkt r,€dG ~ B

hebbar ist ; denn dann ist B = (B, @) ein schlichtes RiEmaNNsches Gebiet
und B~3G ¢ &1 (£"-1) eine diinne Menge 1. Ordnung.

Zunéichst beweist man leicht, daBl jeder Punkt 3e§* als Bildpunkt vor-
kommt. Die Abblldung ist aber auch umkehrbar. Giibe es etwa zwei verschie-

\J

dene Punkte xl,xgeB mit ¢(x1) = D{gy) = 316B*, so miifite es nach Defi-

nition von B und der Randpunkte von @ eine zusammenhéngende Umgebung
V*(3,) ¢ B* geben, deren Urbild V = &-1(V*) in zwei Teilbereiche V,, V,
zerlegt werden kann, die einen nichtleeren Durchschnitt mit B haben. Da @
das Gebiet B topologisch auf B* abbildet, ist dann V* — E"-! Vereinigung
der punktfremden offenen Mengen @(V,~B) und @(V,~ B). Andererseits
ist V — E*! zusammenhingend. Widerspruch !

Es ist also bewiesen, daB r,€¢9H, ~ 9G ein hebbarer Randpunkt ist. Nach Vor-
aussetzung ergibt sich daher : r,edG—A4 . ® soll in diesen Punkten aber pseudo-
konvex sein. Das ist jedoch in 7, nicht der Fall. Denn ist {z(f), 0 <t <1} mit
z(l) =17y, x(t)eH (x,, E™1) fiir 0 <t< 1, eine Kurve und bezeichnet E (f)
das 1-dimensionale Ebenenstiick in B senkrecht zu H (x, B"1), ze K, 80 ist
E(), 0<t<1, eine ausgezeichnete Schar 1-dimensionaler analytischer
Mengen, die nicht der in Definition 8 gestellten Forderung geniigt.

Damit ist bewiesen, da8 ein x, der bezeichneten Art nicht existiert. Es gilt
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also: —Iné(z, E71) = ; (), das heilt — In §(z, £7') ist in G plurisub-
harmonisch.

Wir betrachten nun die Folge von RieMaNNschen Gebieten 6,=(G,, ®) mit
G, = {xeG, — Indé(z, E" ) <v}. G, ist auf Grund des unter 1) bewiesenen
nach Satz D in allen Punkten 7 ¢dG, pseudokonvex, die iiber einem inneren
Punkt von @ liegen, fiir die also gilt: 7,(7)e@ (i, : G, — G bezeichne wieder
die Injektion). Wir behaupten:

2. ®, st pseudokonvex schlechthin.

Ist das nicht der Fall, so gibt es eine ausgezeichnete Schar o} (w,t), ¢ = }e?,

eindimensionaler analytischer Mengen in é,,, so da 7 = {o}(w,1)}~0G,
nicht leer ist 16).

T enthdlt notwendig Punkte iiber 9G. Anderenfalls wire niamlich @, in
jedem Punkt von 7" pseudokonvex, und die in bezug auf &, gebildete Distanz-
funktion — In dg,(2) miiite nach Satz C in der Nihe von 7' plurisubharmo-
nisch in G, sein. Dann aber wiire — In é (o3(w,?)) fiir hinreichend groBes ¢ <1
jeweils in einer Umgebung W der in der komplexen w-Ebene gelegenen Menge
{w, oz(w, 1)e 0G@,} subharmonisch und miiBte iiberdies fiir £ — 1 einmal auf
oW kleiner als in W werden. Das aber ist ein Widerspruch zum Maximum-
prinzip.

Sei etwa 7, = ol (w, 1)edQ, ein Punkt iiber 8G ; es gebe also ein 7,e0G mit
U,(7,) =r,. Der Punkt 7, ist durch die Kurve z(t)=ol(w,t), 0<t<lI,
mit dem inneren Punkt z, = ¢L(w, 0)eG, verbunden. Wir legen durch die
Punkte z(t), 0 <<t<l, jeweils die (n — 1)-dimensionale Hyperkugel
H (z(t), E»') ¢ G@. Die Radien derselben sind sémtlich groer als e~*. Bezeich-
net nun H (¢) die in H (x(t), E"') enthaltene, konzentrisch um z(t) liegende
(n — 1)-dimensionale Hyperkugel vom Radius e, soist {H (¢)} fir 0 <t<1
eine Schar (n — 1)-dimensionaler analytischer Mengen in @, die durch eine
Schar holomorpher Abbildungen ¢"1(w,t), 0 <t<1, der Hyperkugel H,:
{|w] = (|wg|2 +-- -+ |w,|?)} <e*} des w,,..., w,-Raumes in G gegeben
werden kann. Bezeichnen z,(?),...,2,(t) die Koordinaten von @ox(f), so
kann man ¢"!(w, t) insbesondere so vorgeben, daB gilt :

d)oo'n.—l(w, t) = (zl(t): z2(t) + w2’ LS zn(t) + wn) .

Daraus ersiecht man aber (vgl. die Bemerkung § 2, 1), daBl die Schar

o"1(w,t) stetig zu einer in G ausgezeichneten Schar ¢"1(w,t), 0 <t < 1,
von (7 — 1)-dimensionalen analytischen Mengen fortgesetzt werden kann.

1¢) Vgl. die Bemerkung im AnschluB an Satz C.
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Wir benoétigen als Zwischenresultat:

a) Die Menge {6"'(w, 1)} ist in 0Q enthalten.
Wire das nicht der Fall, so géibe es einen Punkt wgeH,, so dafl der Punkt
x, = 6" 1(w,, 1) in G liegt und iiberdies gilt :

— In d(zy, E* ) >—1n (e — |wy]) -

Andererseits gilt aber : lim —Ind(x, B» ) < —In(eV —|w,]) ,
z—>2z,, z€{0" Y, t); 0<t <1}

da fiir alle Punkte x,(¢) = 0" 1(w,, ), 0 <t<1, die Ungleichung
0 (2o(t), ") = e — | wy]

besteht. Der folgende, weiter unten zu beweisende Hilfssatz gibt nun einen
Widerspruch :

Hilfssatz 2. Ist 0" '(w,t) eine Schar von singularititenfres in einer n-dimen-
stonalen komplexen Mannigfaltigkeit X eingebetteten (n —1)-dimensionalen ana-
lytischen Mengen, und ist p(x) eine plurisubharmonische Funktion in X, so gilt
in jedem Punkt zqe{c™'(w, 1)} die Gleichung:

lim p(x) = p(xy) , wober S = {c"w,t), O0<Lt<]}.

Z—>xy, €S

Wir benotigen ferner :

b) Es gibt ein t,, 0 < t,<1, sodap firallet,t' mit t, <t, t' <1 die Schnitt-
zahl S(t,t") von {og(w,t)} mit {o"(w,t)} <n bezug auf die natirliche
Orientierung wohldefiniert ist.

Zum Beweise haben wir zu zeigen (vgl. FuBlnote 12), daB ein #,, 0 <<{,<1,
so gewihlt werden kann, daB gilt :

«) Die Menge {o}(e?’,t}, — n <& < =, hat keinen Punkt mit der Menge
{o"(w, t')} gemeinsam, falls ¢, <t¢, t'<1.

B) Die Menge {o™(0H,,t')} hat keinen Punkt mit der Menge {o}(w,t)}
gemeinsam, falls ¢, <%, t'<1.

Da ol(w,t) eine ausgezeichnete Schar ist, hat die Menge {o}(¢*%, ¢)} einen
Abstand d>0 von G. Da nach 2. die Menge ¢"~1(w, 1) in 9@ enthalten ist,
kann man ¢, so groB wihlen, daB jeder Punkt von ¢"(w, ') fir f, <t'<1
von 9@ héchstens den Abstand —g— hat. Bei Wahl dieses #, hat dann {o}(¢*?, t)}

keinen Punkt mit {o"'(w,?')} fir 2, <t,t' <1 gemeinsam ; «) ist also be-
wiesen.
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Die Behauptung f) ergibt sich ebenso einfach. Die Kugeln {¢"!(w, t)}
haben simtlich den Radius e”. Da aber ¢ = }e~”, so ist klar, daB ¢, auch
noch so gewihlt werden kann, dafl g) erfiillt ist.

Nunmehr ergibt sich leicht, daB &, pseudokonvex schlechthin ist. Die
Schnittzahl §(t,¢) von {ot(w,?)} mit {o"(w,t)} ist nach bekann-
ten Sidtzen iiber Schnittzahlen (vgl. FuBBnote 12) fiir alle £, mit £, <t¢,¢ <1
stets dieselbe. Ist ¢ = =#;, so haben {o;(w,?,)} und {o"'(w,¢,)} den
Punkt xz(t,) gemeinsam. Da sich analytische Flichen nur positiv schneiden
konnen (vgl. Fullnote 12), ist S(t,, ;) also positiv. Andererseits kénnen wir
aber bei vorgegebenen ¢, #, <{t<1, stets ein ¢' in hinreichender Nihe bei 1
finden, daB {¢"!'(w,t')} keinen Punkt mit {o}(w,t)} gemeinsam hat; ist
namlich d, >0 die Randdistanz von {o}(w,t)} zu 0G, so braucht man ¢ nur
so nahe bei 1 zu wihlen, dafl kein Punkt von {¢"-(w, ')} von 8@ eine grioBere
Entfernung als d,/2 hat. (Das ist wegen a) moglich.) Fiir die so bestimmten
Zahlen ¢,t" ergibt sich dann: S(¢,¢) = 0. Dieser Widerspruch zu S(¢,t')
= S(¢,,t,) 16st sich nur so, daB ®, in allen Randpunkten pseudokonvex ist.

Da die ¢/, das Gebiet G ausschopfen, mufl nach Satz D'’ auch & selbst pseu-
dokonvex sein. Damit ist Hilfssatz 1 bewiesen.

Wir holen nun den Beweis von Hilfssatz 2 nach. Wir wihlen eine hinreichend
kleine Umgebung U (x,) und eine in U singularititenfrei eingebettete RIE-
MANNsche Fliche ¥, die {¢"'(w, 1)} nur in z, schneidet und nicht beriihrt.
Es gibt dann ein ¢;,, 0 <f,<<1, so daf} alle Flachen {¢"'(w,t)}, ¢, <t <1,
ebenfalls F in genau einem Punkt schneiden, wie man sofort einsieht, wenn
man F als Nullstellengebilde von (» — 1) holomorphen Funktionen darstellt
und diese auf ¢"1(w,?) beschrinkt.

Es sei nun z(t), ¢, <t <1, die Kurve F~o"1(w,t). Die Beschrinkung
von p(z) auf F ist subharmonisch. Nach § 1, 2. d) gilt daher

p(x,) = lim p(2(t)) .

t—>1

Daraus folgt a fortiori die Behauptung des Hilfssatzes.

4. Unter Benutzung von Hilfssatz 1 lduft nun der Beweis von Satz 4 wie
folgt : Wir haben zu zeigen, dafl ® in allen Punkten aus 4 pseudokonvex ist.
Um einen Widerspruch zu gewinnen, werde angenommen, das sei nicht der
Fall. Die Teilmenge A’ ¢ 4 derjenigen Randpunkte von &, in denen & nicht
pseudokonvex ist, ist dann nicht leer. Sei ryed’ irgendein Punkt ! Nach Vor-

aussetzung gibt es eine Umgebung U(ry) ¢G undin U(ry)~G eine nirgends
identisch verschwindende holomorphe Funktion f mit der Eigenschaft, dal zu
jedem Punkt reU~ A4’ eine Folge x,eU~G mit lim f(z,) = 0 existiert, die
gegen r konvergiert. e
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Wir betrachten nun das RreMaxwsche Gebiet U = (U~@, ®). (U~Q) ist
durch die Injektion 7 in G abgebildet. 7 ist eine topologische Abbildung von
U* =7-1(U) auf U. Offenbar ist auch A =11 (U~A') ¢ U* eine in bezug
auf f diinne Menge. Das RIEMANNsche Gebiet U ist in keinem Punkt von A
pseudokonvex, dagegen aber in allen Punkten von (8(U~ @)~ U¥*) — A.

Das Holomorphiegebiet ®&* = (G*, ®*) der Funktion f(z) enthilt nach
Definition das Gebiet . Es gibt daher eine spurpunkttreue stetige Abbildung

von U~@ in G*, die sich zu einer stetigen Abbildung ¥ von (G: U) in a*

fortsetzen 1aBt. Wir behaupten, dal kein Punkt von A iiber einem inneren
Punkt von G* liegt.

Dazu sei die Fortsetzung f*(x) von f(x) in G* gebildet ; M sei das Null-
stellengebilde von f*(z). Es gilt (%(Z)m G*) ¢ M. Wir bezeichnen mit M, die
Menge der nicht gewohnlichen Punkte von M, mit M, die Menge der nicht
gewohnlichen Punkte von M, usw. Nach einem bekannten Satz iiber die Ver-
teilung der nicht gewShnlichen Punkte in einer analytischen Menge sind alle
Mengen M,, k=1,...,n — 1, analytische Mengen, deren Dimension héch-
stens gleich n — &k — 1 ist (vgl. hierzu auch [29], p. 286 sowie [8], Exposé
I1X). Aus Hilfssatz 1 folgt sofort, daB kein Punkt von A iiber einem Punkt
von M — M, liegen kann ; denn dort ist sicher U pseudokonvex. Nochmalige

Anwendung desselben Hilfssatzes ergibt, da 7-}(M, — M 2)MZ leer ist. So
fortfahrend folgt nach héchstens n Schritten, daB ¥-1(M)~ A selbst leer ist.

~

Zeigen wir nun noch, daB 7(4)~M nicht leer sein kann, so ist ein Wider-
spruch gewonnen und Satz 4 bewiesen. Da U in den Punkten von A nicht
pseudokonvex ist, gibt es in U eine ausgezeichnete Schar 1-dimensionaler ana-
lytischer Mengen o'(w,t), so daB {o*(w, 1)}~3d(G~U) nicht leer und in
7-1(@G)~ U* enthalten ist. {o'(w, 1)} enthilt dann aber auch sicher wenig-
stens einen Punkt rlez‘iv . Dennda Uin 3(G~U)~1"2(U) — A pseudokonvex
ist, ist die Funktion — In dg(x) in der Nahe dieser Punkte plurisubharmo-
nisch (Satz C). Die Funktionen 8(w) = — In dg (¢'(w, ¢)) sind dann fiir hin-
reichend groBes ¢ in einer Umgebung W der Menge 8 = ¢~1(9(G'~ U), 1) sub-
harmonisch. Da dieselbe aber fiir ¢ - 1 einmal auf dem Rande daW kleinere
Werte als im Innern von W annehmen muB, steht das im Widerspruch zum
Maximumprinzip.

Aus einem bekannten Kontinuitidtssatz1?) folgt nun, dafl f(z) in r, holomorph
ist. Es gilt also ¥(r;)eG*. Daher ist ¥(4)~G* nicht leer, q. . d.

17) Vgl. [3], p. 357.
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§ 4. Verzweigte Holomorphiegebiete

1. Bei der Untersuchung der Existenzgebiete holomorpher Funktionen hat
man bisher die Verzweigungspunkte und allgemein die Stellen algebroiden Ver-
haltens unberiicksichtigt gelassen (vgl. [5], [2]). Dieses an sich unnatiirliche
Vorgehen findet seinen Grund in dem anfangs noch unzureichenden Zustand
der Topologie, der eine Definition des verzweigten RIEMANNschen Gebietes
ausschlo. Es zeigt sich nun, dafl die zu entwickelnde Funktionentheorie in
verzweigten RIEMANNschen Gebieten wesentlich von der bekannten Theorie in
unverzweigten Gebieten verschieden ist. Wie schon in § 2 angefiihrt (Satz E),
zeigte K. ORA die Aquivalenz der unverzweigten Holomorphiegebiete und der
unverzweigten holomorphkonvexen RIEMANNschen Gebiete. Wir werden jedoch
nun ein Beispiel eines verzweigten Holomorphiegebietes angeben, das weder
holomorphkonvex noch pseudokonvex ist (vgl. auch [16]).

Es seien zunidchst C?, x = 1,..., k, k Exemplare (k>2) des 2-dimensio-
nalen komplexen Zahlenraumes der Verinderlichen z,, w,. Im kartesischen

k
Produkt C%* = x C? werde die rein (k + 1)-dimensionale analytische
Menge =1

Xk+1____l___:___ __ *x

— s e s

W, Wy Wy,

betrachtet. Wie bereits in [13] gezeigt wurde, ist X*+! lokal irreduzibel ein-
gebettet und bildet somit — versehen mit der induzierten komplexen Struktur -
einen komplexen Raum. Alle Punkte von X*+'— O (O = Nullpunkt des C?%)
sind gewohnliche Punkte und deshalb uniformisierbar. O selbst besitzt keine
uniformisierbare Umgebung.

X*+1 wird durch die k-dimensionalen analytischen Ebenen der Schar

N S
E(s)——lwl-—wz— . wk_..s
iiberdeckt, wenn s die Zahlen einer Riemannschen Zahlenkugel durchliuft.
Zwei Ebenen E (s,), E(s,), s; # s, schneiden sich genau im Punkte O.
2. Durch die lineare holomorphe Abbildung
Vo =2, + 2%,
Uy =Wy %%,
: %, #o, fir vFu; |a|==1,
Vp = Wy, + 6x2p vou=1,...,k,

wird X¥*+1 nirgends entartet auf den Raum C*, n = k + 1, der Verdnderlichen
Vg, V1, ..., U, abgebildet.
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Jede Ebene F (s) wird némlich durch @ eineindeutig linear auf die (n — 1)-
dimensionale analytische Ebene

k k k
vor- II(1 + o, 8) —8 X v,- IT(1 4+ ,8) = 0
z=1 n=1 v=1

vz
im C™ bezogen. Daraus folgt, daB} jeder Punkt b = (v,, v, ¥s, ..., v;)eC" in
jeder Ebene X (s) hochstens einen Urbildpunkt besitzt. Die Parameter s der
Ebenen E (s), in denen ein solcher Urbildpunkt liegt, miissen notwendig das

Polynom k % &
P(s) =vlI(1 + x,8) —8 X v,- IT(1 + «,8)
n=1 x=1 y=1
v
annullieren, oder es mufl s =co sein. Da P(s) nur fiir v = O identisch ver-
schwindet und im iibrigen hochstens vom Grade k ist, besitzt jeder Punkt
p % O hochstens & verschiedene Urbilder in X%+, Uber v = O liegt aber
nur der Punkt OeX*+!. Somit liegen alle Urbildpunkte jedes Punktes veC”
isoliert in X*+1 q.e. d.
Es sei nun K ein beliebiger Kreis {|s| <d <1} der s-Ebene. Die Menge

G = {UE(s)} — O ist eine offene, zusammenhingende Teilmenge von

3€K
X¥k+1— 0. Da @ eine nirgends entartete Abbildung ist, folgt aus [10], Satz 13,

dal ® = (G, D) ein RiemaNNsches Gebiet iiber dem C™ ist, das nur aus uni-
formisierbaren Punkten besteht. Wir notieren einige Eigenschaften von
6 = (G, D).

(1) G ist analytisch isomorph dem kartesischen Produkt Y = K X {C*— O}.
Beweis : Die Abbildung

bildet G eineindeutig auf Y ab.
Wir zeigen weiter :

(2) Es gibt einen Punkt vy= (0,27, ..., vQ)eC", iber dem genau ein Nicht-
verzweigungspunkt und keine weiteren Punkte von G liegen.
Beweis : Wir wihlen v, so, dal +” 520, » = 0,...,k und P (s) mit diesen

Werten genau eine einfache Nullstelle in einem Punkte sye K besitzt. Das ist
moglich, da bei beliebigen v, auch die Koeffizienten von P (s) beliebig sind. Zu
8o gehort genau ein Punkt z,eX%+1, der iiber v, liegt. Dieser ist in E (s,) ent-
halten. Also gilt z,e¢@. Die anderen Punkte iiber v,, die zu einem s, P(s) = 0,
8 # 8,, gehoren, liegen in einer Ebene E (s), s¢ K, und daher nicht in G, q.e.d.
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Wir fiigen jetzt zu @ alle erreichbaren Randpunkte  hinzu. Da G ein Teilge-
biet von X%*+! — (O mit glattem Rande ist, kann man 0G auBlerhalb O durch die
Héufungsmenge von @ in X¥+'— O — @ reprisentieren. Die oben angegebene
Abbildung = 148¢ sich in diese Menge fortsetzen : Zu jedem Punkt r¢dG, der
nicht iiber O liegt, gibt es in X*+1— O eine Umgebung U (r), die vermoge n
umkehrbar holomorph auf eine Umgebung

U*(r*) cC* , r*¥ =n(r)edK X {C*— O}

abgebildet ist. dG@ hat in der Nihe von r die gleiche (analytische) Struktur wie
dY in der Néhe von 7*. Daraus ergibt sich :

(3) Ist 7eine in Y holomorphe Funktion, die in
r* = n(r)edY ,  red@ — &-1(0)

eine Singularitit hat, so laft sich 7: for micht dber redG hinaus holomorph
fortsetzen.
Wir beweisen ferner :

(4) Uber OeC" liegt genaw ein Randpunkt r,edG .

Beweis : Es geniigt zu zeigen, dall das Urbild &-1(U) jeder Hyperkugel
U (0) ¢ C* eine nichtleere zusammenh#éngende Menge in @ ist. Das aber ist klar,
da 7o @ Y(U) = {(8(vy +- -+ v), v3(L+0%:8), ..., (1 +0,8) eU} immer
eine zusammenhingende Menge um K XO in Y ist.

Dem Kontinuum der Randpunkte K XO von Y entspricht also genau ein
Randpunkt von @, wihrend die Punkte von 0K X {C*— O} und 9G — @-1(0)
eineindeutig einander zugeordnet sind. Man kann z~! zu einer stetigen Abbil-

dung %-! von ¥ in @ fortsetzen.
3. Wir zeigen nun :

(5) ® ust esn Holomorphiegebiet.

Beweis: K X C* ist als Polyzylinder ein Holomorphiegebiet ([56], p. 77). Es
gibt also eine holomorphe Funktion *f(3), die K XxC* zum Existenzgebiet
hat. Nach (3) ist f(x) = *fo () eine holomorphe Funktion in G, die in allen

Randpunkten redG — r,, r, = @-1(0), singulér ist. r, selbst ist aber Hiu-
fungspunkt dieser Randpunkte ; denn - bildet Y stetig auf G ab, wobei jede

Umgebung U ¢ Y von KXO in eine Umgebung von r, iibergeht. Diese Um-
gebung enthilt stets Bildpunkte von 9K X (C*— 0). Es folgt also, dafl f(x)
auch in r, wesentlich singuldr wird.

12 Commentarii Mathematici Helvetici
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Es sei nun 6* = (G*, &*) das Existenzgebiet von f(x). © ist in G* ent-
halten, f(z) ist in G* hinein fortsetzbar. Die Abbildung 7 : G — G* (vel.
§ 2, 4) bildet keinen Punkt von dG in das Innere von G* ab, da f(x) iiberall in
G singulér ist. Folglich ist % = (@, 7, G*) eine unbegrenzte Uberlagerung
von G*. Da 7 aullerdem spurpunkttreu abbildet und nach (2) iiber einem ge-
wissen v,eC" genau ein Punkt von @ liegt, muBl U einblittrig sein : 7 bildet
mithin ¢ umkehrbar eindeutig auf G* ab. @ und G* sind identisch, das heiflt &
ist selbst das Existenzgebiet von f(x) und damit ein Holomorphiegebiet.

Weiter gilt :

(6) ® st in allen Randpunkten r # r, pseudokonvex, jedoch in r, nicht, also
auch nicht pseudokonvex schlechthin.

Beweis : Zunichst ist G pseudokonvex in jedem Randpunkt r £ r,, da in
der Nihe eines solchen Punktes d@ die gleiche Struktur hat wie Y in der Nihe
von z(r). 9% ist aber dort der Rand eines Polyzylinders.

Nun ist C¥*— O in O nicht pseudokonvex. Es gibt vielmehr zu jedem & eine
in C*— O ausgezeichnete Schar *o}(w,t), die O enthilt. Fiir festes sye K
ist dann (s, *op(w,?)) eine ausgezeichnete Schar in Y = K x (C¥— 0),
deren Durchschnitt mit K X O nicht leer ist. Die ausgezeichnete Schar

ol(w, t) = 71(8,, *al(m, t))

in ® enthilt dann den Punkt ry. Da d beliebig klein wird, wenn ¢ gegen 0 geht,
haben wir gezeigt, dal ® in r, nicht pseudokonvex ist.

Die Holomorphiehiille von Y ist KX C* %% Y. Daher ist Y sicher nicht
holomorphkonvex (vgl. [5], p. 73). Da ferner G und Y analytisch isomorph
sind und die Holomorphiekonvexitit gegeniiber eineindeutigen holomorphen
Abbildungen invariant ist, folgt :

(7) G 18t micht holomorphkonvex.

Zusammenfassend ist also bewiesen :

Satz 8. Es gibt siber dem C*, n > 3, endlich-blittrige, verzweigte Holomorphie-
gebiete, die weder holomorphkonvex noch pseudokonvex sind.

Dagegen ist natiirlich jedes Holomorphiegebiet pseudokonvex im Sinne von
H. CarTAN. - Es bleibt offen, ob Satz 8 auch fiir n = 2 richtig ist.

4. Das konstruierte RiEmMANNsche Gebiet & = (@, @) kann auch benutzt
werden, um zu zeigen, dafl Satz 4 fiir verzweigte RIEMANNsche Gebiete nicht
mehr giiltig ist. DaB} 7, eine diinne Randmenge ist, versteht sich von selbst.
Wie wir im Beweise von (5) gesehen hatten, ist r, Hiufungspunkt von 9@ — r,.
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Da 9@ in allen Punkten dieser Menge (27 — 1)-dimensional ist, folgt auch,
daB 7, ein nicht-hebbarer Randpunkt ist. — ® ist also etn Gebiet itber dem C™,
das auferhalb einer dilnnmen Menge michi-hebbarer Randpunkte pseudokonvex
und doch nicht pseudokonvex schlechthin ist.

Zum Beweise, dafl r, nicht-hebbar ist, hitte man auch folgenden Hilfssatz
heranziehen konnen :

Hilfssatz 3. Es set R = (R, ¢, H') eine endlich-blittrige, analytisch-ver-
zweigte Uberlagerung einer Hyperkugel H' < C*. H sei eine Hyperkugel, die
relativ-kompakt in H' enthalten ist; R = (R, ¢, H) set die Beschrinkung der
Uberlagerung R’ auf H. Ist dann n eine holomorphe Abbildung von R’ in den C*,
die genau in einer diinnen (auch leeren) Menge M' C R' der Ordnung 1 entartet
18t18), s0 18t ® = (@, D), G =R — M', etn Riemannsches Gebiet, das nur nicht-
hebbare Randpunkte besitzt. Dabei bezeichnet @ die Beschrinkung von n auf
G=R-—- M.

Beweis : Nach [10], Satz 13, ist & = (G, @) ein RiEmANNsches Gebiet, das
Teilgebiet des RiemMaNNschen Gebietes &' = (R’ — M', =) ist. Es sei r ein
Randpunkt von @, der iiber einem inneren Punkt x aus R’ — M’ liegt. r 1Bt
sich auch als ein Randpunkt von (R, ¢) iiber ze(R' — M')~¢~1(0H) auf-
fassen. Es gilt darum in der Nahe von z : 9G = 0R. Da aber R rein (2n — 1)-
dimensional ist, hat auch 3@ in einer Umgebung von z die Dimension 2n — 1.
Dann ist r jedoch sicher kein hebbarer Randpunkt.

Sei nun 7, ein Randpunkt von G, der iiber einem Punkt des Randes von G’
liegt. Wenn wir zeigen, daf es in beliebiger Néhe von 7, noch Punkte red(/
gibt, die iiber einem inneren Punkt von R’ — M’ gelegen sind, so ist auch r,
kein hebbarer Randpunkt ; denn die Menge der nicht-hebbaren Randpunkte
ist abgeschlossen.

7o ist als Filter von offenen, zusammenhingenden Mengen in G = R — M’

definiert. Da die abgeschlossene Hiille R der Menge R in R’ kompakt ist (zum
Beweise beachte man, dal R’ endlich- blattrlg ist), so besitzt der Filter r,
mindestens einen Berithrungspunkt xoeR Da 7, nicht iiber einem Punkt aus
R — M’ hegt gilt sicher nicht woeR M. Es gilt also: xoeRn M’. Ferner
ist m(xy) = (ro) = 3,¢0"; die analytische Menge M* = n—1(3,) enthilt so-

mit x,. Weil # in der Menge M entartet ist, ist dieselbe in z, sicher mindestens
1-dimensional. Es sei M, die zusammenhéngende Komponente von M*1%), die

18) Es braucht nur gefordert zu werden, da s nicht iiberall entartet ist. Nach einem in [28]
bewiesenen Satz folgt daraus, da8 dann die Entartungsmenge von 7 eine diinne Menge erster
Ordnung ist.

19) Eine analytische Menge ist stets lokal zusammenhéngend und zerfallt deshalb in eindeutiger
Weise in zusammenhéngende Komponenten.
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x, enthilt. M, ist iiberall mindestens 1-dimensional ; und man sieht unmittel-
bar, daf} jeder Punkt von M; Héufungspunkt des Filters 7, ist. Ferner ist M,
sicher nicht kompakt, da sonst wegen des Maximumprinzips ) fiir holomorphe
Funktionen jede der Funktionen zec¢, v=1,...,n, auf M, konstant sein
miite und M, dann nur iiber einem Punkt des C" lige. Esist also M, ~ (R — R)
nicht leer.

Sei nun U (r,) eine beliebig kleine Umgebung von r,. Nach Definition ist
U~G eine zusammenhéingende Komponente einer Menge

(V) =a(V)~(R—- M),

wobei V = V (3,) eine Umgebung von 3, = ®(r,) ist. Es bezeichne V] die
zusammenhéngende Komponente von #~1(V), die U~G enthilt. Offenbar
umschlieBt V; unsere Menge M,. Ebenso enthilt die zusammenhingende
Komponente V,, V,>U~G@, von Vi~R die Menge M,~R; denn M,~R
ist Haufungsmenge von U~G. U~ G ist Komponente von V, — M', da M’
den komplexen Raum R’ nirgends zerlegt. Es folgt: U~G =V, — M'. Fer-
ner glbt es — wie man leicht sieht — in hinreichender Nihe der Punkte

M~ (R R) Punkte %eR— R — M ’ und Umgebungen W (z,), so daB
WARCV,. Ist dann z, ein Punkt aus ©-1(x,)edR, so liBt sich, weil dG' und
OR in der Nihe von z, iibereinstimmen, der Punkt z, auch als Randpunkt von
® auffassen. Offenbar gilt z,eU. Damit ist gezeigt, dal in beliebiger Ndhe
von 7, noch Punkte x,¢edR — M’ liegen. Unser Hilfssatz ist bewiesen.

5. Satz 4 (und Satz 2) gestatten eine weitere interessante Anwendung auf
die Abbildungstheorie. Man kann nédmlich zeigen (vgl. auch [13], FuBnote 17):

Satz 9. Es ser X" ein n-dimensionaler komplexer Raum ; D sei eine tn X"
dilnme Menge 2. Ordnung ; K sei die Menge der nichtuniformisierbaren Punkte
von X". Ist dann x eine holomorphe Abbildung von X in den C*, deren Funktional-
determinante auferhalb D K nicht verschwindet, so ist X" eine komplexe Man-
nigfaltigkeit. Die Funktionaldeterminante von m verschwindet nirgends.

Beweis : Zuniichst sei bemerkt, da die Funktionaldeterminante 4 von =
auBerhalb K nirgends verschwindet. Wire das némlich nicht der Fall, so wiirde
sie eine rein (n» — 1)-dimensionale Nullstellenmenge in X — K besitzen.
Diese kénnte aber nicht in D enthalten sein, da D diinn von 2. Ordnung ist. In
X — K ist = also lokal-topologisch.

Es bezeichne nun M die Entartungsmenge der Abbildung =. M ist abge-

20) Fiir holomorphe Funktionen auf analytischen Mengen gilt bekanntlich das Maximumprin-
zip; vgl. etwa [30], [31], [29].
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schlossen und in K enthalten. Da K eine diinne Menge 2. Ordnung ist (vgl.
[15]), ist auch M diinn von 2. Ordnung.

Offenbar ist die Aussage von Satz 9 lokaler Natur. Wir diirfen daher an-
nehmen, daf es eine holomorphe Abbildung ¢ von X in eine Hyperkugel H'
gibt, so dal R’ = (X, ¢, H') eine endlich-blittrige, analytisch-verzweigte
Uberlagerung von H’ ist. Wir kénnen dabei voraussetzen, da M im Null-
stellengebilde einer in X holomorphen, nicht identisch verschwindenden Funk-
tion f(z) enthalten ist. Ferner brauchen wir den Satz nur fiir jeden komplexen
Raum Rc¢X zu beweisen, der zu einer analytisch-verzweigten Uberlagerung
R = (R, ¢, H) gehort, die die Beschrinkung von R’ auf eine Hyperkugel
HcCH' ist.

Aus Hilfssatz 3 folgt nun, wenn wir dort R = X setzen, da & = (G, D),
G = R — M, ein RieMaNNsches Gebiet ist, welches nur nicht-hebbare Rand-
punkte besitzt. Dabei bezeichnet wieder @ die Beschrinkung von & auf ¢. Wir
zeigen, dafl ® unverzweigt ist. Angenommen, es gibe einen Verzweigungs-
punkt ze¢@! Nach Definition des RiEMANNschen Gebietes ist & lokal stets eine
endlich-blittrige, analytisch-verzweigte Uberlagerung eines Gebietes U ¢ C™.
Solche Uberlagerungen besitzen aber, wenn sie iiberhaupt verzweigt sind,
stets sogenannte Windungspunkte (vgl. [15]). Diese sind uniformisierbar.
Daher gibt es auch einen Verzweigungspunkt z,eG — K. Das aber ist un-
moglich, da in einer Umgebung von x, die Funktionaldeterminante von @ = =
nicht verschwindet und somit die Abbildung @ dort lokal-topologisch ist.

Es ist also ® unverzweigt und mithin R — M eine komplexe Mannigfaltig-
keit. Zum Beweise von Satz 9 braucht nur noch gezeigt zu werden, dafl M
leer ist.

Zunichst ist klar, dal der Rand dR von (R, ¢) pseudokonvex ist; denn
wire o!(w,t) eine ausgezeichnete Schar in R = (R, ¢) mit nichtleerer Menge

R~ {o'(w, 1)}, so wire goo!(w,?) eine ausgezeichnete Schar in H, und es
konnte 0H ~ {poc'(w, 1)} nicht leer sein. Das aber ist unmoglich, da Hyper-
kugeln stets pseudokonvex sind. Nun kann man & als Teilgebiet des RIEMANN-
schen Gebietes &' = (R’ — M, @) auffassen. In der Nihe eines Randpunktes
r, der iiber einem inneren Punkt von R’ — M liegt, hat 0@ die gleiche Struktur
wie OR in der Nihe des entsprechenden Randpunktes und ist darum dort
pseudokonvex. Die iibrigen Randpunkte » von ® bilden aber eine diinne Rand-
menge ; denn ist z,eG eine Folge, die gegen r konvergiert, so strebt in R’ die
Folge z, gegen M, und wegen M ¢ {x, f(z) = 0} gilt lim f(x,) = 0.
Y —>00

Da iiberdies — wie vorne gezeigt — alle Randpunkte von & nicht hebbar sind,
folgt aus Satz 4, da & pseudokonvex schlechthin ist. Nach Satz E ist deshalb
p(x) = —Indg(x) eine in G = R — M plurisubharmonische Funktion.
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Diese strebt bei Annéiherung an den Rand von G gegen - oco. Betrachtet man
p(x)in R — M, so ist jeder Punkt z,e M ~ R positive Unendlichkeitsstelle
von p(z), da zu z, ein Punkt r,edG@ gehort. p(x) ist deshalb sicher nicht in M
hinein plurisubharmonisch fortsetzbar. Weil aber M eine diinne Menge 2. Ord-
nung ist, steht das im Widerspruch zu Satz 2. Satz 9 ist bewiesen.

Als Korollar zu Satz 9 ergibt sich :

Ist 7 eine holomorphe Abbildung von X" in den C*, die X — D eineindeutig
abbildet, so ist n eine umkehrbar holomorphe Abbildung von X™ auf ein Gebiet
des C™.

In der Tat! Nach einem Satz von W. F. Oscoop (vgl. [26], p. 117, Satz 5)
verschwindet die Funktionaldeterminante von & nirgends in X" — (D v K).
Satz 9 ergibt also, daB X eine komplexe Mannigfaltigkeit ist und da8 die
Funktionaldeterminante von z in X nirgends verschwindet. Daher bildet =
lokal-topologisch ab. Giébe es nun zwei verschiedene Punkte z,eD, x,eX"
mit n(x,) = n(x,) = 3,¢C", so gibe es eine Umgebung U (3,) und um 2z,, x,
punktfremde Umgebungen V,, V,, derart, daBl = eine eineindeutige, umkehrbar
holomorphe Abbildung sowohl von V, als auch von V, auf U ist. Ist dann D*
die diinne Menge n (D~ V,)v (D~ V,) in U, so besitzt jeder Punkt 3eU — D*
wenigstens zwei verschiedene Urbilder in X — D. Das widerspricht der Vor-
aussetzung.

Wie in [13] gezeigt wurde, ist das Korollar zu Satz 9 in der Theorie der Modi-
fikationen von Bedeutung. Es wurde in [13] mit Hilfe dieses Korollars bewiesen,
daB eine stetige wesentliche Modifikation einer n-dimensionalen komplexen

Mannigfaltigkeit immer eine Ersetzung einer diinnen Menge durch eine rein
(n — 1)-dimensionale analytische Menge ist.
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