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Sur les automorphismes intérieurs d’un demi-groupe réductif
rp group

par GABRIEL THIERRIN, Surpierre (Fribourg)

Dans ce travail nous nous proposons d’étendre & une classe trés générale de
demi-groupes, les demi-groupes réductifs, certains résultats de P. DUBREIL ([4])
et R. Crorsor ([1], [2], [3]) concernant les automorphismes intérieurs des semi-
groupes.

§ 1. Demi-groupes réductifs. Un demi-groupe est un ensemble dans lequel
est définie une opération univoque associative. Un semi-groupe est un demi-
groupe vérifiant la régle de simplification des deux cotés. Un demi-groupe D
est réductif a drotte ([6]) si la relation ax = bx pour ltout xzeD entraine
a = b. Par exemple, les demi-groupes possédant un élément-unité & droite,
les semi-groupes sont des demi-groupes réductifs & droite. T'out demi-groupe D
réductif a droite est isomorphe au demi-groupe des translations a gauche de D, en
faisant correspondre & 1’élément aeD la translation & gauche vy, définie par
Yo%) = ax.

Un complexe H de D (sous-ensemble non vide de D) est réducteur a droite si
la relation ah = bh pour tout heH entraine a = b. Tout complexe conte-
nant H est aussi réducteur & droite. En particulier, la réunion de complexes
réducteurs a droite est un complexe réducteur & droite. S’il en existe, les
complexes réducteurs a droite de D formés d’un seul élément sont les éléments
simplifiables & droite de D. Si H et K sont des complexes réducteurs & droite,
le produit HK (ensemble des produits 2k, ou heH, keK) est un complexe
réducteur & droite. En effet, si ahk = bhk pour tout heH et tout keK, on
a ah = bh pour tout heH et a =b. Il en résulte que I'’ensemble des com-
plexes réducteurs a droite d’'un demi-groupe réductif & droite est un demi-
groupe pour la multiplication des complexes. Si le produit M N des complexes
M et N est réducteur & droite, le complexe M est réducteur & droite. En effet
de am = bm pour tout meM suit amn = bmn pour tout neN et a = b.

Proposition 1. 8¢ x est un automorphisme du demi-groupe D, le complexe H
est réducteur & droite si et seulement si o (H) est réducteur & droite.

Si H est réducteur & droite et si ax(h) = ba(h) pour tout heH, il existe ¢
et d tels que 'on ait a = «x(c), b = x(d) et x(ch) = x(dh). Dot ch =dh
pour tout heH, c=d et a=2>.

Inversement, si x(H) est réducteur & droite et si akh = bh pour tout
heH, ona «(ah)=o(a)x(h)=o0(bh)=ux(b)x(h). Dol x(a)=un(b) et a=0b.

On définit d’une maniére symétrique un demi-groupe réductif a4 gauche, un
complexe réducteur & gauche.
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Un demi-groupe réductif D est un demi-groupe réductif & droite et & gauche.
Par exemple, les demi-groupes possédant un élément-unité, les semi-groupes
sont des demi-groupes réductifs. Un complexe réducteur est un complexe réduc-
teur & droite et & gauche. Tout complexe contenant un complexe réducteur est
aussi réducteur. S’il en existe, les complexes réducteurs formés d’un seul élé-
ment sont les éléments simplifiables de D. Si le produit M N de deux complexes
est réducteur, le complexe M est réducteur & droite et le complexe N réducteur
4 gauche. Le produit de deux complexes réducteurs est réducteur. Donc

Proposition 2. L’ensemble des complexes réducteurs d’un demi-groupe réductif
D est un demi-groupe pour la multiplication des complexes.

Dans la suite, nous désignerons par € le demi-groupe des complexes réduc-
teurs de D.

Un complexe H de D est r-intérieur, 8’il est réducteur et si pour tout aeD
il existe b, ceD tels que l'on ait ha = bk et ah = hc pour tout heH.
Les éléments b et ¢ ainsi définis sont uniques, puisque H est réducteur. Tout
complexe 7-intérieur est contenu dans I'intérieur de D, c’est-a-dire 1’ensemble
des éléments xzeD tels que D = Dz. Nous désignerons par & I’ensemble
des complexes r-intérieurs de D et nous I’appellerons le r-intérieur de D.

Théoréme 1. 8’il n’est pas vide, le r-intérieur § du demi-groupe réductif D est
un sous-demi-groupe unitaire du demi-groupe € des complexes réducteurs de D.
Pour tout couple H, Ke§, tl existe un couple H,, K,eF tels que U'on ait
HK = KH, = K,H.

Rappelons qu’un sous-demi-groupe S d’un demi-groupe 7' est unitaire &
droite dans 7' si les relations zseS, 8eS, xeT entrainent xeS. Un sous-
demi-groupe est unitaire dans 7' s’il est unitaire des deux cotés.

Soient alors He{, KeF. Le complexe HK est réducteur. Si aeD, il
existe b et ¢ tels que 'on ait ka = bk pour tout keK et hb = ch pour
tout heH. D’od hka = hbk = chk pour tout hkeHK. On montre de
méme qu’il existe d vérifiant ahk = hkd pour tout hke HK. Donc HK e
et § est un sous-demi-groupe de €.

Soit MNe, avec M€, Nef. 1l existe b, et ¢, tels que 'on ait amn
= mnb, et nb, = c;n pour tout meM, neN. Dot amn = mc,n et, puis-
que N est réducteur, am = mc, pour tout meM. D’autre part, il existe b,
et ¢, tels que l'on ait an = nb, et mnb, = cymn pour tout meM, neN.
Do man = mnby; = cymn et ma = cym pour tout meM. Donc Mey
et § est unitaire & droite. On montre de méme que § est unitaire & gauche.

Soit H, ’ensemble des éléments 2, de D pour lesquels il existe heH véri-
fiant hk=Fkh, pourtout ke K. On a HK=KH, et KH, est réducteur. Donc
H, est réducteur & gauche. Soit ak, = bh, pour tout h,eH,. On a, pour tout
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keK, kah, = kbh, et il existe a’ et b’ tels que ka = a'k, kb= 0b'k. D’ou
a'kh, =b'kh,, a’ =b', ka =kb et a =b. Donc H, est réducteur. Comme
KH,cE, Ke§ et H,e€, ona H,eF. On montre de méme 1’existence de
K,e§ tel quel’'on ait HK = K, H.

Si le centre Z de D (ensemble des éléments de D permutables avec chaque
élément de D) n’est pas vide, I'ensemble & des complexes réducteurs contenus
dans Z est, 8’il n’est pas vide, un sous-demi-groupe de §. L’ensemble G sera
appelé le r-centre de D.

Proposition 3. 8i « est un automorphisme de D, le complexe H est r-intérieur
st et seulement st o (H) est r-intérieur.

Si H est r-intérieur, « (H) est réducteur d’aprés la proposition 1 et la propo-
sition symétrique. Si aeD, il existe a’ tel que a = x(a’) et b et ¢ tels que
ha' =bh et a'h=hc pour tout heH. Dou «(ha')=x(h)a = x(bh)
= a(b)x(h), x(a'h) = an(h) = x(hc) = x(h)x(c) pour tout «(k)ex(H). Donc
o (H) est r-intérieur.

Inversement, si «(H) est r-intérieur, H est réducteur. 1l existe b’ et ¢’ tels
que «(h)x(a) =b'x(h) et x(a)x(h) = on(kh)c’ pour tout heH. Si &' = «(b)
et ¢’ =ua(), on a «(ka) =ux(bh) et x(ah) = «(hc). Do ha = bh et
ah = hc pour tout heH et H est r-intérieur.

§ 2. Automorphismes intérieurs. Soit D un demi-groupe réductif dont le
r-intérieur § n’est pas vide, et soit He. La correspondance a — b définie
par ha = bh pour tout heH est une application biunivoque de D sur D.
C’est de plus un automorphisme de D. En effet, si a'—>b’, on a ha'=b'h
pour tout heH. Dot haa' = bha’ = bb'h pour tout heH. Nous désigne-
rons par &gz cet automorphisme et nous dirons que c’est un automorphisme
intérieur de premiére catégorie. L’application inverse b — a définie par bk = ha
pour tout heH est aussi un automorphisme de D que nous appellerons auto-
morphisme intérieur de deuxiéme catégorie et que nous désignerons par fy.

La notion d’automorphisme intérieur de premiére ou deuxiéme catégorie
dans un demi-groupe réductif D coincide, lorsque D est un semi-groupe, avec
la notion d’automorphisme intérieur de premiére ou deuxiéme catégorie intro-
duite par P. DUBREIL ([4], chapitre 1I) dans cette catégorie de demi-groupes.
Lorsque D est un groupe, on retrouve la notion classique d’automorphisme
intérieur.

Rappelons quelques définitions ([4], [6]) qui nous seront utiles dans la suite.
Soit 7' un demi-groupe quelconque. Une équivalence R de 7' est réguliére &
droite si la relation a = b(R) entraine ax = bx (R) pour tout ze7'. Une
équivalence 8 de 7 est simplifiable & droite si la relation ay = by (S) entraine
a = b(S). On a les définitions symétriques. Si V est un complexe queleconque
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de T, on désigne par V .- a l'’ensemble des éléments = de 7" tels que azeV et
par V . a I'ensemble des éléments y de 7" tels que yaeV. Au complexe V on
peut associer ’équivalence principale & droite R, et 1’équivalence principale &
gauche R définies respectivement par a =b6(Rp)«>V.a=7V.0b,
a=b(yR)«>V - .a= V- .b. Les équivalences R, et ,R sont respectivement
réguliére & droite et réguliére & gauche. Le complexe V est net & droite dans
T,si V. as#0 pour tout ael'. Il est net, s’il est net & droite et & gauche.
Le complexe V est fort dans 7',si V. a~V .b # @ entraine V.ca=V .- b.
I1 est équirésiduel dans 7'si V ."a = @ entraine V '.a =@ et inversement.
Le complexe V est réversible, si, quels que soient a, beV, il existe z, v, 2,
teV vérifiant ax = by, za =tb.

Désignons par I, I'ensemble des automorphismes intérieurs de premiére
catégorie et par I, 'ensemble des automorphismes intérieurs de deuxiéme
catégorie de D.

Théoréme 2. L’ensemble I, des automorphismes intérieurs de premiére catégorie
de D est un semi-groupe homomorphe au r-intérieur § de D. L’équivalence régu-
liere X définie par cet homomorphisme est simplifiable et, s’il n’est pas vide, le
r-centre & de D est une classe mod 2.

L’ensemble 7, est un sous-ensemble du groupe 4 des automorphismes de D.
Si agel, et agel,, on a agog = agg. Par conséquent I, est un sous-demi-
groupe de 4 ; comme A est un groupe, I, vérifie la régle de simplification, c’est
donc un semi-groupe. En faisant correspondre & Hed l’automorphisme
ogely, nous voyons que /, est homomorphe & .

L’équivalence 2 est simplifiable, puisque /, est un semi-groupe. S’il n’est pas
vide, le r-centre G est une classe mod X', car & tout G'e ® correspond ’auto-
morphisme identique, et inversement tout complexe r-intérieur engendrant
I’automorphisme identique est un élément de ©.

Théoréme 3. Le semi-groupe 1, est un groupe si et seulement st I, = I,. Pour
qu'il en soit ainst, 1l faut et il suffit que le r-centre ® soit non vide et net dans §.
L’équivalence X coincide alors avec I’équivalence principale a droite Ry définie
dans § et on a l'isomorphisme I, ~ §/Rg.

La premiére partie découle du fait que I, est I’ensemble des automorphismes
inverses de ceux de I,.

Si I, est un groupe, le r-centre & n’est pas vide et G est la classe-unité de
I’équivalence 2. Donc G est net dans §. Comme X' est réguliére et simplifiable,
on a, d’aprés un théoréme de P. DUBREIL ([4], théoréme 21), X' = Ry et
I,~ §/Rg-

Inversement, si ® n’est pas vide, ® est une classe mod 2' et un sous-demi-
groupe de §&. Donc I'élément e de I, correspondant 4 cette classe est idem-
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potent et par suite est élément-unité de I,, car dans un semi-groupe un élément
idempotent est toujours élément-unité. Si de plus & est net dans &, ’élément e
est net dans /; qui est alors un groupe.

Théoréme 4. Tout demi-groupe T peut étre plongé dans un demi-groupe réduc-
tef D tel que tout automorphisme de T soit induit sur T par un automorphisme
intérieur de premiére catégorie de D.

Associons & 7" le demi-groupe T'* défini de la fagon suivante: si 7' posséde un
élément-unité, 7' = T*; sinon, T* s’obtient & partir de 7 en lui adjoignant
un élément-unité. Désignons par e I’élément-unité de 7*. Le demi-groupe 7
est réductif et isomorphe au demi-groupe @ des translations & gauche de 7'*.
Soit 4 le groupe des automorphismes de 7*. Les demi-groupes 4 et & sont des
sous-demi-groupes du demi-groupe P des applications de 7* dans lui-méme.
Désignons par D le sous-demi-groupe de P engendré par A et ©. Le demi-
groupe D est réductif, puisqu’il contient un élément-unité, I’automorphisme
identique ¢. Si xed et 0e@®, il existe 0'¢® tel que 'on ait fx = «6’. En
effet, si 0 est la translation & gauche correspondant & te7'™, si ¢ = «(t') et si
0’ est la translation & gauche correspondant & t’, on a Ox(x) = tx(x) = «(t'x)
= o 6’ ().

Comme eed~ @, il résulte de ce qui précéde que tout élément de D est de
la forme x 6. Dans le demi-groupe D, les éléments x de 4 sont simplifiables,
donc sont des complexes réducteurs de D. Ces éléments appartiennent de plus
au r-intérieur de D. En effet, on a, si deD

&0 =uxdx"1l-x b = -1 .

Identifions maintenant dans le demi-groupe D les éléments de @ avec les
éléments correspondants de 7'*. Les demi-groupes 7' et T'* sont plongés dans le
demi-groupe réductif D. L’automorphisme « de 7'* est induit sur 7'* par
Pautomorphisme intérieur «, de premiére catégorie de D défini par

g (0) =0 > ad=0un .

Si T* =T, le théoréme est démontré; si T'CT*, le théoréeme découle du

fait que tout automorphisme de 7' est induit sur 7' par un automorphisme
de 7'*.

§ 3. Relations de conjugaison et d’équiconjugaison. Ces relations, intro-
duites dans les semi-groupes par R. Cro1sor ([3]) peuvent étre aussi définies
dans les demi-groupes réductifs.

Nous considérons toujours un demi-groupe réductif D dont le r-intérieur ¥
n’est pas vide. Un complexe Y de D est dit conjugué a droite d’'un complexe X,
il existe He® tel que 'on ait oy (X) = Y. Nous avons alors f5(Y) =X
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et X est dit conjugué & gauche de Y. Le r-normalisateur d’'un complexe X est
I’ensemble des éléments H de § tels que «gx(X) = X. Nous le désignerons
par Ny . Si le r-centre  n’est pas vide,ona GESN;.

Nous appelons relation de conjugaison la relation suivante définie dans D et
notée €: a®b<«>b est conjugué & droite de a.

Proposition 4. La relation € est transitive.

Soient aCb et bCc. Il existe H, Ke§F tels que ay(a) =10, ax(b) =c.
D’olt agp(a) = agag(a) = c.

Pour aeD, ona aCa sietseulement si N, # 0. C’est immédiat. Donc

Proposition 5. La relation € est une relation de préordre si et seulement st
N, #9 pour tout aeD.
C’est le cas en particulier lorsque le 7-centre n’est pas vide.

Théordme 5. Pour que € soit une relation d’équivalence, il faut et il suffit que
le r-normalisateur N, de a s0it non vide et net & gauche dans § pour tout aeD.

Si € est une relation d’équivalence, € est réflexive et on a N, #0 pour
tout aeD. Si He§ et si b =ay(a), ona aCb et bCa. Il existe KeF tel
que a = oag(b). Dol aggy(a)=oxgag(@) =ng(d) =a. Donc KHeR, qui
est net & gauche.

Inversement, soit N, £ @ et net & gauche pour tout aeD. D’apreés la pro-
position b, la relation € est réflexive et transitive. Il faut montrer qu’elle est
symétrique. Soit aC®b; il existe H, Ke§ tels que ox(a) = b, c’est-a-dire
ha = bh pour tout heH, et KHeN,, c’est-d-dire kha = akh pour tout
heH et keK. Dou kbh =akh et kb=ak pour tout keK. Donc
xg() =a et bCa.

La relation € est une équivalence en particulier lorsque le 7-centre ® n’est
pas vide et est net & gauche dans §.

La relation oy d’équiconjugaison @ droite du complexe X de D est définie
dans le r-intérieur § par

Hoyx K<«>og(X) = ag(X) .
Cette relation gy est évidemment une équivalence.

Théoréme 6. L’équivalence oy est réguliére & gauche et simplifiable & gauche.
Les classes de § mod oy correspondent biunivoquement aux différents complexes
conjugués & droite de X .

Si H=K(gg), on a oxg(X)=oag(X). Si MeF, on a alors xyag(X)
= oyp(X) = ayog(X) = ayg(X) et MH = MK(¢yx).

Au complexe Y conjugué & droite de X faisons correspondre la classe de §
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mod gy constituée des éléments H de § tels que &gz (X) = Y. Nous définis-
sons ainsi une application biunivoque.

Théordme 7. S’il n’est pas vide, le r-normalisateur Ny du complexe X est un
sous-demi-groupe unitaire et réversible de § et de €. De plus, Ny est fort et équi-
résiduel dans § ; c’est une classe mod gy et Uon a

oxEngR

ou sty R est I'équivalence principale & gauche associée & Ny . St en outre Ny est net
a gauche dans &, on a
0y =— R X'R .

Soient H, KeMy. De ag(X) =X et agx(X) = X suit oz (X) = agag(X)
=oxg(X) =X. Donc HKeRNy et N, est un sous-demi-groupe de §.

Si THeNy avec Ted, on a apy(X) =X = apog(X) = ap(X). Dono
TeNg. Si HVeNy avec VedF, ona apgp(X) = X = agay(X), ce qui exige
xp(X) =X et VeRy. Par conséquent, N est unitaire dans §, et aussi dans
€, puisque & est unitaire dans € (théoréme 1).

D’aprés le théoréme 1, il existe H,, K,e§ tels que HK = KH, = K, H.
Mais KH, = K,He%Ry. D’ou, puisque RNy est unitaire dans &, H,eNy,
K,eNy et Ny est réversible.

Soit My T =0 avec TeF. Si VeRy . T, on a VIeNy. 1l existe
VieF tel que VI =TV,eNy et V,eNy . T, ce qui est impossible. Done
Ny . T =0. On démontre de méme l'inverse. Par conséquent, Ny est équi-
résiduel dans .

Le r-normalisateur Ny est évidemment une classe mod py. Comme g, est
réguliére & gauche et simplifiable & gauche, on a, d’aprés un théoréme de
P. DUBREIL ([4], théoréme 21), oy SanyR et Ny est fort dans §F. Si Ny est
net & gauche, 1'égalité py = ny R découle du méme théoréme.
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