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Zur Theorie der Viertelsenden
Riemannscher Flichen

von Hans Ktnzi, Zirich

Herrn Prof. Dr. Rolf Nevanlinna zum 60. Geburtstag gewidmet

In einer fritheren Arbeit [7]!) untersuchten wir neben den Riemann-
schen Flichen, die durch Streckenkomplexe mit endlich vielen einfach-
und doppeltperiodischen Enden dargestellt werden, auch solche, die sich
aus sogenannten Viertelsenden aufbauen lassen. In der vorliegenden Note
mochte ich das Problem der Viertelsenden nochmals unter einem erwei-
terten Gesichtspunkt angreifen. (Man vergleiche hiezu auch [5].) Das ein-
fachste Viertelsende kann als der vierte Teil des von der g-Funktion
erzeugten Streckenkomplexes aufgefalt werden (Fig. 1a). Komplizierter
aufgebaute Viertelsenden liefern fiir unsere Betrachtungen keine all-
gemeineren Resultate, weshalb wir uns
vorwiegend auf diesen einfachen Fall S1
beschrinken. Die Berandung eines
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gung des Komplexes noch mit Doppel- Q =3 = O ———X—— O ——
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1) Die Zahlen in eckigen Klammern beziehen sich auf das Literaturverzeichnis am
SchluB der Arbeit.
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wird, daB} er neben unendlich vielen Windungspunkten 1. Ordnung, nur
einen logarithmischen aufweist, der bei S, iiber a, liege.

Wir setzen aber voraus, dal3 die vier Grundpunkte, die dem unteren
Viertel V1 des Streckenkomplexes zugehéren und in afP, al, al, oV
liegen, sich nicht alle decken mit den vier anderen Grundpunkten a{?,
a?, af, af?, die dem oberen Viertel ¥ von 8, entsprechen. 0. B. d. A.
wollen wir aber fiir den logarithmischen Windungspunkt a{" = a{) = a,
annehmen. Im Grunde genommen diirfen wir sagen, unser Strecken-
komplex 8, setze sich aus zwei Viertelsenden zusammen (man vergleiche
hiezu die Arbeit [6]).

Um Wertverteilungsaussagen fir die zu S; gehorige Riemannsche
Fliache zu erhalten, ist es unsere Aufgabe, diese Fliche, vorgegeben durch
den Streckenkomplex S,, zu uniformisieren. Hiezu beniitzen wir die vom
Verfasser in verschiedenen Arbeiten angegebenen Methoden [1, 2, 3, 7]
und beschréinken uns an dieser Stelle auf eine kurze Erlduterung des Ver-
fahrens.

Mit Hilfe eines geeignet gewihlten, elliptischen Integrals, das man aller-
dings nicht explizite kennen muB, 148t sich das Viertelsende V¥ in ein
Sektorgebiet P uniformisieren, welches von zwei Strahlen begrenzt
wird, die einen Winkel «® bilden. Bei dieser Ubertragung sind neben kon-
formen auch bestimmte quasikonforme Abbildungen zu gebrauchen.

Die auftretenden Perioden normieren wir zu

Reol® >0 und o = — 271 2).

In gleicher Weise uniformisieren wir den zu V(2 gehorigen Teil in einen
Winkelraum P mit dem zugehdorigen Offnungswinkel «® und den nor-
mierten Perioden

RePw>0 und o = 4 270 .

(Die Perioden sind natiirlich durch die vorgegebene Lage der Grund-
punkte bestimmt.)

Die Winkel «® und «'®, die zu den Sektorgebieten P’ und P‘® bzw.
zu den entsprechenden Periodenparallelogrammen gehéren (vgl. Abb. 2a
und 2b), errechnen sich aus

‘Re oV Re o
o) = are tg| — =—~— und «® = arctg—<~——
RYZ S
2) Wir schreiben fiir die Periode wgl) = — 274 um anzudeuten, daf der in der Fig.2b

angegebene, untere Sektor gemeint wird.

108



lden wir jetzt mit Hilfe

ebene L ab

o pl

b

o
3
-
o

.

Den logarithmischen Windungspunkt iib

AN
s AN

vV v U vV Vv by

der Logarithmusfunktion in eine Halbeb
e
%
4 /
%
////

Fig. 3

109



Nach Anordnung der Fig.3 lassen sich die beiden Winkelrdume
P und P wiederum mit Hilfe von quasikonformen Abbildungen [7]
zusammen mit der Halbebene L verheften.

Zum SchluB miissen noch die beiden freien Ufer arc Z = 0 und
arc Z = oV 4 «® - z identifiziert werden, was wie iiblich mit einer
passenden Spiralabbildung erfolgt.

Nach [7] ist diese Hilfsabbildung von der Form
Bei dieser Abbildung geht ein Kreis | z| = r der 2-Ebene in der Z-Ebene

(1) | y(D) o)
7 =8 mit @ == Tt und b:‘-'“logA <A=l o
in einen Bogen einer logarithmischen Spirale iiber von

27 2n P

oD+ a4 n oDy n
7 = 2n P bis Z=r 2n B . Aei(a(1)+a(2)+n)

log A 2
p=1 +(a(1’+a‘2’+n’)'

mit

Aus diesen Betrachtungen schlieen wir nach [5] und [7] fiir die Ordnung
der erzeugenden Funktion auf den Wert

4

B - (1)

Ergebnais :
Die Ordnung 4, die zur Riemannschen Fliche des Streckenkomplexes

S; gehort, oder zu deren erzeugenden Funktion, liegt zwischen 1 und
Unendlich.

Spezialfille :
1. a') = a® —» 0 und
oW | =]w®|, also 4=1.
Dann gilt fiir die Ordnung 1 — 1.

2. o) 4+ o® =g, hier wird die Ordnung zu A = 28 und weiter
haben wir speziell fiir | " | = | &{?| die Ordnung A = 2.

Das ist die Ordnung, die wir beim gewdhnlichen doppeltperiodischen
Ende in [7] gefunden haben.

Ein analoges Beispiel zu S, liefert uns der Streckenkomplex S, von
Figur 4a, der aus den vier Viertelsenden V®,... V® zusammen-
gesetzt ist. Die Windungspunkte liegen fiir
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V@ iiber a und fiir
V@ iiber a® und fiir (t=1,.
V®  iiber a® und fiir
V@  iber a®
@

(o]

W O e Y e

X

Fig. 4a Fig. 4b

Zu den vier Viertelsenden gehoren entsprechend die normierten Perio-
den

Rewl? >0, o =— 271 3)
Reol® >0, o = 270
Real® <0, P =+ 270
Reol <0, of =—2ai.

Fiir die zu den Periodenparallelogrammen gehorigen Winkeln ergeben
sich die Werte

(%)
@) — @ | Rew |
al*) = arc tg { sgn w, ol
Wie im Beispiel des Streckenkomplexes S, werden die vier Viertels-
enden V@, . . V® in vier Sektoren PV, ... P%W uniformisiert. Mit

entsprechenden quasikonformen Abbildungen lassen sie sich dann nach
Anordnung der Figur 4b miteinander verheftet in einer Ebene Z. Zuletzt
identifiziert man wieder die beiden noch freien Ufer mit der bekannten

3) Vergleiche FuBnote 2).
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Spiralabbildung Z = z*+®. Hier erhélt man fiir die Konstanten a und &
die Werte )

4
3l
I R 0 R Y
2n 27 P o® |’

Analog wie im ersten Beispiel schliefit man fiir die Ordnung

é al®)
th; B (2)
2
mit 5:1+(lfg“4).
2 ocm
i=1

Ergebnas :

Die Ordnung A, die zur Erzeugenden der Riemannschen Fliche des
Streckenkomplexes 8, gehort, variiert zwischen Null und Unendlich.
Weiter ist leicht einzusehen, dafl durch die Streckenkomplexe der Klasse
S, jeder Wert zwischen Null und Unendlich fiir die Ordnung angenom-
men werden kann.

4
Spezialfall : Wird X o'®) = 25 so gilt fiir die Ordnung

=1
2 =28 .
Fir |of | =] 0P| =]|o|=]o| wird
1=2,

wie bei einer doppeltperiodischen Funktion.
Fir «® -0 (G=1,...4) git
A— 0.

Berechnung der Verzweigungsindices fiir S, und S,

Auf Grund der Arbeit [7] erkennt man, daf} die Riemannschen Flichen,
welche zu den Streckenkomplexen §; und S, gehoren, keine defekten
Werte im Sinne Nevanlinnas aufweisen konnen. Interessanter hingegen
erweisen sich die Verzweigungsindices, die natiirlich im wesentlichen von
den Grofien «¥ abhingig werden. Ein Viertelsende, dem ein verhiltnis-
mifig groBes o¥) entspricht, beeinflut die Verzweigung stérker als ein
anderes mit kleinerem o!¥). Zur Bestimmung der Indices ist es wichtig,
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den Verlauf des logarithmischen Spiralbogens in der Z = Re'®-Ebene,
dem Bild von |z| = 7 aus der z = re*”-Ebene zu bestimmen.
Wir erhalten fiir den Spiralbogen des Beispiels §; die Darstellung
o) 4+ «®) 4 5 L
| Z | =r &= AW+ oD pa (3)

Jetzt kann man die Punkte Z,,..Z, bestimmen, die den Schnittpunkten
mit den Geraden arcZ = 0, o™, o L 7, oV - a® 4+ 7 und dem
Spiralbogen entsprechen.

Wir erhalten dafiir

Y g Yoy oD
| Zy| =17 | Zyl=2"" .47 ,
Y e Y )
| Zy| =" -4 7 | Zy | =r"" . A}

mit y = ot 4+ «f? + 7.

Aus diesen Werten kann man in den uniformisierten Gebieten P
und P® die Anzahlen der Fundamentalparallelogramme abzihlen, die
durch die Abbildung Z — 2z in den Kreis mit dem Radius |z | = r zu
liegen kommen, und damit 148t sich die Wertverteilung einfach vorneh-
men?). Wir bezeichnen wie in [7] mit G (u = 1,2) die Zahl der in einem
Periodenparallelogramm von ¥V vorkommenden Innenknoten. Betrach-
ten wir weiter alle algebraischen Elementargebiete im Parallelogramm,
deren 2m Seiten von Streckenzyklen k, %k + 1 gebildet werden und be-
nennen diese Zahl mit j. Die dazugehorigen halben Seitenzahlen seien

my, Mg, ... m; . Dann ist
)
Gi(a) =2 (m, — 1) .
v=1
Mit diesen Bezeichnungen erhalten wir nach (3) und (3') fiir die Anzahl-

funktionen von Nevanlinna [5], [7] die Werte :

14
r—z— B e B 2(ofD) + =)
n(r,a) =G0 ——— 4+ GO ———— . 4 7
27 Re oW 2% Rew®
o) A ol2) L
und
14
7'%:_ B e 2D + 7)
2
ny(r, a) = G (@) 5 + G (a) T{_;;'A 4
~n Rewf — Reof

%) Die folgenden Berechnungen fiihren wir fiir allgemeine Viertelsenden durch, bei
denen in einem Periodenparallelogramm des Komplexes noch weitere Knoten auftreten
kénnen [7].
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Setzen wir 1

I, =——— und
27 Rew®
o) 1
2(af1) 4 n)
A Y .
I, = — so ist
il (2)
@ Re

2
6P 1,
e (aff) = =

2
Elgm) . Hp.
u=

h=1,...4;k=1,2
Spezialfall :

T
oW =o® = und o | = ||, (A4=1)

so wird fiir S,

G — Q@ — 9
und
GOED) =1 6P @) = o
GOEP) =0 GPEP) = 1
und somit

e(@) = % .

Fiir das Beispiel von 8, liefert die Spiralabbildung als Bild von |z | = r

den Bogen
_Q_I_ﬂ hd 4
| Z | =r?"" . A% U = ZaP) . (3")

=1

Daraus ergeben sich die vier Schnittpunkte von
arc Z = 0, oV, oM 4 (2, o1 L (2 + af®,

mit dem Spiralbogen, entsprechend wie in (3) und (3').
Durch den Ansatz

u—1
I, =—7—— =1,....4); (a,=2Za?
P e (w L i=v )
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finden wir fiir die Verzweigungsindices eines Streckenkomplexes der
Klasse S, die Werte

S @PEP) - 11
() 61 : _
e(ay”’) i (h,k=1,...4)
by G . ]]#

pn=1

Fiir das spezielle Beispiel S, der Figur 4a erhilt man

k
s(a(h)) = 1fg .
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