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Uber den Brunn-Minkowskischen Satz

von D. OaMANN, Frankfurt a. M.

Fir die Quermaflintegrale W, (p =0,1...n — 1) der Minkowski-
schen Summe zweier konvexer Korper K, und K, des euklidischen R,

verallgemeinert sich die Aussage des Brunn-Minkowskischen Satzes be-
1 1 1

kanntlich zu W, (K,+ Ky)r»—» > W, (K,)»» + W, (K,)»—». Es soll in
dieser Note zunichst gezeigt werden, daf3 sich diese Ungleichung nicht
nur — wie schon oft bewiesen!) — fiir p = 0 (W, fillt mit dem Maf
zusammen !), sondern auch fiir p = 1 auf abgeschlossene Mengen iiber-
tragen lift. Des weiteren ist bei Einbeziehung der Minkowskischen
Differenz die Vollstindigkeit des sich ergebenden Ungleichungssystems
Gegenstand der Untersuchung. Die zu erzielenden Ergebnisse lassen sich
folgendermaflen zusammenfassen :

Im euklidischen R, gelten fiur beschrinkte, abgeschlossene Mengen A, B
die Ungleichungen ?)

1 1 1
(a) W, (A+B)r-» =W, (A)»~7 + W, (B)»-»
1 1 1 p=01 (1)

(b) W,(A—Bji-s <W,(A)yi-7 —W (B3 (A—B>L)

dve fir festes p und bes A — BDOL zusammen mit
(¢c) W(By=0, W, (4—-B)>0 (1)

ewn vollstindiges Ungleichungssystem bilden.

L bezeichnet dabei die leere Menge, so dal A — BO L bedeutet, dafl
A — B nicht leer ist. Der Beweis von (1a) fiir p = 0, den wir auf einer
geeigneten Integraldarstellung fiir das Mafl basieren, liefert uns fiir den
Fall, daB8 die Mengen A und B in wenigstens einer Richtung gleiches
Quermaf besitzen, zwanglos die Verschirfung zu (1a)

Wo(l — A +2AB)= (1 — ) We(4)+ AW, (B) (0<i<1) (2

die hinterher zum Beweis von (1a) fiir p = 1 gebraucht wird.

1) Zuerst von Lusternik : Die Brunn-Minkowskische Ungleichung fir beliebige
meBbare Mengen (C. R. Acad. Sc. URSS 1935 III, S. 55-58).

2) Fiir p = 0 siehe H. Hadwiger : Minkowskische Addition und Subtraktion
beliebiger Punktmengen... (Math. Z. 53 (1950-51) S. 210-218).
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Es sei noch bemerkt, daBl das Vollstindigkeitsproblem durch die Ver-
allgemeinerung von konvexen Korpern auf abgeschlossene Mengen
wesentlich vereinfacht wird, da das System (1) — wie vom Verfasser
fir » = 2 gezeigt®) — bei Beschrinkung auf konvexe Kérper keines-
wegs vollsténdig ist und daher durch ein verschirfendes Ungleichungs-
system ersetzt werden muf.

§1 Vorbereitungen

Wir stellen die notwendigsten Definitionen und einfachsten Eigen-
schaften zusammen.

Im euklidischen R, bezeichnen wir den Normalrif3 der beschrinkten,
abgeschlossenen Menge 4 in der Richtung & (= Orthogonalprojektion
von 4 auf eine (»n — 1)-dimensionale Ebene der Normalenrichtung &)
symbolisch mit 4, und legen das Quermaf von A in der Richtung & als
dessen (n — 1)-dimensionales Lebesgue-Mal M, ,(4,) fest. Die Quer-
mafintegrale W,(A) (p =0,1...n) sind dann durch die Definitions-
formeln

1

W,(4) = v an W, 1(4g)dw (p=1,...n —1) -

zu erklidren, in denen v, das Volumen der n-dimensionalen Einheits-
kugel 2, darstellt, und £ unter dem Integral die d&ullere Normalenrich-
tung des Oberflichenelements dw von £, angibt. Es ist dabei noch
darauf hinzuweisen, dafl die benutzten Lebesgue-Integrale bei ausschlie3-
licher Betrachtung beschrinkter, abgeschlossener Mengen tatsédchlich
existieren 4).

Indem wir den Punkten des Raumes die gleiche Bezeichnung geben
wie den von einem festen Ursprung aus zu ihnen hinweisenden Orts-
vektoren und unter A* die aus der Menge 4 durch Verschiebung um den
Vektor x hervorgegangene Menge verstehen, kénnen wir die iiblichen
Definitionen fiir die Minkowskische Summe A4 + B und Differenz
A — B der Mengen 4 und B folgendermaflen fassen :

A + B stellt die Vereinigungsmenge aller Mengen B* fiir x ¢ A bzw.

3) D.Ohmann, Ein vollstandiges Ungleichungssystem fiir Minkowskische
Summe und Differenz (Comment. Math. Helv. 27, S. 151-156).

Y) Vgl. dazu D.Ohmann, Ungleichungen zwischen den Quermafintegralen
beschrankter Punktmengen II (Math. Ann. 127, S. 1—7).
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aller Mengen A4* fiir x ¢ B dar:
A+ B=v B =uA*. (4)

x€d x€B

A — B umfaBt alle Punkte %, fiir die B*<S 4 besteht.

Auch die dilatierte Menge 44 (A4 > 0) definieren wir wie iiblich durch
die Festsetzung, dal 14 die Gesamtheit der Punkte Ax fir x ¢ A an-
gibt.

Aus diesen Definitionen ergeben sich unmittelbar die Formeln

(@) (A+By=d;+ B, (b) (Rd);=2id;  (5)
(4 — B)+ BSA4 . (6)

Des weiteren erschlieBen wir aus dem Umstand, daB3 entsprechende
Verhiltnisse fiir das MaB vorliegen, mit Hilfe der Definitionsformeln (3)
folgende Beziehung fiir monotone Folgen beschrinkter, abgeschlossener
Mengen A4,,,€4, (k=1,2,...):

lim W,(4,) = W,(~ 4,) . ()

K—>00 k=1
Dies 148t sich bei Betrachtung zweier monotoner Folgen A4,.,,&4
und B,,,;EB, («k=1,2,...) mit

K

A(AK—I—BK):(ﬁAK)—I_(h BK) (8)
k=1 k=1 k=1
noch unmittelbar zu
lim W,(4,+ B,) = W,[(~4,) + (~ B,)] (9)
K-> 00 k=1 k=1
zusammensetzen. o o
Zum Beweis fiir (8) setzen wir 4=~4,, B=~ B, und
o k=1 k=1
C=~(A,+ B,). Ist dann xe¢A4 und yeB, so ist auch xe¢4,,

k=1
Y e B, fiir jedes %, und es folgt — wie der Definition (4) zu entnehmen

ist — x+nped,+ B, (x=1,2,...) und mithin x4+ pypeC. Wir
haben also 4 + BSC. Ist umgekehrt 3eC, soist 34, + B, fir
jedes x, und es existiert stets ein Punktepaar x¥,¢4,, 9,¢ B,, so da
x,.+ 1y, =13 ist. Auf Grund der Abgeschlossenheit von A und B gehort
nun aber jeder Hiaufungspunkt ¥* bzw. y* der Folge x, bzw. y, zu 4
bzw. B. Andererseits ist wegen %, + 1y, =3 auch x* 4 p* =3, wo-
mit gezeigt ist, daB sich zu jedem Punkt 3 ¢ C' ein Punktepaar x* e A4,
p* e B zuordnen lift, fiur das x* 4+ p* = 3 besteht. Daraus folgt
A + B2C, was sich mit 4 4+ BSC zu (8) zusammensetzt.
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§2 Die Ungleichung (2)

1. Derlineare Fall. Esseien 4 und B zwei beschrinkte, abgeschlossene
und auf der gleichen Geraden gelegene Mengen, und es bezeichne (x,, 1>
bzw. {(xp, np> die konvexe Hiille von 4 bzw. B. Wegen der Abgeschlos-
senheit von 4 und B gehoéren die Punkte x,, 1, sodann zu 4 und x5z, yz
zu B. Setzen wir zur Abkiirzung ¢ = (1 — )4 + A B, ¥* = A3 und
p* = (1 — A)1p,, so ist gemdB (4) [(1 — HAPF*SC, AB™SC und
mithin auch

[(1 — AD)AT* v (ABP*cC . (10)

Wir haben nun nur noch zu beachten, da die Mengen [(1 — A1) A]** und
(AB)** nur den einen Punkt 3* 4 n* gemeinsam haben kénnen, um
die sich daraus ergebende Beziehung

M1 — DAY v (AB)" ] = (1 — H M (A) + LM, (B)
mit (10) zu (2) zusammensetzen zu kénnen.

2. Der Fall »n>1. Wir benotigen zu seiner Erledigung eine geeignete
Integraldarstellung fiir das Mafl. Ist zu deren Herleitung 4 (x) der Durch-
schnitt der beschrinkten, abgeschlossenen Menge 4 mit der Geraden der
festen Richtung &, die durch den Punkt xe¢ 4, hindurchgeht, so hat
man zunéchst

M,(4) -‘—‘Af M,[A4 (x)]dx .
Aus der Abgeschlossenheit von 4 folgern wir nun, daB8 sich zu jedem
nicht negativen u < M, ,(A;) derart eine abgeschlossene Menge
A, S A; mit zugehoriger GroBe f(4; u) angeben laBit, daBl fiir die
Punkte ¥ von A; nach der Grofle von M,[4 (x)] die Einteilung

M,[A(x)] > f(A; u) fir xed,), M,[AEF)] < f(4;p) fir x¢d,

besteht. Mit dieser Einfiihrung gewinnt die Integraldarstellung die von

uns gewiinschte Gestalt
My _y(4g)

M, 4)= § [f(A;wdp . (11)

0
Zum Beweis der Ungleichung (2) greifen wir auf das Ergebnis des
Paragraphen 3 vor, da8 (la) fiir p=0 aus (2) folgt, und fithren die In-
duktionsvoraussetzung ein, da8 (2) und damit auch (la) fir p =0 in
den Ridumen geringerer als n-ter Dimension giiltig sei. Sind 4 und B
sodann zwei beschrinkte, abgeschlossene Mengen, fir die M, ,(4)
= M, ,(B;) in der festen Richtung & besteht, so haben wir nur noch
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notig, der Induktionsvoraussetzung unter Benutzung der Abkiirzung
C=(1—4) A4+ 4B und Beachtung von (5)

Mn—l(of) = M (M = M'n—l(Af) = M'n—l(Bf))
zu entnchmen und die Richtigkeit von
HOsm) = (1 — (A5 p) + Af(B; p) (12)
darzutun, um aus der Maf3darstellung (11)
M
M,(C) ZJ (1 —Df(4;m) + Af(B; pw)ldu = (1 — ) M,(4) + AM,(B)

folgern zu konnen.
Um (12) zu beweisen, erschlieBen wir aus der leicht einzusehenden

Beziehung
C(x))2(1 — ) A(x,) + 1B(x,) (2= (1 — )x; + 1x,)
mit Hilfe der Induktionsvoraussetzung, daB fir x, ¢ 4,, ¥, ¢ B,
M[CxN] = (1 — Af(A; p) + Af(B; p)

statthat. Aus der Ungleichung M,_,[(1— 4) 4 ,,+ AB,)] > u, die wegen
M, (A,)=up und M, ,(B,)=u ebenfalls aus der Induktionsvoraus-
setzung folgt, ergibt sich daher, daBB M,[C(x)]1=> (1—A) f(4; u)+ Af(B;u)
auf einer Untermenge von C; bestehen muB}, deren Maf nicht geringer
als p ausfillt. Das kann aber gemi8 der Definition von C ) und f(C; u)
nur dann moglich sein, wenn (12) richtig ist.

§ 3 Die Ungleichungen (1a) und (1b)

1. TUngleichung (1a) fiir p = 0. Besitzt wenigstens eine der wieder
als beschrinkt und abgeschlossen vorauszusetzenden Mengen 4 und B
verschwindendes MaB, so ist (1a) fiir p = 0 trivialerweise erfiillt. Wir
setzen also Wy(A4)>0,W,(B)>0 voraus, woraus offenbar

Mn»l(Af) >0, Mn-—-l(Bg) >0
gefolgert werden kann. Alsdann besitzen die Mengen A' = go,A wund
1 1
B' = opB(oy =M, ;(Ay) »-1, pg= M, ,(B;) »-1) in der beliebig
herausgegriffenen Richtung & gleiches Quermaf, so dafl die Verschirfung
(2) giiltig wird, und wir

Wol(1 — A)esd + AepB] = (1 — )4 Wo(4) + A0pWo(B)
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notieren kénnen. Vermoge der Konkavitéidt der n-ten Wurzel folgt daraus
1 1

1
Wol(1 — A)oq4 + }*QB]% > (1 — Ao Wo(d)r + AQBWO(B)’—’ .

-+
Nach Multiplikation mit Q‘; 'é—e—l—*— ergibt sich (la) schon durch die
4 0B
04

04+ 08

2. Ungleichung (1a) fiir »p = 1. Um die Gewédhr zu haben, da} die
gleich zu betrachtenden richtungsabhingigen Funktionale positiv blei-
ben und stetig mit der Richtung variieren, mégen die Mengen A und B
zunichst die Vereinigungsmengen von endlich vielen Kugeln positiver
Radien darstellen. Nun betrachten wir die mit 4, , und B , zu bezeich-
nenden Orthogonalprojektionen von 4 bzw. B auf eine zu den nicht
parallelen Richtungen £ und % orthogonale (n — 2)-dimensionale Ebene
und merken an, dafl diese nichts anderes darstellen als die Normalrisse
von A ¢ bzw. Bg in der zu & senkrechten Richtung ¢, die zu der durch
& und 7 bestimmten zweidimensionalen Ebene E (£, #) parallel ist:

Spezialisierung 1 =

Ag,=(Ag)., Be,=(By), (CLECINEE D). (13)
Sodann untersuchen wir den Quotienten ¢(&;7%) = [ Mo2(B:,) ]F—{_é
My—2(4¢,n)

und dessen Grenzen bei festem & und variablem #:¢(£) = min ¢q(&; %),
¢(£) = max ¢(£; 7). Fiir zwei nicht parallele Richtungen £, und &, folgt
aus q(&;; &) = ¢(&;; &) unmittelbar ¢(&;) < q(&; &) < ¢(&,), woraus
sich

max ¢ (£) < min ¢(&) (14)
herleitet.

Man erkennt, daf} sich jeder Richtung & auf Grund der Stetigkeit von
q(&;n) wegen (13) und (14) wenigstens eine Richtung #, | & zuordnen
148t, in der bei Benutzung der Abkiirzung ¢ = } [max ¢(£) + min ¢(&)]
die Beziehung ¢(&; %) = o giiltig ist. Es folgt, daBl die Normalrisse
(e4); und B in der Richtung #, gleiches Quermal besitzen :

Mn—-2[((QA)§)n§] = Mn~2[(B§)n§]a
womit die Ungleichung (2) zur Anwendung gebracht werden kann :
Wol(1 —A)eds + AB] = (1 — A" ' Wo(dy) + AWo(By) -

0
149

Wo(de + Be) = (14 o)2W,(dy) + (1 + %«) Wo(Bg) .

Die Festlegung A = fithrt nach einfacher Umformung zu
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Durch Integration iiber 2, gewinnt man daraus unter Beachtung der
Definitionsformel (3)

Wy(d + B) > (1 + o)W, (4) + (1 + —;—) W.(B) .

Die Benutzung der Konkavititseigenschaft der (n — 1)-ten Wurzel
liefert schlieBlich die gesuchte Ungleichung (1a) fiir p == 1.

Sind 4 und B beliebige beschrinkte und abgeschlossene Mengen, so
approximieren wir sie derart durch Mengen 4,2 4, B,2 B
4.4, B.,1EB,; »=1,2,...), die sich jeweils als Ver-
einigungsmenge endlich vieler Kugeln positiven Inhalts darstellen, da@3
A=n~A4,, B=n~ B, besteht. Die Giiltigkeit von (la) (p = 1) fir

k=1 k=1
die Mengenpaare 4,, B, iibertriagt sich dann vermittels der Formeln (7)

und (9) auch auf die Mengen 4 und B selbst.

3. Ungleichung (1b) Hat man (1a) fiir die Mengen 4 — BD L und
B notiert, so folgt (1b) in bekannter Weise 5) daraus durch Anwendung
der Beziehung (6).

§4 Die Vollstindigkeit des Ungleichungssystems (1)

Das System (1) ist dann vollstindig, wenn sich jedem Quadrupel z,,

2, 23, 2, das den Ungleichungen
23 >21 + 25 g <<% — 22 (15)
2e>0 , 24>0

geniigt, derart beschrinkte, abgeschlossene Mengen A, B zuordnen

lassen, daf3
W,(d) =277, WoB) =z | | _ 0.1 e
Wp(A"{"B):z;"_p, W’p(A _B):Zz_p P = ’

bei festem p besteht.
Um die Moglichkeit einer solchen Zuordnung zu zeigen, beziehen wir
den Raum auf das kartesische Koordinatensystem z,, x,,..., 2, und

denken uns die Menge B durch den Wiirfel |z,| < —g— (r=1,...,mn)

reprisentiert und die Menge A durch die Vereinigungsmenge aus dem

/
Wiirfel Ao(|xv| g%ﬂ) den k Hohlwiirfeln AK(%"— <|z,|< _‘_‘Q_ k=1, ... k)
und den Gitterpunkten mit den Koordinaten x,= %’; . g( u,=0,41,...4+m)

5) H. Hadwiger a. a. O.
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dargestellt. Dabei mogen die vorkommenden GréBlen so gewihlt sein, daB
die Bedingungen @,>b>0, 2mb>a>a;, 2b>a,—a.>0,2b>a, —

o o e
. U7 - A

%

// 74 X %

L
<

&
N
g,

X

NI

DI

(=] /A 2 o B
/ ' A 7279)
o W87 °
Fig. 1
[+) o [} (] (o] A (+]
@,,>0(k=1,...,k) eingehalten werden. (Fig. 1 zeigt ein solches

Mengenpaar in der Ebene fiir £ = 2 und m = 3.)
Man erkennt nun sofort, da 4 + B und A — B unter diesen Vor-
aussetzungen Wiirfel der Kantenlingen o 4+ b bzw. a, — b abgeben.

1
1 (p=0) M, (A (p=0)
Mit Cp =14 _1 und a =
n-1(p=1) L2 (p=1)
ergibt sich daher, wie man leicht bestétigt :
Wp (A) = (cpa)n——p Wp(B) - (cpb)'n-p

=0,1).
Wo(A + B) = (c,(a+ B))® W, (4 — B) = (c,(ao—b)y—> )

Die damit aus den Zuordnungen (12) folgenden Beziehungen 2, = ¢ a,
zg = ¢,b, 23 = ¢, (o + b), 2, = ¢, (@, — b) liefern mit den Bedingungen
(11) die Ungleichungen a>a>a,>b>0 .
Da diese gemidB Konstruktion aber auch die einzigen Ungleichungen
sind, durch die die vier Grélen «, a, a,, b eingeschrinkt sind, lassen sich
jedem (15) geniigenden Quadrupel z,, 2,4, 23, 2, Paare der eben beschrie-
benen Mengen 4, B angeben, fiir die (16) erfiillt ist.

(Eingegangen den 6. November 1953.)
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