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Ûber das Eindeutigkeitsproblem
in der Théorie der asymptotischen Reihen

von Heino Jûbg Meili, Zurich

Im Zusammenhang mit der Théorie der asymptotischen Reihen hat
sich Carleman folgende Frage gestellt :

Es sei gegeben ein Gebiet G der w u + iv-Ebene mit dem Bandpunkt
w0 und eine beliebige monotone Folge von positiven reellen Zahlen

"0 "'i ^2 —

Welchen notwendigen und hinreichenden Bedingungen mussen die an unter-
worfen werden, damit fur eine in G regulâr analytische Funktion F(w), zu
der eine positive Zahl k so existiert, dafi fur w 0, 1, 2,... und fur jedes

w in G die Beziehungen

{w - wo)n

gelten, F(w) O folgt?
Dièses Problem ist das Eindeutigkeitsproblem in der Théorie der

asymptotischen Reihen oder das W-Problem. Carleman beantwortet
dièse Frage in seiner 1926 verôffentlichten Schrift1) vollstândig fur den
Fall, daB G der Kreis | w | < 1 ist. Er beweist folgende beiden Sàtze2) :

Satz 1. Hinreichende Bedingung dafûr, dafi fur eine im Kreise \ w \ < 1

2) Vgl. T. Carleman, Les Fonctions quasi analytiques, Gauthier-Villars 1926.
2) Wird die Folge an nicht als monoton vorausgesetzt, so bleiben die Carlemanschen

Sâtze richtig, wenn man die Reihe (2) ersetzt durch die Reihe

unter der Folge a* die Fabersche Minorante der an, das heiBt die monotone Folge

aj inf ay (n 0, 1, 2,.

verstanden.
~~
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regular analytische Funktion F(w) aus dem Bestehen der Relationen (1)
das identische Verschwinden folgt, ist, dafi die Reihe

oo l
~a~

divergiert.

Satz 2. Konvergiert die Reihe (2), so existiert eine im Einheitskreise
regular analytische Funktion F(w), wékhe nicht identisch verschwindet und
fur eine geeignete positive Zahl k die Bedingungen (1) erfûllt.

Mit Hilfe konformer Abbildung zeigt Carleman, daB fur die Halbebene
u>0 die Lôsung des Eindeutigkeitsproblems dieselbe ist wie fur den
Einheitskreis.

In seiner drei Jahre spàter ersehienenen Abhandlung3) beweist
A.Ostrowski die beiden Carlemanschen Sâtze wesentlieh einfacher, in-
dem er die unendlich vielen Bedingungen (1) zu einer einzigen zusammen-
faBt:

| F(w) | ^ Inf • (kany • | w ~ w0 \n ——1~ (3)

\l™-^ol
Mit T(r) bezeichnet er die fur r>0 definierte, stetige und monotone
Funktion

So findet Ostrowski eine sehr élégante Lôsung des Eindeutigkeitsproblems
fur den Fall des Kreises | w \ < 1 :

Wenn das Intégral
oo fo
Jlogî^r)— (4)

divergiert, verschwindet eine im Einheitskreise regular analytische Funktion
F(w) mit den verlangten Eigenschaften identisch, und im Folle der Kon-
vergenz dièses Intégrais lâfit sich eine im Einheitskreise regular analytische
Funktion konstruieren, welche die Bedingungen (1) erfullt, ohne identisch
zu verschwinden.

SchlieBlich zeigt Ostrowski, daB das Intégral (4) und die Reihe (2)

gleichzeitig konvergieren und divergieren.

3) Vgl. A.Ostrowski, Ûber quasianalytische Funktionen und Bestimmtheit
asymptotischer Entwicklung, Acta Math. 53, 1929.

94



In meiner im September 1954 erschienenen Dissertation ,,Ûber das

Eindeutigkeitsproblem in der Théorie der asymptotischen Reihen"
(Druckerei Leemann AG, Zurich) habe ich mir die Aufgabe gestellt, die
Carlemanschen Sàtze auf allgemeinere Gebiete zu verallgemeinern. Zu-
nàchst beschrànke ich mich auf ein Gebiet G der w u + iVEbene,
welches von einer Jordankurve F begrenzt wird, den Nullpunkt als

Randpunkt hat und folgende Bedingungen erfûllt :

1. G liegt symmetrisch in bezug auf die réelle Achse.

2. Auf jedem Kreise uni 0 mit Radius r (0<r fg 1) liegt genau ein
Querschnitt von G, &r. Die Lange dièses Querschnittes sei #(r), der
Winkel, unter dem er von 0 aus gesehen wird, 0(r).

3. Die Funktion 0(r) hat im Intervalle 0<r fg 1 eine positive untere
Schranke 0m.

4. 0(r) ist in diesem Intervalle von beschrânkter Schwankung.
Fur das Gebiet G finde ich mit Hilfe konformer Abbildung und der Ver-
zerrungssàtze von Ahlfors*) die Antwort auf die Carlemansche Frage:

Falls die Reihe
} d-n r h{r)v e i/«»rw^ (5)

divergiert, verschwindet eine in G regulâr analytische Funktion F (w), welche

die Ungleichungen (1) befriedigt, identisch.

Konvergiert umgekehrt die Reihe (5), so existiert eine in G regulâr analytische

Funktion F(w), welche nicht identisch verschwindet und die Bedin-

gungen (1) erfûllt.
Es lâBt sich beweisen, daB die Divergenz bzw. Konvergenz der Reihe

(5) âquivalent ist mit der Divergenz bzw. Konvergenz des Intégrais

JlogW—hfe rt'm • (6)
r=Q \r I

Ein ahnliches Résultat hat 8. Mandelbrojt in seinem 1952 erschienenen
Bûche, ,,Séries adhérentes, Régularisation des Suites, Applications"
(Gauthier-Villars), angegeben, Dièses Buch ist mir jedoch erst nach Ab-
schluB der Bearbeitung meiner Dissertation bekannt geworden.

Im weiteren untersuche ich, wie lange die Lôsung des Eindeutigkeits-
problems dieselbe bleibt wie fur die Halbebene (und den Einheitskreis),

4) Vgl. L. Ahlfors, Untersuehungen zur Théorie der konformen Abbildung
und der ganzen Funktionen, Acta Soc. Sci. Fennicae 1930.
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wenn man 0 von der Halbebene abweichen làBt. Es ergibt sich, daB fur
ein Warschawski-Gebiet5) dieselben Carlemanschen Sâtze gelten wie fur
die Halbebene. Aus dem Satze ûber konforme Abbildung, den S. War-
schawshi in seiner Dissertation5) beweist, folgt dies direkt. Ich fuhre
aber den Beweis ganz unabhàngig vom Warschawskischen Satze, nur mit
Hilfe der Ahlforsschen Verzerrungssâtze.

(Eingegangen den 24. September 1954.)

5) Vgl. 8. Warschaw8kit Ûber das Randverhalten der Ableitung der Abbil-
dungsfunktion bei konformer Abbildung, Math. Z. 35, 1932.
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