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Normalfunktionen und Hauptfolgen
von Heinz Bachmann, Zurich

Meinem verehrten Lehrer, Herrn Prof. Dr. P. Finsler, zum 60. Geburtstag

1. Einleitung

Dièse Mitteilung ist eine Weiterfiïhrung eines Teils der Arbeit des Ver-
fassers ûber Normalfunktionen und Hauptfolgen [1], kann jedoch ohne
Kenntnis der letzteren gelesen werden. Wir legen das Zermelo-Fraenkel-
sche Axiomensystem der Mengenlehre zugrunde, und zwar meist ohne
Auswahlaxiom (die Anwendung des Auswahlaxioms wird jeweils hervor-
gehoben). Wir gebrauchen folgende Bezeichnungen und Definitionen :

1) W sei die Klasse aller Ordnungszahlen ; ist oc eine Ordnungszahl, so
sei W (oc) die Menge aller Ordnungszahlen < a ; A sei immer ein Anfangs-
stiiek von W, das heiBt, eine Klasse von Ordnungszahlen mit der Eigen-
schaft : a € A, /S < oc ->j8 € A (esist also entweder A W oder A — W(oc),
wobei a eine Ordnungszahl ist) ; ein solches Anfangsstiick A heifie regu-
lâr, wenn entweder A W oder A W(A), wobei A eine regulâre
Limeszahl >co ist.

2) Wir betrachten hier fast ausschlieBlich solche Funktionen (Folgen)
von Ordnungszahlen, deren Argumentbereiche Anfangsstiicke A von
W sind, und deren Wertbereiche ebenfalls aus lauter Ordnungszahlen
bestehen. Im Fall A W(oc) heiBe die Funktion vont Typ oc. Eine
Funktion / heiBe monoton, wenn /(f^ ^ /(|2) fur beliebige Argumente
f1? |2 mit |1<f2, wachsend, wenn /(fi)</(!2) fur solche Argumente,
stetig, wenn f(X) lim/(|) fur jedes Limeszahlargument A. Wir defi-

nieren die Iterationen fn (fur n<co) einer Funktion / durch

3) Eine wachsende und stetige Funktion, deren Argumentbereich eine
Klasse A ist, heiBt eine Normalfunktion. Eine Normalfunktion, deren
Wertbereich eine Teilklasse des Argumentbereiches ist, soll eine voile

Normalfunktion heiBen. Ist cp eine Normalfunktion, so heiBen die
Ordnungszahlen £, fur die cp(£) | gilt, die kritischen Zahlen von cp. Dièse
bilden wieder eine Normalfunktion, die sogenannte Ableitung q>f von
<p [2]. Jede voile Normalfunktion mit regulàrem Argumentbereich hat
als Ableitung eine voile Normalfunktion mit demselben Argument-
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bereich1) ; ist <p eine Normalfunktion vom Typ A, wobei A eine mit
m konfinale Limeszahl ist, so kaiui es vorkommen, daB <p keine kritischen
Zahlen hat. Ferner gilt : Ist £ eine kritische Zahl einer Normalfunktion
q>, so ist lim ç>w(| + 1) die nâchstgrôBere kritische Zahl von <p, sofern

aile Iterationen ç?w(| + 1) existieren und ihr Limes im Argument-
bereich von 9? liegt ; die erste kritische Zahl von <p ist lim <pn(0), sofern
analoge Bedingungen erfûllt sind [1]. w<ctf

4) Unter einer regressiven Funktion verstehen wir eine Funktion / mit
/(0) 0 und /(£)<! fur £>0. Ist A ein regulâres Anfangsstuck von
W und K eine mit A âhnliche Teilklasse von A, und ist auf K eine

régressive Funktion / definiert, so hat sie einen Wert rj, so daB die Glei-
chung /(!) rj eine mit A âhnliche Klasse von Lôsungen f hat [3].

5) Ist / eine monotone Funktion mit dem Argumentbereich A, so
heiBe die Funktion ô mit <5(£) - /(£) + /(f + l)2) fur {S+l)€A
die Differenzenfunktion (Differenzenfolge) von f. Ist K eine Teilklasse
einer Klasse A, so daB die Differenzenfunktion der wachsenden Funktion

mit dem Wertbereich K jede Zahl von A schlieBlich endgiiltig iiber-
schreitet, so heiBe K eine gelichtete Teilklasse von A [4].

6) Eine Funktion / von zwei Variablen, die jedem geordneten Paar
(a, (}) von Ordnungszahlen eine Ordnungszahl /(a,jS) eindeutig zu-
ordnet, heiBe eine arithmetische Opération, wenn fur oc > 1 und /? > 1

gilt : f(oc, (5) ist fur festes a eine Normalfunktion von /S und fur festes /S

eine monotone Funktion von oc mit f(oc,(})>oc. Zum Beispiel sind die
elementaren arithmetischen Operationen a + fi, a • /? und ofi solche
Funktionen. Man nennt eine Ordnungszahl f eine Hauptzahl beziiglich
der arithmetischen Opération /, wenn es eine Ordnungszahl ocQ gibt mit
f (a 5 |) | fur aile a mit a0 ^g a < f. Man kann in analoger Weise wie
in [5] zeigen, daB aile Hauptzahlen >2 Limeszahlen sind (sogenannte
eigentliche Hauptzahlen), daB die Hauptzahlen von / eine Normalfunktion

mit dem Argumentbereich W bilden, daB aile eigentlichen Hauptzahlen

additive Hauptzahlen sind (das heiBt, von /(a, /?) a + fi), und
daB dièse additiven Hauptzahlen die Zahlen cû% sind.

2. Kritische Zahlen und Hauptzahlen

Wir beweisen nun folgende Sàtze ûber kritische Zahlen und Hauptzahlen

:

Satz 1. Die mit œ konfinalen additiven Hauptzahlen sind genau die

x) In [1] und [2] werden nur solche Normalfunktionen betraehtet.
2) Subtraktion von links!
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Ordnungszahlen, die man als Limes einer wachsenden Folge {an}n<a>

vom Typ œ darstellen kann, wobei folgende Bedingungen erfullt sind :

(1) «0 0,
(2) die Differenzenfolge {ôn}n<w von {ocn}n<it) ist monoton.

Beweis. a) Ist A eine mit co konfinale additive Hauptzahl, so gibt es

eine solche Folge {ocn}n<ù) : Im Fall A cox+1 setze man an co*-w ;

also wird ôn cox fur aile n < co. Im Fall A cox, wobei x eine
Limeszahl ist, existiert eine wachsende Folge {xn}n<(a mit Km xn x.
Man setze daim a0 0, an+1 coXn ; es wird ôn coXn. n<<°

b) Ist A lim ocn, wobei {ocn}n<Ct) eine Folge mit den Bedingungen
n<a)

(1) und (2) ist, und ist A keine mit co konfinale additive Hauptzahl, so
ist A ûberhaupt keine additive Hauptzahl ; Ax sei nun die grôBte additive

Hauptzahl <Zl und ocn das erste Glied der Folge {«n}n<a> m^
ocnQ ^ Ax; es ist n0 ^ 1, aWo_1<zl1 und dne-1 ^ Al9 also A ^Ax(o.
Dies ist aber unmôglich, weil A^co die nâchstgrôBere additive Hauptzahl

ûber Ax ist.

Satz 2. Damit zu einer Limeszahl A eine voile Normalfunktion vom
Typ A existiert, die keine kritischen Zahlen hat, ist notwendig und hin-
reichend, daB A eine mit co konfinale additive Hauptzahl ist.

Beweis. a) Ist A eine mit co konfinale additive Hauptzahl, so existiert
nach Satz 1 eine wachsende Folge {ocn}n<ù) mit dem Limes A, die den
Bedingungen (1) und (2) genùgt. Wir setzen

C(0) 1

CK + V) °Wi + V fûr 0 ^ n<a) und 0<rj ^ — <xn

C ist eine voile Normalfunktion vom Typ A, die keine kritischen Zahlen
hat.

b) Ist f eine solche Normalfunktion, so sei ocn= fn(0) ; {«n}n<a)
ist dann eine wachsende Folge mit lim ocn A, die die Bedingungen

n<eo
(1) und (2) erfullt, denn ihre Differenzen sind

àx » f (0) + £«(0) ^ C(0) ô0

«, - ?(0) + C8(0) S - f (0) + ?(0) ôt

usw.

Satz 3. Damit zu einer vollen Normalfunktion <p mit regulârem Argu-
mentbereich eine ebensolche Normalfunktion 0 existiert mit &f ç>,
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ist notwendig und hinreichend, da8 folgende Bedingungen erftillt sind :

(3) <p(0) ist entweder 0 oder eine mit co konfinale additive Hauptzahl,
(4) die Difïerenzenfunktion von <p liât als Werte nur entweder 1 oder

mit a) konfinale additive Hauptzahlen.

Beweis. a) Die Bedingungen sind notwendig : Ist 0 eine voile Normal-
funktion mit regulârem Argumentbereich, so ist

0'(O) lim^(0)
Ist 0(0) 0, so ist auch #'(()) 0. Ist 0(0)>0, so ist die Folge
{0n(O)}n<O} wachsend, und sie erfullt die Bedingungen (1) und (2).
Also ist &'(0) eine mit co konfinale additive Hauptzahl. — Fur ein
beliebiges Argument £ sei nun Aç — &'(£) -f <Pf (Ç + 1). Es ist

<p'(f + 1) lim &n(0f(£) + 1)

}n<((>Ist A(>1, soist *'(f)+l<*'({+l), also die Folge {<Z>n(<2>'(f)+l)}n
wachsend, also Aç eine Limeszahl. Setzen wir

0{0'{è) + v) #'(f) + Cfa) fur 1 S r)<At: f (0) 1

so ist Ç(rj) eine voile Normalfunktion vom Typ Aç, die keine kritischen
Zahlen hat, also ist nach Satz 2 A g eine mit co konfinale additive Haupt
zahl. — 0' erfullt also die Bedingungen (3) und (4).

b) Die Bedingungen sind hinreichend : Es sei <p eine gegebene
Normalfunktion mit den Bedingungen (3) und (4). Wir setzen

Nach dem Auswahlaxiom gibt es eine Funktion, die jedem Aç>l eine
wachsende Folge mit dem Limes Aç zuordnet, und daraus folgt nach
dem Beweis von Satz 1 und 2 die Existenz einer Funktion, die jedem

Ag>l eine voile Normalfunktion C^(^) vom Typ A g ohne kritische
Zahlen zuordnet. Wir setzen

Ist ç?(0)>0, so existiert nach Satz 2 eine voile Normalfunktion £ vom
Typ ç>(0) ohne kritische Zahlen, und wir setzen 0(rj) Ç(r)) fijr
tj < (p (0). — Fur die dadurch definierte Normalfunktion 0 gilt 0' £)=cp (f

Satz 4. Zu jeder arithmetischen Opération /(a,/8) lâBt sich eine
Normalfunktion W(Ç) effektiv bilden, deren kritische Zahlen genau die

eigentlichen Hauptzahlen von / sind.
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Beweis. Es sei y)($) /(£, £). Flir |>1 ist dièse Funktion wach-
send. Wir definieren die Normalfunktion W so, daB W(^) \p{£) fur f
1. Art>l ; fur | ^ 1 sei F(f) 1 + f. Somit ist ¥*(£) eine
Normalfunktion, die keine endlichen kritischen Zahlen hat. Ist £ eine eigent-
liche Hauptzahl von /, so ist f eine Limeszahl mit /(a, |) f fur
l<a<f, also /(a, a) y(a)<f, also f ^ !F(f) lim y (a) ^ £,
also S/(f) f, das heiBt, f ist eine kritische Zahl von W. a<*

Ist umgekehrt £ eine kritische Zahl von W, so ist £ eine Limeszahl ;

denn wâre f 1. Art, so wâre W(Ç) — ^(!)>f • Also ist

Fur l<ar<£ ist also a<l

f g /(«', |) lim /(a', a) ^ lim /(a, a) f
also /(ar, f | ; das heiBt, £ ist eine eigentliche Hauptzahl von /.

Satz 5. Damit die Werte einer Normalfunktion \p mit dem Argument-
bereich W genau die eigentlichen Hauptzahlen einer arithmetischen
Opération sein kônnen, ist notwendig und hinreichend, daB fur jede
Zahl | 1. Art (einschlieBlich | 0) y)(Ç) eine mit co konfinale additive
Hauptzahl ist.

Beweis. a) Die Bedingung ist notwendig: Ist f(a,f$) eine arithme-
tische Opération, so gibt es nach Satz 4 eine Normalfunktion W, deren
kritische Zahlen genau die eigentlichen Hauptzahlen von / sind. Da
ferner jede eigentliche Hauptzahl von / eine additive Hauptzahl ist, gilt
fur W die Bedingung von Satz 5.

b) Die Bedingung ist hinreichend : Aus der Bedingung von Satz 5

folgt, daB fur W die Bedingungen (3) und (4) erfullt sind, woraus unter
Anwendung des Auswahlaxioms nach Satz 3 folgt, daB eine
Normalfunktion W mit W ip existiert.

Wir setzen nun /(a, /?) — a + W((i). Dièse Funktion ist eine arithme-
tische Opération. Die Hauptzahlen von / sind genau die Werte von tp ;

denn fur oL<ip(Ç) ist

/(a, V(f)) oc + Y(V(S)) oc + V(S) V(f)

weil aile Werte von xp additive Hauptzahlen sind ; dagegen ist fur
oder v(f)<0<y(f ¦+ 1) wegen

13



3. Die zweite Zahlklasse und das Axiom der Hauptfolgen

Wir definieren die Klasse Z2 (Vereinigung der ersten und zweiten
Zahlklasse) wie folgt : Eine Ordnungszahl oc gehôrt dann und nur dann
zu Z2, wenn entweder a 0, oder a>0 und a und aile /} mit 0 </? < a
entweder Nachfolgerzahlen oder Limites von wachsenden Folgen vom
Typ (o sind. Z2 ist also ein regulâres Anfangsstuck von W. Aus dem
Auswahlaxiom folgt, da8 Z2 die Klasse der Ordnungszahlen a mit
a ^ X03) ist. Ohne Auswahlaxiom kann dies nicht abgeleitet werden
(wahrscheinlich ist sogar die Annahme Z2 W relativ zu den ubrigen
Axiomen widerspruchsfrei), es folgt aber, wie auch die Ungleichung
Xj <J 2So, aus einem viel schwacheren Axiom (A), das wir das Axiom
der Hauptfolgen nennen [6] :

(A) Es gibt eine Funktion, die jeder Limeszahl A c Z2 eindeutig eine
wachsende Folge vom Typ co (die Hauptfolge von A) mit dem Limes A

zuordnet4).
Wir stellen nun einige aquivalente Formulierungen dièses Axioms zu-

sammen :

(Ax) Es gibt eine Funktion, die jeder additiven Hauptzahl A cZ2
eindeutig eine wachsende Folge vom Typ co zuordnet mit dem
Limes A, die die Bedingungen (1) und (2) erfullt.

(A2) Es gibt eine Funktion, die jeder Ordnungszahl oc eZ2 eine ein-
deutige Abzahlung der Zahlen f <a zuordnet (das heiBt, die
jedem aeZ2 eine eindeutige Wohlordnung von W(oc) im Ord-
nungstypus œ, oder von W (co) im Ordnungstypus oc zuordnet).

(A3) Es gibt eine Funktion, die jeder Limeszahl A c Z2 eindeutig eine

régressive Funktion / vom Typ A mit lim /(£) A zuordnet.

(A4) Es gibt eine Funktion, die jeder additiven Hauptzahl A ^ 1 von
Z2 eindeutig eine voile Normalfunktion vom Typ A zuordnet, die
keine kritischen Zahlen hat.

(A5) Es gibt eine Funktion, die jeder vollen Normalfunktion y mit dem
Argumentbereich Z2, die die Bedingungen (3) und (4) erfullt,
eindeutig eine voile Normalfunktion 0 mit dem Argumentbereich Z2

zuordnet mit &f 9?.

(A6) Z2 ist die Vereinigung von abzahlbar vielen gelichteten, mit Z2
ahnlichen Teilklassen von Z2.

3) â bedeutet die Machtigkeit von W(<x).
4) Der Ausdruck ,,Hauptfolge" stammt von Finsler [7]; Denjoy [8] verwendet den

Ausdruck ,,kanomsche Folge"; Verf. in [1] den Ausdruck ,,ausgezeichnete Folge".
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(A7) Es gibt eine Funktion, die jeder Limeszahl A e Z% eindeutig eine

,,Darstellung von A auf der Geraden" zuordnet5).

Wir beweisen nun die Âquivalenz dieser Axiome :

(A) -> (A^ : Nach dem Beweis von Satz 1.

(Ax) -> (A) : Es gelte (Ax). Zum Beweis von (A) hat man also noch
den Limeszahlen von Z2, die keine additiven Hauptzahlen sind, Haupt-
folgen zuzuordnen : Es sei A eine solche Zahl, und allen Limeszahlen
<A seien Hauptfolgen zugeordnet. Dann ordnen wir A eine Hauptfolge
zu, indem wir A in additive Hauptzahlen zerlegen ; dièse Zerlegung hat
mehr als ein Glied ; ist das letzte Glied q so sei A a + Q • Q ist eine
Limeszahl <A. Ist {Qn}n<w die Hauptfolge von q, so sei {or -f- gn}n<(x)

die Hauptfolge von A.

(A) <^ (A2) : Nach Finsler [7].
(A) -> (A3) : Nach Neumer [3].
(A3) -> (A) : Es sei /(£) eine régressive Funktion, deren Typ eine

Limeszahl AcZ2 ist, mit lim/(f) A, und zu jedem f<A sei

das erste Argument r}>Ç mit /(£')>£ fur tj â£'<A. Setzt man
y ]imgn(O), so ist 0<y <£ A, weil gn(O)<û fur aile n<co. Wâre

n<a>

y<X, so wâre /(£) ^y fur y ^|<A, also f(y) ày, Widerspruch.
Also ist 7 A. Die Folge {gn(0)}n<a> kann also als Hauptfolge von
A definiert werden.

(Ax) <->¦ (A4) : Nach dem Beweis von Satz 2.

(A4) -> (A5) : Nach dem Beweis von Satz 3.

(A5) -> (A4) : Ist A eine additive Hauptzahl von Z2, so setzen wir
ç?(|) A + f ; dies ist eine voile Normalfunktion mit den Bedingungen
von Satz 3. Nach (A5) existiert also eine voile Normalfunktion 0 mit
0' (p, also ist 0f(O) (p(0) A. {^(f)}|<zj ist also eine voile
Normalfunktion vom Typ A ohne kritische Zahlen.

(A2) «-? (Ae) : Nach Sierpinski [4].

(A2) -> (A7) : Nach Hausdorff [9].
(A7) -> (A2) : Wir ordnen jeder reellen Zahl x (einschliefilich oo)

eindeutig eine wachsende Folge {^n}n<o> von reellen Zahlen zu mit
Hm xn x, indem wir zum Beispiel setzen xn n, wenn x oo,

arn a; — 2~n, wenn o;<oo. Ist A eine Limeszahl von Z2, so gibt es

8) Unter einer ,,Darstellung einer Ordnungszahl a auf der Geraden" verstehen wir eine
wactisende Folge vom Typ a von reellen Zahlen.
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nach (A7) eine Folge L {fv}v<\ von reellen Zahlen, die eine Dar-
stellung von X auf der Geraden ist. Es sei x die obère Grenze von L, und
{xn}n<a) die nach der obigen Définition zugehôrige Folge reeller Zahlen.
Dann sei Xn die kleinste Zahl v mit fv ^ xn. Die Zahlen An bilden eine
monotone Folge vom Typ co mit lim Xn X ; durch Streichen gewisser

Glieder erhalt man eine wachsende Folge, die man als Hauptfolge von X

nehmen kann.

Bemerkung. Das Axiom der Hauptfolgen ist nicht erfïïllbar, wenn man
die folgende scheinbar naheliegende Nebenbedingung hinzufùgt :

Ist {Xn}n<O} eine Hauptfolge, und ist f eine Limeszahl mit Aw<| g Xn+1

fûrein n<co und mit zugehôriger Hauptfolge {in}n<w, so soll £0 ^ Xn

sein.

Beweis. Annahme, es existiere eine Funktion, die jeder Limeszahl
X cZ2 eine Hauptfolge {Xn}n<(ù zuordnet, wobei die obige Nebenbedingung

erfullt sei. Dann ist die Funktion f(X) Xo, definiert fur aile
Limeszahlen X c Z2, regressiv ; also existiert eine Zahl y, so daB fur eine
wachsende Folge {ol^}^€Zi von Limeszahlen f(otg) y gilt. Es sei

rj lim otf, also rj cZ2 ; {rjn}n<ù) sei die Hauptfolge von rj. Es sei n0

die kleinste Zahl n mit rjn>y, nx die kleinste Zahl n mit an>7yWo und
w2 die kleinste Zahl n mit rjn>ani. Also ist /(cxWl) y <^n0 im Wider-
spruch zur Voraussetzung f(ocni) ^ ^Wg-i ^ ^«0 •
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