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Râume mît Mittelbildungen
von B. Eckmann, Zurich

Herrn Heinz Hopf in Verehrung und Freundschaft
zum 60. Geburtstag gewidmet

§1. Einleitung

1.1. Unter einem Mittel von n Argumenten in einem topologischen
Raume R - kurz „^-Mittel in R" genannt - verstehen wir eine stetige
Funktion M, welche jedem System von n Punkten xx, xn e R
einen Punkt M (x±, xn) e R zuordnet und fur welche gilt:

(1) M(xl9 xn) ist symmetrisch in xt, xn, d. h. bleibt unge-
àndert bei allen Permutationen von xl9 xn.

(2) M {x, ...,x) x fur aile x e R.

Ein 1-Mittel in R ist die Identitât von R] im folgenden sei stets n > 2

angenommen. In den vorliegenden Zeilen werden notwendige topologische
Bedingungen fur die Existenz eines n-Mittels in R aufgestellt. Es wird sich
zeigen, daB dièse eine starke Einschrànkung bedeutet ; mit anderen Wor-
ten, daB in sehr groBen Klassen von Râumen fur kein n > 2 ein w-Mittel
existiert. Ein Raum R, in welchem es fur ein n ^ 2 ein w-Mittel gibt, soll
kurz ein ,,Jfn-Raum" genannt werden.

1.2. Beispiele von w-Mitteln:
(a) R sei ein Intervall der reellen Zahlgeraden, M(xl9 xn) einer

der klassischen Mittelwerte (arithmetisches, geometrisches Mittel usw.)
der reellen Zahlen xx, xn.

(b) R sei eine konvexe Punktmenge in einem Euklidischen Raum,
M(xlt xn) der Schwerpunkt von xXi xn e R.

(c) R sei ein Gebiet der komplexen Zahlenebene ; eine Funktion M von
xx, xn e R mit komplexen Werten, die R angehôren, mit den Eigen-
schaften (1), (2), und welche in xl9 ...,xn komplex-analytisch ist,
heiBt ein analytisches Mittel in R.

(d) R sei eine topologische Abelsche Gruppe (additiv geschrieben),
in welcher x -> nx(x e R) ein Automorphismus1) ist; das arithmetische

*) Im algebraischen und topologischen Sinne.
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Mittel nrx(x1 + ••• + xn) ist ein w-Mittel in JR. - Beispiel: Das
ra-adische Solenoid, vgl. 4.3.

Der Begriff ,,n-Mittel in R" stammt von G. Aumann2), welcher weitere
Beispiele und Zusatzbedingungen iiber (1) und (2) hinaus untersucht und
spezielle Fàlle der im folgenden zu besprechenden topologischen Bedin-
gungen angegeben hat. Insbesondere hat er die Aufgabe behandelt, unter
den %-Mitteln auf der Zahlgeraden oder in der komplexen Ebene die klas-
sischen Mittel durch weitere Forderungen zu charakterisieren ; dièse

Untersuchungen werden hier nicht berûhrt.

1.3. Unsere Resultate betreffen die Homotopiegruppen nr(R),r ^ 1,
und die ganzzahligen singulàren Homohgiegruppen Hr(R),r ^ 1, des
Raumes J?. Zur kiirzern Formulierung sagen wir, eine Abelsche Gruppe G

habe die Eigenschaft an, wenn x ~>nz, x cG, ein Automorphismus von G

ist. Wir werden zeigen : In einem Mn-Raum R ist die Fundamentalgruppe
%(JB) Abelsch, und aile genannten Oruppen nr(R) und Hr(R) besitzen die

Eigenschaft an.
Hieraus ist fur viele Râume R leicht zu ersehen, daB es in ihnen fur be-

stimmte n ^ 2 oder sogar fur aile n ^ 2 kein n-Mittel geben kann. Denn
die Eigenschaft an in einer Abelschen Gruppe 0 impliziert (vgl. § 3), daB
die Ordnung eines jeden Elementes von G gleich 0 oder zu n teilerfremd ist,
und wenn G direkte Summe zyklischer Gruppen ist, daB keine Elemente
der Ordnung 0 auftreten. Es ist leicht, Beispiele von Râumen R anzuge-
ben, in welchen einzelne Homotopiegruppen dièse Bedingungen nicht er-
fiillen. Ebenso fur die Homologiegruppen Hr(R); setzeji wir noch voraus,
daB die Hr(R) vonendlich vielenElementenerzeugt sind (z. B. daB R ein
endliches Polyeder ist), so folgt aus der Existenz eines w-Mittels in R: In
den Dimensionen r ^ 1 sind aile Bettischen Zahlen 0 und aile Torsions-
Jeoeffizienten zu n teilerfremd. — Unter geeigneten topologischen Voraus-
setzungen liber R ergibt sich ferner (s. § 4) : Gibt es in R fur aile n > 2

ein n~Mittel, so ist R in sich zusammenziehbar.

1.4. Ein w-Mittel in R lâBt sich auch auffassen als eine stetige Abbil-
dung des Cartesischen Produkts P Rx x X Rn von n Exem-
plaren Ri R in den Raum R\ die Eigenschaften (1) und (2) lassen sich
dann so formulieren: D sei die Abbildung D(x) x x x x, x € R,
von R in P; D(R) A c P heiBt die Diagonale von P. (2) besagt, daB

MD die identische Abbildung von R auf sich ist. (1) bedeutet, daB Punkte
von P, die auseinander durch Permutation der n Komponenten x{ e R4,

2) Vgl. [1], [2]. - Zahlen in eckiger Klammer verweisen auf das Literaturverzeichnis
am SchluB der Arbeit.
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i 1, n hervorgehen, bei der Abbildung M dasselbe Bild haben.
Dièse Permutationen bilden eine Gruppe F von Homôomorphismen von
P; identifiziert man équivalente Punkte, so erhàlt man das symme-
trische Produkt 8 von n Faktoren R{ R. Da F die Diagonale A

punktweise festlàBt, darf man A als Teilmenge von 8 betrachten. Man
kann somit M auch auffassen als Abbildung von 8 in R, derart da/i MD
die Identitàt von R ist. In diesem Sinne ist die Frage, ob es in R ein
7i-Mittel gibt, eine Erweiterungsaufgabe : Die Abbildung D~x von A auf
R soll zu einer Abbildung M von ganz 8 in R erweitert werden. Ist z. B.
R in sich zusammenziehbar, so ist die Erweiterung trivialerweise môg-
lich: In einem zusammenziehbaren Raum gibt es fur jedes n ein n-Mittel.

Ebenso elementar sind die folgenden Aussagen ûber %-Mittel3): R sei
ein jM^-Raum; jede Zusammenhangskomponente von R, jeder Retrakt
von R und die universelle Ûberlagerung von R sind selbst itfn-Râume.

1.5. In § 2 der vorliegenden Arbeit werden die Homotopiegruppen
eines Jfn-Raumes 12 untersucht; ein w-Mittel in R induziert ein ,,homo-
morphes n-Mittel" in jeder Homotopiegruppe von R. § 3 handelt von
Mittelbildungen in Gruppen, mit Anwendung auf die Homotopiegruppen
eines Mn-Raumes. In § 4 wird der Fall behandelt, daB R fur jedes n ^ 2

ein w-Mittel besitzt. - Fur die singulâren Homologiegruppen eines Mn-
Raumes R (§ 5) werden andere Methoden angewendet als fur die
Homotopiegruppen, das Ergebnis lautet jedoch gleieh4).

§ 2. Homotopiegruppen eines Mn-Raumes

2.1. Fur zwei Râume T und R bezeichne RT den Raum5) aller stetigen
Abbildungen von T in R. Eine Abbildung F von R in einen Raum 8
bewirkt eine Abbildung von RT in 8T, die ebenfalls mit J^ bezeichnet sei:
Man definiert, fur f <• RT,F(f) g e ST durch g(t) F(f(t))f t <¦ T.

Ist P das Cartesische Produkt Rt x X Rn von Râumen Rt, so
kann man PT in kanonischer Weise darstellen als Cartesisches Produkt
PT i?f x X Rl\ ist F eine Abbildung von P in R, so lâBt sich
die induzierte Abbildung von PT in RT also auffassen als Abbildung von
B% x x RTn in RT: fur /, e Rf, i 1, n ist F(fl9 fn)

ge£T gegeben durch g(t) F(fx(t)9 fn(t)), t e T.

8) Vgl. [1].
4) Mit Hilfe der Methoden von Serre [6] kônnte auf Grund allgemeiner Beziehungen von

den Homotopie- auf die singulâren Homologiegruppen geschlossen werden; die direkte Be-

handlung der Homologiegruppen (§5) ist aber so einfach, dafi wir dièse vorziehen.
5) In der ùblichen (,,kompakt-offenen") Topologie.
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Sind insbesondere aile Ri R,i=l,...,n, und ist F M ein
n-Mittel in R - d. h. eine Abbildung von P in R mit den Eigenschaften
(1) und (2) -, so gelten (1) und (2) auch fur die induzierte Abbildung von
22* x x R^ in RT:

Satz 1. Ein n-Mittel M in R induziert ein n-Mittel im Raum RT der

Abbildungen von T in R. — Dies gilt auch dann, wenn man dieElemente
/ c RT dureh die Bedingung einschrànkt, daB fur eine gewisse Teilmenge
To c T stets f(T0) ein vorgegebener Punkt p von R sein soll.

2.2. Es sei nun Q(R) der Raum der geschlossenen Wege in R mit An-
fangs- und Endpunkt |?,wop ein festgewâhlter Punkt von R ist ; d. h. T
sei die réelle Einheitsstrecke 0 ^ t ^ 1, und Q (R) die Teilmenge von
RT bestehend aus denjenigen Abbildungen / von T in R, bei welchen

f(O)=f(l) p ist. In Q(R) ist in iiblielier Weise eine Opération er-
klârt, die wir mit + bezeichnen: co + cof (co, œ' eQ(R)) ist definiert
durch (a) + cof){t) œ{2t) fur 0 <£ < J, cof(2t — 1) fur 1<£<1.
Sie ist i. A. nicht assoziativ, kommutativ usw. ; e bezeichne den Weg
co(T) p. Fur jede Abbildung F von R in S ist die induzierte Abbildung
von Q(R) in Q(S) offenbar homomorph beziiglich dieser Opération.

In einem Cartesischen Produkt P Rx x X Rn ist

Q{P)^Q{R1) x xQ(Rn),

und die Opération + lâBt sich komponentenweise ausfuhren. Eine Abbildung

F von P in R induziert eine Abbildung von Q(R1) x x Q(Rn)
inQ(R)-woQ(Ri) bezûglich^ € J8< undQ(R) bezûglich^^, pn) c R

genommen sei -, und es gilt fur cot-, co^ e Q{Rj), i 1, n

Ffa + œi ...,œn + œ'n)=F(co1, a>n) + F(œ'19 ...,co'n).

Handelt es sich bei F insbesondere um ein n-Mittel M in R, so hat also
das gemaB Satz 1 in Q(R), beziiglich p e R, induzierte n-Mittel M auBer
(1) und (2) die Homomorphieeigenschaft

M{œx + co[, con + co'n) M(w19 coj + M(co[, co'n) (3)

fur aile co/, co/i€D(R); wir nennen es ein homomorphes n-Mittél.

2.3. Die durch Wege zusammenhângenden Komponenten von Q(R) -
d. h. die Homotopieklassen geschlossener Wege in R mit festem Anfangs-
und Endpunkt p - bilden bezûglich der Opération + eine Gruppe, die
Fundamentalgruppe nt{R) in p; sie ist i. A. nicht Abelsch, und ihr Neu-
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tralelement 0 ist die Klasse, welche e enthalt. Zum homomorphen
w-Mittel M in Q(R) gehort offenbar ein ebensolches in 7ix{R). Es ergibt
sich somit

Satz 2. Ein n-Mittel in R induziert ein homomorphes n-Mittel in der
Fundamentalgruppe n^R) (bezogen auf einen beliebigen Punkt p e R).

Unter einer allgememen Homotopiegruppe TI(R) von R versteht man
die Fundamentalgruppe n1(RT) eines Abbildungsraumes RT, in einem
vorgegebenen Punkt f0 e RT. Aus den Satzen 1 und 2 folgt unmittelbar

Satz 2'. Ein n-Mittel in R induziert ein homomorphes n-Mittel in jeder
Homotopiegruppe II (R) von R.

Dies gilt insbesondere fur die Hurewicz'schen Homotopiegruppen nn (R),
r ^ 2, da dièse bekanntlich als Fundamentalgruppen von Abbildungs-
raumen RT( T — Sphare S11-1) aufgefafit werden kann. — Um aus Satz 2

und 2f weitere Folgerungen ziehen zu konnen, untersuchen wir im nach-
sten Absehnitt den Begriff des homomorphen w-Mittels in einer Gruppe.

§ 3. Mittelbildung in Gruppen

3.1. G sei eine beliebige, additiv geschriebene Gruppe, M ein
homomorphes n-Mittel in G, n > 2, also eine Funktion M(x1} xn) von
n Variablen x eG mit Werten in G, welche (1) symmetrisch in xx,... xn
ist, (2) M(x, x) x erfullt fur aile x eG, (3) homomorph ist in
allen Variablen:

M{xx + x'19 ...,xn + x'n) M(xl9 ...,»„) +M(x'19 ...,x'n),xt,x'%€G.

(Mit anderen Worten : M ist ein Homomorphismus der direkten Summe

von n Exemplaren G m. G.)
Wir setzen p(x) M(x, 0,..., 0) =M(0, x,..., 0) M(0,0,..., x),

x e G Aus (3) folgt, da8 ju ein Homomorphismus von G in sich ist.
Ferner gilt fur x, y eG

M*) + M») M(x> 0, 0) + M(0, y, 0, 0) M(x, y, 0, 0),

also wegen der Symmetrieeigenschaft (1)

d. h. ju(G) c G ist Abelsch.

3.2. Aus (2) folgt fur jedes x € G :

x=M(x,x, .,x)=M(x,0, .,0)+
Somit ist G (jl{G) eine Abelsche Gruppe. Die Zuordnung x-^nx
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ist also ein Endomorphismus von G; wegen nf/,(x) /u(nx) x fur aile
x e G ist sie sogar ein Auiomorphismtcs, und fjt ist der inverse Automor-
phisnms x -> n~x x.

Fur M(xx, xn) erhâlt man dann

w~1(a:1H h xn),

also das ,,arithmetische Mittel".

Satz 3. In einer Gruppe G gibt es dann und nur dann ein homomorphes
n-Mittel M, wenn G Abelsch und x -> nx, x *G, ein Automorphismus
von G ist. In diesem Faile gibt es nur ein n-Mittel, nàmlich

M(xx, ...,xn)= n~1(x1 + + Xn).

3.3. Die Abelschen Gruppen, in denen x -> nx ein Automorphismus
ist, sollen nàher untersucht werden; wie in § 1 bezeichnen wir dièse

Eigenschaft mit ûw, und es sei stets n > 2.
G habe die Eigenschaft on, und x eG sei von der Ordnung Je > 0.

Ist (n, k) der grôBte gemeinsame Teiler von n und k, und

k k' (n, k), n n! (n, k)

also nk' kn', so ist k1 (nx) n'kx 0; da nx auch die Ordnung &

hat, ist k Teiler von k', somit (n, &) 1 :

Satz 4. Wenn die Abelsche Gruppe G die Eigenschaft an hat, dann ist die

Ordnung eines jeden Elementes von G entweder 0 oder zu n teilerfremd.

Die Umkehrung hievon gilt offenbar nicht, wie die unendliche zyklische
Gruppe zeigt. Sie gilt jedoch fur Torsionsgruppen, d. h. fur Gruppen
ohue Elemente der Ordnung 0.

Satz 4'. Ist die Ordnung eines jeden Elementes der Abelschen Gruppe G

zu n teilerfremd, so hat G die Eigenschaft an.
Beweis. Zu jedem Elément x e G gibt es eine ganze Zahl v, derart,

daB vx x ist; ist nâmlich k die Ordnung von x, so gibt es wegen
(k, n) 1 zwei ganze Zahlen u, v mit uk -\- vn 1, also

ukx + vnx vnx x

Es ist somit nG G, und aus nx 0 folgt x vnx 0. -
In einer direkten Summe gilt die Eigenschaft on dann und nur dann,

wenn sie in jedem Summanden gilt. Eine Abelsche Gruppe mit der Eigen-
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schaft an (fur ein n > 2) enthâlt also keinen direkten Summanden, der
unendlieh zyklisch ist ; sie kann also sicher nicht frei sein. - Fur direkte
Summen zyklischer Gruppen (z. B. Abelsche Gruppen mit endlich vielen
Erzeugenden) ist, ebenso wie fur Torsionsgruppen, die Eigensehaft an

âquivalent damit, daB die Ordnung eines jeden Elementes zu n teiler-
fremd ist.

3.4. In Verbindung mit den Ergebnissen von § 2 erhalten wir nun
Begingungen fur die Existenz von n-Mitteln in einem Raume R; sie
betreffen die Homotopiegruppen II(R) von R (vgl. 2.3):

Satz 5. Oibt es im Raume R ein n-Mittel, so ist jede Homotopiegruppe
II (R) Abelsch, und oc -> noc, oc e II (R), ist ein Automorphismus von U(R).
Die Ordnung eines jeden Elementes von II(R) ist also 0 oder zu n teiler-
fremd, und II(R) enthâlt keinen direkten Summanden, welcher unendlich
zyklisch ist.

Dies gilt insbesondere fur die Fundamentalgruppe tz1(R) und for die
Hurewiez'schen Homotopiegruppen nr(R),r > 2. Auf Grund der
Kenntnis dieser Gruppen lassen sich viele Beispiele von Raumen an-
geben, in welchen es fur kein n ^ 2 ein w-Mittel gibt; wir erwâhnen
hier nur
a) die p-dimensionale Sphâre Sp (np(Sp) ist unendlich zyklisch),
b) die geschlossenen Flâchen 0 vom Geschlecht g > 1 (^i(^) ist nicht

Abelsch).

Satz 5 làfit sich auch auf die Torus-Homotopiegruppen*) eines Mn-Rau-
mes R anwenden; es ergibt sich u. a., daB dièse Abelsch sind. Diesbe-
deutet fur die Homotopiegruppen 7tr(R) ,r>l: ein ifn-Raum R ist ein-

fach in allen Dimensionen r > 1 (im Sinne von Eilenberg6)), und aile

Whiteheadprodukte6) zwischen den Elementen der nr{R) sind 0.

§ 4. Raume mit w-Mitteln fur aile n

4.1. Wir nehmen an, es gebe im Raume R fur jedes n > 2 ein n-Mit-
tel. II(R) sei eine Homotopiegruppe von R (vgl. 2.3); sie ist Abelsch und
hat die Eigenschaft ctn, n 2, 3, Ist a ei7(i2) ein Elément der

Ordnung k > 0, so muB k zu n 2, 3, teilerfremd, also 1 sein,
d. h. es ist a 0. Aile Elemente ^ 0 von G haben also die Ordnung 0;
eine solche Gruppe heiBt torsionsfrei.

6) Siehe Fox [4].
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Satz 6. Gibt es in B fur jedes n > 2 ein n-Mittel, so sind aile Homo-
topiegruppen 17(B) torsionsfreie Abelsche Gruppen mit der Eigenschaft an

fur aile n.
Unendlich zyklische direkte Summanden kônnen in einer solchen

Gruppe nicht auftreten. Ist von der Homotopiegruppe II(B) des Raumes
B zum vorneherein bekannt, daB sie eine direkte Summe zyklischer
Gruppen sein muB, so ist also nur TI(B) 0 môglich (z. B. wenn TI{B)
von endlich vielen Elementen erzeugt wird).

4.2. Satz 6'. B sei ein zusammenhàngendes endliches Polyeder. Dann
und nur dann gibt es in B fur jedes n ein n-Mittel, wenn B in sich auf einen
Punkt zusammenziehbar ist.

Beweis. Die ganzzahligen singulâren Homologiegruppen Hr(B) sind
von endlich vielen Elementen erzeugt. Aus der Existenz der w-Mittel
folgt, daB jz1(B) Abelsch ist, also HX(B), somit von endlich vielen
Elementen erzeugt; nach 4.1 ist also nx(B) 0. Hieraus folgt aber
tc2(B) ^ H2(B), also von endlich vielen Elementen erzeugt, also eben-
falls 0. Durch Induktion folgt 7tr(B) 0 fur aile r > 1; nach dem
Satz von Hurewicz [5] bedeutet dies, daB B zusammenziehbar ist. -
Umgekehrt existieren in einem zusammenziehbaren Raum w-Mittel fur
aile n (vgl. 1.4).

Ein einfaches Beispiel (4.3) zeigt, daB i. A. aus der Existenz eines
w-Mittels in B fur ein bestimmtes n noch nicht die Zusammenziehbarkeit
von B folgt. Jedoch bleibt hier die Frage offen, ob dies fur spezielle
Râume B (etwa diejenigen von Satz 6A) der Fall ist ; ebenso, ob fur gewisse
Klassen von Râumen aus der Existenz eines w~Mittels fur ein bestimmtes
n diejenige fur aile andern n folgt, und auch ob die Aussage von Satz 6r

fur allgemeinere Râume als die dort genannten gilt.

4.3. Beispiel eines n-Mittels in einem nicht-zusammenziehbaren Baum:
n ^ 2 sei beliebig vorgegeben, B der Raum des w-adischen Solenoids

Zn ; dièses kann definiert werden als kompakte Charakterengruppe mod. 1

der diskreten additiven Gruppe An aller w-albriiche. B ist nicht zusam-

menziehbar (da gewisse Cech-Homologiegruppen von B ^ 0 sind7)).
Jedes Elément # c En ist durch n teilbar. Aus n % 0, folgt

%{na) 0 fur aile a € An, also, da nAn An ist, %{a) 0 fur aile
a e An, d. h. x 0- Somit hat En die Eigenschaft ctw, und gemâB 1.2
liefert das arithmetische Mittel von n Elementen ein w-Mittel in En.

7') Vgl. Eilenberg-Steenrod : Foundations of Algebraic Topology, (Princeton
1952) p. 296.
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§ 5. Homologiegruppen eines Mn-Raumes

5.1. Es handelt sich im folgenden durchwegs um die singulare Homo-
logietheorie. HV{R) sei die ^-te Homologiegruppe des Raumes R, mit
ganzzahligen Koeffizienten. Wir erinnern zunâehst an einige bekannte
Eigenschaften der Homologiegruppen Cartesischer Produkte, die wir
naehher benôtigen.

5.1.1. Fur ein Cartesisches Produkt RxQ zweier Râunie R, Q gilt die
Isomorphie

Hp(RxQ)g± E Hr(R)®H8(Q) + X Hr(R)*Hs(Q)
r+8=p r+s=p—l

fur p > 0 ; dabei handelt es sich um direkte Summen, und A ® B be-
zeichnet das Tensorprodukt der Abelschen Gruppen A und B,A*B deren
Torsionsproduht (letzteres lâfit sich so definieren8) : Es sei B=FjF0, wojF
eine freie Abelsche Gruppe ist. A* B ist isomorph zum Kern des natûr-
lichen Homomorphismus von A ® FQ in A ® F. Man kann zeigen, daB

A * B keine Elemente der Ordnung 0 enthâlt). Fur unsere Zwecke wird
die folgende Zerlegung von Hp(R X Q) genugen:

HV{R x«s Hp(R) ® H0(Q) + H0(B) ® H,(Q) + Hp

wo Hp eine direkte Summe von Tensor- und Torsionsprodukten gewisser

Hr(R), HS(Q) mit r <p,s <p ist; fur p 1 ist Hx 0. AuBerdem
brauchen wir noch Einzelheiten uber die Art, wie dièse Zerlegung von
Hp (R x Q) explizite hergestellt werden kann.

5.1.2. Es bezeichne Hp (bzw. H"p) die Untergruppe von Hp(R X Q),
deren Elemente durch Cartesische Produktzyklen cp x c0 eines 2?-Zyklus

cp in R und eines O-Zyklus c0 in Q (bzw. c0 X cp,c0 in R, cp in Q) repra-
sentiert werden kônnen; sind zp€Hp(R) und zoeHo(Q) die Homo-

logieklassen von cp und c0, so bezeichne zp x z0 diejenige von cp x c0.

Dann ist Hp (R X Q) direkte Summe von Hp, H"p und einer weitern

Untergruppe^, und es ist Hrp^Hp(R) ® H0(Q), H"p ^H0(R)®Hp(Q),
also Hp^Hp.

R und Q seien durch Wege zusammenhângend, also H0(R) und HQ(Q)

unendlich zyklisch und Hp ^ Hp (R), Hp ^ Hp {Q) ; bezeichnet z0 die
durch einen Punkt von Q reprasentierte Homologieklasse eH0(Q), so

ist die Zuordnung zp -> zpx z0, zp eHp(R), ein Isomorphismus von

Hp(R) auf Hp, und analog làBt sich der Isomorphismus Hp{Q) g^H'p

8) Vgl. [3].
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erhalten. Die Elemente von Hp sind dadurch eharakterisiert, daB sie sich
durch Cartesische Produkte von lauter Zyklen9) in R der Dimensionen

< p reprâsentieren lassen.

5.1.3. Durch Itération erhâlt man fur das Cartesische Produkt
P Rx x JB2 X x Rn von n Râumen R{, die durch Wege zusam-
menhângend sind, eine Zerlegung von Hp (P) in eine direkte Summe von
Untergruppen

dabei ist Hy ^:Hp(Ri), und Hp ^Hp, wo Hp eine direkte Summe von
n-fachenTensor-undTorsionsproduktengewisserGruppen HT{Ri)>r<p,
ist. Mit 4;) bezeichnen wir die Homologieklasse aus JET0(jB;), die durch
einen Punkt xj € R^j 1, n reprâsentiert wird ; die Zuordnung
4*} ""* 4° x • • • x 4i~~1) x ^v x 4m) X X 4n) îst ein Isomorphis-
mus/f- von E.p{R^) auf JH^. Die Elemente vonHp sind analog charak-
terisiert wie in 5.1.2; fur p 1 ist Hp 0.

5.2. Es seien nun in P aile R{ R, und D bezeichne wie in 1.4 die

Diagonalabbildung von R in P, gegeben durch D(x) (x, x, x),
x € R; D(R) A c P ist die Diagonale von P. D induziert einen Homo-
morphismus D* von lïp (.R) in Hp (P) ; entsprechend der Zerlegung in
5.1.3 zerfâllt D*zp,zp eH(R), eindeutig in eine Summe

D*zp Dxzp + + Dnzp + Dzp

wo Di ein Homomorphismus von jffp(R) in 17^, i 1, ,n,D
von Hp (R) in T3p ist.

Unterwirft man die n Komponenten xi € R eines jeden Punktes
(xx, xn) von P einer bestimmten Permutation, so erhàlt man eine

topologische Abbildung T von P auf sich, welche A punktweise festlàBt.
Oflfenbar bildet T* die Gruppen Z Hp%) und Hp in sich ab. Wegen

TD D ist T D z D z z e H (R) also

5T* (£ AZP) + t*^zp ^ A2P + ^> >

i i
somit 5P* (ZD{zp) SDtzp. Da dies fur jede Permutation T gilt, folgt

i i
leicht, daB aile Ij1 D^ e Hp(R), i 1, n, einander gleich sind;
wir setzen Ij1 D^ Jzp und erhalten

9) und ganzzahlige Zyklen mod m.
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5.3. M sei ein n-Mittel in R, also eine Abbildung von P Rx...xR
in R mit den Eigenschaften (1) und (2) (vgl. 1.3). Wir betrachten, fur
zp€Hp(R), M*D*zp M* {ED^) + M*Dz. Reprâsentiert man in der

obigen Darstellung von D^ aile z^ durch denselben Punkt von R und
beriicksichtigt man die Symmetrieeigenschaft (1), so folgt, daB aile
M* D{zp einandergleich sind. Es ist also M* D*zp nM*Dtzp + M*T5z.
Aus (2) folgt ferner M*D*zp zp.

Es gibt also zwei Endomorphismen a und r von Hp(R), derart dafi fur
aile zv c JSL (R) gilt

z xzp

dabei ist r M^D, wo 15 ein Homomorphismus von Hp(R) in Hp ist.
Fur p 1 ist Ht 0, also r 0; es gibt also einen Endomor-

phismus a, derart daB nozx zx ist fur aile z1€JH1(R). Hieraus folgt
wie in 3.2, dafi H1(R) die Eigenschaft an hat: z1 ~^nz1 ist ein Auto-
morphismus von HX{R).

Um durch Induktion bezùglich p weiter schlieBen zu kônnen, benôtigen
wir ein Lemma bezùglich der Eigenschaft an.

5.4. Lemma. A und B seien zwei Abelsche Gruppen. Mit A hat auch
(a) ihr Tensorprodukt A <g> B und (b) ihr Torsionsprodukt A * B die

Eigenschaft an.

Beweis. (a) Ist a ein Automorphismus von A, so ist a ® i (i Iden-
titàt von B) ein Automorphismus von A ® J5; wegen

(na) ® b n(a ® b)

fur aile a eA,b e B, ist also a ® b ->n(a ® 6) ein Automorphismus
von ^4 (g) JS. - Es folgt insbesondere, daB die Ordnung von a (g) 6

(a € A,b cB) entweder 0 oder zu n teilerfremd ist.
(b) A* B ist Untergruppe von A ®i^0 (vgl. 5.1) und hat keine

Elemente der Ordnung 0; die Ordnung eines jeden Elementes von A * B
ist also zu n teilerfremd, woraus nach Satz 5 (3.3) die Eigenschaft
an folgt.

5.5. Wir gehen nun zuruck zum Mn-Raum R. Es sei p > 2, und es sei

schon gezeigt, daB aile H8(R), 0 <s <p, die Eigenschaft <xw haben;
da Hp einer direkten Summe von Tensor- und Torsionsprodukten von H8,
s < p, isomorph ist (wobei fur mindestens einen Faktor s > 0 ist), hat
auf Grund des Lemmas Hp die Eigenschaft an. Setzen wir nun fur
zp c Hv (R)
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so ist fx ein Endomorphismus von Hp(R), fur welchen nach 5.3 gilt:

nazP + rzP ZP

Somit hat Hp(R) die Eigenschaft an.

Satz 8. jR sei ein durch Wege zusammenhangender Raum. Wenn es in
R ein n-Mittel gibt, so ist in allen Dimensionen p > 0 die Zuordnung
zp ->nzp ein Automorphismus von Hp (R). Die Ordnungen aller Homo-
hgieJclassen sind also 0 oder zu n teilerfremd; ist Hp(R) direkte Summe

zyhlischer Gruppen, so sind aile Ordnungen zu n teilerfremd {die Bettischen
Zàhlen also 0, die Torsionskoeffizienten zu n teilerfremd).

Dies sind, insbesondere fur endliche Polyeder oder Raume von dem-
selben Homologiecharakter, sehr starke Bedingungen, die die Existenz
eines w-Mittels nur in seltenen Fallen zulassen.
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