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Uber den Zerlegungssatz von Petersen

von F. BAEBLER, Ziirich

Meinem lieben Freunde W. Scherrer zu seinem 60. Geburtstag

1. Die vorliegende Note schliet sich eng an eine frithere Publika-
tion!) an und enthélt einen relativ kurzen und, wie mir scheint, durch-
sichtigen Beweis des bekannten Satzes von Petersen?) iiber die Zerlegung
kubischer Graphen.

Ein Graph G heiflt zusammenhidngend, wenn je zwei Ecken durch
einen Kantenweg verbunden werden konnen, regulir vom =n. Grad,
wenn mit jeder KEcke n Kanten inzident sind, endlich, falls er endlich
viele Ecken und Kanten besitzt. Einen reguldren Graphen dritten
Grades nennt man auch kubisch. Kann man G durch Loschen einer
Kante k in zwei getrennte Teilgraphen zerlegen, so heillt £ Briicke. Jeder
der beiden Teilgraphen, welcher selbst keine Briicken enthélt, heifit
Blatt. Ein Teilgraph von G heiflt Faktor, wenn er regulir ist und simt-
liche Ecken enthilt. Der grundlegende Satz von Petersen lautet: Satz 1:
Jeder regulire endliche und kubische Graph mit hochstens zwei Blittern
kann tn einen Faktor ersten und einen solchen zweiten Grades zerspalten
werden.

Hat man erst gezeigt, dal der Zerlegungssatz fiir briickenlose Graphen
gilt, so kann man in wenigen Zeilen das allgemeine Resultat gewinnen.

Im folgenden wird die Zerlegbarkeit des briickenlosen Graphen G be-
wiesen, indem man ihm in bestimmter Weise einen zerlegten Graphen G’
zuordnet, von dem man schrittweise iiber zerlegte Zwischengraphen
G, G,. . .Gy zum zerlegten Graphen G zuriickkehrt.

1) F. Baebler : Uber die Zerlegung reguldrer Streckenkomplexe ungerader Ordnung,
Comment. Math, Helv. 10 (1938), 275-287. Inzwischen hat 7. Gallat mit der dort ver-
wendeten Betrachtungsweise, die ilibrigens viele Beriihrungspunkte mit derjenigen von
Petersen hat, die hauptséchlichsten Resultate iiber die Faktorisierung tiberhaupt einheit-
lich begriindet und z. T. erweitert. Vergl. T. Gallai: On factorisation of Graphs, Acta.
Math. Hung. 1 (1950), 133. In einigen, mir besonders zweckméBig erscheinenden Be-
zeichnungen schliee ich mich dieser Arbeit an. Einen anders gearteten Beweis findet
man bei D. Koenig: Theorie der endlichen und unendlichen Graphen, Leipzig 1936,
8. 179-192.

%) J. Petersen, Die Theorie der reguliren Graphs, Acta Math. 15 (1891) p. 193-220.

155



Bemerkung: Die Zerlegung deute ich nach Petersen an, indem ich die
Kanten des Faktors zweiten Grades schwarz, die andern rot farbe. An-
statt zerlegt, nenne ich daher einen Graphen auch gefirbt.

2. Der zugeordnete Graph G’ entsteht aus G dadurch, daB ich jede
Ecke durch ein kleines schwarzes Dreieck /\ ersetze. Sind zwei Ecken E,
und £, in G mit derselben Kante inzident, so verbindet man je eine Ecke
der entsprechenden Dreiecke A, und A, rof miteinander, jedoch so, daf3
schlieBlich G’ kubisch ist.

Ein Kanten weg in @' heilit alternierend oder Wechselweg, wenn er
abwechselnd rote und schwarze Kanten enthilt, jede einmal. Die Bezeich-
nung alternierender Zykel ist demnach klar. Jeder Wechselweg kann von
einer Ecke aus in einer Richtung so lange fortgesetzt werden, bis man
eine frither schon durchlaufene Ecke von neuem erreicht. Er heifit dann
abgeschlossen.

Da in G jede Kante in einem Zykel liegt, kann man in G’ alternierende
Zykel finden. C, sei ein solcher. Nun firbe man die Kanten von C, um
und lasse alle Dreiecke A die an diesem Zykel beteiligt sind, in Punkte
schrumpfen. Man erhélt so einen zerlegten kubischen Graphen @, . Findet
man in @, einen alternierenden Zykel C,, an welchem Dreiecke A be-
teiligt sind, so verfahrt man genau wie eben, und erhilt einen zerlegten
Graphen G, usw. Lafit sich dieser Prozef3 fortsetzen bis alle schwarzen
Dreiecke A einbezogen sind, so ist man schliellich auf G zuriickgekom-
men und dieser Graph ist zerlegt. Die Fortsetzbarkeit ist aber dquivalent
mit der Giiltigkeit des Satzes 2: In jedem endlichen, briickenlosen und
gefirbten kubischen Graphen G liegt jede rote Kante in einem alternierenden
Zykel.

Dieser Satz soll jetzt bewiesen werden. Ein wesentliches Mittel unserer
Beweisfithrung ist die Klassifikation der Ecken und Kanten von G nach
der Art, wie sie auf denjenigen Wechselwegen erreicht bzw. durchlaufen
werden, welche in einer beliebigen aber festen Ecke E* mit der roten
Kante k* beginnen. Diese Einteilung resultiert hier daraus, dafl man die
Wege von E* aus nach einem festen Schema durchliuft und auf diese
Art schrittweise erzeugt. Dabei wird jede Kante im Sinne der Durch-
laufung orientiert, so dafl die Bezeichnungen Anfangs- und Endpunkt einen
bestimmten Sinn erhalten. Es zeigt sich, dafl im allgemeinen ein Teil der
Kanten in beiderlei Sinn durchlaufen und dementsprechend doppelt orien-
tiert wird. Die Bezeichnung ,,Anfangs- bzw. Endpunkt“ bezieht sich dann
jedesmal auf die gerade in Betracht gezogene Orientierung.

Die Schritte des erzeugenden Schemas sollen vorldufig definiert werden
wie folgt:
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Den ersten roten Schritt bildet die von der Ecke E* weg gerichtete
rote Kante k*. Der erste schwarze Schritt besteht aus den schwarzen
Kanten, die mit dem Endpunkt von k* inzident sind. Allgemein definie-
nieren wir der 7. rote Schritt besteht aus allen roten Kanten, die von
denjenigen Ecken ausgehen, welche durch den (¢ — 1). schwarzen neu
erreicht werden, und der ¢. schwarze Schritt ist vollig analog durch die
mit dem ¢ roten Schritt neu erreichten Ecken bestimmt. Die beiden
t. Schritte bilden die 7. Stufe. ¢ =1, 2...r.

Diese vorldufige Definition mufl im allgemeinen modifiziert werden,
doch geniigt sie in einem fiir unsere Zwecke sehr wichtigen Sonderfall.
Die Komplikationen, welche diese Modifikationen erfordern, entspringen
dem Umstand, daf3 man schon vom zweiten roten Schritt an mit Kanten
der drei folgenden Klassen zu rechnen hat?3).

1. Fortschreitende, das sind solche, die zu bisher nicht erreichten
Ecken fithren.

2. Schlieflende, das heilt solche, die Endpunkte von Kanten des un-
mittelbar vorangehenden Schrittes verbinden.

3. Rickliufige, solche, welche nach Ecken zuriickfiihren, die bereits
im vorletzten oder in einem fritheren Schritt erreicht wurden.

Jede rickliufige Kante ist schwarz.

3. Wir wollen aus unserer Erzeugungsweise der Wechselwege zunichst
einige Folgerungen ziehen, welche insbesondere die Betrachtungsweise
des Abschnittes 5 motivieren und das dortige Resultat plausibel machen?).

Eine riickliufige Kante k£ schlieBt entweder einen Weg ab, oder man
gewinnt mit ihr den Anschluf3 an bereits durchlaufene Wegstiicke, oder
es ist beides der Fall. Da auf diesen dann alle Kanten der bereits vor-
handenen Orientierung gemil durchlaufen und keine neuen einbezogen
werden, betrachtet man diese Fortsetzungen als zu dem betreffenden
Schritt gehorig.

Eine schlieBende Kante kann in beiden Richtungen durchlaufen wer-
den und erhilt dementsprechend eine zweifache Orientierung. Dariiber
hinaus gibt sie immer AnlaB zu einer zweiten Orientierung weiterer
Kanten. Um einen vorldufigen Uberblick iiber diese zu gewinnen, neh-
men wir an, k sei die einzige schlieBende Kante ; sie gehore der n. Stufe
an. Die mit ihr inzidenten Ecken bezeichne ich mit £’ und E”. Sobald
man k einbezieht, konnen simtliche bis dahin erzeugten Wechselwege

3) Der triviale Fall, daB eine Kante des 1. schwarzen Schrittes mit E* inzident ist,
wird nicht beriicksichtigt.

4) Will man sich der Kiirze halber auf das UnerlaBliche beschréanken, so kann man
diesen Abschnitt bis auf einige Definitionen wéglassen.
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nach E’ bzw. E" als Fortsetzungen soweit in entgegengesetztem Sinn
durchlaufen werden, bis sich die Wege schlieen. Alle Kanten dieser
Wegstiicke werden ein zweites Mal orientiert. Jede ihrer Ecken wird
sowohl lings einer schwarzen als auch lings einer roten Kante erreicht.
Ich nenne sie doppelt erreichbar, wihrend alle andern, welche ebenfalls
auf bereits erzeugten Wechselwegen liegen, in unmittelbar verstiandlicher
Weise als einfach rot bzw. schwarz erreichbar bezeichnet werden.

Nun sei M die Menge der Wechselwege nach £’ und E”, welche vor dem
Erfassen von k bereits erzeugt sind. Alle Elemente in M haben eine
gewisse Anzahl roter Kanten — allermindestens £* — gemein. Je zwei von
diesen gehoren verschiedenen Stufen an. Daher existiert unter ihnen
eine einzige, k,, von maximalem Stufenrang m. Kein Weg kann nach
dem Einbeziehen der schlieBenden Kante iiber diese hinweg riickwirts
nach einer Stufe unterhalb m fortgesetzt werden. Dagegen gibt es min-
destens zwei Wege, welche sich durch eine solche Fortsetzung im End-
punkt E, von k, abschliefien.

Dieser Umstand gibt uns Anlal}, einen ausgezeichneten Teilgraphen D
von G hervorzuheben, der durch die schlielende Kante erzeugt wird.
Seine Eigentiimlichkeit besteht darin, dafl er sich als Ganzes in seiner
Verkniipfung mit dem iibrigen Graphen analog verhilt wie eine einzelne
Ecke.

D besteht aus der Gesamtheit der in beiderlei Sinn orientierten Kanten
und den mit ihnen inzidenten Ecken. Jede der letztern ist doppelt er-
reichbar und umgekehrt gehort jede doppelt erreichbare Ecke zu D.
Da jede Ecke in D von E' oder E” aus auf Kantenwegen erreicht
werden kann, die diesem Teilgraphen angehoren — innern Kantenwegen —
ist er zusammenhéngend. Der gleiche Umstand zieht nach sich, daf} jede
dieser Ecken von E, aus auf innern Wechselwegen doppelt erreichbar ist.
Daraus folgt wiederum, da8 es auBler k, keine rote Kante geben kann, die
nur einfache orientiert und dennoch mit einer Ecke von D inzident ist.
Das heifit, alle mit Ecken von D inzidenten roten Kanten exklusive k,
gehoren zu D. Da andererseits k, keine Briicke ist, miissen schwarze
Kanten vorhanden sein, welche D mit dem iibrigen Graphen verkniipfen,
und weil jede schwarze Kante in einem schwarzen Zykel liegt, ist deren
Anzahl mindestens 2.

Nach dem Einbeziehen von k kénnen alle mit den Ecken von D inziden-
ten schwarzen Kanten, die bis dahin noch nicht Wechselwegen ange-
horen, als Fortsetzungen von solchen gewdhlt werden. Wir zéhlen sie
zum %.schwarzen Schritt. Die riickwartigen Fortsetzungen der Wege
werden ohne weitere Zahlung vollzogen.

158



Treten in einem erzeugenden ProzeB3 mehrere schlieBende Kanten auf,
so bezieht man sie in jeder Stufe sukzessive ein und erweitert jedesmal
in analoger Weise die Kantenmenge des entsprechenden schwarzen

Schrittes.

4. Der gefiarbte Graph (¢, den wir jetzt in Betracht ziehen, soll eine
rote Kante k* derart besitzen, daf der erzeugende Proze8 fiir die Wechsel-
wege mit k* als Anfangskante kein schliefendes Element enthiilt.

Nach jedem Schritt bezeichne ich diejenigen Ecken, welche nur mit
2 bereits in Wechselwege einbezogenen Kanten inzident sind, als Riick-
laufecken der Valenz 1. Existieren in einem schwarzen Schritt nur rick-
ldufige Kanten, so heiit der Proze3 abgeschlossen. Aus einer einfachen
Abzdhlung resultiert nun sofort, dafl dieses Stadium nicht eintreten
kann, ehe die beiden mit dem Anfangspunkt E* von k* inzidenten
schwarzen Kanten k, und %, erfaBt worden sind.

r; sel die Anzahl der Riicklaufecken nach den ¢. roten », die Anzahl der
Kanten im ¢. schwarzen Schritt, + = 1, 2,3,... Dann gilt fiir jedes ¢
Nipy — iy = n; — 7;, falls keine riickliufige Kante nach E* fiihrt.
Wenn nédmlich der . schwarze Schritt ¢ riickliufige Kanten enthilt,
wihrend auf » Kanten je eine neue Ecke erreicht wird, wogegen nach u
neuen Ecken je zwei Kanten laufen, so gilt

i =1, +7v—o; Ny = 2v + 2 und n,=0+v+ 2un .

Daraus folgt n;,; — 7,y =2v+2p—r,—v+po=mn;, —r,.

Da n, —r, = 2 ist, konnen nur simtliche Kanten eines schwarzen
Schrittes riickldufig werden, wenn E* lings &, und %, auf Wechselwegen
erreichbar ist. Satz 2 gilt also fiir solche Graphen.

1. Bemerkung. Nach dem AbschluB des erzeugenden Prozesses
enthilt der Teilgraph G*, welcher aus den, an Wechselwegen beteiligten
Ecken und Kanten besteht, keine Riicklaufecken mehr. Da ¢ zusammen-
hingend ist, mufl @* mit G identisch sein. Man kann daher sagen: Die
Kante k* liegt mit jeder andern in einem Wechselweg.

2. Bemerkung. Liegt ein gefirbter, nicht notwendig regulédrer®) Graph
mit einem roten Faktor 1. Grades vor, in welchem jede Ecke mindestens
den Grad 3 hat, ferner so, daf er den Voraussetzungen dieses Abschnittes
iiber den erzeugenden ProzeB geniigt, und weil man dariiber hinaus, dag
jede Riicklaufecke die Valenz 1 besitzt, so gilt

Nipg — Topn =Ny — Ty«

%) Die Farbung bedeutet hier eventuell nicht die Zerlegung in 2 Faktoren.
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5. Im folgenden setze ich voraus, der erzeugende ProzeB enthalte
schlieBende Kanten und er sei abgeschlossen.

Nach Abschnitt 3 ist es natiirlich, die Ecken von G in die drei folgenden
Klassen einzuteilen: 1. doppelt erreichbare, 2. einfach erreichbare,
3. nicht erreichbare. Da schlieBende Kanten vorhanden sind, ist die
1. Klasse nicht leer.

Das Vorangehende legt es ferner nahe, denjenigen Teilgraphen D von @
hervorzuheben, dessen Elemente die Ecken der ersten Klasse und die in
beiden Richtungen durchlaufbaren Kanten sind.

Jede Kante, die mit einer Ecke von D inzident, aber nur einfach
orientiert ist, heit Nachbarkante, ihr zweiter Endpunkt Nachbarecke.

Eine rote Nachbarkante kann nur in der Richtung auf D hin orientiert
sein — ihr zu D gehoriger Endpunkt ist ja doppelt erreichbar — eine
schwarze nur in der Richtung von D weg. Deshalb sollen die roten Ein-
trittskanten die schwarzen Austrittskanten genannt werden.

Es kann sein, dal D in getrennte Teile D,, D,...D, zerfillt, die
selbst zusammenhingend sind. Diese Teilgraphen D, besitzen die fol-
gende Eigentiimlichkeit: Jeder hat eine einzige Eintrittskante und
mindestens zwei Austrittskanten (es zeigt sich spiter: genau zwei). Jede
seiner Ecken, abgesehen vom Endpunkt E, der Eintrittskante k;, kann
von E; aus auf Wechselwegen doppelt erreicht werden, die ganz diesem
Teilgraphen angehoren (innere Wechselwege).

Beweis: k; sei eine Eintrittskante in D,, 4 ihr Anfangs-, £, ihr End-
punkt, ferner B und C die Endpunkte der mit K, inzidenten schwarzen
Kanten. Da D, zusammenhingend ist, mufl jede seiner Ecken von |
aus iiber B oder C' auf einem innern Weg erreichbar sein. Diese beiden
Ecken sind von E; aus auf innern Wechselwegen auch rot erreichbar.
Konnte ndmlich etwa B von E* aus auf einem Wechselwege rot erreicht
werden, der k, nicht enthilt, so wire dieser iiber £, nach A fortsetzbar.
k, konnte nicht Eintrittskante sein.

Sind nicht alle Ecken in D, von K, aus auf innern Wechselwegen doppelt
erreichbar, so gibt es unter den von dieser Ecke ausgehenden Wechsel-
wegen mindestens einen, w, der mit Ausnahme seines Endpunktes E’
lauter innerlich doppelt erreichbare Ecken enthilt. Da E’ in G doppelt
erreichbar ist, existiert ein von E* ausgehender zu k, fremder Wechsel-
weg w', der mit einer roten Kante in dieser Ecke endigt. w’ kann Ecken
enthalten, die von Z,; aus doppelt erreichbar sind oder auch nicht. Im
ersten Fall gibt es, von E* ausgerechnet, eine erste solche, £”. Je nach-
dem das eine oder das andere zutrifft, kann entweder der Weg E*...E"
oder w’ selbst, lings eines innern Wechselweges nach E; und von dort
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lings k; nach A fortgesetzt werden, im Widerspruch zur Voraussetzung
iiber 4.

Da jede Ecke in D, von K, aus auf inneren Wechselwegen mit beiden
Farben erreichbar ist, kann keine unter ihnen auller X, selbst, mit einer
einfach orientierten roten Kante inzident sein. k, ist also die einzige
Eintrittskante. Weil G keine Briicken enthilt, miissen Austrittskanten
aus D, existieren, und zwar mindestens zwei, da jede schwarze Kante in
einem schwarzen Zykel liegt.

6. Auf die letzten Feststellungen zuriickgreifend, kann man G einen
neuen gefirbten Graphen G, zuordnen, fiir welchen die Giiltigkeit des
Satzes 2 leicht einzusehen ist. ¢/, wird aus G gewonnen, indem man
jeden Teilkomplex D, samt Nachbarkanten loscht. Ausgenommen sind
die Ecken E; und die Eintrittskanten k,. Jede Ecke E, wird mit den-
jenigen in G schwarz verbunden, welche Tréger einer Austrittskante von
D, sind. k* gehort ohne Zweifel zu G ¢).

Nun sei [w], die Menge derjenigen gerichteten Wechselwege in G,
welche mit der orientierten Kante k* beginnen. In G, kann keine Kante
auf Wegen aus [w], in beiden Richtungen durchlaufen werden, da diese
oder die entsprechende Austrittskante in G dieselbe Eigenschaft hitte,
im Widerspruch zur Definition von ;. Beriicksichtigt man dazu die
zweite Bemerkung in Abschnitt 4, so folgt unmittelbar die Existenz von
alternierenden Zykeln, welche die mit £* inzidenten schwarzen Kanten
enthalten.

Jedem solchen Zykel entspricht ein gleichartiger in ¢'. Damit ist Satz 2
und nach der Feststellung Zeile 22-24 von Abschnitt 2 auch der Satz
von Petersen fiir briickenlose Graphen bewiesen.

(Aus den Abzihlungen von Abschnitt 4 folgt ferner, dal die Ecken E,
in G, den Grad 3 haben miissen.)

Enthilt der Graph G zwei Blédtter, so fithrt man ihn in einen briicken-
losen Graphen @, iiber, indem man einen innern Punkt irgendeiner
Kante des einen mit einem gleichartigen des andern Blattes durch eine
Kante k verbindet. Man kann ¢/, firben, und da jede Kante eines ge-
farbten Graphen in einem alternierenden Zykel liegt, darf man an-
nehmen, & sei rot. Entfernt man %4 aus G, und loscht die Endpunkte
dieser Kante als Ecken, so liegt der gefirbte Graph ¢ vor.

(Eingegangen den 21. September 1953.)

) Die Kanten k; koénnen in G, auf Wechselwegen, die mit k* beginnen in der gleichen
Richtung durchlaufen werden wie in G.
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