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Ein Minimum-Maximumproblem
iiber konvexe Rotationskôrper

von H. Biebi, Bern

Seinem verehrten Lehrer, Herrn Prof. Dr. W. Scherrer,
zum 60. Geburtstag gewidmet

Ein konvexer Rotationskôrper des 7?3 kann durch folgende MaBzahlen
charakterisiert werden (Abb. 1 a)x)

P' I

lî
/(1-x)

I

lb

le ld

"Lange oder Poldistanz l, Âquatorradius r, Lange der erzeugenden Mendiankurve L,
Fktchemnhalt des halben Mendtanschnittes Q, Volumen F, Oberflache F,

Intégral der mittleren Krummung M (1)

Das Problem, aile Relationen zu finden, welche zwischen den genannten
GroBen bestehen mussen, damit wirklich konvexe Korper vorliegen, ist
wohl zu kompliziert. Man kann sich in der Weise einschranken, da6 man

*) Wesenthche Grofien wie Durchmesser und Dtcke hatten sich dem gewahlten Rahmen
nur schlecht angepaût und fehlen deshalb.
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einige der GrôBen 1) passend vorgibt und hernach nach den Extrem-
werten einer weitern GrôBe aus 1) fragt2). Problème dieser Art sind in
grôBerer Zahl gelôst worden. In vielen Fâllen muB zunâchst eine dem
Problem angemessene direkte Méthode entwickelt werden3). Àls sehr

giinstig hat sich die Einfuhrung der polygonalen Botationskôrper erwiesen.
In den Arbeiten von H. Hadwiger4) spielen sie eine entscheidende Rolle.
Sind in der Tat die gesuchten Extremalkôrper selber solche spezielle
konvexe Rotationskôrper, so hat man Aussicht, sie durch Operationen
im Bereich dieser Unterklasse von konvexen Rotationskôrpern aufzu-
finden. Der Ûbergang zu beliebigen konvexen Rotationskôrpern durch
Approximation und Stetigkeitsbetrachtungen bereitet keine Mûhe.

In der vorliegenden Arbeit wird folgender Satz bewiesen :

,,Bei vorgeschriebener Kôrperlànge l und ebensolcher Meridianlange L
besitzen Zylinder und nur sie kleinstes Intégral der mittlern Krûmmung M,
symmetrische Doppélkegel und nur dièse Kôrper grottes M."

Er lâBt sich auch in der Form einer doppelten Ungleichung schreiben :

(2)n. ^-(L — l)<M<n- arccos (-^-
2 \L

wobei das Gleichheitszeichen linker Hand genau fur Zylinder, dasjenige
rechter Hand genau fur symmetrische Doppelkegel gilt.

Bezuglich der verwendeten individuellen Méthode sei auf eine schon

publizierte Arbeit verwiesen5).
Mit / bezeichne ich die Teilklasse aller Polygonalkôrper, deren Âqua-

torradius r am Rande liegt, mit // die analoge Teilklasse mit einem im
Innern liegenden r. Durch Vereinigung passender Teilklassen der Typen
/, // kônnen abgeschlossene Teilklassen i\12-.« konstruiert werden,
deren Kôrper aus hôchstens i Kegelstûmpfen (im weitern Sinne) be-
stehen.

Als wirksamste, weil analytisch einfachste Déformation, hat sich fur
unser Problem das Abschleifen (unter Erhaltung von l) erwiesen6).

2) T. Bonnesen und W.Fenchel, Théorie der konvexen Kôrper, Ergebnisse der
Mathematik und ihrer Grenzgebiete, Bd. 3; Berlin 1934, S. 74.

3) Siehe Fuônote 2, S. 74—75.
4) H, Hadvdger, Einige neue Ergebnisse iiber extremale konvexe Rotationskôrper.

Abhandlungen aus dem Mathematischen Seminar der Universitât Hamburg,
Bd. 18, S. 42—44.

6) H. Bieri, Kurvendiskussion als Méthode. Mitteilungen der Naturforschenden
Gesellsehaft Bern, 8. Band 1950.

6) H. Bieri, Ein (M9 F)-Problem mit Nebenbedingung. Experientia IX 16, 1953,
207—209, speziell Abb. 5, 6, 7.
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Beweis. Fur Kegelstûmpfe (Abb. lb) gilt mit der Substitution
l

')
M 2tgxp.xp)

l (q -f. sec xp)

(3)

Die Bildkurven der Kegelstumpfscharen in einem (L, Jf)-Diagramm
dM n2

sind bei festem xp Geraden mit der Steigung -j=- —

Eine dieser Geraden entspricht den Zylindern mit xp 0. Flir die

aber hat man : p — -tang y;, also g tang ^. Es folgt :

(4)

Wâchst ^ von 0 bis nj2, so wird die Kegelkurve durchlaufen. Sie besitzt
folgende Eigenschaften :

a) Im Bildpunkt der Strecke von der Lange l{xp 0) betrâgt die
Steigung rc»/2.

b) Es ist im Intervall 0 < xp < tt/2 genau ein Wendepunkt vorhanden..
Die Kurve ist zunâchst von unten Jconvex.

c) Die einzige geradlinige Asymptote liegt oberhalb der Zylinderkurve
und ist zu ihr parallel.

Damit sind aber die Verhàltnisse in
der Teilklasse Rt geklârt (Abb. 2).

In der gestaltlich reichhaltigeren
Teilklasse 5ti2 werden wir schon die
Hauptschwierigkeit des Problems an-
treffen.

Wenden wir uns zuerst den sym-
metrischen Doppelkegelstûmpfen zu. Man

-L erhâlt (Abb. la, q' p'9 q> xp) :

M

7) Berechnet wird M* — M —ni. Hernach wird der Stem weggelassen.
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M 7t{npf +
L 2p' + Z-

(5)

Die Bildkurven der Doppelkegelstumpfscharen mit festem \p sind

wieder Geraden mit der Steigung -^=- n2/Z • Mit p' 0 erhâlt man

die symmetrischen DoppelJcegel mit

M ni* tang ^ • ^
L= l-sec ^

(6)

Wàchst ^ von 0 bis n/2, so wird die Bildkurve der symmetrischen
Doppelkegel durchlaufen. Sie besitzt folgende Eigenschaften :

a) Im Bildpunkt der Strecke von der Lange l betrâgt die Steigung

b) Im Intervall 0 < tp < n/2 ist sie durchwegs von unten honkav.

c) Ihre geradlinige Asymptote fâllt mit derjenigen der Kegelkurve zu-
sammen.

Es ist nun von grôBter Bedeutung, die relative Lage der Kurve der

symmetrischen Doppelkegel und der Kegelkurve zu kennen. Wir be-

trachten spezielle Kegelstumpfkegel aus // (Abb. la, pr — 0, <p xp

fest, q', also x variabel). Es folgt :

M ni- tang y) (ip + ^t/2 — nx)
L l (sec y) + tang ip — 2x> tang ip)

(7)

Durchlâuft x das Intervall 0 < x < ^, so entstehen im Diagramm
Strecken mit der Steigung tc2/2 Der eine Endpunkt liegt auf der Kegelkurve,

der andere auf der Kurve der symmetrischen Doppelkegel. Wegen
der Form der Kegelkurve ist der SchluB gestattet, dafi die Kegelkurve

ganz nicht oberhalb liegt (vgl. Abb. 2).
Jetzt verschieben wir die eine Stûtzebene nach aufien (Abb. la,

ç> f fest, q1 fest, pf, also auch x variabel).
Durchlâuft x das Intervall 0 < x < ^, so entstehen im Diagramm

neuerdings Strecken. Ihre Endpunkte sind Bildpunkte je eines Kegel-
stumpfes und eines symmetrischen Doppelkegelstumpfes. Da dièse Kôr-

152



per nicht extremal sind und die Doppelkegelkurve von unten konkav ist,
kommt keiner der betrachteten Kôrper fur ein Extremum in Frage.

Wir betrachten ferner Doppelkegelstumpfe aus / (Abb. le).
Diesmal liegen zwei verschiedene Neigungswinkel vor. Wir verschieben

die untere Stutzebene nach innen, erhalten eine einparametrige Kôrper -

schar und zeigen wie oben, daB dièse Kôrper ebenfalls nicht extremal
sein kônnen. Es ist klar, daB der obère Kegelstumpf durch einen Kegel
ersetzt werden darf.

Damit ist aber der Formenreichtum der Teilklasse Si12 noch nicht er-
schôpft. Da sind zunâchst die unsymmetrischen DoppelJcegel aus // zu
beachten. Bei ihnen versagt das Abschleifen, so daB sie auf andere Weise

zu einparametrigen Scharen zusammengefaBt werden (Abb. ld).
Wandert P auf einem Kreisbogen durch A und B, so wird eine zwischen

Strecke und symmetrischem Doppelkegel interpolierende einparametrige
Kôrperschar erzeugt, die allerdings im Falle y<7i/2 auch nichtkonvexe

Kôrper enthâlt. Dieser Umstand wird aber keine Stôrung verursachen.
Die MaBzahlen sind :

M -

TJ —
l. sin (q

sin

y) sin (p •

smy
o + y/2)
y/2

sin t-y)

(8)

Die Steigung berechnet sich zu

dM __n{n — y) sin {(p + y/2)
dL cos y/2

Aus 8) kann der Parameter eliminiert werden :

M ^ fo — y) ¦ tang y/2 £a __
?r (tc — y) tang y/2 » l

21
(8a)

Die betrachteten Kurven sind also von unten konvexe Parabeln.

Auflôsung der Enveloppenbedingung —— 0 liefert als einzige

Nullstelle L l. Es handelt sich demnach um ein ausgezeichnetes

Kurvenfeld, das ganz nicht oberhalb der Kurve der symmetrischen Doppelkegel

liegt.
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Die genauere Diskussion fôrdert weitere Resultate zutage :

a) y > n{2 ->¦ 0 < <p < n~y
2

cotg y/2

¦ 2n (9)

-——/ n (ot — y) tang y/2 lim —— ^fdL/^o n &n v=nti cotgy/2

lim g
y+Jl cotgy/2

b) y<nl2^nl2-y<<p< 3t~Y

dM ««

Die gestaltKchen Verhâltnisse sind leicht xiberschaubar. Eine Skizze
nach dem Muster der Abb. 2 verdeutlicht auffallende GesetzmâBigkeiten.
Macht man sich schlieBlich noch klar, daB auch die restlichen Kôrper
nicht extremal sein kônnen, so ist der Satz zunâchst fur die Teilklasse
R12 bewiesen8).

Der Beweis gilt aber auch fur irgendeine Teilklasse &12.. .n. Durch
Abschleifen gelangt man nâmlich zu 5li23) ^12345 schlieBlich zu St12.. .w.
Die einparametrigen Kôrperscharen aus 5l12.. ,m besitzen fur jedes m
aus 2<m<n Randkôrper aus 5l12.. -m-i- Die Bildkurven sind jedes-
mal Strecken. Die Bildpunkte der Randkôrper liegen nicht aufierhalb des

van der Zylinderkurve und der Kurve der symmetrischen Doppelkegel be-

grenzten Bereiches, so daB innere Punkte dieser Strecken sogar innerhalb
liegen, w. z. b. w.

Weil aber ein beliebiger konvexer Rotationskôrper sich durch Poly-
gonalkôrper approximieren làBt und weil die GrôBen 1) stetig vom
Kôrper abhângen, so ist der Beweis fur die voile Klasse der konvexen
Rotationskôrper mit der festen Lange l geleistet.

(Eingegangen den 6. September 1953.)

8) Von den unsymmetrischen Doppelkegeln aus erreicht man durch Verschiebung einer
Stutzebene Kegel. Weil die Bildkurve eine Strecke ist, kônnen die interpolierenden Kôrper
aus II nicht extremal sein. Von den letztgenannten Kôrpern aus erreicht man durch
Verschiebung der andern Stutzebene Kegelstumpfe, und man sieht wie oben, dai3 kein Doppel-
kegelstumpf aus II mit verschiedenen Winkeln extremal sein kann.
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